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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit sind wir an der Dichte algebraischer Zahlkérper mit vorgege-
bener Galoisgruppe G interessiert. Wir betrachten hierzu fiir einen gegebenen
Zahlkorper k die Zahlfunktion

Z(k,G x) .= {K/k| Gal(K/k) = G,N (dx) < }|,

welche die Anzahl der Erweiterungen K/k mit Galoisgruppe G (innerhalb
einer festgelegten algebraischen Hiille Q) ziihlt, wobei die Norm der Diskri-
minante durch z € R nach oben beschriankt ist. Es ist wohlbekannt, dass
diese Anzahl endlich ist, da es nur endlich viele Zahlkérper mit beschrénkter
Diskriminante und festem Grad gibt.

In zwei Arbeiten |23, 24| vermutet Gunter Malle, wie sich diese Zahlfunktio-
nen fiir x — oo verhalten sollten. Dabei gibt er fiir jeden Zahlkorper k£ und
jede Gruppe G zwei Konstanten a(G) und b(k, G) an und vermutet, dass eine
weitere (von k und G abhingige) Konstante ¢(k, G) existiert mit:

Z(k,G; x) ~ c(k, G)z" log(z)*,

Zu diesem Zeitpunkt war die Richtigkeit der Vermutung fiir alle abelschen
Gruppen G und Zahlkorper k& durch die Arbeit von David Wright [33] be-
kannt. Bereits deutlich friiher konnten Harold Davenport und Hans Arnold
Heilbronn die Asymptotik fiir die Gruppe S3 bestimmen. Deutlich spéter
bestimmten Henri Cohen, Francisco Diaz y Diaz und Michel Olivier [6] die
Asymptotik fiir G = Djy.

In den letzten Jahren hat Manjul Bhargava die Methoden verallgemeinert,
die zur Bestimmung der Asymptotik von S3—Erweiterungen fiihrten, und hat
die entsprechenden Asymptotiken fiir die Gruppen S; und S5 angekiindigt.
Wir verweisen hier den interessierten Leser auf die Ubersichtsartikel [3, 2].



2 Kapitel 1: Einleitung

Wir merken an, dass die dort verwendeten Methoden total unabhingig von
den in dieser Arbeit verwendeten Methoden sind.

Dies sind sédmtliche endliche Gruppen, fiir die eine asymptotische Aussage
bekannt war.

In einer gemeinsamen Arbeit mit Gunter Malle [19] haben wir einige ,,gu-
te“ obere und untere Abschéitzungen fiir nilpotente Gruppen bewiesen. Z.B.
zeigen wir in dieser Arbeit fiir Galoiserweiterungen mit nilpotenter Galois-
gruppe G und alle Zahlkorper k, dass fiir alle ¢ > 0 stets positive Konstanten
c1(k,G), ca(k, G, €) existieren mit:

a1 (k, )29 < Z(k, G z) < co(k, G, €)@ fiir 2 groR genug,

wobei a((G) gerade die oben vermutete Konstante ist. Als weiteren wichtigen
Hauptsatz konnen wir in [19] unter schwachen Voraussetzungen zeigen, dass
fiir Kranzprodukte G = Z, ! H stets positive Konstanten ¢;(k, G), ca(k, G, €)
existieren mit:

a1 (k, 2D < Z(k, G 2) < ok, G, €)™ D fiir © groR genug

(wobei in diesem Fall a(G) = 1 gilt). Dieses Beispiel liefert also nicht—
symmetrische Gruppen, deren zugehorige Zahlfunktion lineare Asymptotik
hat.

Da die nilpotenten Gruppen auch in dieser Arbeit eine wichtige Rolle spie-
len, geben wir hier eine kurze Zusammenfassung der Hauptideen in [19]. Dort
reduzieren wir unser Problem auf das Studium von zentralen Einbettungs-
problemen mit Kern Z,, wobei Z, die zyklische Gruppe mit Ordnung ¢ € P
ist. Durch Hinzufiigen der /~ten Einheitswurzeln konnen wir Kummertheo-
rie verwenden und erhalten sogenannte Brauer—Einbettungsprobleme. Hier
verwenden wir starke Sitze, welche alle Losungen angeben, sobald wir eine
kennen. In einem abschlieflenden Schritt miissen wir dann wieder zu unserem
urspriinglichen Problem zuriickkehren, d.h. die /~ten Einheitswurzeln wieder
loswerden.

Wir werden in dieser Arbeit einen mehr gruppentheoretischen Zugang ver-
wenden, um alle Losungen eines geeigneten Einbettungsproblems zu para-
metrisieren. Dabei werden wir fiir Einbettungsprobleme mit abelschem Kern
eine explizite Beschreibung aller Losungskérper angeben, sobald wir einen
kennen. Mit Hilfe dieser Reduktion kénnen wir die Kummertheorie, d.h. das
Hinzufiigen und Entfernen der /—ten Einheitswurzeln einsparen.

Wir werden fiir sogenannte verallgemeinerte Quaternionengruppen G = Qy4,,
und Kranzprodukte der Form G' = Z5 ! H unter schwachen Voraussetzungen
an H (z.B. H nilpotent oder H regulir und es existiert K /k mit Gal(K/k) =



H) obige Vermutung beweisen, d.h. fiir alle Zahlkorper k£ und diese Gruppen
G gilt (Satze 3.29 und 7.6):

Z(k,G;x) ~ c(k, G)z™D.

Fiir allgemeine nilpotente Gruppen GG beweisen wir in Satz 4.25 eine obere
Abschitzung der Form:

Z(k,G;x) < c(k, G)x“(G) log(x)d(G),

wobei c¢(k,G) > 0 und d(G) > b(k,G) gilt. Damit wird das z¢, welches wir
in [19] erhalten hatten, durch das genauere log(x)%) ersetzt. Zusitzlich gilt
diese obere Schranke auch fiir nicht normale Erweiterungen.

Die in dieser Arbeit entwickelten Methoden kénnen im Prinzip auch auf allge-
meine auflosbare Gruppen angewendet werden. Hier stellt sich jedoch heraus,
dass gute obere Schranken unserer Zahlfunktionen an der fehlenden Kennt-
nis von guten Abschitzungen fiir die /-Rénge von Klassengruppen scheitern.
Der einfachste Fall von nicht nilpotenten auflésbaren Gruppen sind Dieder-
gruppen der Ordnung 2/, wobei ¢ eine ungerade Primzahl ist. In diesem Fall
stellt sich heraus, dass der /~Rang der Klassengruppe quadratischer Zahl-
korper eine wesentliche Rolle spielt. In der Cohen-Lenstra—Heuristik (Ver-
mutung 6.6) werden prézise Vermutungen gedufert, wie sich diese /~Rénge
im Schnitt verhalten sollen. Unter der Annahme einer schwachen Form der
Cohen-Lenstra-Heuristik konnen wir fiir diese Diedergruppen die korrekte
obere Schranke (Satz 6.9) zeigen, d.h. es existieren ¢ (k, Dy), co(k, Dy) > 0
mit:
1 (k, D)zPY) < Z(k, Dy; ) < ok, Dy)x®P0)

fiir  grof genug. Dabei konnen wir die untere Schranke unkonditionell bewei-
sen (Satz 6.4). Zusatzlich zeigen wir, dass eine Verletzung der Asymptotik—
Vermutung fiir Diedergruppen zur Folge hat, dass die Cohen-Lenstra-Heu-
ristik falsch ist.

Allerdings geben wir in dieser Arbeit auch ein Gegenbeispiel zur Asymptotik—
Vermutung an. So zeigen wir fiir die Zahlfunktion Z(Q, Z3 1 Zy; x), dass sie
fiir alle c stirker als cz®% log(z)*™%) wichst. Dieses Beispiel entsteht durch
ein ungliickliches Zusammenspiel von abelschen Teilerweiterungen, die in ei-
nem ,kritischen“ Kreisteilungskorper liegen. Wenn wir die analogen Frage-
stellungen fiir globale Funktionenkorper untersuchen, so ist es recht natiir-
lich nur geometrische Erweiterungen zu betrachten, also solche, die zu keiner
Konstantenerweiterung fiithren. Auf diese Weise konnen dann Teilkérper von
Kreisteilungskorpern nicht auftreten. Unter einer nicht bewiesenen Heuristik
konnen dann Jordan Ellenberg und Akshay Venkatesh [14] zeigen, dass wir



4 Kapitel 1: Einleitung

fiir alle globalen Funktionenkérper £ der Charakteristik p und alle Gruppen
G mit p 1 |G| Konstanten ¢, (k, G) > 0, co(k, G) finden mit:

c1(k, G)z" D log(z)"") < Z(k, G;x) < ca(k, G)2™ D log ()" D)

fiir  grof genug. Dies zeigt, dass obige Vermutung trotz der hier gefundenen
Gegenbeispiele der Wahrheit schon sehr nahe kommt.

Die Arbeit ist wie folgt organisiert. Nach dieser Einleitung stellen wir im
zweiten Kapitel die Asymptotik—Vermutung vor. Hierzu erweitern wir den
Begriff Galoisgruppe auf nicht normale Erweiterungen. Weiterhin stellen wir
einfache Grundlagen wie Diskriminantenrelationen, Dirichletreihen und Tau-
bersétze vor. Zum Abschluss dieses Kapitels geben wir eine Kurzeinfiihrung
in die Klassenkorpertheorie. Diese werden wir bendtigen, um die Anzahl der
Z,Erweiterungen abzuschétzen, die héchstens oder sogar genau in einer vor-
gegebenen Menge von Primidealen verzweigt ist.

Im dritten Kapitel untersuchen wir die Asymptotik unserer Zahlfunktion fiir
zyklische Gruppen. Da wir spéter bei den nilpotenten Gruppen einen in-
duktiven Ansatz verfolgen, miissen wir diese Zahlfunktionen besonders gut
verstehen. Hier halten wir uns am Anfang sehr nahe an die Arbeit [6], in
welcher quadratische Erweiterungen untersucht werden. Es wird sich spéter
herausstellen, dass wir Variationen unserer Zahlfunktion brauchen werden.
7.B. mochten wir fiir eine vorgegebene endliche Menge von Primidealen nur
die Korpererweiterungen beriicksichtigen, die nicht in diesen Primidealen ver-
zweigen. Im Prinzip liegen in der zitierten Arbeit alle Methoden vor, um die-
se Asymptotiken zu bestimmen. Leider wurden aber diese Rechnungen nicht
durchgefiihrt, so dass wir dies in unserer Arbeit nachholen miissen. Zum Ab-
schluss dieses Kapitels beweisen wir die exakte Asymptotik der Zahlfunktion
fiir Kranzprodukte der Form Z5! H, wobei wir wie oben bereits erwihnt etwas
iiber H voraussetzen miissen. Die hier benutzten Methoden verallgemeinern
die Methoden aus [6], in der die exakte Asymptotik der Zahlfunktion von Dy
bestimmt wurde.

Im néchsten Kapitel fiihren wir die bereits angekiindigte gruppentheoretische
Reduktion durch. Sei hierzu

1—-A—-G—H—1

eine exakte Sequenz von Gruppen, wobei A abelsch sein soll. Dann zeigen
wir in Satz 4.7, dass G Xy G = G Xy (A x H) gilt. Nehmen wir nun an,
dass K/k eine Korpererweiterung mit Galoisgruppe H ist und L;/K und
Ly /K zwei Losungen des zugehorigen Einbettungsproblems sind, fiir welche
zusatzlich Ly N Ly = K gilt. Dann bedeutet obige Isomorphie, dass die Kor-
pererweiterung L, Lo/ K einen Zwischenkorper Lj besitzt mit Gal(Ls/k) =



Ax H. Umgekehrt fiihrt die Kenntnis von Kérpern L, Ly mit Gal(L, /k) = G
und Gal(L3/k) = A x H zu einem Zwischenkorper K < Ly < L;L3 mit
Gal(Ly) = G. Auf diese Weise konnen wir alle Losungskorper unseres gegebe-
nen Einbettungsproblems auf das Finden einer Lésung und das Finden aller
Losungen des zugehorigen zerfallenden Einbettungsproblems reduzieren. Be-
sonders einfach stellt sich die Situation dar, wenn wir zusitzlich annehmen,
dass A = Z, die zyklische Gruppe mit ¢ Elementen ist und diese im Zen-
trum von G liegt. Dann ist obiges semidirektes Produkt sogar direkt und wir
miissen lediglich Z,~Erweiterungen des Grundkérpers parametrisieren. Wir
zeichnen einen Losungskorper als speziell aus und wollen ihn mit minimaler
Verzweigung wahlen. Hierzu miissen wir geeignete zyklische Erweiterungen
des Grundkorpers bestimmen, welche bestimmte Verzweigungsbedingungen
erfiillen. Zur Losung dieses Problems verwenden wir dann Methoden aus der
Kummer— und Klassenkorpertheorie. Zum Abschluss dieses Kapitels bewei-
sen wir in Satz 4.25 die oben erwihnte obere Abschétzung fiir die Asymptotik
der Zdhlfunktion nilpotenter Gruppen.

Im fiinften Kapitel priasentieren wir das bereits erwdhnte Gegenbeispiel. Wei-
tere Beispiele zeigen, dass es nicht so einfach ist eine korrigierte Vermutung
aufzustellen. Im darauf folgenden Kapitel beweisen wir die bereits oben er-
wahnten Ergebnisse fiir Diedergruppen (Sitze 6.4 und 6.9). Der Zusammen-
hang zur Cohen—Lenstra—Heuristik zeigt, dass die Asymptotik der Zahlfunk-
tion auflosbarer Gruppen ein bekanntermafen schweres Problem darstellt
(siehe Anmerkungen nach Vermutung 6.6).

Im letzten Kapitel beweisen wir dann die angekiindigten Ergebnisse iiber die
verallgemeinerten Quaternionengruppen G (Satz 7.6). Hier benutzen wir die
Ergebnisse aus Kapitel 4. Die exakte Asymptotik erhalten wir durch das Stu-
dium der zu unserer Zahlfunktion assoziierten Dirichletreihe. So kdnnen wir
zeigen, dass diese Dirichletreihen an der Stelle a(G) einen einfachen Pol und
eine meromorphe Fortsetzung nach links besitzen. Durch Anwendung eines
geeigneten Taubersatzes erhalten wir dann die gewiinschte Asymptotik. Fiir
diese Abschitzungen bendtigen wir die Ergebnisse aus Kapitel 3. Insbeson-
dere die Zahlfunktionen quadratischer Erweiterungen mit lokalen Vorgaben
spielen eine wesentliche Rolle.

Verwendete Begriffe und Notationen haben wir im Index und im Symbolver-
zeichnis am Ende dieser Arbeit zusammengefasst.
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Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel ssmmeln wir einfache Grundlagen und Notationen. Aufer-
dem stellen wir die Asymptotikvermutung und einfache Folgerungen hieraus
vor. In dieser Arbeit bezeichne k stets einen algebraischen Zahlkorper, d.h.
eine endliche Erweiterung von Q.

2.1 Galoisgruppen

Im Folgenden sei G < S,, stets eine transitive Untergruppe der symmetri-
schen Gruppe auf n Punkten. Fiir eine endliche Erweiterung K /k vom Grad
n mit K = k(a) bezeichnen wir mit Gal(K/k) die Galoisgruppe Gal(m,,),
welche auf den Nullstellen o« = «y, . .., v, des Minimalpolynoms m,, € Q|z]
von « operiert. Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass wir mit dieser No-
tation auch einer nicht normalen Erweiterung eine Galoisgruppe zuordnen.
Hierbei macht es einen Unterschied, ob eine Korpererweiterung die Galois-
gruppe S3 hat (Korpergrad 3) oder ob sie die gruppentheoretisch isomorphe
Galoisgruppe S3(6) besitzt, welches die nicht abelsche transitive Untergrup-
pe der Ordnung 6 von Sg ist (Korpergrad 6). Hierbei deutet die Notation (6)
in S3(6) an, dass die Gruppe auf 6 Punkten operieren soll. Wir merken an,
dass wir in vielen Situationen vorkommende Gruppen implizit als transitive
Permutationsgruppen auffassen.

2.2 Diskriminantenrelationen

Wir bezeichnen mit dk/,. die Relativdiskriminante einer Korpererweiterung,
welche ein Ideal der Maximalordnung O, des Korpers k ist. Die Menge
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der Primideale von O}, bezeichnen wir mit P(k). Den Korpergrad von K/k
bezeichnen wir mit [K : k]. Fiir ein Ideal a C Ok bezeichnen wir mit
N, K/k(a) C Oy, seine Norm, welche wieder ein Ideal ist. Weiterhin bezeichnen
N (a) := |Oy/a| die Absolutnorm eines Ideals a € O, und dj, := N (dyq) die
Absolutdiskriminante von k. In dieser Arbeit wird es von zentraler Bedeutung
sein die Diskriminanten von Korpertiirmen zu kontrollieren. Die einfachste
Version einer solchen Relation erhalten wir im folgenden Lemma (z.B. |28,
Prop. 4.9]).

Lemma 2.1
Es seien L/K /k endliche Korpererweiterungen. Dann gelten:

drke = d%}f}/\/’ w/e(dr/K),

dp, = i7" Wi jo(dx).

Unsere Beispiele sind nicht immer reine Korpertiirme wie im obigen Lemma.

Es seien hierzu N/k eine normale Erweiterung von Zahlkérpern mit Galois-
gruppe G und Hy, ..., H, < G. Wir bezeichnen mit K; := N die Fixkérper
von H;, d.h. die maximalen Teilkorper von N, welche unter H; elementweise
invariant bleiben. Unser Ziel wird es sein Relationen zwischen den Diskrimi-
nanten dieser Korper zu finden. Wir verwenden im Folgenden die Notationen
von (31, VL3|. Hierzu sei sq/y, der Permutationscharakter der Permutati-
onsdarstellung von G auf den Links—Nebenklassen G/H;. Der folgende Satz
ist eine direkte Konsequenz von Proposition 6 und Corollary 1 in [31, VL3|.

Satz 2.2
Fiir a; € 7 gelte die folgende Relation:

r
E aisG/Hi =0.
i=1

Dann erhalten wir
H dcflfii/k = (D).
i=1

Wir merken an, dass additive Relationen zwischen Permutationscharakteren
auch die entsprechenden multiplikativen Relationen zwischen den Dedekind-
schen Zetafunktionen ergeben ([4, 21]). Dies ist aber fiir unsere Arbeit nicht
von Bedeutung.
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Im Folgenden behandeln wir Beispiele, die im weiteren Verlauf von grofier
Bedeutung sind. Dabei bezeichnet E die triviale Gruppe. Das folgende Lem-
ma ist eine direkte Konsequenz aus Satz 2.2, wobei Z, stets die zyklische
Gruppe mit ¢ Elementen bezeichnet und ¢ eine Primzahl ist.

Lemma 2.3
Essei G = Z,x Zy. Dann besitzt G genau {+1 Untergruppen H;, 1 <i < (+1,
der Ordnung (. Weiterhin gilt die Relation:

SG/H, ¥ -+ Sq/H, = ESG/G + Sa/E-

Fiir Gal(N/k) = G gilt daher mit obigen Bezeichnungen:
dnje = drey i dicy k-

Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir sehr viel iiber das Verzweigungsverhalten
solcher Erweiterungen lernen. Im Folgenden bezeichne v,(a) die (exponenti-
elle) p—Bewertung von a, d.h. vy(a) = j, wenn p’ || a, d.h. p/ | a und p’*! { a.

Lemma 2.4
Es seien N/k eine Erweiterung mit Galoisgruppe Z, x Z, und p € P(k) ein
zahm verzweigtes Ideal. Dann gelten:

(1) Up(dN/k:) = f(g — 1)

(2) p ist genau in ¢ Teilkérpern von N/k vom Grad { verzweigt. In jedem
solchen Teilkérper K gilt: vy(dg /) = £ — 1.

Beweis

Da N/k galoissch ist, gilt pOy = (B;...%,)" fiir Primideale B; < Oy
und ein geeignetes s € N. Der Exponent ist ¢, da die Tragheitsgruppe von
zahm verzweigten Primidealen immer zyklisch ist. Alle Primideale 3; haben
denselben Trigheitsgrad f. Daher gilt fiir die lokale Erweiterung N, /ky:
A, fhy = p=bf . Da 2 = (fs gilt, folgt somit: vy(dny) = £(¢ — 1). Fiir eine
in p zahm verzweigte Z,~Erweiterung K/k gilt natiirlich v,(dg/x) = ¢ — 1.
Nach Lemma 2.3 muss das Produkt der Diskriminanten der Teilkorper gleich
der Diskriminante dy; sein. Da v,(dn/,) = (¢ —1)¢ ist, sind genau ¢ Teilkor-
per in p verzweigt. U

Leider stimmt obiges Lemma nicht mehr fiir wild verzweigte Primideale. Dies
zeigt z.B. die Erweiterung N = Q(v/2,v/3). Hier gilt: vy(dy/q) = 8. Zwei der
drei quadratischen Teilkérper haben 2-Bewertung 3, wihrend der verbleiben-
de 2-Bewertung 2 hat. Immerhin konnen wir folgendes zeigen:
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Lemma 2.5

Es sei N/k eine Erweiterung mit Galoisgruppe Z; x Z, und p € P(k) sei
ein wild verzweigtes Ideal, welches in einem Zwischenkérper K vom Grad ¢
unverzweigt ist. Dann ist p genau in { Teilkérpern vom Grad { verzweigt.
Fiir alle diese Korper ist die p—Bewertung der Diskriminante gleich.

Beweis

Es sei K1/k ein solcher in p verzweigter Korper. Da K /k in p unverzweigt ist,
ist auch KK /K, an den iiber p liegenden Stellen unverzweigt. Nach Lemma
2.1 gilt daher: vp(dn/k) = lvp(dik, ji)- Dies gilt fiir alle in p verzweigten Grad
(~Teilkorper. Daher folgt die Behauptung. 0

Eine weitere Anwendung fiir Satz 2.2 bilden sogenannte Frobeniusgruppen.
Als Spezialfall stellen wir im folgenden Beispiel Diedergruppen vor.

Beispiel 2.6

Fiir eine Primzahl { > 2 sei Dy = (a,x | a* = 1 = 22, 27 lax = a7') die
Diedergruppe mit 2¢ Elementen. Mit F' := (a) und H := (x) erhalten wir
folgende Relation (z.B. [18, Theorem 4]) von Permutationscharakteren:

QSG/G + SG/E = 25G/H + SG/F-

Sei N/k galoissch mit Galoisgruppe D,. Dann bezeichnen wir mit K/k bzw.
Mk Zwischenkérper vom Grad ¢ bzw. 2 iiber k. Wir erhalten mit Lemma
2.1 und Satz 2.2 die folgenden Relationen:

Ak = dypNarp(dnyn) und dype = dic gy

und damit P

2.3 Semidirekte und Kranzprodukte

In diesem Abschnitt definieren wir semidirekte und Kranzprodukte. Insbe-
sondere die Kranzprodukte werden eine wichtige Rolle in dieser Arbeit haben.
Wir bezeichnen mit U < GG einen Normalteiler von G sowie mit H < G eine
Untergruppe.

Definition 2.7

Eine Gruppe G heifst semidirektes Produkt von U mit H (G = U x H), falls
U <G und H < G existieren mit G = UH sowie U N H = 1. Eine Gruppe
H mit diesen Figenschaften heift Komplement von U in G.
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Ein typisches Beispiel fiir semidirekte Produkte sind Diedergruppen D, =
Zn X Zs. Das folgende Lemma zur Charakterisierung von semidirekten Pro-
dukten ist wohlbekannt.

Lemma 2.8
Es seien G eine Gruppe mit Normalteiler U sowie k : G — H ein Epimor-
phismus mit Kern U. Dann ist G genau dann ein semidirektes Produkt von
U mit H, wenn es einen Gruppenhomomorphismus s : H — G gibt mit:
kos=1idg.

Beweis

Es sei s gegeben. Dann gilt wegen der Exaktheit der Sequenz 1 — U — G —
H — 1, dass s(H) ein Komplement zu U ist. Fiir ein Komplement H' von U
ist x|z ein Isomorphismus zwischen A und H'. O

Wir bezeichnen mit Aut(U) die Automorphismengruppe einer Gruppe U.
Aus Gruppen U, H sowie einem Homomorphismus ¥ : H — Aut(U) kénnen
wir eine Gruppe G definieren, die ein semidirektes Produkt von U mit H ist:

G:={(u,h) |u € Uh € H} mit (uy, hy)(uz, ha) = (u1V(h1)(us), hihs).

Die Gruppeneigenschaften erhalten wir durch Nachrechnen. Wir definieren
U*:={(u,1) |u €U} und H* := {(1,h) | h € H}. Damit erhalten wir H =
H* sowie U = U*. Weiterhin erfiillen diese Gruppen gerade die Eigenschaften
in Definition 2.7.

Das Kranzprodukt ist ein spezielles semidirektes Produkt. Es seien hierzu
H, <5, und Hy < S, zwei transitive Gruppen sowie n = md. Dann ist
das Kranzprodukt G = H; ! Hy & H¢ x Hy < S, ein semidirektes Pro-
dukt, wobei Hy < S; gerade die d Kopien von H; vertauscht (Dies definiert
U H — Aut(HY)). Fiir eine genaue Definition des Kranzprodukts verweisen
wir auf [12, S. 46]. Wir wollen hier lediglich auf eine wichtige korpertheoreti-
sche Interpretation hinweisen. Hierzu seien L/K/k Korpererweiterungen mit
Gal(L/K) = Hy und Gal(K/k) = H,. Dann ist H, ! Hy die grofte Galois-
gruppe, die fiir L/k auftreten kann.

2.4 Die Zahlfunktion

Wir erinnern noch einmal an unsere Definition von Galoisgruppen nicht nor-
maler Erweiterungen in Abschnitt 2.1. Fiir eine positive reelle Zahl z, einem
Zahlkorper k und einer transitiven Gruppe G < S,, definieren wir:

Z(k, Gix) = {K/k | Gal(K/k) = G, N(dgr) < x}|.
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Dabei zdhlen wir die Korpererweiterungen K /k in einem fest gewahlten alge-
braischen Abschluss k von k. Hierbei werden isomorphe aber nicht identische
Korper mehrfach gezahlt. Falls wir Korper nur bis auf Isomorphie zéhlen wol-
len, so dndern sich die Zahlen um eine Konstante, die nur von der Gruppe
G < S, abhéngt. Da es nur endlich viele Kérper mit beschrénkter Diskrimi-
nante und festem Grad gibt [5, Anwendung von Theorem 6.4.2|, ist Z (k, G; )
stets eine endliche Zahl. Wir sind im Folgenden daran interessiert, wie sich
Z(k,G;x) bei festem k und G fiir x — oo verhilt.

Fiir zwei reellwertige Funktionen f und ¢ seien f und g asymptotisch dqui-
valent (f ~ g), falls lim, . f(x)/g(x) = 1 gilt. Weiterhin sagen wir f =
O(g), falls limsup, .. f(z)/g(x) < oo gilt. Analog sei f = o(g), falls
limsup, .. f(z)/g(x) = 0 gilt. Weiterhin werden wir spéter die Notation
x >> (0 verwenden fiir z grof genug. Eine sehr allgemeine Vermutung besagt
(siehe Vermutung 2.12)

Z(k, G; z) ~ c(k, G)a* "D log ()",

wobei «, 3, c Konstanten sind, die von k£ und G abhéingen. Dies ist bereits
fiir abelsche Gruppen G bekannt [33]. Wir werden darauf aber spiter noch
genauer eingehen.

2.5 Die Konstanten a und b

In zwei Arbeiten [23, 24] hat Gunter Malle Vermutungen aufgestellt, wie sich
die Konstanten o und 3 aus dem vorherigen Abschnitt in Abhéngigkeit von
k und G verhalten sollen. Auf den ersten Blick iiberraschend hierbei ist, dass
die Konstante o nur von GG abhiingen soll und damit vom Grundkoérper &k un-
abhéngig ist. Im Folgenden werden wir diese Konstanten explizit beschreiben.
Es sei G < S, eine nicht triviale transitive Untergruppe, die auf {1,...,n}
operiert. Fiir 0 € G bezeichnet

ind(o) :=n — Anzahl der Bahnen von o auf {1,...,n}
den Index von o. Nun definieren wir:
Definition 2.9
ind(G) := min{ind(o) | 1 # 0 € G},
a(G) = ind(G)7".
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Aufgrund der Definition ist sofort klar, dass stets 1/(n — 1) < a(G) < 1 gilt.

Die Definition der Konstante b ist etwas komplizierter. Hierzu merken wir
an, dass mit g auch alle Elemente der Konjugationsklasse C' von g denselben
Index haben, da dieser nur vom Zykeltyp des Elements abhingig ist. Wir
brauchen nun eine Verallgemeinerung des Begriffs Konjugationsklasse.

Definition 2.10

Es sei G, := Gal(k/k) die absolute Galoisgruppe von k, wobei k den algebrai-
schen Abschluss bezeichnet. Dann operiert (G;, auf den Konjugationsklassen
von GG via der Operation auf den Spalten der Charaktertafel. Die Bahnen
unter dieser Operation heifsen k—Konjugationsklassen von G.

Es ist leicht einzusehen, dass Elemente einer k—Konjugationsklasse denselben
Zykeltyp und damit denselben Index haben. Daher macht folgende Definition
Sinn.

Definition 2.11

b(k,G) .= |{C | C ist k-Konjugationsklasse mit Index ind(G)}| — 1.

Da es stets mindestens eine k-Konjugationsklasse von minimalem Index gibt,
gilt b(k, G) > 0. Die Vermutung von Gunter Malle [24] lautet nun:

Vermutung 2.12
Es seien G < S, transitiv und k ein algebraischer Zahlkérper. Dann existiert
eine Konstante c¢(k,G) > 0 mit

Z(k,G; x) ~ c(k, G)z" log(z)"*D,
wobei a(G) und b(k, G) wie in den Definitionen 2.9 und 2.11 definiert sind.

Wie bereits in der Einleitung erwihnt, geben wir in Kapitel 5 Gegenbeispiele
zu dieser Vermutung an. Exakter sollte also diese Vermutung lauten: ,Fiir
welche Gruppen G und Zahlkorper k gilt...“ Alle mit der Konstruktion
in Kapitel 5 entstehenden Gegenbeispiele haben gemeinsam, dass b(k, G) #
b(Q, G) fiir geeignete Zahlkorper k ist. Dabei stellt sich in diesen Beispielen
heraus, dass ein hoherer log—Faktor als vermutet auftritt.

Wie bereits in der Einleitung angemerkt, wurde diese Vermutung fiir abelsche
Gruppen bereits 1989 von David Wright [33] mit einer anderen Interpretation
von a(G) und b(k, G) bewiesen.
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2.6 Folgerungen aus der Vermutung

Die meisten Anmerkungen dieses Abschnitts stammen aus |23, 24]. Sollte die
Vermutung fiir einen Zahlkorper k£ und eine Gruppe G stimmen, so hat dies
zur Folge, dass es unendlich viele Koérpererweiterungen K/k mit dieser Galois-
gruppe gibt. Insbesondere hitte in diesem Fall das inverse Galois—Problem
iiber diesem Zahlkorper und fiir diese Gruppe eine positive Antwort. Fiir
auflosbare Gruppen ist bekannt, dass sie iiber jedem Zahlkorper als Galois-
gruppe auftreten (Satz von Shafarevich, siehe z.B. [30]). Fiir nicht auflésbare
Gruppen ist momentan nicht bekannt, ob jede Gruppe z.B. iiber £ = Q
als Galoisgruppe auftaucht. Beispielsweise weift man keine Antwort fiir die
sporadische (Mathieu—)Gruppe Mos.

Schauen wir uns im Folgenden die Konstanten a(G) und b(k, G) an. Als erstes
ist klar, dass ind(¢) = ind(G) nur fiir Elemente von Primzahlordnung gelten
kann. Wir haben schon erwéhnt, dass stets 1/(n — 1) < a(G) < 1 gilt. Der
Fall a(G) = 1/(n—1) kann nur auftreten, wenn G neben der Identitét nur n—
Zykel enthilt. Letzteres ist genau dann moéglich, wenn n eine Primzahl und G
die zyklische Gruppe mit n Elementen ist. Der andere Extremfall (a(G) = 1)
bedeutet, dass die Gruppe G eine Transposition enthélt. Dies ist z.B. der
Fall, wenn G = S,, in natiirlicher Darstellung ist. Wir benétigen zuerst eine
Definition.

Definition 2.13

Es sei G < S, eine transitive Gruppe, die auf Q = {1,...,n} operiert. Dann
heifft A C Q ein Block von G, falls AYN A € {A,(0} fiir alle g € G gilt.
Falls G nur einelementige Blocke bzw. den Block () besitzt, so nennen wir G
primitiv. Andernfalls heifst G imprimitiv.

Wir merken an, dass eine Kérpererweiterung K/k genau dann nicht triviale
Zwischenkorper besitzt, wenn Gal(K/k) imprimitiv ist.

Lemma 2.14
Es sei G < S,, eine transitive Gruppe, die eine Transposition enthalt. Dann
gelten:

(1) Alle Transpositionen in G sind konjugiert, d.h. b(k,G) = 0 fiir alle
Zahlkorper k.

(2) G=S,1H firl#m,m|nund H < S,y transitiv.

Beweis
Der erste Teil wird in [24, Lemma 2.2] bewiesen. Falls G primitiv ist, so
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ist die zweite Aussage in [12, Theorem 3.3A| bewiesen. Sei nun 7 = (i, j)
eine Transposition und B ein minimaler (nicht trivialer) Block, der i enthilt.
Dann gilt 7(i) = j € B, da 7 die anderen Elemente in B fixiert. Somit enthélt
G| eine Transposition und operiert auf G| primitiv. Damit operiert G|p
auf B wie S|p|. Fiir einen beliebigen zu B konjugierten Block B kénnen wir
durch Konjugation von 7 eine Transposition in G|j finden. Wir erhalten
somit n/|B| verschiedene Kopien der S|p. Damit ist G = S|z H, wobei H
das Bild des natiirlichen Homomorphismus ¢ : G — S,,p| ist, welcher die
konjugierten Blécke zu B permutiert. U

Wir kénnen zwei Folgerungen aus diesem Lemma ziehen. Als erstes erwar-
ten wir maximal lineares Wachstum fiir eine Gruppe G, d.h. es soll stets
Z(k,G;x) = O(x) gelten. Weiterhin gibt es fiir nicht prime n andere Grup-
pen als S, welche lineares Wachstum haben sollten. Im Fall n = 4 ist dies
z.B. fiir die Gruppe G = Dy = Zy ! Z, (siehe [1, 6]) bewiesen.

Wir bezeichnen mit
Z(k,n;x) = {K/k|[K : k] =n,N(dg) <z}

die Anzahl der Zahlkorper vom Grad n mit beschriankter Diskriminante. Aus
Vermutung 2.12 und Lemma 2.14 erhalten wir die folgende Vermutung;:

Vermutung 2.15
Fiir alle n > 1 existiert eine Konstante c(k,n) > 0 mit

Z(k,n;x) ~ c(k,n)x.

Weiterhin gilt:
chn)= > kG,

G<Sna(G)=1
wobei die Summe iiber transitive nicht isomorphe Untergruppen der S,, geht.
Wir werden spéter sehen (Satz 3.29), dass wir fiir 2 | n stets imprimitive
Gruppen G < S, finden kénnen mit Z(k,G;x) ~ c(k,G)x fir x >> 0

fiir ein ¢(k,G) > 0. Dies ist ein wenig iiberraschend, da momentan solche
Asymptotiken fiir symmetrische Gruppen S,, selbst noch nicht bekannt sind.

2.7 Dirichletreihen und Taubersatze

In diesem Abschnitt wollen wir einige Eigenschaften von sogenannten Dirich-
letreihen herleiten. Insbesondere werden wir eine Version eines Taubersatzes
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angeben. Wir bezeichnen fiir eine komplexe Zahl s mit R(s) bzw. J(s) den
Real- bzw. Imagindrteil. Die Beweise der folgenden Aussagen konnen z.B. in
[27, Seite 100f] oder [22, Seite 155ff] nachgelesen werden.

Definition 2.16
Fine Reihe der Form

Za—" mit a, € C,s € C (2.1)
nS

n=1

heifst Dirichlet—Reihe.
Wir erhalten folgende grundlegende Aussage.

Satz 2.17
(1) Falls die Dirichlet—Reihe (2.1) fiir einen Punkt s, € C konvergent ist,
so konvergiert sie lokal gleichmékig fiir alle s mit R(s) > R(so).

(2) Falls die Dirichlet-Reihe fiir einen Punkt sy € C absolut konvergent ist,
so konvergiert sie absolut und gleichméfig fiir alle s mit R(s) > R(s).

In beiden Féllen definiert die Summe eine analytische Funktion fiir R(s) >

R(so) (bzw. fiir R(s) > R(sg)).

Die kleinste reelle Zahl ¢, so dass die Dirichlet—Reihe fiir alle s mit R(s) > ¢
konvergiert, heifkt Konvergenzabzisse. Wir sind im Folgenden mehr an der
Summationsfunktion

Az) = Z apn

n<x
interessiert. Wir erhalten folgende Abschitzung:

Lemma 2.18
Falls Konstanten C und t > 0 existieren mit

Ax) = Zan < Cq' fiir alle x >> 0,

n<x
so ist die Konvergenzabzisse von (2.1) kleiner oder gleich t.

Wir kommen nun zu einer Version eines Taubersatzes, die fiir unsere An-
wendungen geeignet ist. Diese Version basiert auf der Originalarbeit [11] und
wird in |27, Seite 121] bewiesen.
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Satz 2.19 (Taubersatz von Delange)
Es sei

= a
n
fs) = s
n=1
eine fiir R(s) > a > 0 konvergente Dirichletreihe mit reellen a,, > 0. Weiter-
hin gelte im Konvergenzbereich fiir ein positivesw € R

F(s) = 29y ngs),

(s —a)”

wobei g und h in der Halbebene R(s) > a analytische Funktionen mit g(a) #
0 sind. Dann gilt fiir x — oo:

Y a. = (a?(gz) + 0(1)) 2% log(z)* 1,

n<x

wobei I' die Gamma—Funktion bezeichnet. Dies ist dquivalent zu

Z Ay ~ a?((c;))) r*log(x)“ L.

n<x

Wir merken an, dass es wichtig ist, dass alle a,, nicht negative reelle Zahlen
sind. Im selben Abschnitt in [27] wird noch eine andere Version bewiesen,
in der log(log(x))-Faktoren in der Asymptotik auftreten. Diese werden wir
aber nicht bendtigen. Der Vorteil dieser Version eines Taubersatzes ist es,
dass er nicht nur fiir Pole erster Ordnung anwendbar ist. Weiterhin werden
keine Voraussetzungen an die Gréfe der Funktionswerte von g oder h gestellt.
Wir merken an, dass fiir ganzzahlige w der Wert 1“3&)) aus der Laurentreihen—
Entwicklung der Funktion f abgelesen werden kann. Beispielsweise ldsst sich
die Riemannsche Zetafunktion ((s) = 1/(s — 1) + h(s) schreiben, wobei A(s)
analytisch fiir R(s) > 0 ist.

2.8 Einfache Abschitzungen

In diesem Abschnitt sammeln wir einige Abschitzungen fiir Summen, die
wir spiter benotigen werden. Hierzu seien k ein Zahlkorper und Oy die zu-
gehorige Maximalordnung. Fiir ein Ideal a C Oy bezeichnen wir mit w(a)
die Anzahl der verschiedenen Primideale, die a teilen. Weiterhin bezeichnen
wir mit ¢x(a) die Anzahl der verschiedenen Idealteiler von a. Wir erhalten
folgende Abschéitzung.
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Lemma 2.20
Fiir alle ¢ > 0,m,b € N existieren Konstanten c(e¢,m), c(e, m,b), so dass fiir
alle Zahlkorper k vom Grad m gilt:

(1) tx(a) < c(e, m)N(a)c.
(2) v < c(e,m,b)N(a)c.

Beweis
Der 1. Teil ist gerade die Aussage von [19, Lemma 2.2]. Sei nun a = [] p* die

Faktorisierung von a. Dann gilt: (a) = [[,(e, + 1) und b = [I,b. Damit
gilt b*(@ < t.(a""1) < ¢1(e, m)N(a)®~V¢ nach (1), woraus die gewiinschte
Abschéatzung folgt. O
Falls im obigen Lemma fiir alle Primteiler p bereits e, > b—1 gilt, so erhalten
wir direkt 6*(® <t (a).

Das folgende Lemma liefert eine obere Abschéitzung fiir eine Summe, die

spater hdaufiger auftauchen wird. Fiir positive ganze Zahlen r ey, ..., e, sum-
miere
> !
ailmai’“:n
tiber alle Tupel (a4, ...,a,) € N" mit af* - - -a" = n.
Lemma 2.21
Fiir ey, ...,e, > 0 mit e := min(e;) und m := |{i | e; = e}| gilt:

Z Z 1 = O(z"¢log(x)™ 1) fiir x — oo.

n<T gl .ap=n

Beweis

Der Fall r = 1 ist trivial. Fiir m = r steht dies gerade in der Lésung zu |26,
Exercise 2.5.1]. Wir beweisen nun die Aussage durch Induktion nach r, wobei
wir e; > e annehmen koénnen. Es gilt:

2.2 = 2| Xt

e e ZT €
n<T gfl.apt=n ait <z ”SaT ag?--af"=n
1

el
1 1

== c(ai)l/elog(%)m_l—l—o(xl/e log(z)™")  (nach Ind.Vor.)

1
< ca'/®log(z)™ ! Z o7 T oz log(x)™!) (wegen a$* > 1)

a(lil <z 1
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= éz'/elog(x)™ + o(z'/¢ log(z)™ 1),

da wegen e; > e die Summe ) fiir x — oo konvergent ist. O

61 <z

el/e

Falls unser Grundkérper k nicht Q ist, werden wir solche Summierungen
auch fiir Ideale in Oy brauchen. Seien hierzu wieder e, ..., e, positive ganze
Zahlen und a C O, ein Ideal. Dann bezeichnet

die Summe iiber alle Tupel (ay,...,a,) von Idealen in O mit af* - --a%" = a.
Wir erhalten das analoge Ergebnis zu Lemma 2.21.

Lemma 2.22
Fiir eq,...,e, > 0 mit e := min(e;) und m := |{i | e; = e}| gilt:
Z Z 1 = O(xY¢log(x)™ ) fiir x — oo.
N(a)<z uf31
Beweis

Wir betrachten wieder zuerst den Fall m = r, welcher insbesondere r = 1
einschliefst. In diesem Fall gilt:

2. 2 1= 1= 3 )L

N(a)<z (a1---ar)¢=a N(a®)<z ai--ar=a N(a)<zl/e ar--ar=a

weswegen wir 0.B.d.A. e = 1 annehmen kénnen. Wir bezeichnen mit ¢ ,.(a)
die Anzahl der verschiedenen Faktorisierungen von a in r Faktoren und er-
halten #;,.(a) = > 1. Analog zur Losung von [26, Exercise 1.5.5] kénnen

ap---ar=a
wir zeigen, dass

> Y g
n=1 N(a)=n

gilt, wobei (. die Dedekindsche—Zetafunktion des Zahlkorpers k bezeichnet.
Da ¢} (s) fiir ®(s) > 1 absolut konvergiert, bei s = 1 einen Pol der Ordnung
r besitzt und analytisch auf R(s) = 1 fortsetzbar ist, erhalten wir mit Satz

2.19
Z Z 1~ cz'/¢log(z)
N(a)<zl/e ar---ar=a

fiir  — oo und eine geeignete Konstante ¢ > 0.
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Sei nun 0.B.d.A. e; > e. Dann gilt:

2. 2. 1= ) 2 2. !

( <$ ael aET—a N(al)el <z N(G)Sx//\/’(ul)el 022 aeT a

Nach Induktion erhalten wir nun:

T 1/e
= 5 () TR N @) ol (o)™

N <z N(a1)61

1
<erlog(a)™ Y+ oz log(z)" ).
N <a N(a1) 1/

Wegen A (a;)¢* > 1 haben wir in der letzten Summe log($/N(a1)el) < log(z)

abgeschétzt. Nun konvergiert die Summe ) W fiir z — oo, weil
N(a)1<z
e1 > e, und wir erhalten das gewiinschte Ergebnis. OJ

Wir brauchen noch eine weitere Variation dieser Summe:

Lemma 2.23
Fiirey,...,e; ... 1, > 0 mit e := min(e;) und m:= > ; gilt:
{i:e;=e}

SN B = 0@ log(a)™ ) fiir & — 0.

N(@)<z a]l...af"=a

Beweis
Wie im Beweis zu Lemma 2.20 gilt:

l;-u(ai) < twi(ai) = Z 1.

Qi 1000040, =
Dabei gilt genau dann ,,=“, wenn a; quadratfrei ist. Wir erhalten also:
2 D wers 5 )3 L
N(®)<z o]l -af"=a N(@)<z (a1,1-a1,1;)° - (ar,1ap,. )6 =0

Letztere Summe erfiillt nach Lemma 2.22 genau die gewiinschte obere Ab-
schitzung. O
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2.9 Klassenkorpertheorie

Zur Beschreibung von abelschen Erweiterungen algebraischer Zahlkorper &
wurde die sogenannte Klassenkorpertheorie entwickelt. Im Fall £ = Q gilt der
Satz von Kronecker—Weber, der besagt, dass jede abelsche Erweiterung K/Q
in einem Kreisteilungskorper Q((y) enthalten ist, wobei (s eine primitive f-
te Einheitswurzel ist. Das kleinste f mit K C Q((s) heift der Fiihrer von
K/Q. Dieser erfiillt nach |28, Prop 8.1] folgende Eigenschaften.

Lemma 2.24
Es sei K/Q eine endliche abelsche Erweiterung mit Fiihrer f. Dann gelten:

(1) p| dx genau dann, wenn p | f.

(2) p ist zahm verzweigt in K/Q genau dann, wenn p | f und p* t f.

Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir den Fiihrer einer Erweiterung in vielen
Féllen anhand der Verzweigung von K/Q bestimmen. Lediglich wenn wilde
Verzweigung auftritt, kennen wir nicht die exakte Potenz von p, die in f
aufgeht. Wir merken an, dass wilde Verzweigung nur fiir Primzahlen p <
[K : Q] auftreten kann.

In der Klassenkorpertheorie werden diese Ergebnisse auf Grundkorper k& # Q
verallgemeinert. Die Rolle der Kreisteilungskorper wird von den sogenannten
Strahlklassenkorpern eingenommen. Dies bedeutet, dass jede abelsche Er-
weiterung Teilkorper eines geeigneten Strahlklassenkorpers ist. Im Falle von
Q(¢r)/Q war die Galoisgruppe gerade (Z/ fZ)*, also die multiplikative Grup-
pe von Z/ fZ. Die Galoisgruppe des Strahlklassenkorpers ist die sogenannte
Strahlklassengruppe, die wir im Folgenden einfiihren wollen.

Wir beschrinken uns hier auf den idealtheoretischen Zugang. Fiir den idele—
theoretischen Zugang und die Beweise der folgenden Aussagen verweisen wir
auf [29, 22]. Wir fixieren im Folgenden einen Grundkoérper & mit Maximal-
ordnung O,. Wir bezeichnen mit m := (mg, my,) den (Erkldrungs—)Modul,
wobei my ein ganzes Ideal von Oy, ist und m,, eine formale Menge von reellen
Stellen von k bezeichnet. Ein (gebrochenes) Ideal a von Oy heifit koprim zu
m, falls es koprim zu my ist. Fiir eine algebraische Zahl o € £k definieren wir

a =1mod *m, falls @« = 1 mod my und v(«) > 0 fiir alle v € m.
Wir sagen, dass ein Modul m einen Modul n teilt, falls mg | ng und m,, C n,

gelten. Die Strahlklassengruppe Cl, ist die Faktorgruppe I™/H,,, wobei I™
die Gruppe der gebrochenen Ideale von O, koprim zu my und H,, die Gruppe
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der (gebrochenen) Hauptideale (o) von Oy bezeichnet, die einen Erzeuger
a =1 mod *m besitzen.

Sei nun H,, < U < I™ eine beliebige Zwischengruppe. Der kleinste Modul
n | m, so dass I™/U — I"“/UH, injektiv wird, heikt der Fihrer f; von U.
Wir sagen, dass H, < U’ < I" dquivalent zu U ist, falls die Kerne der
Homomorphismen Cl,,, — I"/U’ und Cl,, — [™/U iibereinstimmen. In
diesem Falle schreiben wir U’ ~ U. Der Hauptsatz der Klassenkorpertheorie
besagt nun (z.B. [29, Theorem 7.1]):

Satz 2.25
Es sei m ein Modul.

(1) Fiir jedes Hy, < U < I™ existiert genau eine abelsche Erweiterung K /k
mit Gal(K/k) = I™/U, wobei der Isomorphismus durch die sogenannte
Artin—Abbildung

I™/U — Gal(K/k), aU v (a, K /k)

gegeben ist, welche Primideale auf ihren Frobeniusautomorphismus ab-
bildet.

(2) Fiir jede abelsche Erweiterung K/k existiert genau eine Klasse von
Faktorgruppen I™/U mit Gal(K/k) = I™/U via der Artin—Abbildung.

(3) Sei f der Fiihrer von I"™/U und K/k die zugehdrige abelsche Erwei-
terung. Dann ist ein Primideal p von Oy genau dann in K verzweigt,
wenn p | fo gilt. Es ist genau dann wild verzweigt, wenn p? | f, gilt.

Dieser Satz ist in kanonischer Weise die Verallgemeinerung des Satzes von
Kronecker-Weber. Wir nennen den Kérper, der zur Untergruppe U = H,,
gehort, den Strahlklassenkdrper von m. Daher sind mit Hilfe des obigen Sat-
zes alle abelschen Erweiterungen in einem geeigneten Strahlklassenkdrper
enthalten. Wenn wir den Fall m = ((1),()) betrachten, so ist die zugehori-
ge Strahlklassengruppe gerade die Idealklassengruppe des Zahlkorpers. Der
zugehorige Strahlklassenkorper heiflt Hilbertscher Klassenkérper. Er hat die
Eigenschaft, dass er an allen endlichen und unendlichen Stellen unverzweigt
ist. Sei nun m,, die Menge aller reellen Stellen von k. Dann heifit der zu
m = ((1), my ) gehorende Strahlklassenkorper der grofie Hilbertsche Klassen-
kdrper. Dieser ist an allen endlichen Stellen unverzweigt. Die Ordnungen der
beiden Strahlklassengruppen unterscheiden sich um eine 2—-Potenz.

Fiir uns ist im Folgenden die Frage interessant, wieviele abelsche Erweite-
rungen eines Zahlkorpers k existieren, die (héchstens) in einer endlichen vor-
gegebenen Menge von Primidealen verzweigt sind. Aufgrund von Satz 2.25
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(3) miissen wir bei dieser Fragestellung auch héhere Potenzen von Primidea-
len im Fiihrer beriicksichtigen. Zuerst beschreiben wir genauer die Struktur
der Strahlklassengruppe. Fiir jeden Modul m ist die folgende Sequenz von
abelschen Gruppen mit offensichtlichen Abbildungen exakt, wobei Cl, die
Idealklassengruppe bezeichnet (z.B. in [22, S.125-126]):

1— H"/Hy — Cly — Cly — 1. (2.2)

Hierbei bezeichnet H™ die Gruppe der gebrochenen Hauptideale von O,
welche koprim zu mg sind. Wir wollen im Folgenden fiir ein ¢ € P den ¢~
Rang von Cl,, durch die Summe der (~Rénge von Cl, und H™/H,, nach
oben abschitzen. Wir bezeichnen mit k,, die Gruppe der Elemente von k,
welche kongruent 1 mod *m sind. Analog bezeichnen wir mit k™ die Gruppe
der Elemente von k, welche koprim zu m sind. Nun gilt nach [22, Seite 125]
die folgende Isomorphie von multiplikativen Gruppen:

H™/Hy = k™ Ok, (2.3)

Letztere Gruppe ist eine Faktorgruppe der Gruppe (O /mg)* X Z‘zm‘x", wobei
zu jeder reellen Stelle in m, genau ein Zy—Faktor korrespondiert. Wir konnen
nun den folgenden Satz beweisen. Dabei bezeichnet im Folgenden rk,(Cly)
den /—Rang der Klassengruppe.

Satz 2.26
Es seien k ein algebraischer Zahlkérper mit ry reellen Einbettungen, ¢ eine
Primzahl, S eine endliche Menge von Primidealen sowie

Sy :={p € S| p liegt nicht tiber (}.

Dann gibt es hdchstens Z;_—_ll Zy—FErweiterungen von k, die héchstens in S
verzweigt sind. Hierbei ist

¢ — I"kg(Clk) + |51‘ + 2[1{3 : Q] {>2
rko(Clg) 4+ |51 +2[k: Q] +1m (=2

Beweis

Die Idee des Beweises ist es, einen Modul m so zu wahlen, dass alle Z,—
Erweiterungen Teilkorper des Strahlklassenkorpers von m sind. Dabei ist klar,
dass die unendlichen Stellen nur bei ¢ = 2 eine Rolle spielen und jeweils héch-
stens einen Z,—Faktor zur Strahlklassengruppe beitragen. Daher enthalte m,
im Fall ¢ = 2 alle r; reellen Stellen, ansonsten wéihlen wir diese Menge als
leer. Wir definieren

my ‘= H pe,,’

pes
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wobei e, = 1 fiir p € S gilt. Fiir p € S\ S; tritt wilde Verzweigung auf und
die folgenden Abschitzungen gelten fiir beliebige e, > 1. Wir schatzen nun
den (~Rang von (O /my)* ab. Mit Hilfe des chinesischen Restsatzes gilt:

(Or/mg)* = [ [(Or/p%)* fiir mg = [ [ o
pes peS
Fir e, = 1 ist (O/p)* gerade die multiplikative Gruppe eines endlichen
Korpers, welche zyklisch ist. Dies erklért den |S;|-Teil in obiger Formel. Fiir
grokeres e, gilt (O /p®)* = (Or/p)* x (1 4+ p)/(1 + p). Dieser Fall kann
nur auftreten, wenn p iiber ¢ liegt. In diesem Fall ist die Ordnung der mul-
tiplikativen Gruppe des Restklassenkorpers koprim zu ¢, wihrend die zweite
Gruppe eine (~Gruppe ist. In [16] wird bewiesen, dass letztere Gruppe durch
[ky : Q¢] + 1 Elemente erzeugt werden kann. Da

Sk Qi = [k : Q)

tep
tritt der schlimmste Fall dann auf, wenn alle Primideale iiber ¢ in .S enthalten
sind und die zugehorigen Vervollstindigungen den Grad 1 haben. In diesem
Fall kdnnen wir den Beitrag dieser Primstellen in S durch 2[k : Q] abschétzen.
Der Beitrag der unverzweigten Erweiterungen zum ¢~Rang wird durch den
(—Rang der Klassengruppe nach oben abgeschétzt. 0

Korollar 2.27

Es seien k ein algebraischer Zahlkérper, S C P(k) eine endliche Teilmenge
sowie ¢ € P. Dann existiert eine Konstante c(k, (), so dass die Anzahl der Z,—
Erweiterungen von k, die hochstens in S verzweigt sind, nach oben beschrankt

ist durch
(rke(Cle)+3[k:Ql I S| — c(]ﬁg)gls\'

Wir werden spiter (Lemma 4.15) dieses Ergebnis fiir genau in S verzweigte
ZyErweiterungen verschirfen. Den /~Rang der Klassengruppe konnen wir
durch folgenden Satz abschétzen.

Satz 2.28
Fiir alle e > 0 und alle n € N existieren Konstanten c(n) und c(n, €) derart,
dass fiir alle Zahlkorper k/Q vom Grad n gilt:

|Cl, | < c(n)al,]i/2 log(d;)" ! sowie
|CL | < c(n, )dy/ >,

Beweis
Die erste Aussage ist Theorem 4.4. in |28, Seite 153|. Die Zweite folgt dann
unmittelbar. O



Kapitel 3

Zyklische Erweiterungen und
Kranzprodukte

In diesem Kapitel wollen wir uns mit zyklischen Erweiterungen Z, beschéf-
tigen, wobei ¢ eine Primzahl ist. Einerseits fassen wir Ergebnisse fiir die
Zahlfunktion Z(k, Z;;x) und ihrer zugeordneten Dirichletreihe @y 4, (s) zu-
sammen, wobei uns die Arbeiten von Cohen, Diaz y Diaz und Olivier |6, 7]
als Vorlage dienen. Andererseits brauchen wir Verallgemeinerungen auf ver-
wandte Zahlfunktionen. Als Anwendung werden wir in Satz 3.29 fiir Gruppen
der Bauart G = Zy ! H die Asymptotik der Funktion Z(k,G;z) untersuchen
und fiir viele H zeigen, dass

Z(k,G; z) ~ c(k, Gz

gilt.
In der oben zitierten Arbeit 7, Theorem 1.1] wird folgendes Hauptergebnis
bewiesen:

Satz 3.1 (Cohen, Diaz y Diaz, Olivier)
Es seien k ein Zahlkérper und ¢ eine Primzahl. Dann existiert eine explizit
berechenbare Konstante c(k, Z;) > 0 mit:

Z(kv Zy; .23) ~ C(k’, Zg)xa(G) log(m)b(k’vG)'
Hierbei sind a(G) und b(k, Q) dieselben Konstanten wie in Vermutung 2.12.

Wir merken an, dass in dieser Arbeit auch bewiesen wird, dass die zugeho-
rige Dirichletreihe @y z,(s) (siehe den folgenden Abschnitt) fiir R(s) > a(G)
absolut und lokal gleichméRig konvergiert und bei s = a(G) einen Pol der
Ordnung b(k,G) + 1 hat. Weiterhin wird gezeigt, dass diese Funktion mero-
morph nach links fortsetzbar ist.
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Wir werden in diesem Kapitel zwei verwandte Zdhlfunktionen fiir zyklische
Gruppen vom Primzahlgrad untersuchen. Wir fixieren eine endliche Menge
S C P(k) und definieren

Z(k,G,S;z) = |{K/k | Gal(K/k) = G, dx koprim zu S, N (dg ) < x}|.
Wir erhalten dann in Satz 3.9 fiir ein ¢(k, Z,, S) > 0:
c(k, Zy, S)z* % Nog(2)" ™20 < Z(k, Z,, S; ) < Z(k, Zy; x) fiir 2 >> 0.

Fiir G = Z5 untersuchen wir auch die zugehorige Dirichletreihe und beweisen
in Satz 3.12 das analoge Resultat zu Satz 3.1.

Wir betrachten dann eine weitere Zahlfunktion, die diesmal alle Korperer-
weiterungen, aber mit abgednderter Diskriminante zahlt:

Z5(k,G; ) = |{K/k | Gal(K/k) = G,N(df{/k) <z},

wobei df{ Ik den zu S koprimen Anteil von dg,, bezeichnet. Wir beweisen
einige Abschitzungen fiir allgemeine Gruppen (Lemmata 3.14 und 3.15) und
erhalten im Satz 3.23 eine Konstante c(k, Z;) > 0 mit:

Z(k, Zsyx) < Z%(k, Zy; ) < c(k, Zo) 0151270 log ()" *-70)

Fiir G = Z, zeigen wir wieder in Satz 3.16 ein analoges Resultat zu Satz 3.1.

Wir haben aus technischen Griinden auf die entsprechenden Aussagen fiir
zyklische Gruppen ungerader Primzahlordnung verzichtet. Wir beweisen sie
aber im Abschnitt 3.5 fiir den Fall £ = Q. Da einige technische Details fiir
allgemeine Grundkorper k fehlen, treten hier einige Ideen noch deutlicher
hervor.

Im Abschnitt 3.6 geben wir einen Satz an, der die Asymptotik der Zahlfunk-
tion von Z, bestimmt, wenn wir endlich viele lokale Vorgaben fordern.

3.1 Zeta—Funktionen und Heckesche L—Reihen

Wir werden einige Abschétzungen und Eigenschaften fiir Heckesche L-Reihen
benotigen, die wir in diesem Abschnitt zusammenfassen.

Im Folgenden bezeichnet
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die Dedekindsche Zeta—Funktion von k, welche fiir R(s) > 1 absolut und lokal
gleichméRig konvergiert. Weiterhin verwenden wir die Notation resg—; (i (s)
fiir das Residuum an der Stelle 1.

Fiir unsere Verallgemeinerungen von Satz 3.1 benotigen wir die folgenden
Abschétzungen der Dedekindschen Zeta—Funktion (.

Lemma 3.2
Es sei k ein Zahlkérper vom Grad n mit Absolutdiskriminante dj. Dann
gelten:

(1) [Ck(s)] < Co(R(s))™ fiir alle s mit R(s) > 1.
(2) Fiir alle 0 < € <1 gilt:

£§§ Ck(s) < 21+n(dk7l'_n/2)661_n < 21+nd261_n.

Beweis
Die erste Aussage ist Corollary 3 in [28, Seite 326]. Die zweite Aussage ist
ebenfalls Corollary 3 auf Seite 332. U

Fiir ein Ideal ¢ C O, betrachten wir einen Charakter y der Strahlklassen-
gruppe Cl, d.h. einen Homomorphismus von Cl, nach C*. Dieser Charakter
ist nur fiir Ideale koprim zu ¢ definiert. Sei S := {p € P(k) | p|c} die Ausnah-
memenge. Fiir p € S definieren wir x(p) = 0 und setzen somit den Charakter
x multiplikativ auf alle Ideale fort. Wir definieren die Heckesche L—Reihe:

._ x(p) |1
Lk(X>$) T H (1 - N(p)s) :

peP(k)

Dieses Produkt konvergiert fiir R(s) > 1 absolut und lokal gleichméaRig. Fiir
weitere Eigenschaften der Heckeschen L-Reihen verweisen wir z.B. auf |28,
Seite 343ff].

Wir werden spéter obere Abschitzungen fiir Lj(x,s) in Streifen der Form
a < R(s) < 1 benotigen. Die folgende Aussage folgt direkt aus [17, Gleichung
5.20]. Der Beweis geht dhnlich wie der Beweis von Theorem 7.4 in [28, Seite
350], wobei noch das Konvexitétsprinzip [22, Seite 265 angewendet werden
muss.

Satz 3.3

Es seien f ein Ideal sowie x ein Charakter der Strahlklassengruppe Cl;. Wei-
terhin seien D := di N (f) sowie § = 1, falls x der triviale Charakter ist.
Ansonsten sei § = 0. Dann gilt fiir s mit 0 < o := R(s) < 1 sowie alle ¢ > 0
die folgende Abschéitzung:

(s = 1)°Li,(s, x)| < c(e,n)(D[1+ s|")=7/2Fe,
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Wir erhalten das folgende Korollar.

Korollar 3.4
Mit den Notationen aus Satz 3.3 erhalten wir fiir alle ¢ > (:

La(s0) — 2] < efem(DIL + o)1=

wobei R(x) das Residuum bei s = 1 von Lg(s,x) bezeichnet. Hierbei ist
R(x) = 0, wenn x nicht der triviale Charakter ist.

Beweis
Falls x nicht trivial ist, ist dies gerade die Aussage von Satz 3.3. Fiir den
trivialen Charakter x mit Ausnahmemenge S erhalten wir:

1
Lk(S7X) = Ck(s) H(l - N(p)s)

pes

Damit erhalten wir mit Lemma 3.2 fiir das Residuum bei s = 1:
|R(x)| < ¢(e,n)dy, fiir alle € > 0.

Zusammen mit Satz 3.3 und der Dreiecksungleichung finden wir eine neue
Konstante c(e, n) mit

(s — 1) Li(s, x) — R(x) < c(e,n)(D|1 + s|™)1=0)/ 2+,

Da Ly (s, x)—R(x)/(s—1) analytisch in s = 1 ist, erhalten wir die gewiinschte
Abschitzung fiir kleines |s — 1| mit Hilfe des Maximumsprinzips. O

3.2 Quadratische Erweiterungen

Die Anzahl der quadratischen Erweiterungen eines Zahlkorpers haben wir
sehr gut unter Kontrolle. In diesem Abschnitt werden wir viele Aussagen aus
[6] benutzen. Wir definieren die folgende Dirichletreihe:

oo

Qp,
P —.
k Zz Z _/\/ K/k) - ns

a,, ist somit die Anzahl der Koérpererweiterungen mit Diskriminantennorm n
und somit gilt a, > 0. Der folgende Satz wird in [6] bewiesen:
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Satz 3.5 (Cohen, Diaz y Diaz, Olivier)
Fiir einen Zahlkérper k mit i(k) komplexen Finbettungen gilt fiir ®(s) > 1:

2—z(k)
Ck (28)

O z,(s) = =1+ D> NQOW)TY T Lils, X).

C|20k X

wobei x die quadratischen Charaktere der Strahlklassengruppe Clz durch-
lauft und Ly(s, x) die Heckesche L—Reihe von k fiir den Charakter x ist.

Mit Hilfe von Satz 2.19 wird in [6] das folgende Korollar bewiesen.

Korollar 3.6 (Cohen, Diaz y Diaz, Olivier)
ik T€8s=1 Gk (8)

Ck(2) o

wobei 2‘““% gerade das Residuum in s = 1 von ®y, z, ist.

Z(k, Zy;x) ~ 2

Mit Hilfe von Lemma 3.2 erhalten wir res,—1 @y z,(s) = Oc,(d5,), wobei die
Konstante nur von € und n abhingig ist. Aufgrund der bekannten Eigenschaf-
ten der Dedekindschen Zeta-Funktion und der Heckeschen L—Reihen ist klar,
dass @y z, eine meromorphe Fortsetzung auf $(s) > 0 besitzt. Wir werden
im néichsten Kapitel Abschitzungen dieser Funktion fiir (s) < 1 bendtigen.
Der folgende Satz wird implizit in [6] bewiesen:

Satz 3.7

Die Funktion ¥y, z,(s) hat eine meromorphe Fortsetzung auf £(s) > 1/2. Sie
besitzt in diesem Bereich nur einen einfachen Pol bei s = 1 mit Residuum
R(k) = %@14’“(5) Weiterhin ist die Funktion gi(s) := ®g z,(s) — %
fiir R(s) > 1/2 analytisch und es gilt in diesem Bereich fiir alle ¢ > 0:

19k()] < c(e, [k = Q))(dy|1 + 5|y 10)/2reg /2,

Beweis

Das Residuum bei s = 1 erhalten wir aus Korollar 3.6. Mit Hilfe von Satz
3.5 erhalten wir eine Darstellung von @y z, als endliche Doppelsumme von
Heckeschen L—Reihen, welche sogar fiir (s) > 0 eine meromorphe Fortset-
zung besitzen. Die im Nenner auftretende Funktion (j(2s) ist fiir R(s) > 1/2
nullstellenfrei, da sie dort ein Eulerprodukt besitzt. Die Anzahl der Ideale, die
20y, teilen, sowie die Normen der auftretenden Ideale in der ersten Summe
konnen mit Hilfe einer von [k : Q] abhéingigen Konstante nach oben abge-
schitzt werden. Die Anzahl der auftretenden quadratischen Charaktere ist
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bis auf eine von [k : Q] abhéngige Konstante gerade die Anzahl der Elemente
der Ordnung 2 in der Klassengruppe von k, welche wir mit Satz 2.28 durch
067[k@](d,1€/ **¢) abschitzen. Die auftretenden L-Reihen schiitzen wir mit Ko-
rollar 3.4 ab. Dabei konnen wir die auftretenden N (f) durch eine von [k : Q)
abhingige Konstante abschétzen, da f nur von Primidealen iiber der 2 geteilt
wird. Auf diese Weise erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. O

Die Abschétzung aus dem vorigen Satz wird niitzlich sein, wenn wir mit Satz
2.19 Asymptotiken der zugehorigen Zahlfunktionen ermitteln wollen. Fiir die
Anwendung dieser Sitze ist nur die meromorphe Fortsetzung auf $(s) = 1
wichtig. Hier ergibt der obige Satz fiir alle e > 0:

l9i(s)] < e, [k = @)1+ [0
Besonders drgerlich ist hier der di/ 2JFE—Anteil, durch den wir die Anzahl der
Elemente der Ordnung 2 in der Klassengruppe abschétzen. Allgemein wird
hier vermutet, dass diese Anzahl O, . (dj,) fiir alle € > 0 ist. Fiir [k : Q] =
2 gilt dies aufgrund der Geschlechtertheorie und wird auch im Beweis [6,
Section 4| der Asymptotik fiir D,—Erweiterungen iiber Q benutzt.

3.3 Quadratische Erweiterungen mit Verzwei-
gungsbedingungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns zwei Varianten unserer Zahlfunktion an-
schauen. Hierzu definieren wir fiir eine beliebige transitive Permutationsgrup-
pe G und eine Menge von Primidealen S C P(k):

Z(k,G,S;x) = {K/k | Gal(K/k) = G, dg koprim zu S, N (dx ) < }|.

Trivialerweise gilt Z(k, G, S;z) < Z(k,G;x) fiir alle Mengen S. Die verall-
gemeinerte Vermutung besagt nun:

Vermutung 3.8
Fiir endliches S C P(k) gilt:

Z(k, G, S;z) ~ c(k, G, S)a™D log(z)"*),
wobei a und b dieselben Konstanten wie in Vermutung 2.12 sind.

Bevor wir zum quadratischen Fall kommen, wollen wir eine untere Abschét-
zung fiir zyklische Gruppen von Primzahlordnung angeben.
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Satz 3.9
Es seien k ein Zahlkérper und S C P(k) eine endliche Teilmenge. Dann
existiert eine Konstante c(k, Z,,S) > 0 mit:

Z(k,Zy, S;x) > c(k, Zy, S) %0 log(x)° (k20 fijr 2 >> 0.

Beweis

Der Beweis funktioniert wie der Beweis von [19, Theorem 2.6]. Der einzige
Unterschied besteht darin, dass wir in der Induktion fiir S = () obige Behaup-
tung als wahr annehmen. Dies diirfen wir, da Vermutung 2.12 fiir abelsche
Gruppen bewiesen ist [33]. O

Wir definieren die zugehorige Dirichletreihe zu Z(k, Zs, S; z) via

o0

Pr 22,5 ZN (drcji)? Z 27

n=1

wobei iiber alle quadratischen Kérper K summiert wird, deren Diskriminante
koprim zu S ist. Zur Untersuchung dieser Reihe steigen wir in den Beweis
des Falls S = () in [6, Seite 74/75] ein. Dort steht:

2ru(k )+1

Dpz(s) = —1+ T ZN 2s 1H 2s Z XZ

ple X a€Ac

wobei x die quadratischen Charaktere der Strahlklassengruppe Cl.= durch-
lduft und A, die Menge der quadratfreien Ideale koprim zu c¢ ist. (k) ist hier
der Einheitenrang von Oy. Die hier gezihlten Korpererweiterungen zu (a, )
haben gerade Diskriminante 4a/c¢? [6, Prop. 3.4]. Daher miissen wir dafiir
sorgen, dass wir nur Ideale ¢ | (2) betrachten, so dass (2)/c¢ koprim zu S ist.
Sei also 0 gerade das maximale Ideal mit der Eigenschaft, dass (2)/0 koprim
zu S ist. Dadurch, dass wir nicht mehr alle ¢ | (2) betrachten, dndert sich der
Ausdruck (3.1) wie folgt:

2ru(k )+1

Oy, 5, 5(s) = —1+ S ZN )25 H ~25) Z Z Nz

o[¢|(2 pl(c/0) X a€A. s

wobei wir A, s als die Menge der quadratfreien Ideale koprim zu S und ¢
definieren.

Weiterhin wird in dieser Arbeit gezeigt:

-85\ __ 1 _N(p)—2s
> N ];[ AxeNE ™) = v

acA, pfe
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Lk(87 X)
Ce(28) L1 (1 = N(p)~%)
Nun sei S = S,US), wobei S, gerade alle Primideale iiber der 2 aus S enthilt.

Wir beachten, dass ¢ stets durch alle Primideale aus S, teilbar ist, sowie
X(p) = 0 fiir p | ¢ und erhalten aus der Definition von A, s:

Cl -5\ __ 1_N(p)—2s
> wiap = JL oo = I 555

acA. s pte,p¢S) ple,peS,
_ Li(s, x) I 1— x(p)N(p)~*
G(28) [, (1 = N(p)~2) s 1— N(p)2
= Lk($7 X> —s\—1
~ G29) Tyl — N p) %) pl;éu FXPN(P) )

Wir setzen ein und beachten, dass 0 stets koprim zu ¢/ ist. Weiterhin nutzen
wir aus, dass N (20;) = 2FU sowie 7, (k) +1+i(k) = [k : Q] gilt, wobei i(k)
die Anzahl der komplexen Stellen von k bezeichnet. Wir erhalten:

Dpz,5(s) = -1+ Z N@/ ] -Np) ™)

C’“( a\c|<2> plo
ZLk sox) [T+ xmNm)~)~"
peSs)

Aufgrund dieser Darstellung ist nun klar, dass @y z, s eine auf R(s) > 1/2
meromorphe Funktion ist, die nur bei s = 1 einen Pol besitzt. Bevor wir das
Residuum ausrechnen koénnen, benétigen wir noch Eigenschaften der Euler-
schen p—Funktion fiir Ideale.

Definition 3.10
In Analogie zur herkbmmlichen Eulerschen p—Funktion fiir ganze Zahlen de-
finieren wir p(a) := |(Of/a)*| fiir a < O.

Die folgenden Eigenschaften folgen aus elementaren Rechnungen.

Satz 3.11
Es gelten:

(1) o(ab) = ¢(a)p(b) fiir koprime Ideale a,b C Oy,
(2) o(p?) =N (p)’~Y(N(p) — 1) fiir alle Primideale p und j € N,
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(3) 11,(1 = 1/N(p)) = ¢(c) /N (¢) fiir Ideale ¢ C O,
(4) > qatp(c) = N(a) fiir Ideale a C Oy.

Satz 3.12

Fiir endliches S C P(k) ist die Dirichletreihe ®y, z, ¢ fiir R(s) > 1 absolut
und lokal gleichméfig konvergent. Sie besitzt bei s = 1 einen einfachen Pol
mit Residuum

ress—1 (x(s) _1
e, () g(lﬂ//\f(p)) .

Die Funktion ist auf den Bereich R(s) > 1/2 meromorph fortsetzbar, wobei
s =1 der einzige Pol in diesem Bereich ist.

Beweis

Die analytische Fortsetzung wurde bereits durch die Rechnungen vor diesem
Satz bewiesen. Es verbleibt das Residuum auszurechnen. Die auftretenden
Heckeschen L-Reihen sind meromorphe Funktionen fiir (s) > 1/2, wobei
hochstens bei s = 1 ein einfacher Pol auftreten kann. Dies kann nur passieren,
wenn x der triviale Charakter xq . ist. In diesem Fall gilt fiir das Residuum:

res Li (s, Xo.c) = res Gu(s) [ [(1 = 1/N ().

ple

Wir definieren b := [],cq p sowie A := % und schreiben kiirzer:

D:=]J0=N(p) )" und B:= [[(1+1/N(p))".

plo pes}

Wir erhalten fiir das Residuum von ®;, z, s an der Stelle s = 1:

ABD > N2/ [ = 1/N(p))

0[¢(2) plc

_ N() ole) .
= ABD a%;) NROD N (mit Satz 3.11 (3))

= ABD
((2)/2)

p(c0) ©(2)
Neoy ~ PPN oy c((%;a) #le)

_ ©(0) B e(d) .
= ABDN(2Ok)N(2C)k/D) = ABDW (mit Satz 3.11 (4))
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=AB[JA-N@) ) ] - 1N ) = AB] [+ 1/N(p)
plo plo plo
_ATJ+ N
pes
0

Interessanterweise zeigt sich beim Residuum, dass es nicht mehr notig ist
zwischen zahm und wild verzweigten Primidealen zu unterscheiden. Asym-
ptotisch mittelt sich das heraus. Betrachten wir den interessanten Spezialfall
k = Q. Alle auftretenden Charaktere sind trivial, d.h. Lg,y,, = (1—1/2%)((s)

und LQ,Xo,l - C(S)

Korollar 3.13

oz s(s) = -1+ 2L Tt +N ) )" falls (2) € S,
((29) 11

Do, z,,5(s) = -1+ L) [T +N@E) ™)@ + (1 - 1/2)) sonst.
¢(25) 2o,

Fiir das Residuum ergibt sich:

res D, z,,5(s) = reSZing(S) g(l +1/N(p)~"

Beweis
Durch einfaches Einsetzen von k£ = Q in unsere Formel fiir ®;, 7, s(s). O

3.4 Die modifizierte Zahlfunktion

Fiir eine ganze Zahl a und eine Menge S von Primzahlen bezeichnen wir mit
a® den zu S koprimen Anteil von a. Analog bezeichnen wir fiir eine Menge
S C P(k) und ein Ideal a C Oy mit a® den zu a koprimen Anteil. Weiterhin
definieren wir eine modifizierte Zahlfunktion via:

Z%(k,G;x) == {K/k | Gal(K/k) = G,N(d%. ) < «}|.

Der Unterschied zu Z(k,G,S;z) ist, dass hier alle Kérpererweiterungen
gezihlt werden, aber deren Diskriminanten modifiziert werden. Trivialerweise
gilt fiir alle S

Z(k,G;x) < Z5(k,G; x).
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Es gilt aber auch eine Art Umkehrung, welche eine leichte Verschiarfung von
Lemma 2.1 in [19)] ist.

Lemma 3.14

Es seien G eine endliche Gruppe, k ein Zahlkérper vom Grad m und S C
P(k) eine endliche Menge von Primidealen. Dann existiert eine Konstante
c(m, S, G) > 1 mit folgender Figenschaft:

Z5(k,G;x/c(m, S, @) < Z(k,G;x) < Z5(k, G x) < Z(k, G; ¢(m, S, G)x).

Beweis

Die Ungleichung Z(k,G;z) < Z°(k, G; ) gilt nach Definition. Sei nun K/k
eine beliebige Erweiterung mit Gal(K /k) = G. Fiir p € S sowie p € pNP gibt
es eine bekannte obere Schranke fiir den maximalen Exponenten e, so dass
p° | N(dkx) gilt [31, Remark 1, Seite 16]. Diese Schranke ist nur abhingig
von m,p und G. Wir definieren c¢(m, S, G) als das Produkt iiber diese p—
Potenzen fiir alle p € S. Damit erhalten wir folgende Abschétzung fiir alle
K/k mit Gal(K/k) = G-

c(m, S, G)N (d5 i) = N (deye).

Hieraus folgt dann die erste und dritte Ungleichung. U

Falls wir entweder eine untere Abschiitzung fiir Z°(k, G; x) oder eine obere
Abschétzung fir Z(k, G; x) kennen, so erhalten wir noch starker:

Lemma 3.15

Es seien G eine endliche Gruppe, k ein Zahlkérper vom Grad m und S C P(k)
eine endliche Menge von Primidealen. Wir bezeichnen mit a > 0, b > 0 und
c(k,S) > 0 weitere Konstanten.

(1) Aus Z5(k,G;z) > c(k, S)z*log(z)® fiir x >> 0 folgt

c(k, S)

p) > )
2k Gi0) 2 2 S Gy

2% log(x)® fiir x >> 0.

(2) Aus Z(k,G;x) < c(k, S)zlog(z)" folgt

Z5(k,G; ) < &(m, S, G)%(k, )z log(z)".

Beweis
Im ersten Fall erhalten wir mit Lemma 3.14

Z(k,G;x) > Z5(k,G;2/c(m, S, Q)
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> c(k, S)e(m, S, G) "z log(z/c(m, S, G))".

Wenn wir nun ¢(m,S,G) > ¢(m,S,G) grok genug wihlen, dann folgt die
Behauptung fiir z grof genug.

Im zweiten Fall gilt nach Lemma 3.14
Z5(k,G;x) < Z(k,G;¢(m, S,G)x)
< c(k, S)c(m, S, G)z(log(z) + log(c(m, S, G)))?,
welches sich asymptotisch wie gewiinscht verhilt. O
Im Folgenden sei ®; , fiir ¢ € P die zu Z°(k, Z; z) assoziierte Dirichletreihe

[e.e]

S Un
Pz (s) Z NdS NS, )~ & ns

(K K/k n=1

Im Fall ¢ = 2 geben wir analog zu Abschnitt 3.3 einen Beweis fiir die Asym-
ptotik von Z°(k, Z,;x) bzw. das analytische Verhalten der Funktion (IDE’ZQ
fiir beliebige Grundkorper k an. In diesem Abschnitt hatten wir den Beweis
aus [6] so modifiziert, dass wir alle Erweiterungen weggelassen hatten, die
in einem p € S verzweigt waren. Dabei hatten wir S = S,US) geschrieben,
wobei S5 genau die Primideale iiber der 2 aus S enthilt. Fiir ein Ideal ¢ | (2)
definieren wir B ¢ als die Menge der quadratfreien Ideale koprim zu ¢, deren
siamtliche Primteiler in S liegen. Im Abschnitt 3.3 hatten wir genau diese
Ideale weggelassen, um die Funktion ®; 7, ¢ zu bestimmen. Wir merken an,
dass hier eine quadratische Erweiterung, die zu (¢, ab) mit ¢ | (2),a € A g
und b € B, assoziiert ist, mit Diskriminante 4a/c? beriicksichtigt wird.
Hierbei hatten wir das Ideal ¢ fiir die Sonderbehandlung der Primideale iiber
der 2 bendtigt. Auch hier miissen wir dafiir sorgen, dass die entsprechen-
den Erweiterungen mit zu S koprimer Diskriminante gezihlt werden. Dieses
wird durch den Term N ( T D))28 erreicht, wobei 0 der maximale Teiler von
(2) ist, so dass (2)/0 koprim zu S ist. Weiterhin schreiben wir ¢ = ¢;¢y mit
c1 | (2)/0, ¢o | 0 und erhalten wegen ¢y = ggT(c,0):

2"““‘ S S—

c1](2)/0 e2f0
[To-ve = [Ja-1% > Y < /\/
pler ple2 X a€A¢ cy,5 BEB: ¢y,5

— 1+ N(D2S)N(2)1_2s Z N 2s 1 H( N(p)—zs)

2i(k)
ail(2)/o pler
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2. 2. ZN

X ClEAcl S bEBcl S

Wie im Abschnitt 3.3 gilt: N(20;) = 2% sowie r,(k) + 1 +i(k) = [k : Q).
Analog wie im Abschnitt 3.3 erhalten wir:

> X = II a+xeNE)™ T 0+ x)

a€Ac, 5 bEB.,, s pfe1,pgS pter,pes

1-N(p)™*
= 11 1—x(p)(j\'f»(p)—sn(1”(p)>

pler.pgS pes
B Li(s,x) 1 —x(p)N(p)~®
" G, 0 - N LT e L0 @)
_ Li(s, x) 11 (1+ x(p))
G29) Ty (1 — N2 L T V()

Damit erhalten wir durch Einsetzen:

NN (2)1 -2 1+
@fsz(s) =—-1+ (2i(k2< ((22) Z N(ey)*~ 12Lk S, X H X(p).
g al2)/0 pes

Wir erhalten das Analogon zu Satz 3.12. Dabei verweisen wir fiir die Inter-
pretation des Ideals 0 auf die Ausfiihrungen nach Satz 3.25.

Satz 3.16
Fiir endliches S C P(k) ist die Dirichletreihe ®; , fiir R(s) > 1 absolut und
lokal gleichméfig konvergent. Sie besitzt bei s = 1 einen einfachen Pol mit

Residuum -
TSs=16klS) C1o)8]
B e (2) g(lﬂ//\f(p)) 215N (2),

wobei 0 der gréfste Teiler von 20, ist, so dass (2)/0 koprim zu S ist. Die
Funktion ist auf den Bereich R(s) > 1/2 meromorph fortsetzbar, wobei s = 1
der einzige Pol in diesem Bereich ist.

Beweis
Wir definieren

ress—1 G (5)

A= 20, (2)

sowie B := [ [(1+ 1/ (p)) "2,

pes
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Mit dem analogen Schluss wie im Beweis zu Satz 3.12 fiir die trivialen Charak-
tere erhalten wir fiir das Residuum an der Stelle s = 1 folgenden Ausdruck,
wobei wir x(p) = 0 fiir p | ¢; beachten:

ABAA//(—(D;)) S M) T[0 - 1N G)
al(2)/o pla

2
= AB% C%:/ON (CI)./Q\S/‘((CCll)) (mit Satz 3.11 (3))
N(0?)
N(2)
In den letzten Umformungen haben wir zweimal Satz 3.11 ausgenutzt. [

Wir betrachten jetzt die Funktion

=AB

N((2)/0) = ABN(d).

ress—1 ©F 4, (s)

s—1 ’

9rs(s) 1= D 7,(s) =

welche nach obigem Satz analytisch fiir R(s) > 1/2 ist. Wir wollen nun das
analoge Ergebnis zu Satz 3.7 angeben.

Satz 3.17
Die Funktion gy, s(s) ist fiir R(s) > 1/2 analytisch und es gilt fiir alle ¢ > 0:

95,5(5)] < e, [k 2 Q2 (dy| 1+ | ) O/2eq, 2,

Beweis
Die Funktion @f 7, unterscheidet sich von der Funktion ®; 7, einerseits durch
das Weglassen von Summanden, andererseits werden Summanden mit

N (9*%) bzw. mit H 1+ x(p)

x(p)
L+ Ry

pes

durchmultipliziert. Wegen x(p) # 0 fiir alle p € S sowie x(p) = 1 erhalten
wir fiir R(s) > 0:

H 1+ x(p) <

x(p)
1+ X

Weiterhin ist |NV(62%)| fiir 1/2 < R(s) < 1 durch eine von [k : Q] abhingige
Konstante nach oben beschrinkt, da o nur von Idealen iiber der 2 geteilt
wird. Damit folgt das gewiinschte Ergebnis wie im Beweis von Satz 3.7. [

S
— <2l

il e OR

pes
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3.5 Z,/~FErweiterungen mit Verzweigungsbedin-
gungen

Fiir zyklische Gruppen Z, von ungerader Primzahlordnung koénnten wir die
analogen Aussagen wie in den Sdtzen 3.16 und 3.17 beweisen. Hierzu miis-
sten wir den Beweis in |7| analog zum Z,-Fall variieren. Da dies ist aber sehr
technisch und lang ist, geben wir hier einen Reduktionssatz an, der in vielen
(wichtigen) Spezialfiallen anwendbar ist, z.B. immer fiir den Fall £ = Q. Es
sei also im Folgenden ¢ eine ungerade Primzahl. Mit Hilfe des Satzes von
Kronecker-Weber sehen wir, dass eine Primzahl p in einer Z,~Erweiterung
von Q genau dann verzweigt sein kann, wenn p = ¢ oder p = 1 mod ¢ gilt.
Weiterhin gibt es genau eine Z,Erweiterung, die genau in einem solchen p
verzweigt ist. Diese Erweiterung hat Diskriminante p‘~!, falls p # ¢. Anson-
sten ist die Diskriminante ¢2~2.

Lemma 3.18

Es seien ¢ eine ungerade Primzahl und K/Q die Z,~Erweiterung, die nur in
p verzweigt ist. Weiterhin sei L # K eine Z,~Erweiterung, die in p verzweigt
ist. Dann existiert in KL/Q genau ein Teilkérper M =: V(L) vom Grad ¢,
der in p unverzweigt ist. Je { — 1 Korper korrespondieren auf diese Weise zur
selben in p unverzweigten Z,—Erweiterung. Es gilt: dy;dx = dj,.

Beweis

Fiir p # ( ist dies Abhyankar’s Lemma [28, Seite 236] bzw. Lemma 2.4. Fiir
p = { liegt es daran, dass es nach Kronecker—Weber keine in ¢ total verzweigte
Zy X ZyErweiterung von Q gibt. U

Wir merken an, dass die Aussage dieses Lemmas fiir zahm verzweigte Prim-
ideale auch fiir beliebige Grundkorper & giiltig ist (unter der Annahme, dass
ein K/k existiert, welches nur in p verzweigt ist). Bei Primidealen, die iiber
¢ liegen, stimmt diese Aussage dann nicht mehr, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 3.19

Es sei k = Q((3), wobei (3 eine dritte Einheitswurzel und p das eindeutige
Primideal ist, welches iiber (3) liegt. Dann sind K, = k(~3/3) und K, =
k(5/C3) nur in p verzweigt und die Galoisgruppen sind jeweils Zs. Da K1 K, /k
total verzweigt ist, ist p in jedem Zwischenkérper vom Grad 3 verzweigt.

Satz 3.20
Es seien S C P(Q) eine endliche Teilmenge und ¢ > 2 eine Primzahl. Dann
gilt: ©q. z,¢ Iist fiir R(s) > 1/(¢ — 1) eine lokal gleichméRig und absolut
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konvergente Dirichletreihe mit einem einfachen Pol in s = 1/(¢ — 1). Die
Funktion ist meromorph auf R(s) > 1/(2¢ — 2) fortsetzbar und es gilt:

Z(Q, 2y, S5) ~ (L, 5)Z(Q, Z; ),
wobei 0 < ¢(¢,S) < 1 am Ende des Beweises angegeben wird.

Beweis

Sei (p) € S ein Primideal mit der Eigenschaft, dass eine Kérpererweiterung
K/Q existiert mit Gal(K/Q) = Z,, welche nur in p verzweigt ist. Wir defi-
nieren folgende Abbildung via Lemma 3.18:

U {L/Q | Gal(L/Q) = Ze,p | di} \ {K} — {L/Q | Gal(L/Q) = Ze,p 1 dp}.

Diese Abbildung ist surjektiv und jedes Bild besitzt genau ¢ — 1 Urbilder.
Daher erhalten wir die folgende Beziehung fiir die Zahlfunktionen:

Z(Q> Zf; x) = Z(Q7 Zg, {p}; ZE) + (E - 1)2((@7 Zév {p}; x/dK) + a(x),

wobei a(z) = 1 fiir x > N (dg) ist. Ansonsten gilt a(z) = 0. Damit gilt fiir
die zugehorigen Dirichletreihen:

/-1 1
(I)Q,Zz(s) = @@,Zz,{p}(s) + d—s(bQ,Zg,{p}(S) + €5
K K

0O.B.d.A. konnen wir annehmen, dass in S nur Primideale enthalten sind, so
dass eine nur in diesem Ideal verzweigte Z,~Erweiterung K;/Q (1 < < |S|)
existiert. Wir erhalten induktiv:

S|

(-1 1 !
0g,2,(s) = Paz.s(s) [ J(1 + =) T [T+ )1
i=1 K; i=1 K
Hierbei zahlt
S|
1 (-1
— (TTa+=>)-1

gerade alle Z,~Erweiterungen, die als Teilkrper von K - - - K|g)/Q auftreten.
Wir merken an, dass es jeweils genau (¢ — 1)/~ Z,~Erweiterungen gibt, die
in denselben j Primzahlen verzweigt sind. Damit gilt:

S _
Do.z(s) - 21 (M2 + 55 - 1)

Dg,2,,5(5) = 3 -
20+ 5
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-1 -1
S|

_ H(Hgd;) Po(s) - 5+ [ =D [0+

Alle beteiligten Funktionen auf der rechten Seite aufer ®¢ z, sind fiir R(s) >
0 analytisch. Damit haben ®qg 7, und ®q z, s dieselben Pole und sind im
selben Bereich meromorphe Funktionen. Die entsprechende Aussage fiir ®q 7,
wird in [7, Prop. 4.6] bewiesen. Zur Bestimmung der asymptotischen Aussage
miissen wir die Funktionen an der Stelle s = 1/(¢—1) auswerten. Wir erhalten

also 01 01
ct.8) = 1] (1+7)-1 I a+ 7 )~
(P es\{(0)} (p)esSn{(0)}

O

Wir merken an, dass obiger Beweis im Prinzip auch fiir Z,-Erweiterungen
funktioniert. Hier gibt es aber drei nur in 2 verzweigte Erweiterungen:
Q(v2),Q(v/—1) und Q(+/—2). Hier miissten wir mit zwei dieser Erweiterun-
gen im Beweis arbeiten. Fiir die ungeraden Primzahlen dndert sich nichts.

Fiir die modifizierte Zahlfunktion erhalten wir den folgenden Satz, den wir
analog zu Satz 3.20 beweisen konnen.

Satz 3.21

Es seien ¢ eine ungerade Primzahl und S C {p € P(Q) | p = 1 mod
( oder p = (} eine endliche Teilmenge. Dann gilt: ®F , ist fir R(s) >
1/(¢ — 1) eine absolut konvergente Dirichletreihe mit einem einfachen Pol
in s = 1/(¢ —1). Die Funktion ist meromorph auf %(s) > 1/(2¢ —2) fortsetz-
bar und es gilt:

ZS(@a ZZ; .73) ~ €|S‘C(f’ S>Z(Q7 Zf; x)?
wobei 0 < ¢(¢,S) < 1 die in Satz 3.20 bestimmte Konstante ist.

Beweis
Wir zéhlen die Korpererweiterungen wie im Beweis von Satz 3.20. Der einzige
Unterschied besteht darin, dass wir die Diskriminanten d. weglassen. Wir
erhalten:

S| El
1
D3 7,(5) = oz s(s) [[0+ =D+ — | [Ja+L-1) -1
i=1 i=1
|

= K‘SRI)Q,ZZ’S(S) + /— 1
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Wir werden spéter noch eine obere Abschiatzung fiir allgemeine Grundkorper
k brauchen, die fiir alle x > 0 gilt. Fiir £ = Q folgt diese Aussage wegen
c(¢,S) < 1 direkt aus Satz 3.21. Gleiches wiirde auch fiir beliebige Grund-
korper gelten, wenn wir die Ergebnisse aus |7] entsprechend verallgemeinert
hatten. Wir benétigen noch einige Hilfsaussagen.

Lemma 3.22
Es seien k ein Zahlkérper, { € P und T := {p € P(k) | N(p) = 1 mod (}.

Weiterhin sei
{—1 = a,
1+—— | = —.
11 < N (p>5) 2 ns

peT n=1

Dann gilt mit e := [k(éc_ﬁ fiir alle x > 0:

Z an < c(k, )z log(z)e .

n<z

Beweis
Wir erhalten folgende Identitét fiir alle p € T*

14

(L4 (6= DV ) L=V ) ) = 1=

)N@*+m4unN@*.

Nun ist

g(s) =[] (1 -~ (5)/\/(;3)—28 b (- 1)N<p)_es)

peT

fiir s = 1 ein konvergentes Produkt, welches wir durch eine von k abhingige
Konstante nach oben abschitzen konnen. Es gilt also:

11@+§5Q:m@ﬂu—Nm*W4

peT peT

Sei nun d := [k((;) : k] ein Teiler von ¢—1. Alle Primideale aus 7" sind in k()
total zerlegt. Daher erhalten wir fiir ein p € T' die Faktorisierung pOy,) =
Pi---Pg. Wegen NV (p) = N(B;) fiiri = 1,...,d und mit e := ({ —1)/d
erhalten wir fiir alle p € 7"

(L=N(p) ) =] -N®) ™)™

Plp
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Sei nun 7' C P(k(¢,)) die Menge der Primideale, die iiber Primidealen aus T
liegen. Wir erhalten:

TT@=NEB) ™) =G () J] (1 = N(B) )"

peT PeT

Alle Primideale, die nicht in 7" liegen, liegen entweder iiber ¢ oder haben einen
Tragheitsgrad, der mindestens 2 ist. Daher konvergiert dieses Eulerprodukt
fiir s = 1 und nimmt einen Wert zwischen 0 und 1 an. Zu guter Letzt miissen
wir noch die Asymptotik von (jc,)(s)¢ betrachten. Mit Hilfe von Satz 2.19
erhalten wir, dass sich diese Funktion wie dzlog(z)¢~* verhilt. U

Im obigen Beweis haben wir an zwei Stellen bei der Abschiatzung den Grund-
korper k bendtigt. Die obere Abschitzung des Eulerprodukts g(s) fiir s = 1
konnen wir nur in Abhéngigkeit von [k : Q] fithren. Die zweite Abhangigkeit
ist die Stelle, an der wir den Taubersatz auf (;(,) anwenden. Hier konnten
wir mit groferem Aufwand fiir alle ¢ > 0 zu einer gleichméfigen oberen
Abschitzung der folgenden Form kommen:

> " an < e([k(C) < Q) L e)dga log(x) .

n<z

Diese Abschétzung ist fiir induktive Anwendungen sehr niitzlich, wir werden
sie aber in dieser Arbeit nicht verwenden. Im folgenden Satz hitte diese
Verscharfung zur Folge, dass wir ¢(k, ¢) durch é([k((,) : Q], ¢, e)d,lg/2+E ersetzen
konnten, wobei wir die Klassengruppe mit Satz 2.28 abschétzen.

Satz 3.23
Es seien k ein Zahlkérper und S C P(k) eine endliche Menge. Dann existiert
eine Konstante c(k, () (unabhingig von S) mit

Z%(k, Zy; ) < ek, )05 Nog ()220 fijr alle x > 0.

Beweis

Wegen Z°(k, G; 1) < ZS/(ky G;z) fiir alle z > 0 und S C S’ kénnen wir ohne
Einschrankung annehmen, dass S alle Primstellen {iber ¢ enthélt. Hierbei
kénnen wir die zusétzlichen /~Faktoren in c¢(k, ) aufnehmen.

Fiir ein quadratfreies Ideal a € P(k) bezeichnen wir mit
ng = {K/k | Gal(K/k) = Zy, djy ), = a" '}

Wir merken an, dass Diskriminanten (¢ — 1)te Potenz modulo S sind, da alle
Primideale iiber ¢ in S liegen. Die Anzahl der Erweiterungen, die h6chstens
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in Primteilern von a oder Primidealen aus S verzweigt sind, konnen wir nach
Korollar 2.27 mit ¢ke(Cl)+3[k:Q+ISIpw(@) nach oben abschitzen. Hierbei zihlen
wir auch Korpererweiterungen, die nicht in allen Primteilern von a verzweigt
sind. Wenn wir dies beriicksichtigen, so konnen wir diese Abschéitzung zu

Na < grkZ(Clk)+3[k:Q]+|S|(€ . 1)w(a)

verfeinern (vgl. Lemma 4.15). Wir definieren nun die folgende Dirichletreihe,
wobei T' C P(k) alle Primideale enthélt, deren Norm kongruent 1 mod ¢ ist:

(-1 b
fla) =1 [10+ 5 = 2 o

peT neN

Wenn wir a, = > N(@)=n Na Setzen, erhalten wir mit obigen Rechnungen,
dass a, < b, fiir alle n € N gilt. Das Eulerprodukt schitzen wir nun mit
Lemma 3.22 ab. Wenn wir noch die (¢ — 1)te Wurzel ziehen, erhalten wir das
gewiinschte Ergebnis. OJ

3.6 Zyklische Korper mit lokalen Vorgaben

Fiir einige unserer Anwendungen wollen wir Kérpererweiterungen zihlen, die
an endlich vielen Stellen gewisse lokale Vorgaben erfiillen. Als Spezialfall des
Grunwald-Wang-Theorems [30, Corollary 9.2.3] erhalten wir fiir zyklische
Gruppen G = Z;, von Primzahlordnung, dass stets Erweiterungen existieren,
die endlich vielen lokalen Vorgaben geniigen. Mit letzterem ist folgendes ge-
meint: Seien k ein Zahlkdrper und S C P(k) eine endliche Teilmenge. Fiir
p € S seien k, die Vervollstdndigung und Kg/k, eine lokale Korpererweite-
rung mit Galoisgruppe H < G = Z,. Fiir einen Zahlkérper M ist M ®;, k,
ein Produkt von Kérpern. Wir bezeichnen mit Mg einen dieser Korper. Ein
Zahlkorper M geniige den endlich vielen Vorgaben {Kg/k, | p € S}, wenn
Gal(M/k) = G gilt und Mg = Ky fiir alle Stellen p € S gilt. Weiterhin
konnen wir fiir eine Menge S, von unendlichen Stellen eine analoge Vorgabe
fordern. In diesem Abschnitt wollen wir folgenden Satz angeben.

Satz 3.24

Es seien k ein Zahlkérper und Ly, eine Menge von lokalen Vorgaben an den
endlich vielen Stellen aus S C P(k) sowie S, wobei alle lokalen Galois-
gruppen Untergruppen von Z; sind. Wir bezeichnen mit K., die Menge der
Zy—FErweiterungen von k, die die lokalen Vorgaben erfiillen. Dann hat die
Funktion
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folgende Figenschaften:

(1) @, konvergiert absolut und lokal gleichmégig fiir R(s) > 1/(¢ — 1).
(2) @4 besitzt bei s =1/(¢ — 1) einen m—fachen Pol mit m = b(k, Z,) + 1.

(3) Es existiert eine meromorphe Fortsetzung nach links und die gehobene
Funktion erfiillt eine analoge Abschétzung wie in Satz 3.17.

Wir werden diesen Satz in dieser Arbeit nicht beweisen. David Wright beweist
in [33] diese Version mit einer lokalen Vorgabe fiir alle abelschen Gruppen
unter der Voraussetzung, dass eine globale Erweiterung existiert, die die lo-
kale Vorgabe erfiillt. Er beweist zwar nicht explizit die Abschitzungen fiir
R(s) < 1, aber diese folgen aus der Darstellung von ®,, als Summe von
Heckeschen L—Reihen. Es sollte klar sein, dass dieser Satz auf endlich viele
Vorgaben verallgemeinert werden kann. Die meisten Aussagen, die wir in die-
sem Kapitel iiber die Funktionen ®; », ¢ bzw. (IJEZQ hergeleitet haben, sind
einfache Anwendungen dieses Satzes. Fast alle Ergebnisse in dieser Arbeit
basieren auf den Ergebnissen, die wir iiber diese Funktionen bewiesen haben.
Wir werden Satz 3.24 nur im Kapitel 7 bendtigen. So werden die Sitze 7.2
und 7.6 auf diesem Satz basieren. Wir merken an, dass fiir £ = Q nur eine
lokale Vorgabe benétigt wird. Eine weitere Anwendung dieses Satzes wire
die Verallgemeinerung der Rechnungen, die wir fiir Gruppen Z5 ! H machen
werden (Satz 3.29), auf Gruppen der Form Z,! H.

Fiir den Fall G = Z, werden dhnliche Ergebnisse mit lokalen Vorgaben in [9]
beschrieben. Aus Theorem 4.2 ergibt sich folgender Satz.

Satz 3.25 (Datskovsky—Wright)

Es seien k ein Zahlkérper und Lz, eine Menge von lokalen Vorgaben an den
endlich vielen Stellen S C P(k) sowie den unendlichen reellen Stellen S...
Dann gilt mit

Qp,
s = —
£2 Z NdK/k ns

KeKg 2 neN

(1) @, konvergiert absolut und lokal gleichméfig fiir R(s) > 1

(2)
i anx Qn,
1m ——

Ty T AR SR g tal)

mit

(8, 51) = e LTV (g ) ™0+ N () )

pes
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Wir merken an, dass dieser Satz konsistent mit den Aussagen von Satz 3.12
ist. Hier wurde der zusitzliche Faktor [],.q(1+N(p)~!)~" bestimmt. Wenn
wir beriicksichtigen, dass alle lokalen Vorgaben unverzweigte Erweiterungen
sind und wir fiir jedes Primideal p € S zwei Moglichkeiten haben (trige oder
zerlegt), kommen wir durch das Aufsummieren der 2/ Moglichkeiten zum
selben Ergebnis.

Etwas komplizierter konnen wir sehen, dass dieses Ergebnis mit Satz 3.16
iibereinstimmt. Hier ist die Situation deswegen etwas komplizierter, weil
wir die Diskriminanten veréindern. Fiir eine Stelle in S miissen wir iiber
alle moglichen lokalen Erweiterungen summieren, wobei wir den Ausdruck
N (dgysr,)”" durch 1 ersetzen. Falls p nicht iiber der 2 liegt, so haben wir 4
lokale Erweiterungen, némlich die triviale (zerlegt), die trage und zwei ver-
zweigte. Der Beitrag des lokalen Faktors p ist dann:

%(1 +14+1+DA+Np) ) P =20 +N(p)

Hier ist die wilde Verzweigung deutlich komplizierter. Sei p ein Primideal iiber
der 2 und k, habe Grad d iiber Q,. Dann gibt es 2"*2 lokale Vorgaben. Mit
der gleichen Rechnung wie bei den zahm verzweigten Primidealen erhalten
wir als Faktor:

2-27(1+N(p)™H

Der 2"-Beitrag muss also von N (0) geleistet werden. Wenn wir annehmen,
dass S = {p} gilt, dann ist 0 = p® mit p° || 20,. Damit gilt N'(p¢) = 27,
wobei r = [k, : Q).

3.7 Kranzprodukte der Form 7, H

In diesem Abschnitt werden wir einige Ergebnisse {iber Kranzprodukte her-
leiten, welche mit dhnlichen Methoden wie in [6] erzielt werden. Dort wurde
gezeigt, dass fiir die Diedergruppe D, < S, gilt:

Z(k,Dy;x) ~ c(k, Dy)z.

Insbesondere wurde dort auch die Konstante c¢(k,D,) explizit bestimmt.
Bekanntermafen ist Dy = Z5 ! Zs und somit ein Kranzprodukt der Form
ZyUH, welche wir in diesem Abschnitt untersuchen. Die grobe Idee, um solche
Kranzprodukte in den Griff zu bekommen, ist die folgende. Wir summieren
alle Korper mit Galoisgruppe H, wobei wir davon ausgehen, dass wir dies be-

reits geniigend gut konnen. Fiir jeden dieser (unendlich vielen) Summanden
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summieren wir wiederum alle relativ—quadratischen Erweiterungen. Hierzu
hatten wir im Abschnitt 3.2 bereits geeignete Abschétzungen hergeleitet.

Wir merken an, dass erste obere Abschiatzungen der Form
Z(k7 Hl ! H27 J}') S C(k7 Hh H27 E)xa(H12H2)+E

unter geeigneten Voraussetzungen bereits in [23| gezeigt werden.

Es sei also H eine transitive Permutationsgruppe und K/k eine Korperer-
weiterung mit Gal(K/k) = H. Sei weiterhin L/K eine Korpererweiterung
vom Grad 2. Fiir die Erweiterung L/k erhalten wir nach Lemma 2.1: dy,/;, =
df( /k./\/ x/k(dr/K ). Wir wollen nun alle Erweiterungen aufsummieren, die auf-
grund eines solchen Kérperturms entstehen. Mit anderen Worten wollen wir
die Asymptotik der Funktion Z(k, Z, ! H; ) =

untersuchen. Hierzu sei Ky = {K/k | Gal(K/k) = H}. Damit definieren
wir:
Prz(s) o Uny

= —. 3.2
N dK/k 28 - ns ( )

KeKg 1

Aufgrund von |23| wissen wir, dass diese Dirichletreihe fiir $(s) > 1 konver-
gent ist. Der Koeffizient a,, zdhlt wieder die Anzahl der Kérpererweiterungen
L/k mit Absolutdiskriminante n. Die Galoisgruppe jeder solchen Korperer-
weiterung ist eine Untergruppe des Kranzprodukts Z, ¢ H, welche noch Zu-
satzeigenschaften besitzt. Wir erhalten den folgenden Satz.

Satz 3.26
Wir nehmen an, dass es wenigstens eine Erweiterung mit Galoisgruppe H
des Zahlkérpers k gibt und fiir alle ¢ > 0 die folgende Abschétzung gilt:

Z(k‘, H; l’) = Okﬂ,e(asl“).

Dann besitzt die in (3.2) definierte Funktion ®(s) eine meromorphe Fortset-
zung auf R(s) > 7/8, wobei es in diesem Bereich genau einen einfachen Pol
bei s =1 gibt.

Beweis

Die Aussage ist wegen Satz 3.7 trivial, wenn es nur endlich viele Erweiterun-
gen mit Galoisgruppe H von k gibt. Wegen dx = diN (df k) unterscheiden
sich dx und N (dk/i) nur durch eine von k abhingige Konstante. Aufgrund
der Voraussetzung konvergiert die Dirichletreihe

Z N dK/k (3.3)
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absolut und lokal gleichmafig fiir R(s) > 1. Wir betrachten die Funktion

_ P ,z5(s) — R(K)/(s — 1)
g(s) == Z N(dK/k)2s ’

Kekyg

wobei R(K') das Residuum von ®g z, bei s = 1 ist. Aus Satz 3.7 folgt, dass
9k (8) = Pk z,(s)—R(K)/(s—1) eine auf R(s) > 7/8 analytische Funktion ist
und fiir alle € > 0 die Abschéitzung |gx (s)| = O jrq)(|dr (s+1)EW|L/2+1/16+€)

gilt. Wegen

7 9 19

konvergiert auch die Reihe

S Mo

Kekn (dicsn)?

fiir R(s) > 7/8 absolut und lokal gleichméRig. Damit ist g(s) fiir R(s) > 7/8
eine analytische Funktion. Da wegen Lemma 3.2 auch R(K) = O .q(d%)

fiir alle € > 0 gilt, konvergiert wegen dy = d,[gK:k}./\/ (dk /i) auch die Reihe
1 R(K)
S — 1 ZH N(d}(/k)2s

absolut und lokal gleichmifig fiir alle Gebiete, die in {s € C | R(s) >
7/8 und s # 1} enthalten sind. Wegen der absoluten Konvergenz aller betei-
ligten Reihen erhalten wir die gewiinschte Aussage fiir

s—l)

Wir erhalten als eine direkte Anwendung von Satz 2.19:

Korollar 3.27
Unter den Voraussetzungen aus Satz 3.26 gilt:

Z(k, ZV H; ) ~ rgﬁ(é(s))m.

Aus dem Beweis des obigen Satzes ist sofort ersichtlich, dass die Vorausset-
zungen an die oberen Schranken fiir Z(k, H; z) abgeschwécht werden konnen.
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Somit kann es moglich sein, dass wir das asymptotische Verhalten der Funkti-
on Z(k, Zo! H; x) bestimmen konnen, ohne das exakte Verhalten der Funktion
Z(k,H;x) zu kennen. Als néchstes wollen wir zeigen, dass

Z(k,Zy H;z) ~ Z(k, Zo L H; )

gilt, d.h. die Korpererweiterungen, die nicht zum Kranzprodukt fiihren, tra-
gen nichts zum Hauptterm der Asymptotik bei.

Lemma 3.28

Es seien L/K/k Erweiterungen von Zahlkérpern mit Gal(K/k) = H und
[L: K| =2.Fallsp || N(dr/k) fiir eine in K/Q unverzweigte Primzahl p gilt,
so folgt Gal(L/k) = ZyV H.

Beweis

Da p || N(drk) gilt, enthélt Gal(L/k) eine Transposition. Wir wéhlen nun
im Beweis von Lemma 2.14 das minimale Blocksystem, welches zum Teilkor-
per K korrespondiert. Nach dem Beweis permutiert die Transposition zwei
Zahlen, die im selben Block liegen und die gewiinschte Aussage folgt wie in
diesem Beweis. U

Wir merken an, dass wir die analoge Aussage auch formulieren kénnten, wenn
wir die Primzahl p durch ein Primideal p € P(k) ersetzen. Dies bedeutet aber
keine wesentliche Verbesserung fiir die nachfolgenden Abschitzungen.

Wir wollen nun alle Kérpererweiterungen aufsummieren, deren Galoisgruppe
echte Untergruppe des Kranzprodukts Z, ! H ist. Wenn wir zeigen konnen,
dass die Anzahl dieser Korper schwécher als linear wichst, haben wir unser
Ziel erreicht. Daher definieren wir:

Y(k‘7 Zg l H;x) =

{L/K/k | Gal(L/k) # ZoV H, Gal(K/k) = H,[L : K] = 2,N(d) < x}].

Wir schitzen diese Anzahl dadurch nach oben ab, dass wir alle Korperer-
weiterungen zihlen, die nicht die Voraussetzungen von Lemma 3.28 erfiillen.
Fiir einen solchen Korperturm £ C K C L gilt:

N(dpjw) = N(dg )N (dryi) = N (die )N (dry) ™",
wobei Sk 1= {p € P | p|]N(dk/x)}. Wir definieren
ZK(K, Zy;x) = {L/K | Gal(L/K) = Z5, N (dpx)** < x,

p | N (deyw))™ = p* | (N(drx))*vp € P}
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und erhalten

Y(k,ZoVH; ) < Z 7% (K, Z2;$/N(d%</k)),
KeKg(z1/?)

wobei Ky (z) gerade die Korper aus Ky enthélt, deren Diskriminante durch
x beschrankt ist.

Wir benétigen also eine Abschitzung fiir Z5% (K, Zy; ). Wir bezeichnen mit
a, die Anzahl der Kérper aus dieser Menge mit N (dy,/x )% = n. Da wir alle
Primteiler aus Sk ignorieren und die iibrigen Primteiler der Diskriminante
N (dyk)®% wenigstens quadratisch auftauchen, sind alle a,, = 0, fiir die eine
Primzahl p mit p||n existiert.

Wir wihlen S C P(K) als die Menge, welche alle Primideale iiber Primteilern
von n sowie Elementen aus Sy enthélt. Wir schitzen nun a, mit Hilfe von
Satz 2.26 nach oben ab, indem wir alle Z,—Erweiterungen zihlen, die héch-
stens in S verzweigt sind. Wir erhalten also fiir m := [K : Q] die Abschitzung
|S] < (w(n)+|Sk|)m, da iiber jeder Primzahl hochstens m Primideale liegen
konnen. Wegen r; < m erhalten wir aus Satz 2.26:

a, < 2rk2(ClK)2m(w(n)+|SK|)23m < c(m, E)d}{/2+e2mw(n)7

wobei wir die Klassengruppe mit Satz 2.28 sowie 279kl = omw(dx) <
¢(m, €)d% mit Lemma 2.20 abgeschitzt haben. Somit gilt:

Zan < ¢(m, e)d}{/2+6 Z gmw(n),

HSCC nle/Q

Mit Hilfe von Lemma 2.20 kénnen wir > __
und erhalten mit neuer Konstante c¢(m;,e) :

(2m)*™ = O(x'*€) abschitzen

796 (K, Zy; 1) < ¢(m, (—:)d%ﬂexl/%e.

Wenn wir dies in obige Ungleichung fiir Y (k, Z; ! H;z) einsetzen, erhalten
wir mit dK = d%/\/(d}(/k)

1/2+¢
Yk, ZotHiz) < Y elm,e)(diN (dk)) '/ </\W)

KeKp(x1/2) K/k

N(dK/k)l/2+e

< c(m, f)dilc+25xl/2+5 Z N (drc i) +2
)

KE]CH(CCI/Q
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Wegen N (dg ;) < x/? erhalten wir:

1
Y (k, ZyV Hyz) < c(m, e)dy2at/2Tegl/ate Z N (dicpp) 2
KeKp(21/2) K/k

Die letzte Summe ist nach der Voraussetzung aus Satz 3.26 konvergent, womit
wir fiir alle € > 0 die folgende Abschétzung bewiesen haben:

Y(k,ZytH; x) < c(k, H,m, 6):63/4"’26,

Wegen Z(k, ZoH; x)+Y (k, Zo H; z) = Z(k, Zy H; x) sowie Satz 3.26 haben
wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 3.29

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.26 lasst sich die zu Zy ! H gehdrige
Dirichletreihe auf R(s) > 7/8 meromorph fortsetzen, wobei s = 1 der einzi-
ge Pol in diesem Bereich ist. Das Residuum r dieses Pols stimmt mit dem
Residuum der Funktion ®(s) iiberein. Es gilt:

Z(k,ZyV H; ) ~ ra.

Aufgrund der vorherigen Berechnungen konnen wir einen Ausdruck fiir das
Residuum angeben:

Korollar 3.30
Es gilt:

res(@(s) = 3 et orly)

Keku 22(K)d%{<K(2)7

wobei diese Summe konvergent ist.

Diese Ergebnisse sind in Ubereinstimmung mit unserer Hauptvermutung.

Korollar 3.31
Die Vermutung 2.12 ist richtig fiir alle Gruppen der Form Z, ! H und alle
Zahlkérper k, fiir die H die Voraussetzung des Satzes 3.26 erfiillt.

Wir merken an, dass diese Voraussetzung stets fiir abelsche Gruppen H er-
fiillt ist. Die Voraussetzung ist sogar nach [13] fiir alle reguldren Gruppen
H erfiillt, falls wir annehmen, dass wenigstens eine Erweiterung mit Galois-
gruppe H existiert. Wir erhalten damit folgendes Korollar:

Korollar 3.32
Fiir gerades n existiert stets eine transitive Gruppe G < S,, mit

Z(k,G;x) ~ c(k, @)z = c(k, G)zD,






Kapitel 4

Losen von zentralen
Einbettungsproblemen

In diesem Kapitel werden wir sogenannte Einbettungsprobleme studieren.
Die geschickte Losung solcher Einbettungsprobleme ist ein wichtiges Hilfs-
mittel fiir die Bestimmung unserer Asymptotiken. Wir beweisen folgenden
gruppentheoretischen Reduktionssatz, der Probleme fiir auflésbare Gruppen
auf die Betrachtung von semidirekten Produkten reduziert. Sei hierzu

1—-A—-G—H—1

eine exakte Sequenz von Gruppen, wobei A abelsch sein soll. Dann zeigen wir
in Satz 4.7, dass G xy G = G x g (A x H) gilt. Nehmen wir nun an, dass K/k
eine Korpererweiterung mit Galoisgruppe H ist und L;/K und L,/K zwei
Losungen des zugehérigen Einbettungsproblems sind, fiir welche zuséitzlich
Ly N Ly = K gilt. Dann bedeutet obige Isomorphie, dass die Kérpererwei-
terung L, L,/ K einen Zwischenkdrper Ls besitzt mit Gal(Ls/k) = A x H.
Umgekehrt fithrt die Kenntnis von Kérpern L, Ly mit Gal(L;/k) = G und
Gal(L3/k) = Ax H zu einem Zwischenkorper K < Ly < Lj L3 mit Gal(Ly) =
G und Ly # Lo. Auf diese Weise kdnnen wir alle Losungskorper unseres ge-
gebenen Einbettungsproblems auf das Finden einer Losung und das Finden
aller Losungen des zugehorigen zerfallenden Einbettungsproblems reduzieren.
Besonders einfach stellt sich die Situation dar, wenn wir zusétzlich anneh-
men, dass A = Z, die zyklische Gruppe mit ¢ Elementen ist und diese im
Zentrum von G liegt. Dann ist obiges semidirektes Produkt sogar direkt und
wir miissen lediglich Z,~Erweiterungen des Grundkorpers parametrisieren.

Fiir gute Abschétzungen unserer Zahlfunktionen ist es wichtig eine erste Lo-
sung mit moglichst wenig Verzweigung zu finden. Im Abschnitt 4.4 geben wir
hierzu mehrere Resultate an. Spater werden wir die Aussage von Satz 4.14
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verwenden. Weiterhin verbessern wir in Lemma 4.15 die obere Abschitzung
fiir die Anzahl der Z,~Erweiterungen von k, die genau in den Primidealen
aus einer endlichen Menge S C P(k) verzweigt sind.

Im darauf folgenden Abschnitt beweisen wir in den Sétzen 4.17 und 4.18 obe-
re Abschétzungen fiir direkte Produkte der Form Z, x H sowie fiir Gruppen
G, die zentrale Z,~Erweiterungen sind. Dieses Ergebnis kann auch auf nicht
auflosbare Gruppen angewendet werden, wenn geniigend iiber die Zahlfunk-
tion der Faktorgruppe GG/Z, bekannt ist.

Wie bereits in der Einleitung angekiindigt beweisen wir in Satz 4.25 den
Hauptsatz fiir nilpotente Gruppen G, der uns zusammen mit Satz 4.30 fol-
gendes liefert:

cr(k, Gz < Z(k, G ) < eo(k, G)a™ D log ()",

wobei ¢1(k,G) und cy(k,G) positive Konstanten sind und d(G) > b(k, G)
gilt.

4.1 Einbettungsprobleme

Definition 4.1
Es sei K/k eine Galoiserweiterung von Korpern mit Galoisgruppe H und

1—U—G-5 H—1

eine exakte Sequenz von endlichen Gruppen. Wir bezeichnen mit k > K einen
algebraischen Abschluss von k und mit ¢ : Gal(k/k) — H = Gal(K/k) einen
Epimorphismus mit Kern Gal(k/K). Ein Homomorphismus ¢ : Gal(k/k) —
G heifit schwache Losung zum FEinbettungsproblem, falls kop = ¢ gilt. Falls
© noch zusétzlich surjektiv ist, so heiit ¢ Losung des Einbettungsproblems.
Der Fixkérper L von ker(p) heifst Losungskérper. Das Einbettungsproblem
heit zentral, falls U < 7(G) gilt. Es heifst zerfallend, wenn obige Sequenz
zerfallend ist, d.h. ein semidirektes Produkt G definiert.

Eine Gruppenerweiterung wie in Definition 4.1 heifst zerfallend, wenn es einen
Schnitt gibt, ansonsten heifst sie nicht zerfallend. Wir merken an, dass die
Galoisgruppe eines Losungskorpers einer schwachen Losung im Allgemeinen
nur eine Untergruppe von G ist. Der Begriff einer schwachen Losung ist z.B.
wichtig fiir das Lokal-Global-Prinzip, mit dem die Existenz einer schwachen
Losung gezeigt werden kann.

Unter geeigneten Voraussetzungen ist eine schwache Losung stets eine Lo-
sung. Fiir eine endliche Gruppe G sei Frat(G) der Durchschnitt aller maxi-
malen Untergruppen von G, welchen wir Frattinigruppe nennen.
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Lemma 4.2
(1) Es sei ¢ eine schwache Ldésung eines Einbettungsproblems mit Kern
U < Frat(G). Dann ist ¢ auch eine Losung des Einbettungsproblems.

(2) Ein Einbettungsproblem mit zyklischem Kern U von Primzahlordnung
ist entweder zerfallend oder U < Frat(G).

Beweis

Der erste Teil ist die Aussage von |25, Proposition IV.5.1]. Wir nehmen nun
an, dass U £ Frat(G) gilt. Dann existiert eine maximale Untergruppe M von
G mit U £ M. Da M maximal ist, gilt G = (M,U). Wegen U £ M folgt
nun M NU = {1} und damit ist das Einbettungsproblem zerfallend. O

Es sei nun L ein Losungskorper zu einer Losung unseres Einbettungsproblems
aus obiger Definition. Dann gilt natiirlich Gal(L/k) = G und K C L. Ein
Korper L mit diesen beiden Eigenschaften ist aber nicht notwendigerweise
eine Losung des Einbettungsproblems. Ein einfaches Beispiel erhalten wir
mit G = Dy und H = Zy x Z5. Es gibt 3 nicht dquivalente Gruppenerweite-
rungen von H mit zentralem Z,—Kern, die zu G = D, fiihren. Kérpertheo-
retisch sind diese verschiedenen Erweiterungen dadurch ausgezeichnet, dass
es zu einer Losung L genau eine quadratische Erweiterung M von k gibt
mit Gal(L/M) = Z,. Alle Losungen mit demselben M gehdren zum glei-
chen Einbettungsproblem. Wenn wir alle Kérper L O K mit Gal(L/k) = G
bestimmen wollen, so geht dies stets durch Lésen von endlich vielen Einbet-
tungsproblemen, deren Anzahl nicht von K oder k abhingt.

Lemma 4.3

Es sei K/k eine normale Erweiterung von Zahlkérpern mit Gal(K/k) = H
und G eine Gruppenerweiterung von H wie in Definition 4.1. Dann erhal-
ten wir alle L/K mit Gal(L/k) = G als Lésungskorper von endlich vielen
Einbettungsproblemen, deren Anzahl nur von G und H abhéngt.

Beweis

Es seien die Notationen wie in Definition 4.1. Die Anzahl der verschiedenen
Einbettungsprobleme, die zur selben Gruppe G fiihren, sind durch die An-
zahl der Epimorphismen von G auf H nach oben beschriankt. Verschiedene
Epimorphismen « : G — H mit dem selben Kern unterscheiden sich nur um
Automorphismen von H. Weiterhin hat G nur endlich viele Normalteiler,
deren Quotienten isomorph zu H sind. Da beide Anzahlen endlich sind, folgt
die Behauptung. d

Spater wollen wir auch Z(k,G;z) fiir nicht reguldre Permutationsgruppen
(G untersuchen. Wie dieses Lemma basieren viele unserer Zahlmethoden auf
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normalen Erweiterungen. Wir werden den Fall, dass G < 5, keine regulére
Permutationsgruppe ist, d.h. eine Kérpererweiterung K /k mit Gal(K/k) = G
nicht normal ist, auf den normalen Fall zuriickfiihren. Die Anzahl der ent-
sprechenden Korpererweiterungen unterscheidet sich nur um eine Konstante.

Lemma 4.4

Es seien G < S,, eine Permutationsgruppe und K /k eine Korpererweiterung
mit Gal(K/k) = G. Wir bezeichnen mit N/k die normale Hiille von K/k.
Dann ist die Anzahl ¢(G) der Teilkoérper k < L < N mit Gal(L/k) = G
unabhéngig von k und K.

Beweis
Hauptsatz der Galoistheorie O

Wir merken an, dass wir die analoge Aussage beweisen konnen, wenn wir
isomorphe aber nicht identische Korpererweiterungen als gleich betrachten
wollen. In diesem Falle diirfen wir fiir die Konstante nur jeweils einen Ver-
treter einer Konjugationsklasse von Untergruppen beriicksichtigen.

4.2 Reduktion auf zerfallende Einbettungspro-
bleme

In diesem Abschnitt werden wir den Zusammenhang zwischen zerfallenden
und nicht zerfallenden Einbettungsproblemen mit abelschem Kern untersu-
chen. Wir verwenden weiterhin die exakte Sequenz aus Definition 4.1. Bevor
wir den néchsten Satz beweisen konnen, miissen wir noch das subdirekte
Produkt (Faserprodukt) einfithren. Korpertheoretisch ist dieses Produkt bei
Komposita von grofser Bedeutung. Nehmen wir an, dass wir zwei galoissche
Korpererweiterung Lq, Ly iiber £ mit Galoisgruppen GG; und G5 haben. Der
Schnitt K := L; N Ly ist galoissch mit Galoisgruppe H, welche ein Quoti-
ent von (G; und G5 ist. Daher ist die Galoisgruppe von L;Ls/k gerade das
subdirekte Produkt, welches wir in der folgenden Definition erkliren.

Definition 4.5

Es seien G1,Gs, H endliche Gruppen und k; : G; — H (i = 1,2) Epimor-
phismen. Dann definieren wir das subdirekte Produkt

G1 xg Gy :={(91,92) | s € G (i =1,2),k1(g1) = K2(g2)}

mit komponentenweiser Operation.
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Elementarerweise definiert dies eine Gruppe der Ordnung |G1||Gs|/|H|. Wir
kehren nun zuriick zu unserem Einbettungsproblem aus Definition 4.1. Wenn
wir zwei Losungen Ly, Lo mit Ly N Ly = K unseres Einbettungsproblems ken-
nen, dann gilt Gal(L; Ly /k) = G Xy G. Der folgende Satz klart die Struktur
dieser Gruppe. Spéater werden wir fiir abelsche Normalteiler U weitere Eigen-
schaften dieser Gruppe herleiten.

Satz 4.6
Es sei G eine Gruppenerweiterung wie in Definition 4.1. Wir definieren

U:G— Aw(U),g— (u—u9") = gug™).

Dann gilt:
GxpG=U %G,

wobei das semidirekte Produkt via VU definiert wird.

Beweis
Wir definieren @ : U x G — G xg G, (u,g) — (g,ug). Wegen r(u) = 1 fiir
u € U gilt (g,ug) € G xg G. Weiterhin ist ® ein Homomorphismus, da

D (ur, g1)P(u2, 92) = (91, u191)(92, U292) = (9192, U1G1U292)

und ®((uq, g1)(u2, g2))

—1 —1
— O((uus 7, 192)) = (9192, 11t ' g192) = (9169, tr1911295).

Die Injektivitdat von & ist klar und da die beteiligten Gruppen von gleicher
(endlicher) Ordnung sind, folgt auch die Surjektivitét. O

Im Folgenden wollen wir uns auf Einbettungsprobleme mit abelschem Kern
A konzentrieren:
l1—A—G-5 H—1 (4.1)

Ausgehend von dieser Sequenz konnen wir A als H-Modul auffassen. Dies
geschieht via W : H — Aut(A) : h — (a — a* ). Hierbei kann ein
beliebiges Urbild von A genommen werden, da A abelsch ist. Wir merken an,
dass fiir nicht abelsche Normalteiler diese Konstruktion nicht wohldefiniert
ist. Zu gegebenen A, H und ¥ : H — Aut(A) konstruieren wir wie oben ein
semidirektes Produkt.

Der folgende Satz ist das Hauptziel dieses Abschnitts. Er stellt einen Zusam-
menhang zwischen zerfallenden und nicht zerfallenden Einbettungsproblemen
mit abelschem Kern her.
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Satz 4.7
Es sei G eine Gruppenerweiterung wie in (4.1). Wir definieren ¥ : H —

Aut(A),h— (a — o ™)), Dann gilt:
GxgG=Gxyg(AxH),

wobei das semidirekte Produkt via VU definiert wird. Insbesondere ist A x H
die Faktorgruppe von G x g G nach dem Normalteiler {(a,a) | a € A}.

Beweis

Der Homomorphismus W ldsst sich kanonischerweise auf ganz GG definieren.
Damit erhalten wir mit Satz 4.6, dass G Xy G = A x G gilt. Weiterhin ist
®: AxG — AxH,(a,g) — (a,k(g)) ein Homomorphismus, da der zu
einem Element h € H gehérende Automorphismus aus Aut(A) unabhéngig
vom Urbild unter « ist. ® ist klarerweise surjektiv mit Kern {(1,a) | a € A}.
Dieser Kern wird mittels des Isomorphismus aus Satz 4.6 auf {(a,a) | a €
A} 4G x g G abgebildet. Als néchstes ist dann klar, dass

ANGHGXH (AN H),(a,g)'_) (ga(avli(g)))

ein Isomorphismus ist. 0

Die Anwendung dieses Satzes korrespondiert zu folgendem Korperdiagramm:

In diesem Diagramm gehen wir davon aus, dass Gal(L;/k) = Gal(Ls/k) = G
gilt. Weiterhin nehmen wir an, dass L; N Ly = K gilt. Dann existiert ein
Korper K C Ly C N mit Gal(Ls/k) = A x H. Ahnliches gilt, wenn wir
Korper Ly, L3 mit den obigen Galoisgruppen kennen. Dann garantiert uns
dieser Satz die Existenz eines Korpers L, mit Galoisgruppe G. Je nach Ein-
bettungsproblem kann es aber weitere Kérper K C L C N mit Galoisgruppe
G geben. Deren Anzahl ist aber eine gruppentheoretische Invariante, welche
im konkreten Fall einfach bestimmt werden kann (vgl. Satz 4.9).
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4.3 Zentrale Einbettungsprobleme

In diesem Abschnitt werden wir zentrale Einbettungsprobleme mit Kern 7,
studieren, wobei ¢ eine Primzahl ist. Dies wird es uns erlauben Methoden
fiir nilpotente Gruppen zu entwickeln. Da hier die zugehoérigen semidirekten
Produkte direkt sind, spielen die Klassengruppen der beteiligten Zahlkoérper
nur eine untergeordnete Rolle.

Unser Einbettungsproblem zu Gal(K/k) = H hat daher die folgende Form:

1— 7, — G- H—1 (4.2)

Der einfachste Fall liegt vor, wenn eine primitive /-te Einheitswurzel (, be-
reits in k& enthalten ist. In diesem Fall ist das zu (4.2) assoziierte Einbettungs-
problem ein sogenanntes Brauer—Finbettungsproblem |25, Kapitel IV.7]. Da
die /~ten Einheitswurzeln in k liegen, haben Loésungskérper L/K die Form
L = K(Va) fiir geeignete o € K (Kummertheorie). Es gibt aber noch wei-
tere schone FEigenschaften von Brauer-Einbettungsproblemen, z.B. ist das
Lokal-Global-Prinzip giiltig. All dies und der Beweis des folgenden Lemmas
findet sich in obiger Referenz.

Lemma 4.8

Es sei L = K(\/«a) ein Lésungskorper fiir ein Brauer—Einbettungsproblem.
Dann erhalten wir alle Losungskorper als K (\/aca), wobei a iiber die Elemente
des Grundkoérpers k ungleich 0 lauft.

Dieses Lemma war der Ausgangspunkt fiir die Bestimmung der Asymptotik
von nilpotenten Erweiterungen in [19|. Mittels Kummertheorie wurde dort
eine dhnliche Korrespondenz auch fiir Grundkorper £ bewiesen, die keine /—
ten Einheitswurzeln enthalten. Hier werden wir diese Korrespondenz durch
den gruppentheoretischen Ansatz aus dem letzten Abschnitt beweisen. Dabei
werden wir fiir unseren Spezialfall die Aussage aus Satz 4.7 verscharfen.

Satz 4.9 .
Es sei G eine zentrale Erweiterung wie in (4.2) und G = Z; x G = G xpy G.
Dann gelten fiir A := {(a,b) € Z, x G | k(b) =1} = Z;, X Z;:

(1) A<7Z(G) =Z; x Z(G).

(2) A besitzt ¢ + 1 Untergruppen Uy, ..., U1 der Ordnung (. Alle diese
Untergruppen sind Normalteiler von G.

(3) Alle Quotienten G/U; (1 < i < £+ 1) bis auf einen sind isomorph zu
G. Der verbleibende Quotient ist isomorph zu Z, x H.
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Beweis

Die Isomorphie Z, x G = G x g G ist Satz 4.6. Die ersten beiden Aussagen sind
elementar. Es sei a ein Erzeuger des Kerns von x. Wir merken an, dass wir den
ersten Faktor des direkten Produkts auch als die Untergruppe interpretieren,
die im Kern von x liegt. Dann kénnen die Untergruppen U; < Z, x G wie
folgt beschrieben werden:

Us = ((a,a)) (1 < i < 0) sowie Upsr := ((1,a).

Klarerweise gilt G JUps1 = Zy x H. Wir definieren die folgenden Bilder unter
dem Isomorphismus ¢ aus dem Beweis von Satz 4.6:

Uiy = o(U;) = {(a’,a"™)) fiir 1 <i < /L.

Mit dem Isomorphiesatz gilt (Z, x G)/U; = (G x5 G)/U;. Sei nun (g, j) €
G xy G gegeben. Da k(g) = x(g) gilt, folgt g = ga’ fiir ein geeignetes
j€40,...,¢—1}. Wir wihlen nun [ = —j mod ¢. Damit gilt:

(9.90%)(a', ') = (ga”, ga? ) = (ga!, ga~ ) = (ga, ga').

Damit gibt es in der Faktorgruppe (G x ; G) /U, fiir jedes Element Vertreter,
deren Komponenten iibereinstimmen, was bedeutet, dass diese Faktorgruppe
isomorph zu G ist. 0

Dieser Satz zeigt, dass wir alle Losungen unseres Einbettungsproblems (4.2)
beschreiben kénnen, sobald wir eine Losung kennen. Seien hierzu L/ K ein Lo-
sungskorper und M/k eine Z,~Erweiterung mit [ML : L] = £. In diesem Fall
erhalten wir mittels Satz 4.9 /—1 neue Losungen zu unserem Einbettungspro-
blem. Zwei zyklische Z,~Erweiterungen M, M, von k parametrisieren genau
dann dieselben neuen Losungen, falls LM; = LM, gilt. Diese Bedingung
definiert auf der Menge der Z,Erweiterungen von k eine Aquivalenzrelati-
on. Aus technischen Griinden ist die triviale Erweiterung in der folgenden
Definition enthalten:

Mg = {M/k | Gal(M/k) < Z,}/) ~,

wobei M; ~ M, genau dann, wenn LM; = LM, gilt. Klarerweise ist ~ nur
von der maximalen elementarabelschen /—Teilerweiterung von L/k abhéngig.
Falls M, C L gilt, so liegt M; in der trivialen Klasse. Dann sind M, M>, die
nicht in der trivialen Klasse liegen, genau dann dquivalent, wenn M MoNL #
k gilt. Da L/k aber nur endlich viele Z,~Erweiterungen enthilt, erhalten wir
folgenden Satz:
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Satz 4.10
Es seien K /k eine galoissche Erweiterung von Zahlkérpern mit Gal(K/k) =
H und L/K ein Losungskorper des FEinbettungsproblem (4.2). Wir definieren

¢ : {L/K | L Lésungskérper} — My, L — M,
wobei M /k eine zyklische Erweiterung mit LM = LL ist. Dann gelten:

(1) 4 ist eine Abbildung.

(2) Die triviale Klasse {M C L} besitzt genau ein Urbild. Alle anderen
Klassen besitzen genau ¢ — 1 Urbilder.

(3) Es seir der {-~Rang des maximalen abelschen Quotienten von GG. Dann
enthalt die triviale Klasse genau e;__—11 + 1 Elemente. Alle anderen Klas-
sen besitzen genau (" Elemente.

Beweis

1 ist eine Abbildung, da mit Satz 4.9 und der vorangegangenen Diskussion
jeder Losung L genau eine Klasse aus Mg zugeordnet wird. Weiterhin wird
nur die ausgezeichnete Losung L der trivialen Klasse zugeordnet. Wegen Satz
4.9 sehen wir, dass jeweils £ — 1 andere Losungen L derselben Klasse zuge-
ordnet werden. K'/k besitzt nach Voraussetzung genau eg__—ll Zwischenkorper
mit Galoisgruppe Z, iiber k. Zusammen mit der trivialen Erweiterung bil-
den diese die triviale Klasse. Fiir eine nicht triviale Klasse mit Vertreter M
erhalten wir, dass LM érz_ll_l Zwischenkorper mit Galoisgruppe Z;, iiber k
besitzt, von denen bereits eg_—_ll in L liegen. Wir erhalten also

€T+1—1 gr_l_gr—l-l_gr

1 -1 -1 ¢

Korper in der Aquivalenzklasse von M. [

Mit Satz 4.10 haben wir alle Losungen eines zentralen Einbettungsproblems
mit zyklischem Kern durch zyklische Erweiterungen von &k parametrisiert. Im
Folgenden werden wir noch zwei Probleme l6sen:

(1) Wie wihlen wir zweckméfigerweise die ausgezeichnete Losung L?

(2) Wie berechnen wir die Diskriminante d; , aus L und M?
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4.4 Losungen mit minimaler Verzweigung

Es wird sich als giinstig erweisen, die ausgezeichnete Losung L so zu wéhlen,
dass L/ K an moglichst wenigen Stellen verzweigt ist. Leider konnen wir neue
Verzweigung im Allgemeinen nicht vermeiden, welches wir z.B. bei £ = Q
und A = 1 sehen. Immerhin kénnen wir die neue Verzweigung erheblich
beschrianken. Aus technischen Griinden miissen wir unterscheiden, ob die
primitive {~te Einheitswurzel (, in k liegt.

Lemma 4.11

Es sei K/k eine Erweiterung algebraischer Zahlkorper mit Gal(K/k) = H
und (; € k. Weiterhin seien S C P(k) eine endliche Menge von Primidealen
und S’ C P(k) die Menge der verzweigten Primideale von K /k. Wir nehmen
an, dass das zentrale Einbettungsproblem (4.2) losbar ist. Dann existiert eine
Losung L/K, so dass L/k héchstens in S"U {q} U{p € P(k) | p|¢} verzweigt
ist, wobei q € P(k) \ S gilt.

Beweis

Nach Kummertheorie gibt es eine Losung L = K(\/«) mit einem o € K.
Da das Einbettungsproblem zentral ist, gilt fiir jedes o € Gal(K/k), dass
L/K? abelsch ist. Damit gilt nach einem Lemma von Shafarevich |19, Lem-
ma 2.8|, dass o = a mod (K*)*. Sei nun (o) = []_, p;* die Faktorisie-
rung des Hauptideals («). O.E. kénnen wir annehmen, dass py,...,ps un-
verzweigt in K /k sind. Wir definieren é; via é; = ¢; mod ¢ (1 < i < s).
Wegen o’ = a mod (K*)* ist [[7_, p* Gal(K/k)-invariant. Da diese p; zu-
dem unverzweigt in K /k sind, gilt [[;_, p;* = bOk fiir ein Ideal b C Oy. In
jeder Idealklasse existieren unendlich viele Primideale. Daher kénnen wir ein
q € P(k) \ S wihlen mit bq = (b) fiir ein geeignetes b € O,. Nach Lemma
4.8 ist K (v/ba) eine andere Losung zu unserem Einbettungsproblem. Wegen
(ba) = (qOk)a"IT;_,,, p{" fiir ein geeignetes Ideal a C Ok erfiillt dieser
Korper nach Kummertheorie die gewiinschten Verzweigungseigenschaften. [J

Mittels eines Theorems von Kochendorffer konnen wir nun auch den Fall
(o ¢ k aufklaren.

Satz 4.12

Es sei K/k eine Erweiterung algebraischer Zahlkérper mit Gal(K/k) = H.
Weiterhin seien S C P(k) eine endliche Teilmenge von Primidealen und S" C
P(k) die Menge der verzweigten Primideale von K /k. Wir nehmen an, dass
das zentrale Einbettungsproblem (4.2) losbar ist. Dann existiert eine Losung
L/K, so dass L/k hochstens in S" U {q} U {p € P(k) | p|¢} verzweigt ist,
wobei q € P(k) \ S gilt.
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Beweis

Der Fall (;, € k wurde bereits in Lemma 4.11 bewiesen. Daher nehmen wir
im Folgenden an, dass (; ¢ k gilt. Falls unser Einbettungsproblem zerfallend
ist, so gilt G = Z, x H. Es gibt stets eine Z,~Erweiterung von k, die in
hochstens einem Primideal q ¢ S verzweigt ist. Daher nehmen wir zusétzlich
an, dass unser Einbettungsproblem nicht zerfallend und damit ein Frattini-
Einbettungsproblem (Lemma 4.2) ist.

Es sei L eine beliebige Losung des zentralen Einbettungsproblems (4.2). Dann
ist auch das folgende Einbettungsproblem fiir K ((;)/k((,) 16sbar:

1 — Zy — Gal(L(G)/k(Ce)) — Gal(K(C)/k(G)) — 1.

Nach Lemma 4.11 kénnen wir eine Losung L mit den gewiinschten Ver-
zweigungseigenschaften finden. Nach dem Theorem von Kochendorffer |25,
Thm.IV.8.2] kann ein (schwacher) Losungskorper des urspriinglichen Einbet-
tungsproblems in der normalen Hiille von I:/ k gefunden werden. Da die-
ses Einbettungsproblem ein Frattini-Einbettungsproblem ist, ist ein solcher
Korper sogar schon ein Losungskorper (Lemma 4.2) mit den gewiinschten
Verzweigungseigenschaften. 0

Im zerfallenden Fall kénnen wir stets eine Z,~Erweiterung von £ finden, die
hochstens in Primidealen iiber ¢ verzweigt ist. Daher kommen wir in diesem
Fall ohne das Ideal g aus. Wir merken an, dass die Norm des Ideals g nur in
Abhédngigkeit vom Grundkorper £ und der Menge S nach oben beschrankt
werden kann. Zum Beispiel konnen wir fiir jede Idealklasse in Oy ¢,) ein Prim-
ideal B wihlen, so dass p := P N O nicht in S liegt. Wir kénnen dann ¢
aus dieser konstruierten Menge wéhlen. Im Folgenden wird es fiir uns wichtig
sein, die Existenz von Z,—Erweiterungen mit bestimmten FEigenschaften zu
garantieren.

Satz 4.13

Es seien k ein Zahlkérper, ¢ eine Primzahl sowie T' C P(k) so gewéhlt, dass
die Primideale von Oy,), die iiber denen von T liegen, die Klassengruppe
von k((;) erzeugen. Zusétzlich enthalte T' alle Primideale, die iiber { liegen.
Dann gilt fiir ein beliebiges q € P(k):

Wenn es eine Z,~Erweiterung von k gibt, die in q verzweigt ist, dann gibt
es auch eine Z,-Erweiterung von k, die in q verzweigt und auferhalb von
T U{q} unverzweigt ist.

Beweis
Es sei K/k eine Z,~Erweiterung, die in q verzweigt ist. Da in 7" alle Primideale
iiber ¢ liegen und auch die Klassengruppe von k((;) erzeugt wird, zeigt der
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Beweis von Satz 4.12, angewendet auf die triviale Gruppe H, die Existenz
unserer gewiinschten Erweiterung. 0

Aufgrund von Klassenkorpertheorie ist klar, dass stets eine in ¢ verzweigte
Z,Erweiterung existiert, falls q iiber ¢ liegt oder ¢ | (M (g) — 1) gilt.

Wir konnen jetzt Satz 4.12 noch verschirfen.

Satz 4.14

Es sei K/k eine Erweiterung algebraischer Zahlkorper mit Gal(K/k) = H.
Weiterhin sei T" wie in Satz 4.13 gewéhlt. Wir nehmen an, dass das zentrale
Einbettungsproblem (4.2) lésbar ist. S’ bezeichne die Menge der Primideale
von Op, welche in jeder Losung L/K verzweigt sind. Dann existiert eine
Losung L/K, die hichstens in

S"U{p | p liegt iiber einem Primideal aus T}
verzweigt ist.

Beweis

Gegeben sei eine Losung L, wie in Satz 4.12. Diese Losung erfiillt schon alle
gewiinschten Eigenschaften fiir die nicht in K/k verzweigten Primideale. Sei
nun p ein solches verzweigtes Primideal, welches in einer Lésung L, unver-
zweigt ist. Die Erweiterung L L,/ K hat Galoisgruppe Z;, X Z, und somit ist
p nach Lemma 2.4 in allen echten Zwischenkorpern von L;Ly/K aufer Lo
verzweigt. Insbesondere ist p nach Lemma 2.4 in der Z,~Erweiterung ver-
zweigt, welche nach Satz 4.9 Galoisgruppe Z, x H hat. Daher existiert eine
ZyErweiterung von k, welche in p verzweigt ist. Nach Satz 4.13 gibt es nun
eine Z,—Erweiterung M /k, welche in p verzweigt und auRerhalb von 7" un-
verzweigt ist. Wir betrachten nun die Koérpererweiterung LM/ K. In dieser
Z,—Erweiterung gibt es genau einen echten Zwischenkérper K < L < L1 M,
welcher in p unverzweigt ist. Nach Satz 4.9 gilt Gal(L/K) = G. Die Verzwei-
gung von Ly und L unterscheidet sich hochstens in TU{p}. Induktiv erhalten
wir die gewiinschte Losung. O

Mit Hilfe von Satz 4.13 kénnen wir nun auch das Ergebnis von Korollar 2.27
verschirfen.

Lemma 4.15
Es seien k ein algebraischer Zahlkérper, S C P(k) eine endliche Teilmenge
sowie ¢ € P. Dann existiert eine Konstante c(k, (), so dass die Anzahl der Z,~
Erweiterungen von k, die genau in S verzweigt sind, nach oben beschrinkt
ist durch

(RO (0 — )81,
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Beweis

Wir wihlen die Menge T wie in Satz 4.13 und setzen S := S\ T. Wir withlen
gemiR Satz 4.13 fiir jedes p € S eine Z,~Erweiterung, die in p verzweigt
und auferhalb von T'U{p} unverzweigt ist. Wir bezeichnen die Menge dieser
Korpererweiterungen mit Mg. Weiterhin bezeichnen wir mit My eine Men-
ge minimaler Anzahl, so dass das Kompositum dieser Kérper die maximale
elementarabelsche /~Erweiterung Np erzeugt, die hochstens in 7' verzweigt
ist. Wir definieren IV als das Kompositum all der Kérper in Mg U Mp. Wir
behaupten, dass IV die maximale elementarabelsche /(~Erweiterung von k ist,
die héchstens in SUT = S U T verzweigt ist. Sei hierzu K /k eine beliebige
Z,Erweiterung, die hochstens in S U T verzweigt ist. Falls kein p € S ver-
zweigt ist, so ist K ein Teilkdrper von Ny. Seien also p € S ein verzweigtes
Primideal von K/k und M € Mg die Erweiterung, die in p verzweigt ist.
Dann liegt nach Lemma 2.4 im Kompositum KM eine Z,~Erweiterung von
k, welche in p unverzweigt ist. Induktiv erhalten wir so eine Erweiterung,
welche fiir alle p € S unverzweigt ist. Damit haben wir K C N gezeigt. So-
mit ist /V tatséchlich die maximale elementarabelsche /~Erweiterung von k,
die héchstens in S UT = S U T verzweigt ist.

Sei nun Ng das Kompositum aller Z,~Erweiterungen aus Mg. Das Kompo-
situm zweier Erweiterungen aus Mg enthélt wieder nach Lemma 2.4 genau
¢ — 1 Erweiterungen, die in zwei Primidealen aus S verzweigt sind. Induktiv
erhalten wir so, dass Ng genau (¢ — 1)15-1l Erweiterungen enthilt, die in allen
p € S verzweigt sind. Da alle Erweiterungen aus My in S unverzweigt sind,
enthilt jedes Kompositum einer Z,—Erweiterung aus My sowie einer bisher
konstruierten in S verzweigten Erweiterung genau ¢ Teilkorper, die in ganz S
verzweigt sind. Daher erhalten wir als obere Abschétzung fiir diese Anzahl:

A7I(0 = 1)15711 < gekO (g — 1151,

Hierbei ist klar, dass sich |T'| durch eine nur von k und ¢ abhéngige Konstante
nach oben abschitzen lasst. Weiterhin ist jede genau in S verzweigte Z,—
Erweiterung in obiger Betrachtung mitgezihlt worden. 0

4.5 Direkte Produkte

Wir sind nun in der Lage, ein erstes induktives Ergebnis fiir eine obere
Schranke fiir unsere gesuchte Asymptotik von Z(k, G;x) anzugeben. Hierzu
vergleichen wir die Losungen unseres Einbettungsproblems (4.2) mit denen
des zugehorigen zerfallenden Einbettungsproblems

172, —-Z,xH— H —1.
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Satz 4.16

Es seien Gruppen G, H wie in (4.2) sowie ein Zahlkérper k gegeben. Wir
wéhlen eine endliche Menge T C P(k) wie in Satz 4.13. Dann existiert eine
Konstante c(k,G) > 0 mit:

78k, Gix) < c(k, G, T)Z" (k, H x Zy; ).

Beweis

Fiir eine gegebene Korpererweiterung K /k mit Galoisgruppe H wihlen wir
eine minimale Losung L wie in Satz 4.14. Zu jedem weiteren Losungskorper
Ly ist nach Satz 4.10 eine zyklische Erweiterung M /k assoziiert, wobei £ — 1
Korper zu demselben M gehoren. Fiir unsere Abschitzung ist es nun wichtig
den zu T koprimen Teil der Diskriminanten von L;;/K und KM /K zu ver-
gleichen. Wegen der Minimalitét der Losung L stimmen diese Diskriminanten
an allen Primidealen iiberein, die nicht in L/K verzweigt sind und koprim
zu T sind. Ein Primideal p ¢ T, welches in L/K verzweigt ist, ist in allen
Loésungen verzweigt. Daher ist dieses Primideal wegen Lemma 2.4 in KM /K
unverzweigt. Wir erhalten somit die Abschitzung: N'(dy, x) > N (dfpr5)
und damit N'(dy, ;) > N(di, ). Die Anzahl der verschiedenen Einbet-
tungsprobleme 1 — 72, — G — H — 1 mit festem G und H ist eine
Konstante, die nur von G und H abhingt (siche Lemma 4.3). Da wir nur
eine obere Abschitzung beweisen wollen, konnen wir ignorieren, dass nicht
jedes Einbettungsproblem lésbar ist. Insgesamt finden wir so eine Konstante
c(k,G,T) mit

7 (k,G;x) < c(k, G, T)Z"(k, H x Z;; 1),

da wir je maximal ¢ — 1 Korpern mit Gruppe G einen Korper mit Gruppe
H x Z, zuordnen konnen, der kleinere Diskriminante hat. ([l

Falls wir eine untere Schranke fiir Z7 (k, H x Z;; z) kennen, so konnen wir mit
Hilfe von Lemma 3.15 (1) auch die entsprechende Aussage fiir die normalen
Zahlfunktionen beweisen.

Als néchsten Schritt beweisen wir eine induktive obere Schranke fiir direkte
Produkte H x Z,. Mit Hilfe des obigen Satzes erhalten wir so auch eine
obere Schranke fiir beliebige zentrale Einbettungsprobleme mit Z,~Kern. Wir
bezeichnen im Folgenden mit /C(z) die Menge der Korpererweiterungen K /k
mit Gal(K/k) = H und N (dg) < x.

Satz 4.17
Es seien G = H x Z;, k ein Zahlkérper sowie n = |G|. Zusétzlich gelte fiir
alle e > 0:

Z(k,H;z) < c(k, H, e)z®H+e,
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Dann gilt:

und

(1) Falls a(f) < (é_gl)n, so gilt a(G) = —(g_el)n

Z(k, G z) < c(k, Gz log(z)"*20),

(2) Falls “(f) > (5—61)71’ so gilt a(G) = a(H) /¢ und fiir alle ¢ > 0

Z(k,G;x) < c(k, G, €)z® D+

Beweis

Nach [23, Lemma 4.1] gilt o(G) = max(a(f), agé)) = max( (f), e 1)) Es
seien K /k und M/k Erweiterungen mit Galoisgruppe H bzw. Z,, die zuein-
ander disjunkt sind. (Falls es diese Erweiterungen mit K N M = k nicht gibt,
so gibt es keine Erweiterung mit Galoisgruppe G und die Aussage des Satzes

ist trivial.) Dann gilt Gal(KM/k) = G, n = [K : k]¢ sowie
N (dinrsr) = N(di N (drnyc))-

Wir bezeichnen mit S C P(k) die in K/k verzweigten Primideale. Dann gilt:
N(dxm/i) > N(dfjjw/K) = N((dE\Z{/Z})SK) Daher erhalten wir mit r := |Sk]|
folgende Abschéitzung:

s .
2k, Gio) < Y 2 (k, Zg o)
KeK(x1/) K

< 3 ewe(k, Z0) d”’ )/ ®E=1) Jog ((2/db )Yk 20 (Satz 3.23)
KeK(z!/%)

p— ETK
c(k, Zg)xf/("(f 1)) log(m)b(kz,zz) Z D)

K 8)d;
< ok, Zy)x" D) og ()P Z0) Z C([dﬂ/((% 1))) K fiir alle 6 > 0.

KeK(z1/%) K
In der letzten Zeile haben wir £"% durch c¢([K : Q], §)d} gemiR Lemma 2.20
(2) nach oben abgeschitzt.

Wir bezeichnen mit a(d) die Anzahl der Kérper K mit Gal(K/k) = H und
N (dg k) = d. Fiir die Summe erhalten wir so ([K : Q] = [k : Q)):

21/¢
d
c([k: Q] €,6)> %. (4.3)

d=1
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Nach Voraussetzung gilt fiir die Summe:

xT

> a(d) < ek, H, e)a"De.

d=1

Falls a(f) < ﬁ so konvergiert die Summe (4.3) fiir + — oo nach Lemma
2.18.

Ansonsten kénnen wir obige Abschitzung weiterfithren und erhalten wegen
x> db

Z(k‘,G,ZL’) < C(]{:’Zé)xﬂ/(n(ﬁ—l)) lOg( ) (k,Zp) ([k‘ Q] e 5) a(H)/t—2/(n(l—1))+e

/0
- add5
Z A8/ (n(€=1)) pa(H)/L—L/(n(—1))+e

21/t

5

a(H)/0+2¢ dad

c(k,G,0)x Z dP?/(n(€=1)) Ja(H)—£2/(n(£—1))+Le
d=1

21/¢

= c(k, G, 0)a" 2y " d(fﬁifw
d=1

Letztere Summe konvergiert wieder nach Lemma 2.18, wenn wir § < fe wih-
len. 0

Wir konnen mit diesem Ansatz kein besseres Ergebnis erwarten, da wir ("%
durch dj; abschitzen miissen. Die Teilerfunktion verhélt sich zwar im Mittel
besser, aber ohne Zusatzinformation kénnen wir nicht wissen, welche Dis-
kriminanten von Koérpern mit Galoisgruppe H angenommen werden. Wir
werden im nachsten Abschnitt dieses Problem fiir nilpotente Erweiterungen
G durch einen anderen Ansatz umgehen.

Satz 4.18
Es sei G < S, transitiv eine zentrale Erweiterung von H wie in (4.2). Zu-
satzlich gelte fiir alle ¢ > 0:

Z(k,H;z) < c(k, H,e)z®H+e,

Dann gilt:

1) Falls D « _L_ g5 gilt:
14 (E 1)n

Z(k,G;z) < c(k, G)z"D log(x)P*20)
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(2) Falls a(f) > (ﬁ—él)wﬂ so gilt fiir alle € > 0:

Z(k,G;x) < c(k, G, e)z® e,

Beweis
Wir erhalten nach Satz 4.16

Z(k,G;z) < ZV(k,G;0) < ZT(k, Zy x H; ).

Nun folgt die Aussage aus Satz 4.17 und Lemma 3.15 (2). O

4.6 Nilpotente Gruppen

In diesem Abschnitt wollen wir obere Abschétzungen fiir die Asymptotik von
Z(k,G;z) im Falle von nilpotenten Gruppen G herleiten. Fiir diese Gruppen
kénnen wir ziemlich viel beweisen, da die Klassengruppen von Zwischenkor-
pern keine Rolle spielen werden. Nilpotente Gruppen besitzen sogenannte
Zentralreihen, d.h. jede nicht triviale nilpotente Gruppe G besitzt ein nicht
triviales Zentrum Z(G). Falls G/ Z(G) nicht trivial ist, besitzt es auch ein
nicht triviales Zentrum, so dass rekursiv die sogenannte Zentralreihe ent-
steht. Wir kénnen diese Zentralreihe weiter verfeinern, indem wir in jedem
Schritt nur eine zentrale zyklische Gruppe von Primzahlordnung rausfakto-
risieren.

Zu einer gegebenen nilpotenten Gruppe G konnen wir also Gruppen G, :=
G,G,_1,...,Gy =1 und Epimorphismen ¢; : G; — G,;_; wihlen, deren Kern
Primzahlordnung p; hat und im Zentrum von G; liegt. Wir haben also:

11— Z,, — G, 2, G;—1 — 1 zentral.

Nehmen wir an, dass N/k eine galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe G ist.
Korrespondierend zur obigen Reihe konnen wir einen Kérperturm k£ = Ny C
Ny C...C N, = N finden mit Gal(N;/k) = G; sowie Gal(N;/N;_1) = Z

pi-
Im Folgenden zeigen wir, wie wir die Diskriminanten der zugehorigen Korper
moglichst genau bestimmen konnen. Bisher haben wir in diesem Kapitel G
immer als abstrakte Gruppe aufgefasst, d.h. wir haben alle Schliisse fiir die
zugehorigen normalen Erweiterungen N/k gezeigt. Alle diese Uberlegungen
bleiben auch fiir nicht reguldre Permutationsgruppen G giiltig, da wir mit
Lemma 4.4 eine Zuordnung der nicht normalen Erweiterungen K /k zu ihren
normalen Hiillen bekommen. Lediglich die Diskriminanten der Kérpererwei-
terungen K /k und N/k werden unterschiedlich berechnet.
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Lemma 4.19

Es sei p € P(k) ein Primideal, welches in N/k zahm verzweigt ist. Wir be-
zeichnen mit o einen Tragheitsgruppenerzeuger eines Ideals ‘3 C Oy, welches
iiber p liegt. Da alle diese Primideale konjugiert sind, ist die Konjugations-
klasse von o unabhéngig von dieser Wahl. Nun gilt:

vp(dns) = ind(0) = |G| — |G/ ord(0).

Nun sei G < S, als Permutationsgruppe gegeben und wir bezeichnen mit
K < N einen Teilkorper mit Gal(K/k) = G. Dann gilt:

vp(dx k) = ind(0),
wobei diesmal der Index von o € G < S,, berechnet wird.

Im Allgemeinen werden wir einen Trigheitsgruppenerzeuger nicht bestim-
men kénnen. Um obere Schranken fiir unsere Zahlfunktion zu bekommen,
werden wir den Index eines Tragheitsgruppenerzeugers nach unten abschét-
zen. Hierzu werden wir ausnutzen, in welchem Schritt p zum ersten Mal im
Korperturm N, /N,_1/ ... /Ny verzweigt ist.

Wir bezeichnen mit 1 < ¢ < r die Zahl mit p | dy,/x aber p { dn,_, k-
In diesem Fall wissen wir, dass ein Trégheitsgruppenerzeuger von p in G;

gerade ein zentrales Element der Ordnung p; in G; ist, also im Kern von ¢;
liegt. Wir definieren v; und A; fiir 1 < i < r wie folgt:

Vit G = Gy o dipao.. o), A= (ker(¢r) \ {1}).

Damit wissen wir, dass unser Trigheitsgruppenerzeuger ¢ in der Menge A;
liegt. Fiir unsere untere Abschitzung des Index definieren wir:
= min(ind
a; = min(ind(g))
und erhalten somit v,(dg /) > a;. Fiir 1 <4 < r definieren wir a; C Oy, als
das Produkt der Primideale in O, welche in N; zum ersten Mal verzweigen.
Auf diese Weise haben wir N/k bzw. K/k ein Tupel von koprimen und qua-
dratfreien Idealen ay,...,a, zugeordnet und den folgenden Satz bewiesen.

Dabei merken wir an, dass bei wild verzweigten Primidealen die linke Seite
grofer wird.

Satz 4.20
Es sei K/k eine Erweiterung mit Galoisgruppe G < S,, und a;, a; seien fiir
1 <i <r wie im vorigen Abschnitt definiert. Dann gilt:

N(dK/k) > N(al)‘“ .. 'N(Cl,«)ar.
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Da ker(¢;) = Z,, erhalten wir folgende wichtige Eigenschaft der Mengen A,;.

Bemerkung 4.21
Fiir die oben definierten Mengen A, ..., A, gelten:

(1) G\ {1} = AjU...UA,.
(2) |Ai|l = |pi — Yl ker(hi)| = (pi — V)pig1 - py fiir 1 <di <.
Bevor wir weitermachen, geben wir zwei kurze Beispiele an.

Beispiel 4.22

Sei G = Qg < Sg die Quaternionengruppe. Diese besitzt ein Element der
Ordnung 2 und sechs Elemente der Ordnung 4. In obiger Notation erhalten
wir:

Gy = Qs,Go = Zy X Zy, Gy =2 Zy, Gy = 1.

Da alle Elemente aus Gi bzw. G5 unter v; (i = 1,2) zu Elementen der
Ordnung 4 liften, bestehen die Mengen A; und A, nur aus Elementen der
Ordnung 4, die in Qg alle den Index 6 haben. Daher erhalten wir a; = a; = 6
(Zykeltyp 4?). Die Menge As besteht nur aus dem zentralen Element der
Ordnung 2 und daher erhalten wir a3 = 4 (Zykeltyp 2*). Fiir ein Tupel von
quadratfreien Idealen (ay, as, a3) erhalten wir so die Abschatzung

N(d}(/k) Z N(al)ﬁN(ag)GN(ag)A‘.

Beispiel 4.23
Sei nun G' = D4(8) < Ss die Diedergruppe der Ordnung 8, welche 2 Elemente
der Ordnung 4 und 5 Elemente der Ordnung 2 besitzt. Wir erhalten analog:

G3:D4,G2222 XZQ,Gl gZQ,GO:l.

Da 7(D4) = Zy ist ¢3 durch diese Angaben wohl definiert. Wir haben al-
lerdings drei mdgliche Wahlen fiir ¢, da Zy x Zs drei verschiedene Faktor-
gruppen isomorph zu Z, hat. Fiir die Menge A, miissen wir die Urbildmenge
unter v, eines Elements der Ordnung 2 in G' bestimmen. Da diese Menge 4
Elemente enthélt, miissen auch Elemente der Ordnung 2 dabei sein, woraus
ay = 4 folgt. Nun ist der nicht triviale Anteil des Kerns von ¢ ein Element
der Ordnung 2. Die Urbilder hingen jetzt stark von der Wahl von ¢4 ab. In
einem Fall erhalten wir zwei Urbilder der Ordnung 4 unter 1),. In den beiden
anderen Féllen erhalten wir Elemente der Ordnung 2. Je nach Wahl erhalten
wir also ay = 6 oder a; = 4. Die geschicktere Wahl ist natiirlich diejenige,
die zu ay = 6 fiihrt (siche Anmerkungen nach Beispiel 4.27).
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Es stellt sich nun die Frage, ob und wie viele Kérper K /k zu einem gegebenen
Tupel a4, ..., a,. wie oben assoziiert sind.

Wir bezeichnen mit [, die Halbgruppe der Ideale von O; und definieren
folgende Abbildung:

O:{K/k|Gal(K/k)=G} — I, K — (ay,...,a,). (4.4)
Wir erinnern daran, dass w(a) die Anzahl der Primteiler von a bezeichnet.

Satz 4.24
Fiir (ay,...,a,) € I" definieren wir

b; = w(l:[ a;) + c(k),

wobei wir die Konstante c¢(k) nur in Abhidngigkeit von k und den p; wéhlen
konnen. Dann besitzt (ay, ..., a.) hdchstens

p?l .. .p?'f (pl _ 1)“}(“1) . (pr — 1)‘*}(‘17‘)

Urbilder unter der obigen Abbildung ®.

Beweis
Wir werden im Folgenden beweisen, dass (p;)% (p; — 1)“(®) fiir 1 < i < r eine
obere Schranke fiir die Anzahl der Urbilder der zu G; gehérenden Funktion
ist. Die Behauptung des Satzes folgt dann durch Aufmultiplizieren dieser
Zahlen.

In Satz 4.10 haben wir bewiesen, dass wir Losungen zu zentralen Einbet-
tungsproblemen mit Z,~Kern durch zyklische Erweiterungen des Grundkér-
pers parametrisieren konnen. Wir miissen uns im ¢—ten Schritt iiberlegen,
wie viele Z,~Erweiterungen M /k (mit ¢ = p;) maximal zur Verzweigung in
a; fithren kénnen. Da bereits verzweigte Primideale weiterverzweigen diirfen,
miissen wir auch Verzweigung in ay,...,a; 1 beriicksichtigen. Dies bedeu-
tet, dass wir die Anzahl der Z,~Erweiterungen von k£ nach oben abschétzen
wollen, welche hochstens in den Primidealen verzweigt sind, welche a; - - - a;
teilen. Da es nur endlich viele Primideale in O gibt, welche iiber ¢ liegen,
konnen wir mit Korollar 2.27 die Anzahl der Z,~FErweiterungen, die hochstens
in Primteilern von a; - --a; verzweigt sind, durch ekl polanai) ghschitzen.
Da die Primideale, die a; teilen zusétzlich alle verzweigen miissen, kénnen
wir fiir diesen Teil die bessere Abschétzung aus Lemma 4.15 verwenden und
erhalten als obere Schranke:

gc(k,l)gw(alwai_l) (E _ 1)“’(%) .
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Wir definieren c¢(k) als das Maximum aller auftretenden c(k, p;) (Wir hatten
¢ = p; gesetzt.). Die Behauptung folgt nun unmittelbar. 0

Nun kénnen wir den Hauptsatz dieses Abschnitts beweisen. Die Konstante
a(G) im folgenden Satz ist wie in Definition 2.9 definiert und ist damit wie
vermutet. Entscheidend ist der Zusammenhang

a(G)™! = ind(G) = min {a;}.

1<i<r
Die Konstante d kann grofer als erwartet sein (sieche Lemma 4.26).

Satz 4.25

Es sei G eine transitive nilpotente Untergruppe der S,,. Dann existieren Kon-
stanten c(k,G),d(G) mit

Z(k,G;z) < c(k, Gz log(x)4D.

Beweis

Wir definieren py, ..., p, sowie by, ..., b, wie in Satz 4.24. Dann erhalten wir
mit Hilfe der Sitze 4.24 und 4.20, wobei die folgende Summe wie im Abschnitt
2.8 definiert ist:

Z(k,G;x) Z Z - — 1)@ (p, — 1)@ler)

N( o)<z afl.a}"=a

c(k Z Z pw(cq . (a1 A 1)(p1 . 1)w(a1) . (pr N 1)w(ar)

N(a)<z of1...qr=qa
= (p1-- 'pr)c(k) Z Z l‘f(al) .. .lf(ar)’
N(G)Sx atlll"'llgr:u

wobei l, = (p,—1),l—1 = pr(pr—1—1), ..., 11 = pr - - - p2(p1 — 1). Wir erhalten
nun die gewiinschte obere Abschétzung mit Lemma 2.23. O

Wir schétzen die Konstante d(G) wie folgt ab.

Lemma 4.26
In der Situation von Satz 4.25 gilt fiir alle Zahlkorper k:

b(k,G) <|{o € G |ind(o) =ind(G)}| — 1 <d(G) < |G| —2.
Beweis

Die erste Ungleichung folgt direkt aus der Definition von b(k, G). Nach Be-
merkung 4.21 und dem Beweisende von Satz 4.25 erhalten wir:
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Nun liefert Lemma 2.23 gerade

dG)+1= Y L= > A

{i:a,=ind(G)} {i:a;=ind(G)}

Da 1 in keinem A; enthalten ist, erhalten wir die obere Abschitzung d(G) <
|G| — 2. Da jedes Element o € G mit ind(o) = ind(G) in einem der mitge-
zahlten A; liegen muss, folgt die untere Abschétzung. OJ

Es gibt aber Situationen, wo die beiden Konstanten b(k, G) und d(G) iiber-
einstimmen. Wir setzen Beispiel 4.22 fort.

Beispiel 4.27
Sei G = Qg < Sy die Quaternionengruppe. Diese besitzt nur ein Element
der Ordnung 2. Damit erhalten wir a(G) = 1/4 und b(k,G) = 0. Wenn wir
uns der Einfachheit halber noch auf k = Q beschrianken, so erhalten wir
(alle Ideale in 7 sind Hauptideale, daher summieren wir iiber deren positive
Erzeuger):

Z(Q,Qsx) <20 ) 4v@e®)

abb8ci<zx

Dabei entsteht die 23 durch dreimalige Vorzeichenwahl (Beriicksichtigung
der unendlichen Stelle). Diese Summe kénnen wir mit Lemma 2.23 durch
¢(Q, Qg)x'/* nach oben abschétzen. In Beispiel 4.31 zeigen wir fiir eine Kon-
stante ¢(Q, Qg) > 0 und x >> 0: Z(Q, Qs; ) > &(Q, Qg)x'/4.

Wir merken an, dass die selbe Argumentation fiir £ # Q funktioniert. Im
Falle G = Dy < Sy erhalten wir d(Dy) = 4 > 2 = b(k, D4), wenn wir in
Beispiel 4.23 die geschicktere Wahl getroffen haben. Bei der ungeschickten
Wahl erhalten wir d(G) = 6.

4.7 Untere Schranken

In diesem Abschnitt werden wir einige Methoden fiir untere Schranken unse-
rer Zahlfunktion herleiten. Ein wesentliches Problem bei unteren Schranken
ist, dass wir hier nicht mehr die Einbettungshindernisse ignorieren diirfen.
Gliicklicherweise zeigt sich in unseren Beispielen, dass die Einbettungshin-
dernisse nur den Exponenten beim log—Faktor beeinflussen.

Im Folgenden sei G < §,, eine Permutationsgruppe und

l1-A—-G—H-—1 (4.5)
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eine exakte Sequenz von Gruppen. In diesem Abschnitt wird K /k stets eine
Korpererweiterung mit Galoisgruppe H sein. Weiterhin sei Gal(L/k) = G <
S, Die normale Hiille von L/k bezeichnen wir mit N.

Eine erste untere Abschitzung fiir Z(k, G; x) erhalten wir, wenn wir eine nor-
male Korpererweiterung N/k mit Galoisgruppe G betrachten. In diesem Fall
ist K = N4 der Fixkorper unter A. Aufgrund dieser Konstruktion ist das
zu K/k und (4.5) gehorige Einbettungsproblem 16sbar. Wir wollen im Fol-
genden alle Losungen dieses fest vorgegebenen Einbettungsproblems zihlen,
was natiirlich eine untere Abschitzung fiir unser Problem gibt.

Als erstes betrachten wir zentrale Einbettungsprobleme mit Kern A = Z,.

Satz 4.28
Es sei G < S, eine zentrale Erweiterung mit A = Z, wie in (4.5). Falls eine
Korpererweiterung L/k existiert mit Gal(L/k) = G, so gilt:

Z(k,G;x) > c(k, Gzt =D Jog(2)P*20) fiir 1 grok genug.

Beweis

Es sei N die normale Hiille von L/k und K der Fixkérper unter Z,. Wegen
der bereits bekannten Losung ist das zu (4.5) gehorige Einbettungsproblem
l16sbar. Nach Satz 4.9 haben wir eine Korrespondenz zwischen allen Lésungen
und Z,~Erweiterungen M /k. Die Anzahl der Kérper M, die dieselbe Erweite-
rung parametrisieren, ist durch eine von G abh#ngige Konstante nach oben
beschrankt. Wir betrachten im Folgenden nur diejenigen M, deren Diskri-
minante koprim zu dy ist. Wie bezeichnen mit L,; bzw. N,; eine durch M
parametrisierte Losung. Wegen der Koprimheit erhalten wir

N(dny i) = N(dN/k’dlj\i‘/]f) bzw. N(dry, k) = N(dL/kd%fk)'

Bei letzterer Gleichung haben wir ausgenutzt, dass zentrale Elemente # 1 in
transitiven Gruppen keine Fixpunkte haben. Insbesondere haben alle Zykel
dieselbe Lange. Es sei S die Menge der Primideale, welche dy;, teilen. Damit
folgt fiir  grof genug:

Z(k,G;x) > &k, G)Z(k, Zy, S; 2" /dy)

> C(k?, G, S7 Ze)xe/(n(f—l)) log(xf/”/dL)b(kvzz)‘

Dabei folgt die letzte Ungleichung aus Satz 3.9. Da S und Z, in Abhéngigkeit
von G und L gewihlt werden, folgt die Behauptung fiir z >> 0. U

Da ein zentrales Element der Ordnung ¢ in G < S, stets aus n/¢ (~Zykeln
besteht, ist dessen Index gerade n(¢ — 1)/(. Jetzt stellt sich die Frage, fiir
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welche Gruppen a(G) = ¢/(n({—1)) gilt, d.h., dass dieses Element gerade den
Minimalindex hat. Wir sehen z.B. bei G = D4 <S4, dass der Minimalindex
1 ist, aber unser zentrales Element Index 2 hat.

Beispiel 4.29

Essei G = SLy(3) < Ss. Es gilt Z(G) = Z3 und a(G) = 1/4. Hier erhalten wir
durch Anwendung von Satz 4.28: Z(k,SLy(3);z) > cx®®) fiir x grok genug
und ein geeignetes ¢ > 0.

Eine ganze Klasse von Gruppen stellen die /~Gruppen G in regulirer Darstel-
lung dar. Da der minimale Index einer Gruppe immer in einem Element von
Primzahlordnung angenommen wird und alle nicht-trivialen Elemente fix-
punktfrei operieren, gilt hier a(G) = ¢/(|G|(¢ —1)). Dieses Argument kénnen
wir auf eine beliebige nilpotente Gruppe in reguldrer Darstellung erweitern,
indem wir das Einbettungsproblem beziiglich einer zyklischen Gruppe klein-
ster Ordnung betrachten. Wir haben den folgenden Satz bewiesen (siehe auch
[19, Theorem 6.3]):

Satz 4.30 (Kliiners—Malle)
Es sei G eine nilpotente Gruppe in regulirer Darstellung. Dann existiert eine
Konstante c(k,G) > 0, so dass fiir v grof genug gilt:

Z(k,G;x) > c(k, Gz

Beispiel 4.31
Es sei G = Qs < Sy die Quaternionengruppe. Aus Beispiel 4.27 wissen wir
a(Qg) = 1/4 und b(k,Qs) = 0. Mit obigem Satz erhalten wir:

Z(k, Qs; ) > cx®@®) fiir z >> 0.

Fiir /~Gruppen in beliebiger Darstellung kann es nichtzentrale Elemente ge-
ben, die nicht fixpunktfrei operieren. Z.B. gilt fir G = Dy < Sy: a(G) = 1.
Unser Satz liefert aber fiir diese Gruppe nur Z(k, Dy; ) > cz'/?. Wir wissen
aber nach [6] bzw. Satz 3.29, dass Z(k, Dy; x) ~ c(k, D4)x gilt.

Als weitere Anwendung betrachten wir direkte Produkte.

Beispiel 4.32

Es sei G = Z;, x H < S, eine transitive Gruppe in natiirlicher Darstellung
und wir nehmen an, dass eine Kérpererweiterung K/k mit Gal(K/k) = H
existiert. Dann liefert uns Satz 4.28 eine untere Abschéitzung der Form:

Z(k,G;x) > ci(k, G)a/ D) log ()" ®20) fiir & >> 0.
Falls wir zusétzlich im 1. Fall von Satz 4.17 sind, so gilt fiir x >> 0:
c1(k, Gz D log(x)'™D < Z(k, G x) < ™D log(z)"*E).



Kapitel 5

Ein Gegenbeispiel zur
Asymptotik—Vermutung

Wir werden in diesem Kapitel zeigen, dass sich die Funktion Z(Q, Z31 Zs; x)
nicht so verhilt, wie wir es nach Vermutung 2.12 erwarten. Wir betrachten
im Folgenden die Gruppe G = Z31 Z; < Sg und erhalten a(G) = 1/2 und
b(Q,G) = 0. Letzteres gilt deswegen, da es nur eine Q-Konjugationsklasse
vom Zykeltyp 133 gibt, obwohl es zwei Q(v/—3)-Konjugationsklassen dieses
Zykeltyps gibt. Mit Vermutung 2.12 wiirden wir erhalten:

Z(Q,G;x) ~ ¢(Q, G)a'?.
Wie in Abschnitt 3.7 betrachten wir die verwandte Funktion
Z(Q,Z351 Zy;x) := |{L/Q | 3K : Gal(L/K) = Zs, Gal(K/Q) = Zy,d;, < x}|.
Die auftretenden Galoisgruppen Gal(L/Q) sind gerade S3, Zs und G, alle
aufgefasst als transitive Untergruppe der Ss. Auch fiir diese Funktion wiirde
nach Vermutung 2.12

Z(Q,G;z) ~ &Q,G)a'?

folgen. Wenn wir im Folgenden nur die Kérpererweiterungen betrachten, wel-
che K = Q(+/—3) enthalten, so erhalten wir die folgende untere Abschétzung:

2(Q, Z351 Zyy ) > Z(K, Zy, 1) d3.) > (K, Z3)a? log(x) fiir z >> 0.
K

Hierbei haben wir die letzte Abschitzung nach Satz 3.1 erhalten. Hiermit
ergibt sich bereits ein Widerspruch zur Vermutung 2.12. Wir zeigen nun, dass
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sich der Widerspruch schon fiir G ergibt. Da Vermutung 2.12 fiir abelsche
Gruppen bewiesen ist, erhalten wir:

Z(Q7 ZGa .fl?) < C(Qv Zﬁ)xl/g'

Fiir die symmetrische Gruppe S3(6) < Sg in reguldrer Darstellung werden
wir in Lemma 6.9 zeigen, dass wegen der Giiltigkeit der Vermutung 6.6 fiir
¢ =3 gilt:

Z(Q, S5(6); z) < ¢(Q, S5(6))x*/3.

Fiir unsere Zwecke wird aber eine einfacher zu erhaltende Abschitzung rei-
chen, die wir im Folgenden zeigen. Sei N/Q ein normaler Korper mit Ga-
loisgruppe S3 und K ein Teilkdrper vom Grad 3. Wegen dy > d3 und der
bekannten linearen Asymptotik fiir S3 [10] erhalten wir die triviale Abschét-
zung:

Z(Q, S5(6); 7) < &(Q, S3(6))x*?,

die ausreichend ist, um zu folgern:

Korollar 5.1
FﬁI’ G = Zg ! ZQ g]]t

Z(Q,G;x) > ¢(Q, Zs)z*log(x) = ¢(Q, Z3)z™ D log () @O fiir 22 >> 0.

Das Problem bei diesem Beispiel liegt darin, dass der kritische quadratische
Zahlkorper K = Q(v/—3) als Zwischenkérper angenommen wird. K ist der
einzige quadratische Korper, fiir den (K, Z3) = 1 gilt. Fiir alle anderen
Korper ist diese Konstante gerade 0. Wir werden im Folgenden die Gruppe
G = Z3 Z, weiter untersuchen.

Dabei werden wir folgenden Satz benétigen [15, Corollary 4.3]:

Satz 5.2 (Helfgott und Venkatesh)
Es seien K ein quadratischer Zahlkérper und \ > 0,44178. Dann gilt fiir alle
e > 0:

3rks(Clr) < c(e)dyre.

Dieser Satz ist eine Verschirfung von Satz 2.28, da wir im Allgemeinen
¢e(C) nur durch | Clg | also durch d,lﬁ/ **¢ nach oben abschiitzen konnen.

Lemma 5.3
Es seien K ein quadratischer Zahlkérper und S C P(K) eine endliche Teil-
menge. Dann existieren héchstens c(K )21 Zs—Erweiterungen von K, welche
genau in S verzweigt sind. Hierbei ist ¢(K) < c(e)dy™ mit \ wie in Satz 5.2
tiir alle € > 0.
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Beweis
Dies folgt direkt aus Lemma 4.15, wobei wir die verbesserte Abschétzung aus
Satz 5.2 benutzen. U

Mit Hilfe dieses Lemmas erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 5.4
Fiir einen quadratischen Zahlkorper K gilt:

Z(K, Zs;x) < (K, Z3)x*? log(x) mit c¢(K, Zs) < c(e)d)te fiir alle € > 0.

Beweis

Wir ordnen jeder Z3—Erweiterung L/ K die Menge S seiner verzweigten Prim-
ideale zu. Sei a, die Anzahl dieser Erweiterungen mit N(dy/x) = n. Wir
betrachten nun mit ¢(K) aus obigem Lemma die Dirichletreihe

b
(b e 2s = _n
(5) = (k) T (Lro/nio) =3 2
peP(K) neN
Da fiir jedes in L verzweigte Primideal p? | dr/k gilt, erhalten wir nach
obiger Rechnung: a, < b, sowie b, > 0 fiir alle n € N. Da es sich bei
®(s) im wesentlichen (vgl. Lemma 2.20) um die erzeugende Funktion der

Teilerfunktion ¢k handelt, erhalten wir mit Lemma 2.22, dass

Zan < Z b, < (K, E):El/2 log(z)
n=1 n=1

fiir alle e > 0 gilt. O

Wie wir bereits wissen, ist diese Abschiitzung fiir K = Q(+/—3) scharf in
dem Sinne, dass der Log-Faktor tatsichlich in der Asymptotik auftritt. Fiir
alle anderen K wiirden wir erwarten, dass kein Log-Faktor auftritt. Dies
kénnen wir dadurch beweisen, dass wir in dem Eulerprodukt nur Primideale
beriicksichtigen, deren Norm kongruent 1 modulo 3 sind. Andere Primideale
koénnen in Z3;—Erweiterungen nicht verzweigt sein. Fiir K # Q(1/—3) stellt
sich heraus, dass diese Primideale gerade Dichte 1/2 haben. Wenn wir dies
in unserer Abschéitzung beriicksichtigen, so erhalten wir die entsprechende
Abschitzung ohne Log—Faktor. Da wir dies aber im Folgenden nicht benoti-
gen, verzichten wir hier auf die Details. Wir konnen nun den folgenden Satz
beweisen:

Satz 5.5
Fiir G = Z31 Z existieren Konstanten ¢1(Q, G), c2(Q, G) > 0 mit

a1 (Q, )z ?log(z) < Z(Q, G;x) < 3(Q, G)x? log(z) fiir x >> 0.
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Beweis
Die untere Abschitzung ist gerade Korollar 5.1. Fiir die obere Abschitzung
gilt fiir einen Korperturm L/K/Q mit Gal(L/K) = Z3 sowie [K : Q] = 2:

dr, = d3N(dp ).
Mit K(z) := {K/Q | [K : Q] = 2,d} < x} erhalten wir:

Z(Q,Gix) < Y Z(K, Zy/dy)

KeK(x)

< Z (K, Zs)(z/d3)*log(x/d3.)  (Korollar 5.4)

KeK(x)
)\+6 212 1/2 1
< Z 3/2 log(z) = c(e)a™/" log() Z W
KeK(x KeK(z) K

Da 3/2 — XA — e > 1 fiir € klein genug, konvergiert letztere Summe. Insgesamt
erhalten wir die gewiinschte obere Abschitzung. U

Wir merken an, dass es notwendig war, 3%(C1%) durch O(d}/* ) abzuschit-
zen. Ansonsten hitten wir die letzte Abschétzung im Beweis so nicht fiihren
koénnen.

Eine andere interessante Anmerkung ergibt sich, wenn wir die Funktion
Z(Q, G, S;z) fiir S = {(3)} betrachten. Damit schlieRen wir K = Q(v/—3) als
Zwischenkérper aus. Wenn wir die Rechnung in Korollar 5.4 fiir K # Q(v/—3)
ohne den Log—Faktor in der oberen Abschitzung gezeigt hitten, so wiirde
jetzt fiir x >> 0 folgen:

a(Q,G,98)rY? < Z(Q,G, S;x) < (Q,G, S)at/?,

wobei ¢;(Q, G, 9), c2(Q, G, S) > 0 geeignete Konstanten sind. Damit verhal-
ten sich die Asymptotiken von Z(Q, G;x) und Z(Q, G, S; x) unterschiedlich.
Fiir die Zihlfunktion Z°(Q, G; x) erhalten wir allerdings mit Lemma 3.15 fiir
x >>0:

& (Q, G, S)z'*log(z) < Z°(Q, G; 2) < &(Q, G, S)z'/*log(x).

Nun stellt sich die Frage, ob wir eine neue Vermutung fiir den Exponenten
des Log-Faktors in Vermutung 2.12 formulieren konnen. Naheliegend wire
es zu vermuten, den maximalen abelschen Quotienten von G zu beriicksich-
tigen. Im Falle G = Z3 1 Z, wire dies gerade die zyklische Gruppe Zg. Fiir
die Elemente der Ordnung 3 vom Index 2 spielt der Kérper K = Q(y/—3) ei-
ne entscheidende Rolle. Wenn dieser Korper als Zwischenkorper auftauchen
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kann, so hat dies in diesem Beispiel die gleiche Auswirkung, als wenn wir
diesen Korper als Grundkorper wahlen. Heuristisch ist klar, dass

al(K, Gz log(x) < Z(K, G x) < co( K, G)xY? log(z) fiir © >> 0

gilt. Dabei konnen wir den analogen Beweis wie im Fall iiber Q fiihren. Bei
der oberen Schranke fehlt uns allerdings das Analogon zu Satz 5.2.

Leider ist das Betrachten des maximalen abelschen Quotienten von G nicht
ausreichend, wie wir an der Gruppe G = Zy X (Z31 Z3) < Sig sehen. Wegen
a(Zy) = 1 und a(Z31 Z3) = 1/2 erhalten wir a(G) = 1/4. Weiterhin gilt
b(Q,G) = 0 und b(Q(v/—3),G) = 1, da diesmal Elemente vom Zykeltyp
321'2 den Minimalindex annehmen. Heuristisch vermuten wir nun folgende
Ergebnisse:

Z(Q, Zs1 Zs; ) < c(Q, Z3 1 Zs)x'/? sowie Z(Q, G;z) < ¢(Q, G)z'/*.

Die erste Abschitzung konnten wir zeigen, wenn wir eine Konstantenab-
schitzung wie in Korollar 5.4 ohne die Log-Faktoren gezeigt hétten (vgl.
Anmerkungen vor Satz 3.23. Hierbei reicht es sogar aus, die Klassenzahl von
kubischen Kérpern K mit d%ﬂe abzuschétzen). Fiir die zweite Abschétzung
konnen wir momentan keinen Beweis angeben. Wir sind im zweiten Fall von
Satz 4.17. Auch wenn wir in der Voraussetzung das € ,einsparen”, konnen wir
mit dieser Beweismethode das gewiinschte Ergebnis nicht erzielen. Da die
kritischen Stellen der beteiligten Funktionen an verschiedenen Punkten lie-
gen, zeigt die heuristische Erfahrung, dass das vermutete Ergebnis stimmen
sollte.






Kapitel 6

Diedergruppen und die
Cohen—Lenstra—Heuristik

In diesem Kapitel werden wir untere Schranken fiir die Zahlfunktion von
Diedergruppen D, bestimmen. Diedergruppen D, mit ¢ > 2 prim sind die
einfachsten (auflésbaren) Gruppen, welche kein Zentrum besitzen. Daher sind
mehrere Methoden aus Kapitel 4 nicht anwendbar. Wir werden feststellen,
dass wir gute obere Schranken nur dann bekommen kénnen, wenn wir genaue-
re Informationen iiber die Verteilung von Klassengruppen quadratischer Zahl-
korper kennen. Diese Verteilung wird in der sogenannten Cohen-Lenstra—
Heuristik [8] vermutet. Wir werden in Satz 6.9 unter der Annahme einer
schwachen Form der Cohen—Lenstra—Heuristik eine gute obere Schranke fiir
Diedergruppen D, iiber Q beweisen. Umgekehrt werden wir zeigen, dass die
Cohen—Lenstra—Heuristik falsch ist, falls unsere gewiinschte obere Schran-
ke fiir Diedergruppen nicht gilt (siehe Abschnitt nach Vermutung 6.6). Fiir
¢ = 3 wird in [10] genau die Form der Cohen-Lenstra-Heuristik bewiesen,
welche wir fiir unsere Abschitzungen brauchen. Dies fiihrte auch zum Be-
weis der Asymptotik fiir Ss—Erweiterungen. In [9] werden diese Ergebnisse
auf beliebige Grundkorper k verallgemeinert.

Eine gute untere Abschéitzung fiir die Z&hlfunktion von Diedergruppen D,
beweisen wir in Satz 6.4.

6.1 Untere Schranken fiir Diedergruppen

In diesem Abschnitt wollen wir untere Schranken fiir Diedergruppen G =
D, < S, der Ordnung 2¢ beweisen, wobei ¢ > 2 eine Primzahl ist. Eine solche
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Diedergruppe ist ein semidirektes Produkt:
1—2Z2,— Dy — Zy — 1.

Der Index von G wird in Elementen der Ordnung 2 angenommen, welche
genau einen Fixpunkt besitzen, d.h. ind(G) =¢—-1—-({—1)/2=({—1)/2.
Wenn wir die Methode aus Abschnitt 4.7 anwenden, d.h. einen Kérper M/k
mit Galoisgruppe Z, fixieren, erhalten wir nur Z(k, Dy; z) > cx'/“=Y fiir x
grofl genug. Im Gegensatz zu diesen Fall ist hier die Faktorgruppe Z, fiir
das asymptotische Wachstum ,yerantwortlich“. Daher muss eine erfolgreiche
Methode verschiedene Korper M /k mit Galoisgruppe Z, beriicksichtigen. Im
Folgenden bezeichnet D,(2¢) < Sy, die Diedergruppe D, in ihrer reguléren
Darstellung.

Lemma 6.1

Es seien ¢ > 2 prim und N/M/k Erweiterungen von Zahlkoérpern mit
Gal(M/k) = Z, sowie Gal(N/M) = Z,. Dann gilt genau eine der folgen-
den Aussagen:

(1) Gal(N/k) = Zy x Z,. In diesem Fall existiert ein Zwischenkérper k C
M C N mit Gal(M/k) = Z,.

(2) Gal(N/k) = Dy(20) < Say.

(3) Gal(N/k) = Zy1 Zy = Z? X Zy. In diesem Fall besitzt die normale Hiille
von N/k einen Zwischenkorper L mit Gal(L/k) = D,.

Beweis

Nach dem Lemma von Krasner und Kaloujnine [20] ist Gal(N/k) < Z,0 Zy <
Sop transitiv. Die einzigen in Frage kommenden Untergruppen sind 7, Zs, D,
und Z; X Zy. Da Z, und D, noch zuséitzlich Quotienten von 7,7, sind, folgen
die weiteren Aussagen. O

Es sei nun eine Erweiterung M /k mit Gal(M/k) = Z, gegeben. Dann finden
wir nach obigem Lemma eine D,~Erweiterung N/M /k, falls Gal(N/M) = Z,
gilt und wir vermeiden das direkte Produkt zu bekommen.

Lemma 6.2
Es seien { > 2, Gal(M/k) = Zy und Gal(N/M) = Z,. Weiterhin existiere ein
p € P(k) mit folgenden Eigenschaften:

(1) N(p) =1mod/,
(2) pOy = P1P, fiir Primideale Pq, Po von Oy,
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(3) B, ist verzweigt und P, ist unverzweigt in N/M.

Dann gilt Gal(N/k) = Z, 1 Z5. Daher existiert ein L/k vom Grad { mit
Gal(L/k) = D, dessen normale Hiille M enthélt, und der in der normalen
Hiille von N/k enthalten ist.

Beweis

Wir miissen nach Lemma 6.1 nur zeigen, dass N/k nicht normal ist. Dies ist
aber der Fall, da iiber p sowohl verzweigte als auch unverzweigte Primideale
liegen. U

Im néchsten Schritt miissen wir zeigen, dass unter geeigneten Voraussetzun-
gen Korpererweiterungen existieren, die diese Voraussetzungen erfiillen.

Satz 6.3

Es seien k ein Zahlkérper, { € P und py,...,ps € P(k) Primideale mit
N(p;) = 1 mod ¢. Weiterhin sei s > r + 1k, + 1, wobei r den Einheiten-
rang von Oy und rk, den {-Rang der Klassengruppe von k bezeichnen. Dann
existiert eine Z,~Erweiterung von k, welche auferhalb von {py,...,ps} un-
verzweigt und in wenigstens einem dieser Primideale verzweigt ist.

Beweis
Wir definieren das Ideal a = p; - - - p5 und betrachten die Strahlklassengruppe
A von a. Nach [22, S. 126-127] gilt:

A/ Cl(k) = (Or/a)” /(U N ka),

wobei Uy die Einheitengruppe von Oy und k, die Elemente von £* kongruent
1 mod a bezeichnet. Da der /~Rang von U,,/U} héchstens 7 + 1 (Torsionsein-
heiten!) ist, ist Z;“"" eine Faktorgruppe von A/ Cl(k). Damit existiert eine
in wenigstens einem dieser Primideale verzweigte Z,~Erweiterung von k mit
den gewiinschten Eigenschaften. O

Nun kénnen wir eine untere Schranke fiir Dieder-Erweiterungen beweisen.

Satz 6.4

Es seien D, und D,(2() die Diedergruppe mit 2¢ Elementen auf { bzw. 2(
Punkten und k ein Zahlkorper. Dann existieren Konstanten c(k, Dy) > 0
sowie c(k, Dy(20)) > 0, so dass fiir x >> 0 folgendes gilt:

Z(k,Dg; ) > c(k, Dg)x®P und Z(k, Dy(20); ) > c(k, Dy(2€)) 24P

Beweis
Es sei r der groftmogliche Einheitenrang einer quadratischen Erweiterung
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M/Ek und s > r +rky(Clg) + 1. Nun sei S = {py,...,ps} C P(k) eine Men-
ge mit der Eigenschaft, dass die Norm aller Primideale kongruent 1 modulo
¢ ist (existiert nach Dirichlet). Wir betrachten nun einen beliebigen qua-
dratischen Zahlkérper M/k, der in allen Primidealen von S total zerlegt
ist. Falls rk,(Clys) > 1ko(Clg) gilt, so hat dies sofort zur Folge, dass eine
nicht triviale Idealklasse existiert, welche nicht invariant unter Gal(M/k) ist.
Nach Satz 6.5 erhalten wir also eine unverzweigte Erweiterung N/M mit
Gal(N/k) = D,(2¢). Ansonsten gilt nach Satz 6.3, dass eine Erweiterung
N/M/k mit Galoisgruppe D,(2() existiert, so dass N/M hochstens in Prim-
idealen verzweigt ist, die iiber denen aus S liegen. In beiden Féllen ergibt
sich N(di,/k) = ./\/'(d}\a/k)e. Wir erinnern noch einmal an die Definition im
Abschnitt 3.4, dass das S im Exponenten heifst, dass der koprime Anteil ge-
nommen wird. Da Involutionen in der natiirlichen Darstellung von D, genau
einen Fixpunkt haben, gilt fiir den Teilkérper L < N mit Gal(L/k) = Dy:

N(di/k) = N(dﬂ/k)(e_l)/Q'

Wir bezeichnen nun mit Y(k, Zy; z) die Anzahl der Z,—Erweiterungen von
k, die in den Primidealen aus S total zerlegt sind. Fiir jeden dieser Korper er-
halten wir nach obiger Uberlegung eine Dieder—Erweiterung mit beschrinkter
Diskriminante. Wir erhalten also:

ZS(lg, Dy; x) > é(k, Dy, S)Ys(kz, Zz;xz/(z—l)) > &(k, G)x2/(e—1).

Letztere Abschitzung gilt nach Satz 3.25. Die Abhingigkeit der Konstante
von S ist nicht notig, da S in Abhéngigkeit von k£ gewihlt wurde. Die Be-
hauptung Z(k, Dy;x) > &(k, G)2x?/“~1) folgt nun mit Lemma 3.15 (1). Fiir
D,(2¢) erhalten wir den Beweis analog. O

6.2 Obere Schranken fiir Diedergruppen der
Ordnung 2/

Wir nehmen dieselbe Notation wie in Beispiel 2.6: Sei also im Folgenden
N/k eine normale Erweiterung mit Galoisgruppe D,(2¢). Dann bezeichnen
wir mit K bzw. M Zwischenkérper vom Grad ¢ bzw. 2 iiber k. Wir erhalten
aus obigem Beispiel die Diskriminantenrelation

(-1
N(dK/k:) = N(dM/k)d./\/(dN/M)l/2 fiir d = ?

Dabei treten in N (dn/a) alle Primteiler quadratisch auf, so dass das Wur-
zelziehen wohldefiniert ist. Fiir den folgenden wohlbekannten Satz habe ich
leider kein gutes Zitat gefunden.
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Satz 6.5

Es seien ¢ > 2 eine Primzahl und M /k eine Erweiterung von Zahlkirpern
mit Gal(M/k) = (¢) = Z,. Wir bezeichnen mit A, := Cly; / Cl%, den Fy[Z,]~
Modul, wobei o in natiirlicher Weise auf den Idealen operiert. Dann gelten:

(1) Mit A] :=={a € Ay | o(a) = a} und A, := {a € Ay | o(a) = a '}
erhalten wir:

Ar=Af & A,

(2) Die unverzweigten Kérper N/M mit Gal(N/k) = D,(2() stehen in Bi-
Jjektion zu den Untermoduln vom Index ¢ in A, .

(3) Im Fall k = Q ist A} trivial, d.h. A, = A; .

Beweis

Das Element o der Ordnung 2 kann nur Eigenwerte +1 haben. Die Auftei-
lung als direkte Summe folgt dann, weil ggT(¢,2) = 1. Mit [18, Section 6|
folgt, dass wir die Diedergruppe als Galoisgruppe von N/M erhalten, wenn
der entsprechende Unterraum zum FEigenwert -1 korrespondiert. Damit ha-
ben wir (1) und (2) gezeigt. Falls es in (3) ein nichttriviales Ideal in A}
geben wiirde, so hitte die zugeordnete unverzweigte Erweiterung N/M die
Eigenschaft, dass Gal(N/Q) = Z, x Z, gilt. Alle nichttrivialen Trégheitsgrup-
penerzeuger haben Ordnung 2, was zur Folge hat, dass es eine unverzweigte
Z,—Erweiterung von Q geben miisste, was zu einem Widerspruch fiihrt. [J

Im Folgenden wollen wir £ = Q annehmen. Sei also M/Q eine quadratische
Erweiterung, wobei wir zusitzlich annehmen wollen, dass ¢ die Klassenzahl
har von M teilt. Nach |32, 34| existieren unendlich viele solche Erweiterungen.
Nach Klassenkorpertheorie existiert also eine unverzweigte Z,~Erweiterung
N/M. Nach Satz 6.5 korrespondieren diese unverzweigten Z,~Erweiterungen
zu den Untergruppen vom Index £ in Cl;. Wir erhalten also (¢ —1)/({—1)
verschiedene solche Erweiterungen, wobei wir mit rk,(Cly,) den /~-Rang der
Klassengruppe bezeichnen.

Die folgende Formulierung ist ein Spezialfall der Cohen-Lenstra—Vermutung,
siehe [8, Seite 57|, welcher fiir ¢ = 3 bewiesen ist [10].

Vermutung 6.6
(Cohen—Lenstra) Sei { eine ungerade Primzahl. Dann ist der Durchschnitt

von (k¢(C) _ 1 jiber alle imaginirquadratischen Korper m gleich 1, d.h.

Zdngz grkZ(ClM) _ 1

— 1 fiir x — oo,
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wobei wir iiber alle imaginidrquadratischen Korper M mit dy; < x summieren.
Analog ist derselbe Durchschnitt iiber alle reellquadratischen Korper gerade
ot

Da Z(Q, Zs; x) linear wéchst, erhalten wir direkt aus dieser Vermutung;:

Z grkZ(CIM) — 1~ C(Q7€7 ZQ)_Qj fiir x — oo.

dew

Die Klassengruppe eines Koérpers M vom ¢-Rang r hat genau (" —1)/(£—1)
zyklische Untergruppen der Ordnung ¢. Damit erhalten wir nach unserer
Voriiberlegung genauso viele Diedererweiterungen N/Q, die unverzweigt iiber
M sind. Wir erhalten also folgende untere Abschétzung:

) 1 (0)

. > ~
Z(Q,Dz,l’)_ (—1 ﬁ—lx )

dar <al/d

wobei die letzte Asymptotik aus obiger Vermutung folgt. Sollte

dy <z

grober als O(x) sein, so wiirde dies direkt zu einem Widerspruch zur Asymp-
totik—Vermutung fiir Diedergruppen D, fiihren, da a(D,) = 1/d gilt.

Wir wollen nun obere Abschétzungen fiir diese Diedergruppen beweisen. Sei-
en hierzu N/k eine normale D,(2¢)-Erweiterung und M bzw. K die Zwi-
schenkorper vom Grad 2 bzw. / iiber k.

Wie bei den nilpotenten Gruppen (siehe Satz 4.20) kénnen wir N/k ein Paar
(a1, a2) zuordnen, wobei die quadratfreien Ideale a; C Oy dadurch definiert
sind, dass a; gerade die Primteiler von dj;/, enthalt und a, die Primidea-
le enthélt, welche in N/k verzweigt, aber in M /k unverzweigt sind. Damit
erhalten wir folgende Aussage:

Lemma 6.7

(1) N(dnr) > N (a1)"N (az)?2.
(2) N(dgsi) > N(a1)?N (ag)"L.

Wir merken an, dass im obigen Lemma genau dann Ungleichheit entsteht,
wenn wilde Verzweigung auftritt. Durch diese Prozedur ordnen wir jeder Die-
dererweiterung ein Paar (a1, a;) von quadratfreien und koprimen Idealen zu.
Wir miissen nun abschétzen, wieviele Kérper demselben Tupel zugeordnet
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werden (vgl. Satz 4.24). Dabei korrespondiert das Ideal a; zu den quadrati-
schen Erweiterungen und das Ideal a; zu den relativ—zyklischen Erweiterun-
gen. Leider ist die Anzahl der relativ—zyklischen Erweiterungen sehr stark
von der Klassengruppe des quadratischen Korpers M abhingig.

Lemma 6.8
Es existiert eine Konstante ¢(K) > 0 mit: Es seien M /k eine quadratische
Erweiterung mit rky(Cly;) = r und a ein Ideal von Oy. Dann existieren

hochstens
gr—i—w(a)—s—c(k) -1

(-1
Z,—Erweiterungen N/M mit Gal(N/k) = D,(2(), welche nur in Primidealen
verzweigt sind, welche iiber Primteilern von a liegen. Zusitzlich ist jedes

solche N im Strahlklassenkérper von abQ), enthalten, wobei b C O, ein
Ideal ist, welches nur von Primidealen iiber ¢ geteilt wird.

Beweis

Es ist klar, dass jedes solche N im behaupteten Strahlklassenkorper enthalten
ist. Wir benutzen die Aussagen aus [18, Sections 5 and 6| und erhalten, dass
a := a@), invariant unter o ist, wobei Gal(M/k) = (o) gilt. Wir betrachten
die Strahlklassengruppe Clz modulo /~ten Potenzen als Zo—Modul A. In [18,
Sections 5 and 6] wird gezeigt, dass D,~Erweiterungen zu eindimensionalen
(invarianten) Unterrdumen von A mit Eigenwert -1 korrespondieren. Es sei
p € P(k) ein Primideal, welches nicht iiber ¢ liegt. Wir unterscheiden zwei
Fille und zeigen jeweils, dass der Beitrag zum Rang hochstens 1 ist. Falls p
zerlegt in M ist, so hat der Restklassenring (O, /(pOyr))* ¢~Rang 0 oder 2,
wobei letzteres eintritt, wenn ¢ | (M (p) — 1) gilt. In jedem Fall vertauscht
o die beiden Primideale in O,;, welche iiber p liegen. Daher besitzt unser
zweidimensionaler Modul einen Eigenraum der Dimension 1 zum Eigenwert 1.
Damit erhoht p die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert -1 um maximal
1. Im Fall, dass p trége ist, ist der (~Rang von (O /(pOx))* hichstens 1.
Analog zum Beweis von Satz 2.26 sammeln wir den Beitrag der Primideale
von O, die iiber ¢ liegen, in der Konstante c(k). d

Wir beweisen nun fiir £ = QQ eine obere Abschitzung.

Satz 6.9
Unter der Annahme von Vermutung 6.6 gelten fiir alle ungeraden ¢ € P:

Z(Q, Dy; ) < ¢(Q, £)z'/4 = ¢(Q, £)2*P) mit d = f—?l

Z(Q, Dy(20);2) < &Q, O)z'/* = &(Q, £)a P,
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Beweis

Wir betrachten reell- und imagindrquadratische Kérper getrennt und para-
metrisieren diese durch quadratfreie a € Z. Mit T' = {2, ¢} sowie rk(a) :=
rk¢(Clg(,/a)) erhalten wir im reellen Fall:

frk(a)+w(d)+¢(Q) _ 1

Z(Q, Dy;x) < ZT(Q, Dys ) < (Lemma 6.8)
adbt—1<g t-1
< C(Q) Z grk(a)gw(b) _ C(Q) Z gw(b) Z grk(a)
adbt—1<zg bi-1<zx g< _at/d

—p(l=1)/d

- ﬁ“’(b)é((@, e)xl/d

ple—1)/d
bi-1<z
. w(®)
= Q02" Y g < @ 0,

pe—1 <z

da die letzte Summe wegen ¢ — 1 > d = ({ — 1)/2 und Vermutung 6.6
konvergiert. Der zweite Teil des Satzes folgt analog, wobei d durch ¢ und
¢ — 1 durch 2(¢ — 1) ersetzt wird. O

Die Vermutung 6.6 ist fiir { = 3 bewiesen [10]. Daher liefert Satz 6.9 fiir
(=3

Bemerkung 6.10
Es gelten:

Z(Q, S5 2) < ¢(Q, S3)z und Z(Q, S5(6); x) < ¢(Q, S5(6))z3.

Diese Methoden funktionieren auch fiir beliebige Grundkorper k. Hier muss
die Voraussetzung der Vermutung 6.6 entsprechend angepasst werden. In
dem Beweis ist jetzt nicht mehr der /~Rang von Cl, ;) interessant. Wir
miissen nach Satz 6.5 nun die Elemente in Cl;, ) zdhlen, deren zugehdorige
Idealklassen nicht invariant unter der Galoisgruppe von k(y/a)/k sind. Fiir
¢ = 3 wird genau dies in [9] betrachtet. Daher erhalten wir:

Lemma 6.11
Fiir alle Zahlkorper k gilt:

Z(k, Ss;x) < c(k, Ss)z und Z(k, S3(6);x) < c(k, S3(6))z'/>.
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Wir merken an, dass Z(k, Ss; x) ~ c¢(K, S3)x bereits in |9] bewiesen wird.

Im Folgenden beweisen wir eine obere Schranke fiir die Asymptotik von Die-
dergruppen, welche unabhéngig von Vermutungen ist. Hierzu schitzen wir
mit Satz 2.28 (") < | Cly/a) | = O(a/*™¢) ab und erhalten:

Satz 6.12
Fiir ungerade Primzahlen ¢ und alle ¢ > 0 gilt:

Z(Q, Dy; ) < c(l, )23 P2 baw. Z(Q, Dy(20); ) < &(L, €)a3alPe20)/ 24,

Beweis
Analog zum Beweis von Satz 6.9 erhalten wir:

2(Q, D7) < Z7(Q D) S (@) Y 4O 3~ gk

-1y L1/d
s S ye-n7d
SC(@, 6) Z gw(b) Z a1/2+e
b-l<g < 21/d
asye=n/d
Wegen
Ll/dp(e—1)/d .
T s T e gy ] £(3/2+0)/d
3 =, 3/2 + ¢ D/ @d+<((-1)/d
21
G‘Sb(l—l)/d
erhalten wir wegen 2d = ¢ — 1 und b~ 1/4 > 1:
, c(Q,€) oy EEEEIE (3/24¢)/d (=)
Z(Q, Dg; ) < 32 +e ZZ 14 DD ) =c(Q, e)z ZZ: e
-1z be—1<lx

Da die letzte Summe konvergiert und a(D,) = 1/d gilt, folgt die Behauptung.
Der zweite Fall geht analog. U






Kapitel 7

Verallgemeinerte
Quaternionengruppen

In diesem Kapitel werden wir fiir sogenannte verallgemeinerte Quaternionen-
gruppen G die prézise Form der Vermutung 2.12 beweisen, d.h. wir zeigen

Z(k,G: X) ~ c(k, G)z™ log ()P,

Bisher waren solche Ergebnisse nur fiir abelsche Gruppen und Gruppen von
kleinem Grad bekannt (S3, D,). Neben den Kranzprodukten (Satz 3.29) lie-
fert dies eine zweite unendliche Serie von Gruppen, fiir die wir die prézise
Form der Vermutung 2.12 beweisen konnen. Am Ende dieses Kapitels bewei-
sen wir obere Schranken fiir dizyklische Gruppen. Auch fiir diese unendliche
Serie wiirden wir die exakte Asymptotik bekommen, wenn wir fiir quadrati-
sche Zahlkérper und 2 # ¢ € P

grkZ(Cl@(\/&)) — OE(CLI/2_E)

abschatzen konnten.

7.1 Die Quaternionengruppe Qs

Fiir die Quaternionengruppe (Js < Ss hatten wir in den Beispielen 4.27 und
4.31 gesehen, dass Konstanten c(k, Qg), d(k, Qg) > 0 existieren mit:

Z(k, Qs; ) < c(k, Qg)z"* sowie Z(k, Qs; x) > d(k, Qs)z'/* fiir z >> 0.

Wir wollen untersuchen, ob wir obige ,,~“~Abschétzung erhalten konnen. Wie
im Kapitel 3 ist es niitzlich die zugehorige Dirichlet—Reihe zu betrachten, d.h.
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wir summieren iiber alle Kérpererweiterungen mit Galoisgruppe (s:
[ee]

1 n
(I)’%Qs(s) = Z N( %

Gal(L/k)= L/k) n=1

Sei L/k eine Erweiterung mit Galoisgruppe Q5. Da Qg genau eine Unter-
gruppe der Ordnung 2 besitzt, gibt es genau einen Teilkorper K vom Grad
4. Es gilt: Gal(K/k) = Zy x Zy =: H. Wir betrachten also das zentrale
Einbettungsproblem zu

1—>Zg—>Q8—>Zg><Zg—>1.

Bei der oberen Abschétzung in Kapitel 4 hatten wir angenommen, dass je-
des solche Einbettungsproblem l6sbar ist, was natiirlich nicht stimmt. Wir
bezeichnen mit

Ky :={K/k | Gal(K/k) = H, einbettbar in eine ()s—Erweiterung}.

Zu jeder Qs—Erweiterung L/k korrespondiert auf diese Weise genau ein Kor-
per K aus der Menge Ky mit K < L. Wenn wir die endliche Menge T' C P(k)
wie in Satz 4.14 wihlen, d.h. T" enthalte alle Primideale iiber der 2 sowie ge-
niigend Primideale, um die Klassengruppe zu erzeugen, so erhalten wir mit

Sk :=TU{p ePk) | p|drsm}:

dL/k: (dK/k:> (di/f/kyl'

Dabei ist M die quadratische Erweiterung, die mittels Satz 4.10 der Kor-
pererweiterung L /k zugeordnet ist. Da T alle Primideale iiber der 2 enthilt,
miissen wir keine wilde Verzweigung berticksichtigen. Wir haben in den Bei-
spielen 4.22 und 4.27 ermittelt, dass v,(d.;,) = 6 fiir alle in K/k zahm
verzweigten Primideale p gilt. Wegen v,(dk/x) = 2 stimmt der Exponent 3.
Analog erhalten wir den Exponenten 4.

Wie im Abschnitt 3.4 bezeichnen wir mit ®f , (s) die modifizierte Zahlfunk-
tion zu Z7(k, Qg; ) und erhalten:

1
ZN ZW

Ke;cH K/’f) [M:k]§2N( M/k

1 D (4s)

KeKyg
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Der Vorfaktor 1/4 kommt aus dem 3. Teil von Satz 4.10. Den 2. Teil die-
ses Satzes brauchen wir wegen ¢ = 2 nicht zu beriicksichtigen. Durch das
Mitbetrachten der trivialen Erweiterung M = k brauchen wir die triviale
Klasse nicht gesondert zu behandeln, da auch diese Klasse 4 Elemente ent-

hilt. Da die Vermutung 2.12 fiir abelsche Gruppen bewiesen ist, erhalten wir
Z(k,Zy x Zy; ) ~ c(k, Zy x Zy)x"?log(z)? und damit konvergiert

1
Z N(dﬁ/k)?)s

KeKkyg
fiir R(s) > 1/6. Weiterhin sagt Satz 3.16, dass (195%(43) fir R(s) > 1/4
konvergiert und bei s = 1/4 einen einfachen Pol hat. Zusétzlich gibt es ei-
ne analytische Fortsetzung dieser Funktion nach links. Wére diese Funktion
nicht von Sk abhiingig, so konnten wir sofort schliefen, dass Z7 (k, Qg; x) ~
c(k, T, Qg)x/* gilt.
Wir verwenden einen dhnlichen Ansatz wie im Abschnitt 3.7. Wir definieren:

gT(S) — 1 gk’,SK(4$)

T4 2 N(dE )

KeKkyg
wobei
resg—1 @f% (s)
s—1
die Funktion aus Satz 3.17 ist, welche fiir ®(s) > 1/2 analytisch ist und dabei
fiir alle e > 0 folgende Abschitzung erfiillt (R(s) = o, n = [k : Q)):

Gh,sic (8) = B, (s) —

Gr s (S <c en 2\SK| dk 1+ s|® (1—0)/2+€d1/2
WK k

< cle, n, dy) 2961 4 gn=o)/2He,

Hieraus folgt, dass die Reihe g7 (s) fiir #(s) > 1/6 konvergiert. Wir erinnern
daran (siehe Satz 3.16), dass 0 der grokte Teiler von 20y ist, so dass (2)/0
koprim zu Sk ist. Mit

o - _rese—1 Ci(S) 1nlSk
RUK) i= 1es 0(1,(5) = i) pgfl +1/N ()25 V()

konvergiert auch die Reihe (vgl. Satz 3.16):

1 R(K)/(4s — 1)
12w (dfe )

KeKkyg
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B 11"685:1 Ck(S) HpeSK(l + 1/_/\[(p))—12|51<\_/\/(0)/(43 - 1)
4 Z N(di >

T 1 20G(2)
absolut und lokal gleichméfig fiir alle Gebiete, diein {s € C | R(s) > 1/6,s #
1/4} enthalten sind. Wir merken an, dass [ [, (1+1/N(p)) "N (2) < N(2)
durch eine von n abhingige Konstante nach oben abgeschitzt werden kann.
Somit erhalten wir aus der Darstellung

¥o o) ="+ 2 T
KeKkgy K/k

KeKkyg

dass ®f . (s) bei s = 1/4 einen einfachen Pol hat und meromorph auf $(s) >
1/6 fortsetzbar ist, wobei s = 1/4 der einzige Pol in diesem Bereich bleibt.
Wir erhalten als direkte Anwendung des Tauber—Satzes 2.19:

Korollar 7.1
Fiir ein c¢(k,Qs,T) > 0 gilt:
Z7(k, Qs; x) ~ c(k, Qs, T)a ™.

Im Folgenden wollen wir die Funktion Z(k, Qs; ) untersuchen. Der einzige
Grund fiir die Einfiihrung von 7" war die einfach zu beweisende Relation:

dg/k = (djlz'/k)g(d%k)4'
Fiir die Vereinfachung sind zwei Dinge verantwortlich:

(1) Die Verzweigung an wild verzweigten Stellen ist schwieriger zu bestim-
men.

(2) Die minimale Losung, die wir mit Satz 4.14 wihlen, kann in einem
bisher unverzweigten Primideal verzweigt sein.

Nehmen wir an, dass ¢ ein Primideal ist, welches in unserer minimalen Losung
neu verzweigt und in einer Z,—Erweiterung M /k verzweigt ist. Unter der
Annahme, dass q nicht iiber 2 liegt, filhrt dies dazu (siehe Satz 4.10), dass
unser neuer Korper nicht in q verzweigt ist.

Als erstes werden wir die Primideale aus 7" entfernen, die nicht iiber 2 liegen.
Seien hierzu

T:={peT|2cp} CTsowieU:=(T\T)U{O}.

Wir wihlen zu jedem Koérper K € Ky eine minimale Losung gemaf Satz
4.14. Es gibt nun hochstens ein in unserer minimalen Lésung verzweigtes
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Primideal q mit q ¢ T sowie q { dr k- Dieses Primideal muss dann in U
liegen, welches wir K zuordnen. Falls kein weiteres Primideal bendtigt wird,
so ordnen wir K das Ideal O zu. Wir bezeichnen mit Ky , die Menge der
Korper aus Ky, denen wir auf diese Weise q zuordnen. Weiterhin sei nun
Sk = {p | dxx} UT. Wir teilen die Summe (7.1) auf und erhalten:

CI)T Z Z 48@5}2 {q}(45> ""N( )43@51} {q}(45>
Ll N (i)™ |

qu KEKHC'

wobei q),f% (a} die Dirichletreihe zu den Z;—Erweiterungen von k£ ist, welche

in g unverzweigt sind und wo wir die Verzweigung in Sy ignorieren. @f% (@
zdahlt dieselben Erweiterungen mit dem einzigen Unterschied, dass sie nun
in q verzweigt sind. Aufgrund der Aufteilung ist es uns moglich die Korrek-
turfaktoren (hier A/(q*%*)) explizit anzugeben. Gleiches konnen wir fiir die

wilde Verzweigung tun.

Da in T nur endliche viele Stellen enthalten sind und fiir jede Stelle nur
endliche viele lokale Erweiterungen existieren, gibt es nur endlich viele M6g-
lichkeiten fiir alle diese Stellen lokale Vorgaben zu machen. Sei also L, die
Menge aller lokalen Vorgaben fiir Z; an den Stellen aus 7'. Damit gilt:

(K/k| Gal(K/k) = Zo} = | ] K,

LEL,

wobei I, die Menge der Z,-Erweiterungen ist, die die lokalen Vorgaben
erfiillen. Durch diese Aufteilung ist nun fiir jede Vorgabe ermittelbar, was
die tatsichliche Verzweigung an den Stellen aus 7' ist. Dies beriicksichtigen
wir durch entsprechende Vorfaktoren ¢(K, T, £) und erhalten:

D (4s)
Dy 04 (5 Z > oK. T.L) ( T (7.2)

KE]CH LeL,

wobei (IJ”ZK die zur lokalen Vorgabe L gehorige Dirichlet—Reihe ist, bei der
wir zusétzlich die Primstellen aus Sk ignorieren.

Satz 7.2
Fiir alle Zahlkorper k konvergiert die Dirichlet—Reihe @y, ¢4 (s) fiir ®(s) > 1/4
absolut und lokal gleichméfig. Sie hat einen einfachen Pol bei s = 1/4 und
ist meromorph auf R(s) > 1/6 (ohne weiteren Pol) fortsetzbar. Weiterhin
gilt:

Z(k,Qs; ) ~ c(k, Qg)x/*.
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Beweis
Wir haben in Gleichung (7.2) bereits eine Darstellung von @, o, als Summe
iiber die einbettbaren Z, x Zy—Koérper berechnet. Mit Satz 3.24 und den
gleichen Argumenten, die wir am Anfang dieses Abschnitts fiir (I);?:F,Qs benutzt
haben, kénnen wir zeigen, dass

Z O (45)

3s

KeKkgy N(dK/ k)

genau die gewiinschten Meromorphie-Eigenschaften besitzt. Da die Menge

L, endlich ist, folgt die meromorphe Fortsetzbarkeit. Die Asymptotik folgt
wie gewOhnlich durch Anwendung unseres Tauber—Satzes 2.19. UJ

Im Fall £ = Q konnen wir 7" = {(2)} wihlen. Fiir eine lokale Vorgabe ist Satz
3.24 in |33| bewiesen. Zusétzlich haben wir fiir & = Q einen unabhéngigen
Beweis, der die lokalen Erweiterungen iiber Q; studiert. Wir haben hier auf
die Angabe dieses Beweises verzichtet, da er anscheinend nicht auf andere
Situationen verallgemeinerbar ist.

7.2 Verallgemeinerte Quaternionengruppen

Die Beweismethode aus dem letzten Abschnitt ldsst sich genauso auf eine
unendliche Klasse von Gruppen, die sogenannten verallgemeinerten Quater-
nionengruppen, anwenden. Wir definieren zunéchst eine noch allgemeinere
Klasse von Gruppen.

Definition 7.3
Es sei A = (a) die zyklische Gruppe der Ordnung 2m fiir ein m > 1. Dann
ist

Dic(A) := (a,z | a®™ = 1,2 = a™, 2" ax = a™ ")

die dizyklische Gruppe der Ordnung 4m. Im Spezialfall m = 2' nennen wir
Dic(A) die (verallgemeinerte) Quaternionengruppe Q4,, der Ordnung 4m.

Klarerweise ist (g die uns bereits bekannte Quaternionengruppe. Die Aus-
sagen des folgenden Lemmas folgen direkt aus der Definition.

Lemma 7.4
Es sei Dic(A) die dizyklische Gruppe der Ordnung 4m. Dann gelten:

(1) A<Dic(A).
(2) = hat Ordnung 4 in Dic(A).
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(3) Das Zentrum 7(Dic(A)) von Dic(A) ist (x?).

(4) Jedes Element von Dic(A) hat eine Darstellung a*z’ mit j = 0 oder 1
sowie 1 < k < 2m.

(5) % ist das einzige Element der Ordnung 2 in Dic(A).

Im Folgenden nehmen wir an, dass G = ()4, mit einer 2-Potenz m ist.
Diese Gruppe besitzt als transitive Gruppe nur die regulére Darstellung. Wir
erhalten, dass H := G/ Z(G) isomorph zur Diedergruppe D,, ist. Weiterhin
wird ind(G) = 4m — 2m = 2m von der einzigen Involution angenommen.
Wir miissen nun wieder das Verzweigungsverhalten einer ()4,,~Erweiterung
studieren. Sei hierzu L/k eine Erweiterung mit Galoisgruppe Q4,, und K der
Fixkorper unter dem zentralen Element der Ordnung 2. Wir erhalten:

dp i = die pNicyr(drx).

Wie im vorigen Abschnitt bezeichnen wir mit Ky die Menge der H-Erwei-
terungen, die in @4, einbettbar sind. Wir fixieren die iibliche endliche Aus-
nahmemenge 7" und wihlen zu jedem K € Ky eine minimale Lésung L.

Sei nun o € H ein Element der Ordnung o und 7 € G eines der Urbilder. Wir
merken an, dass unabhingig von der Wahl des Urbilds dieses immer Ordnung
20 hat. Nun gilt:

ind(o) =2m —2m/o = 2m(1 — 1/0) und
ind(7) = 4m — 4m/(20) = 2m + 2m(1 — 1/o).
Wir erhalten also fiir Sk := {p € P(k) | p|dx/} UT"

dgK/k:dﬁ/k H p*.

peSK\T

Da alle bereits in K verzweigten Elemente mindestens Ordnung 2 (in K)
haben, haben ihre Urbilder in G damit mindestens Index 4m — 4m/4 = 3m.

Lemma 7.5
Die Reihe

1
K;H N(dLK/k)S

konvergiert fiir R(s) > 1/(3m) absolut und lokal gleichmé£ig.
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Beweis
Wir imitieren den Beweis von Satz 4.25, wobei wir die Exponenten a; nach der
Voriiberlegung durch 3m nach unten abschétzen. Sei also (ai,...,a,) € O},

ein Tupel, welches einen Kérper K parametrisiert. Dann gilt:
dLK/k: > N(a1)3m . 'N(ar)3m

Da jedem Korper K genau ein Korper Ly zugeordnet ist, erhalten wir mit
dem analogen Beweis wie in Satz 4.25, dass die Dirichletreihe fiir R(s) >
1/(3m) absolut und lokal gleichméfig konvergiert. O

Sei nun L eine Losung, die nach Satz 4.10 durch die zyklische Z,—Erweiterung
M parametrisiert wird. Dann gilt:

d3x

dg/k = da{/k( M/k>2m

Analog zum vorherigen (Qs—Fall erhalten wir:

PIK (2ms
ol o, (s _1/42 i, (2ms) )
KeKyg ( LK/k’)

Wieder analog zum (Jgs—Fall konnen wir dann das Verhalten der Funktion
@;;F,Q ., und damit die Asymptotik von ZT(k, Qum; x) bestimmen.

Anschlielend entfernen wir wieder 7" durch die Zerlegung von @f’% in die
endlich vielen lokalen Fille und erhalten:

(2ms)
Qs 0un(s) =1/4 (K, T, L)*
PO I b e
Da nach Satz 3.24 S
P (2
Z oK, T, E)SLWS)S
KeKy N(dLK/k)

fiir R(s) > 1/(2m) absolut und lokal gleichméfkig konvergiert, bei s = 1/(2m)
einen einfachen Pol besitzt und ansonsten meromorph nach links fortsetzbar
ist, wobei die fortgesetzte Funktion analog nach oben abgeschitzt werden
kann, haben wir folgenden Satz bewiesen.

Satz 7.6

Es seien m = 2! und Qu,, die verallgemeinerte Quaternionengruppe der
Ordnung 4m. Dann konvergiert fiir alle Zahlkérper k die Dirichlet—Reihe
Dy, 0., (s) fiir R(s) > 1/(2m) absolut und lokal gleichmékig. Sie hat einen
einfachen Pol bei s = 1/4 und ist meromorph auf R(s) > 1/(3m) fortsetzbar.
Weiterhin gilt:

Z(k7 Q4m; .73) ~ C(kf, Q4m)xl/(2m) = C(k’, Q4m)xa(Q4m).
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7.3 Dizyklische Gruppen

Im vorherigen Abschnitt haben wir die verallgemeinerten Quaternionengrup-
pen als Spezialfall der dizyklischen Gruppen kennengelernt. Alle dizyklischen
Gruppen G haben die fiir uns schone Eigenschaft, dass nur ein Element der
Ordnung 2 existiert, welches dann den Minimalindex bestimmt und dafiir
sorgt, dass b(k,G) = 0 ist. Betrachten wir den Fall m = 3, d.h. die Gruppe
G = Dic(Zs), welche Ordnung 12 hat. Dies ist die Gruppe 127} in der Li-
ste der transitiven Gruppen, d.h. die transitive Untergruppe der Sis, die wir
durch Eingabe von TransitiveGroup(12,5); in Gap oder Magma bekommen.
Wir erhalten folgende exakte und zentrale Sequenz.

1—Zy -G — H:=Ds— 1.

Die Diedergruppe Dj ist natiirlich die symmetrische Gruppe S3. Sei also
wieder Ky die Menge der S3(6)-Korper iiber k, die sich in G einbetten lassen.
Weiterhin sei Ly wieder eine minimale Losung. Wir erhalten:

K (6s)
B pioze) () = 1/2 (K, T, L)*
X3 AR T g

Wir kénnen das Verhalten dieser Funktion bestimmen, wenn wir geniigend
iiber die Funktion

1
- bzw. —
K%C: N(drp) K%C:H N, pp)?

wissen. Dabei haben wir folgendes Problem. Aus Bemerkung 6.10 wissen wir,

dass
O(xl/s)
K%C: N (dxeyi)* (desie)?
ist. Da dp, /= di/k./\/'K/k(dLK/K) gilt, kénnen wir obige Summe durch

O(z'/5) abschiitzen, was uns aber nicht geniigt. Wir imitieren lieber den
Beweis von Satz 6.9. Dabei werden S;-Erweiterungen durch Paare (a, b) pa-
rametrisiert. Hierbei beachten wir, dass Elemente der Ordnung 2 in S5 zu
Elementen der Ordnung 4 mit Zykeltyp 4% in G werden. Elemente der Ord-
nung 3 behalten ihre Ordnung (Zykeltyp 3?) oder liften zu Elementen der
Ordnung 6. Wir erhalten fiir £k = Q die Ungleichung d;,. > ab%, wobei nun
a,b > 0 die Erzeuger der Hauptideale sind. Wir erhalten:

grk(a)+w(d)+c¢(@) _ 1

1
2 N,y 2 2

d
KeKy Li/k a%b3<zx
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3rk(a)
< C(Q) Z grk(a) Z 3w (b) < C(Q):El/g 10g(:13)2 Z o

a9<z b<x1/8/a%/8 a9<z

Die letzte Summe ist fiir x — oo konvergent, womit gezeigt ist, dass
Y @y
T s
KeKy N(dLK/k)
fiir R(s) > 1/8 konvergiert. Damit folgt dann analog wie im vorigen Ab-
schnitt:

Satz 7.7

Fir G = 12Ty ist ®g(s) fir R(s) > 1/6 konvergent, hat bei s = 1/6
einen einfachen Pol und besitzt eine meromorphe Fortsetzung nach links.
Wir erhalten:

Z(Q,G;z) ~ ¢(Q,G)z"5 = ¢(Q, G)zH ).

Wir merken an, dass wir wegen [9] und Lemma 6.11 obigen Satz auch fiir be-
liebige Grundkorper k beweisen konnen. Wenn wir wie in Satz 6.12 die Klas-
senzahl von Q(y/a) mit O(a'/?*¢) abschitzen, erhalten wir fiir G = Dic(Zy):

Z 1 Z gw Z grk(a)

dr
KeKy N( LK/k pAl—d<y <_=1/G0)
s ar—a/3¢
E gw(b) E a1/2+5
phe—4 < L1/(30)
= agib(ufa;)/se

ot 1£(3/2+€)/(30) w(b)

w( )7 -

b4l*4§z bil— 4<x
Da ¢ > 2 konvergiert die letzte Summe und wir erhalten den folgenden Satz.
Satz 7.8

Es sei G = Dic(Zy) fiir ein ¢ € P und daher a(G) = 1/(2(). Dann existieren
fiir alle e > 0 Konstanten ¢;(Q, G), c2(Q, G, €) > 0 mit:

a(Q,G)z%Y < Z(Q, G: z) < 2(Q, G, €)z*DFe fiir & >> 0.

Beweis
Die untere Schranke folgt mit Satz 4.28, die obere Schranke folgt aus den
vorherigen Rechnungen. O

Falls wir ¢™(*) durch O(x'/27¢) abschiitzen kénnten, wiirden wir wie im Fall
¢ = 3 die volle Vermutung beweisen kénnen. Auch dieser Satz lisst sich auf
beliebige Grundkoérper k verallgemeinern.
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