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Ubungen zur Algebra

Aufgabe 71.[14+143 Punkte] Beweisen Sie, dass die folgenden Polynome aus Q|[z]
irreduzibel sind.

(1) 2° — 1223 4+ 36z — 12 (2) 2° 4 327 + 2 (3) ¥ +x+4

Aufgabe 72.[24+3+3 Punkte| Bestimmen Sie

(1) alle normierten (d.h. mit Leitterm 1) irreduziblen Polynome iiber Zz vom
Grad 2.

(2) alle normierten irreduziblen Polynome vom Grad < 4 iiber dem Korper Zo,.

(3) die Anzahl der irreduziblen Polynome vom Grad 5 iiber Zo.

Aufgabe 73.[5 Punkte] Sei K ein Koérper mit ¢ Elementen. Bestimmen Sie die
Anzahl der normierten irreduziblen Polynomen iiber K vom Grad 2 und 3.

Aufgabe 74.[je 4 Punkte] Sei I = (dy, d», d3) C Z>, wobei

5) 11 17
(1) a=|5|,de=1| 8 unddz = | 5 |, bzw.
2 5 8
4 8 4
(2) 61 = 5 s 6_1:2 = 9 und 63 = 6
1 1 2

Zerlegen Sie die abelsche Gruppe Z3/T" in eine direkte Summe von zyklischen
Gruppen.

Aufgabe 75.[4 Punkte] Sei I' = (@, . ..,d,) C Z", wobei
1,
a, = : fir 1 <y <mnist.

Gy

Beweisen Sie, dass die Gruppe Z"/T" genau dann endlich ist, wenn det (aw) # 0
ist. Zeigen Sie dariiber hinaus, dass in diesem Fall gilt:

‘Z”/F} = |det(am)|.
Bitte wenden!



Aufgabe 76.[2+4+2+4 Punkte] Seien A und B abelsche Gruppen und Hom(A, B)
die Menge aller Homomorphismen von A nach B. Fiir a, f € Hom(A, B) definieren
wir a + 8 € Hom(A, B) nach der Regel:

(a+B)(a) = ala) + B(a), a € A.
(1) Zeigen Sie, dass Hom(A, B) eine abelsche Gruppe ist.

(2) Konstruieren Sie Isomorphismen Hom(A; x A2, B) = Hom(A;, B)xHom(A,, B)
und Hom(A, By x By) = Hom(A, B;) x Hom(A, Bs).

(3) Zeigen Sie, dass die abelschen Gruppen A und Hom(Z, A) isomorph sind.
(4) Bestimmen Sie die Gruppen

e Hom(Z,,Z,,) e Hom(Zy X Zo,Zsg)

e Hom(Z,,7) o Hom(Zy X Zs, Zsy X Zs)

Aufgabe 77 (Bonus).[6 Punkte] Zerlegen Sie das Polynom z™ — 1 € Q[z] in ein
Produkt irreduzibler Polynome fiir 5 < n < 12. Begriinden Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 78 (Bonus).[5+7 Punkte| Zeigen Sie die Irreduzibilitidt der folgenden
Polynome f iiber Z:

(1) f=aP+ pr — 1 fur jede Primzahl p.
(2) f=a—4222 + 1.
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