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1. EINLEITUNG

1.1. Gegenstand der Vorlesung.

1.1.1. Gegenstand dieser Vorlesung ist die Theorie von Ringen von Differentialoperatoren
und von Moduln iiber solchen Ringen. Ringe von Differentialoperatoren oder Garben solcher
Ringe werden oft mit dem Buchstaben D bezeichnet; daher der Name D-Modul. Wir behan-
deln algebraische D-Moduln; es gibt eine eng verwandte Theorie analytischer D-Moduln, in
der man statt polynomialer Koeffizienten holomorphe Koeffizienten verwendet.

1.2. Motivation.

1.2.1. Die Motivation kommt mindestens aus zwei Gebieten:
(a) der ,nichtkommutativen“ Algebra, also dem Studium nichtkommutativer Ringe und
der Moduln iiber solchen Ringen,
(b) der algebraischen Analysis, also dem Studium partieller Differentialgleichungen mit
algebraischen Mitteln.

Unabhéngig von diesen Motivationen ist die Theorie algebraischer D-Moduln eine interessan-
te eigenstindige Disziplin.

1.2.1. Motivation aus der nichtkommutativen Algebra.
1.2.2. Sei F der Vektorraum aller glatten Funktionen C — C. Fiir alle f = f(z) € F gilt
Oz f)=0(x)- flx)+z-0(f) = f(z) + - 0(f)

wobei wir die Kurzschreibweise 0 := a% verwenden. Betrachten wir die beiden C-linearen

Abbildungen Ableiten nach x

o: F— F
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und Multiplikation mit x
T F—F,
f@) =z f(z),
so gilt also
[0,Z] ;=00 —200=idr =1
als Endomorphismen von F. Mit anderen Worten kommutieren die beiden Endomorphismen

0 und Z nicht: Thr Kommutator ist Eins (= das Einselement von End(F)).
Die Weyl-Algebra ist die von diesen beiden Elementen erzeugte Unteralgebra

D(1> = <j:7 a>(C—Algeb1ra

von End(F). Sie ist ein interessantes Beispiel einer nicht-kommutativen Algebra.' Thre Ele-
mente sind die Differentialoperatoren auf C mit polynomialen Koeffizienten. Analog werden
wir die n-te Weyl-Algebra D(n) kennenlernen.

Diese Algebren sind natiirliche Beispiele nichtkommutativer Ringe, wie man sie in der
nichtkommutativen Algebra studiert.

1.2.2. Motivation aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

1.2.3. Betrachte eine lineare Differentialgleichung, beispielsweise
(1.2.1) x0*(f) — O(f) — 42> f = 0.
Dann definiert
P :=30* — 0 — 433
ein Element der Weyl-Algebra D(1), und die obige Differentialgleichung 148t sich kurz als
P(f) = 0 schreiben. Dem Element P ordnen wir den Quotient

M := D(1)/D(1)P

von D(1) nach dem von P erzeugten Linksideal zu. Dies ist ein D(1)-Modul. Leicht zeigt
man, dass Auswerten bei Eins eine Bijektion (oder genauer einen Isomorphismus von Vek-
torrdumen)

Homp)(M, F) —{feF|P(f)=0},
p = o(1).

zwischen der Menge der D(1)-Modulmorphismen von M nach F und der Menge der Losungen
der Differentialgleichunge P(f) = 0 in F liefert (siehe Proposition 2.7.16). In dieser Bijektion
kann P ein beliebiges Element von D(1) sein, und man kann F durch einen beliebigen
D(1)-Modul ersetzen, etwa durch die Menge aller holomorphen Funktionen auf einer offenen
Teilmenge von C.?

1 Operatoren, deren Kommutator (ein Vielfaches von) Eins ist, spielen in der Quantenmechanik eine
wichtige Rolle (Matrizenmechanik, Unschirferelation), was auch historisch zum Studium der Weyl-Algebra
gefithrt hat, siehe etwa [ ]

2Hierbei operieren @ und Z in der offensichtlichen Weise. Der kritische Leser wird bemerken, dass man
etwas arbeiten muss, um zu zeigen, dass dies wirklich eine D(1)-Modulstruktur definiert. Sobald man die
Beschreibung der Weyl-Algebra durch Erzeuger und Relationen kennt (siehe Satz 2.4.1), ist dies leicht zu
zeigen.
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Man kann also den D(1)-Modul M als algebraische Variante der Differentialgleichung
(1.2.1) auffassen und so diese Differentialgleichung mit algebraischen Methoden studieren.
Man legt sich dabei nicht auf einen konkreten Raum fest, in dem man nach Losungen sucht.
Beispielsweise hat die Differentialgleichung (1.2.1) keine polynomiale Losung, aber die holo-
morphe Losung ¢*”. Ein einfacheres Beispiel ist die Funktion e”, die die Differentialgleichung
d(f) — f = 0 erfiillt. Obwohl transzendente Funktionen wie e* oder e*” keine regulire Funk-
tionen im Sinne der algebraischen Geometrie sind (sie sind durch unendliche Potenzreihen
gegeben, und nicht durch Polynome), kann man manche von ihnen algebraisch mit Hilfe der
von ihnen erfiillten Differentialgleichungen und der zugeordneten D(1)-Moduln studieren.

Allgemeiner liefert jedes System von linearen partiellen Differentialgleichungen (mit poly-
nomialen Koeffizienten) auf C™ einen Modul iiber der Weyl-Algebra D(n). Noch allgemeiner
betrachtet man D-Moduln auf glatten komplexen algebraischen Varietéten; lokal kann man
diese durch Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen beschreiben. In diesem
Sinne kann man D-Moduln als partielle Differentialgleichungen in der algebraischen Geome-
trie auffassen und dann mit deren Methoden studieren.

1.3. Geschichtliches und Anwendungen.

1.3.1. Die Theorie von (analytischen und algebraischen) D-Moduln wurde in weiten Teilen
von Mikio Sato, Masaki Kashiwara und Joseph Bernstein entwickelt.

1.3.2. Wichtige Anwendungen der Theorie von D-Moduln:

e Meromorphe Fortsetzung gewisser (analytischer, distributionswertiger) Funktionen
auf der rechten Halbebene {z € C | Rez > 0} auf ganz C. Dieses Problem wurde von
Gelfand auf dem ICM 1954 gestellt. Eine elegante Losung von Bernstein verwendet
das Bernstein(-Sato)-Polyom (siehe Abschnitt 4.7); aus diesem Polynom erhélt man
eine Funktionalgleichung, die die Fortsetzung erlaubt (siehe | D).

e Riemann-Hilbert-Korrespondenz (Deligne, Kashiwara, Mebkhout). Sie geht auf das
Hilbert-Riemann-Problem (= Hilberts 21. Problem) zuriick, das grob gesagt fragt,
ob es auf der Sphire S? zu vorgeschriebenen Monodromien an endlich vielen Punkten
regulédre Differentialgleichungen gibt, deren Losungen diese Monodromien haben. Die
Riemann-Hilbert Korrespondenz ist eine Aquivalenz von Kategorien zwischen der
Kategorie regulédrer holonomer D-Moduln und der Kategorie perverser Garben (siehe
[HTTOS)).

e Beweis der Kazhdan-Lusztig Vermutung (durch Beilinson und Bernstein, und un-
abhéingig durch Brylinski und Kashiwara). Die Multiplizitdten, mit denen gewisse
einfache Darstellungen einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebra in den sogenann-
ten Verma-Moduln vorkommen, sind durch die Werte der Kazhdan-Lusztig-Polynome
bei Eins gegeben. Der Beweis beruht auf einer geometrischen Beschreibung dieser
Darstellungen durch regulidre holonome D-Moduln auf der Fahnenvarietdt und der
Riemann-Hilbert-Korrespondenz (siche | ]). Dies ist die Keimzelle der geome-
trischen Darstellungstheorie.

e Die Theorie gemischer Hodge-Moduln von Saito basiert unter anderem auf der Theo-
rie von D-Moduln. Diese Theorie von Saito stellt eine weite Verallgemeinerung der
klassischen Hodge-Theorie dar.

1.4. Zur verwendeten Literatur. Die Vorlesung basiert hauptsichlich auf dem Vorle-

sungsskript ,, Lectures on Algebraic Theory of D-Modules“ von Dragan Mili¢i¢; auch das Buch
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[ ] von S. C. Coutinho war hilfreich. Die klassische Quelle ist Bernsteins unpubliziertes
Skript ,, Algebraic Theory of D-modules“. Andere Quellen sind | ], 1 ], 1 ],

[ , Ch. 8], das Vorlesungsskript ,, The algebraic theory of D-modules“ von Dmitry Gou-
revitch. Niitzlich fiir mein Versténdnis der Anwendung des Bernstein-Sato-Polynoms zur
meromorphen Fortsetzung waren | , Kapitel 8] und das Vorlesungsskript ,, Introducti-

on to algebraic D-modules® von Ayoub. Alle angegebenen Skripten findet man leicht im
Internet.

1.5. Danksagung. Fiir Anregungen, Hinweise und Korrekturen danke ich Jan Biithe und
Oliver Schniirer.

1.6. Konventionen und grundlegende Definitionen.

1.6.1. Das Symbol k bezeichnet stets einen Kérper der Charakteristik Null, falls nicht explizit anders angegeben. Oft nehmen
wir zusdtzlich an und sagen dies dann auch, dass k algebraisch abgeschlossen ist; als Faustregel ist dies immer dann der Fall,
wenn wir geometrisch argumentieren. Der Leser mag annehmen, dass k der Kérper der komplexen Zahlen ist.

1.6.2. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist N = {0,1,2,...}. Die Symbole Z, Q, R, C bezeichnen die ganzen, rationalen,
reellen und komplexen Zahlen. Wir schreiben bisweilen 0 statt {0}.

1.6.3. Die Notation S C T bedeutet, dass S eine Teilmenge von T ist. Die Notation S C T bedeutet, dass S eine echte
Teilmenge von T ist. Sind S und T Teilmengen einer gegebenen Menge, so schreiben wir S — T fiir die Menge aller Elemente
von S, die nicht in T liegen.

1.6.4. Ringe haben ein Einselement und sind assoziativ, aber nicht notwendig kommutativ. Morphismen von Ringen (=
Ringmorphismen = Ringhomomorphismen = Homomorphismen von Ringen) bilden das Einselement auf das Einselement ab.

Definition 1.6.5. Sei r ein Element eines Ringes R. Ein Element s € R heif$t linksinvers zu r bzw. rechtsinvers zu r wenn
sr =1 bzw. rs = 1 gilt. Wir nennen r invertierbar oder eine Einheit, falls r ein Linksinverses und ein Rechtsinverses besitzt.
Ist r eine Einheit, so hat r genau ein Linksinverses und genau ein Rechtsinverses, diese beiden Elemente stimmen {iberein und
werden als das Inverse von 7 bezeichnet und als r—! notiert.

Es bezeichnet R* die Menge der Einheiten von R.

Definition 1.6.6. Das Zentrum eines Ringes R ist Z(R) = {r € R | rs = sr fiir alle s € R}. Dieser Begriff ist nur fiir
nichtkommutative Ringe interessant.

Definition 1.6.7. Gegeben zwei Elemente r, s eines Ringes R ist [r, s] := rs — sr ihr Kommutator. Auch dieser Begriff ist
nur fiir nichtkommutative Ringe interessant.

Definition 1.6.8. Ist R ein Ring, so ist ein Linksideal von R eine Untergruppe I von R mit I C I fiir alle r € R. Analog
ist ein Rechtsideal eine abelsche Untergruppe I mit Ir C [ fiir alle r € R. Wenn wir von einem Ideal sprechen, meinen wir
stets ein beidseitiges Ideal, also eine abelsche Untergruppe, die sowohl ein Links- als auch ein Rechtsideal ist.

Definition 1.6.9. Ein Ring heifit Integritétsbereich, falls er nicht der Nullring ist und falls das Produkt zweier Elemente,
die von Null verschieden sind, wieder von Null verschieden ist: Fiir alle r,s € R — 0 gilt rs # 0.

1.6.10. Sei R ein Ring. Da wir nicht annehmen, dass R kommutativ ist, miissen wir zwischen R-Linksmoduln und R-
Rechtsmoduln unterscheiden. Da wir meist mit Linksmoduln arbeiten, meinen wir im folgenden mit einem Modul stets
einen Linksmodul. Trotzdem sprechen wir bisweilen von Linksmoduln.

Definition 1.6.11. Ist R ein Ring, so bezeichnet Mod(R) die Kategorie aller R-Moduln, und mod(R) bezeichnet die (volle
Unter-)Kategorie aller endlich erzeugten R-Moduln. Ist R linksnoethersch, so ist mod(R) abgeschlossen unter Quotienten und
Untermoduln und stimmt mit der Kategorie aller noetherschen R-Moduln iiberein.

1.6.12. Sei R ein kommutativer Ring. Eine R-Algebra (= Algebra iiber R) ist ein Ring A zusammen mit einem Morphismus
o: R — A von Ringen mit o(R) C Z(A), welcher Strukturmorphismus heifit. Das ist dasselbe wie ein R-Modul A zusammen
mit einer R-bilinearen assoziativen Verkniipfung A x A — A, (a,b) — ab, fiir die es eine Eins gibt (also ein Element e € A mit
ea = a = ae fiir alle a € A.

Gegeben R-Algebren A und B ist ein Morphismus von R-Algebren (= A-Algebrenmorphismus = R-Algebrenhomomorphismen
= Homomorphismen von R-Algebren = Abbildung von R-Algebren) ein Morphismus ¢: A — B von Ringen, so dass das Dia-
gramm

kommutativ ist, wobei o 4 und op die jeweiligen Strukturmorphismen sind. Alternativ ist es ein R-Modulmorphismus ¢: A — B,
der p(ab) = ¢(a)p(b) und p(1) = 1 erfiillt.
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Definition 1.6.13. Sei R ein Ring. Sein opponierter Ring R°P ist wie folgt definiert: Die zugrundeliegende abelsche Gruppe
ist R, jedoch ist die Multiplikation durch -°P: R°P x R°P — ROP  (r,s) — r-°Ps := sr, definiert. Gegeben ein Element r € R ist es
manchmal geschickt, die Notation r°P fiir dassselbe Element, aufgefasst als Element von R°P, zu verwenden. Ist R kommutativ,
so ist die Identitit R —s R°P ein Isomorphismus von Ringen.

Ist R ein kommutativer Ring und A eine R-Algebra, so ist ihre opponierte R-Algebra A°P analog definiert.

1.6.14. Sprechen wir von einer Algebra, so ist stets eine k-Algebra gemeint. Sprechen wir von einem Vektorraum, so ist stets
ein k-Vektorraum gemeint. Analog sind Begriffe wie lineare Abbildung, lineare Unabhéngigkeit, Linearkombination, Basis ohne
weitere Spezifikation stets beziiglich k zu verstehen.

1.6.15. Ist A eine R-Algebra mit Strukturmorphismus o, so wird A durch die Skalarmultiplikation r.a := o(r)a zu einem
R-Modul. Insbesondere ist jede Algebra in kanonischer Weise ein Vektorraum.

1.6.16. Jede Algebra kann als Lie-Algebra aufgefasst werden, indem man als Lie-Klammer den Kommutator nimmt (und die
Multiplikation der Algebra vergifit): Ist A eine Algebra, so ist der Vektorraum A zusammen mit dem Kommutator [,]: AXA — A
eine Lie-Algebra.

1.6.17. e Sind S und T zwei Mengen, so bezeichnet Set(S,T') die Menge aller Abbildungen von S nach T'.

e Sei R ein Ring. Sind V und W zwei R-Moduln (= R-Linksmoduln), so bezeichnet Hompg(V, W) die Menge aller
R-linearen Abbildungen von V nach W. Im Fall R = k schreiben wir abkiirzend Hom(V, W) := Hom,(V, W). Es sind
Endg (V) und End(V) analog definiert.

e Hom_ p(V, W) fiir Rechtsmoduln?

e Sei R ein kommutativer Ring. Sind A und B zwei R-Algebren, so bezeichnet Algp(A, B) die Menge aller Algebren-
morphismen von A nach B. Im Fall R = k schreiben wir abkiirzend Alg(A, B) := Algr (A, B).

1.6.18. Die Notation P (M) bezeichnet die Potenzmenge einer Menge M.

1.6.19. Die Symbole <+, —, = bezeichnen injektive, surjektive, bijektive Abbildungen von Mengen oder Ringen oder Moduln
oder @hnlichen Strukturen.

1.6.20. Bei Definitionen werden die Konjunktionen ,wenn“ und ,falls“ traditionell stets im Sinne von ,genau dann, wenn*
verwendet. Wir schlielen uns dieser Tradition an.

1.6.21. Das Kronecker-Delta §;; ist ein von zwei Variablen i, j abhéngiges Symbol, das fiir 4 = j Eins ist und sonst Null.

2. DiIE WEYL-ALGEBRA

2.1. Definition und erste Eigenschaften der Weyl-Algebra.

2.1.1. Sei
k[X] :=k[Xq,...,X,]

die Menge aller Polynome in den Variablen Xi, ..., X,, mit Koeffizienten im Grundkorper
k der Charakteristik Null, fiir ein fest gewéhltes n € N. Diese Menge ist in wohlbekannter
Weise einer kommutative Algebra (iiber k). Als Vektorraum hat sie die Monome X* :=
X X2 Xon fir o = (aq, ..., a,) € N, als Basis. Fiir n > 0 hat sie also abzihlbare Di-
mension. Jedes Polynom f € k[.X] kann als f = " faX® geschrieben werden, wobei die
Koeffizienten f, € k eindeutig bestimmt sind und nur endlich viele dieser Koeffizienten un-
gleich Null sind. Schreiben wir ein Polynom in dieser Form, so ist stets implizit vorausgesetzt,
dass nur endlich viele f, ungleich Null sind.

Definition 2.1.2 (partielle Ableitung). Fiir jedes ¢ € {1,...,n} ist die (formale, partielle)
Ableitung nach X; definiert als die eindeutige k-lineare Abbildung

0
0; = aXi: k[X] — k[X]

mit

0;(X%) = a; X% fiir alle « € N7,
wobei ¢; :== (0,...,0,1,0,...,0) € N" das n-Tupel natiirlicher Zahlen ist, dessen einziger von
Null verschiedener Eintrag eine Eins an der i-ten Position ist, und die folgende Konvention

verwendet wird: Gilt «; = 0, so interpretieren wir den (formal nicht definierten) Ausdruck
a; X% = 0X* % als Null.



2.1.3. Die in der Analysis definiert partielle Ableitung ist eine R-lineare Abbildung

0;: C*(R"; R) — C*(R™; R),
wobei C*(R™; R) den Vektorraum aller glatten (= unendlich oft differenzierbaren) Funktio-
nen R” — R"™ bezeichnet. Jedem Polynome f € R[X] kann man die polynomiale Funktion
R" - R, z = (z1,...,2,) — f(x) = f(x1,...,2,), zuordnen. Auf diese Weise erhilt man
eine lineare Abbildung R[X] — C*(R™;R). Diese ist injektiv, da R ein unendlicher Korper

ist (sieche Aufgabe 2.2.9), und vertragt sich mit der ,algebraischen“ und der ,analytischen
partiellen Abbildung in dem Sinne, dass das Diagramm

R[Xq, ..., X, ] C*(R™;R)
Lai lai
R[Xy, ..., X, ] C*(R™R)
kommutativ ist. Analoges gilt fiir C anstelle von R.
Lemma 2.1.4. Es gilt
(2.1.1) 95(fg) = 0:(f)g + f0i(9)
in k[X] fir alle f,g € k[ X] und i € {1,...,n}.

Beweis. Der Ausdruck auf beiden Seiten der behaupteten Gleichung ist linear in f fiir fixier-
tes g. Ebenso ist er linear in g fiir fixiertes f. Deswegen geniigt es, die Formel fiir f = X¢
und ¢ = X” nachzurechnen, wobei a, 5 € N”. Wir berechnen

@(XaXﬁ) - ai(XOH-/B) — (a’i + Bi)Xa-i-,B—ei — OZiXa+B_ei + 5iXa+/3_ei
= aiXa—eiXﬂ + XaﬁiXﬁ—ei — az‘(Xa)XB + X‘”‘c‘?i(XB)_

O
2.1.5. Ist f € k|X] ein Polynom, so notieren wir die lineare Abbildung Multiplikation mit f
als
fk[X] = k[X],
gty

Da k[X] kommutativ ist, ist es egal, ob wir von rechts oder von links multiplizieren.

2.1.6. Sei End(k[X]) = Endy(k[X]) die Menge aller Endomorphismen des Vektorraums k[X].
Dies ist eine Algebra (dieselbe Aussage gilt fiir die Menge der Endomorphismen eines be-
liebigen Vektorraums): Das Einselement ist die Identitétsabbildung, also 1 = idyxj, das
Nullelement ist die Nullabbildung. Diese Algebra ist nicht kommutativ, falls n > 1 gilt.
Der Strukturmorphismus k — End(k[X]), a +— aidyx), ist injektiv. Wir kénnen somit k
als Unterring (oder Unteralgebra) von End(k[X]) auffassen.
Die oben eingefithrten Abbildungen 8;, f, X; sind Elemente von End(k[X]).

2.1.7. Gegeben eine Algebra A und eine Teilmenge T' C A ist die von T erzeugte Unter-
algebra von A per definitionem die kleinste Unteralgebra von A, die alle Elemente von T
enthélt; sie wird als (1) ajgebra nOtiert. Eine solche kleinste Unteralgebra existiert in der Tat,

wie man sofort aus den folgenden beiden alternativen Beschreibungen von (T) ajgebra folgert:
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(a) Als Schnitt aller Unteralgebren, die 7" enthalten:
<T>Algebra = ﬂ B.
B Unteralgebra von A mit T C B

(b) Als Menge aller (endlichen) Linearkombination von (endlichen) Produkten von Ele-
menten von 1™

<T>A1gebra = {tth . tn ’ n e N,tl, Ce ,tn c T}

Das Einselement ist das leere Produkt, genauer das Produkt iiber die leere Folge von
Elementen von 7.

Definition 2.1.8. Die Weyl-Algebra (zum Parameter n € N) oder n-te Weyl-Algebra
D(n) ist? die von den Elementen X1, ... X, dy,...,d, erzeugte Unteralgebra von End(k[X]),

in Formeln A
D(n) =(X;,0;|i=1,... ,n}Algebra C End(k[X]).

2.1.9. Es gilt 1 = idyx] € D(n), da wir von einer Algebra verlangen, dass sie eine Eins
besitzt. Insbesondere gilt k C D(n).

2.1.10. Es besteht D(n) genau aus allen Linearkombinationen von endlichen Produkten der
Elemente X1,... X, 01,...,0,.

2.1.11. Beispielsweise sind
7@%)2382)(2 = 70131X3X3X332X2 =70,00; 0 Xg o Xg o Xg 00y 0 Xy
30, X2 —3X,0% +1,
f, fiir f € k[X1, Xo, Xa),
Elemente von As.

2.1.12. Wir werden in Kiirze zwei weitere dquivalente Beschreibungen der Weyl-Algebra
D(n) kennenlernen: Zum einen werden wir sie durch Erzeuger und Relationen beschreiben
(sieche Satz 2.4.1), zum anderen als Algebra von Differentialoperatoren des Polynomrings
k[X] (siehe Satz 3.2.6).

Lemma 2.1.13. Fir alle f € k|.X] undi,j € {1,...,n} gelten die Gleichheiten

aiof_foai:a/i(\f)7

@- o 0]- = aj o) @Z
in End(k[X]). Mit Hilfe des Kommutators (siehe Definition 1.6.7) schreiben sie sich wie
folgt:
(2.1.2) [0:, f] = 0i(f),
[0;,0;] = 0.

Beweis. Die erste Gleichheit folgt sofort aus Lemma 2.1.4. Die zweite Gleichung gilt, da

beide Seiten der behaupteten Gleichung auf jedem der Monome X, fiir « € N”, denselben
Wert annehmen, wie man leicht nachrechnet. 0

3 Will man den Grundkérper betonen, so mag man Dy(n) schreiben. Oft wird auch die Notation A,
verwendet, etwa in | ], oder A, (k).
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Ende der 1. Vorlesung am 8.10.2018.
Hausaufgaben:

(1) | , Aufgabe 1.4.2] (kanonische Form ist Darstellung beziiglich der kanonischen
Basis)

(2) Aufgabe 2.1.15

(3) [ , Aufgabe 1.4.7] (SLa(K) — Aut(D(1)))+Aufgabe 2.4.5

(4) Aufgabe 2.3.16

2.1.14. In D(n) gelten die Formeln

(2.1.3) (X, X,] =0,
(2.1.4) [0,,0;] =0,
(2.1.5) 05, X,] = 05
fiir alle 4,7 € {1,...,n}. Die erste Formel ist offensichtlich (oder eine Konsequenz aus Auf-

gabe 2.2.8); die beiden anderen Formeln folgen sofort aus Lemma 2.1.13, wenn man dort
[ = X einsetzt und 0;(X;) = d;; verwendet. AuBerdem verwenden wir 1 = 1 = idyxj und
0=0.

Aufgabe 2.1.15. Sei M ein D(n)-Modul, fiir n > 1. Ist M endlichdimensional, so gilt

bereits M = 0.
Hinweis: Die Spur eines jeden Kommutators ist Null.

Aufgabe 2.1.16. Sei k = C. Finde eine nichttriviale Differentialgleichung, die von der
Funktion z2e” erfiillt wird, also ein P € D(1) — 0 mit P(z%") = 0.

2.2. Kanonische Basis der Weyl-Algebra.

Konvention 2.2.1. Gegeben 3 € N™ setze §° := 07'95% - - - 9%». Die Reihenfolge der Fakto-
ren ist hierbei egal; insbesondere gilt 9°97 = 9°* fiir alle 5,y € N,

Definition 2.2.2. Elemente von N" werden als Multi-Indizes bezeichnet. Gegeben ein
Multi-Index o € N™ ist
la| =a; + -+,
seine Lange. Auflerdem vereinbaren wir die Notation
al i =a!. . a,l.

Beachte a! € Ny da 0! = 1.

2.2.3. Da k Charakteristik Null hat, ist Q eine Teilmenge von k. Insbesondere kénnen wir
a! als Element von k — 0 auffassen.

Konvention 2.2.4. Ab jetzt schreiben wir oft X; statt )A(l und hoffen, dass aus dem Zusam-
menhang klar ist, ob X; als Element von k|.X]| oder von D(n) (bzw. End(k[X])) aufzufassen
ist. Gegeben f € k[X] schreiben wir allgemeiner oft f statt f und fassen das Polynom f so
als Element von D(n) auf. Der Ausdruck X“ kann also ein Element von k[X] oder von D(n)
bezeichnen.

Manchmal kann man durch Klammern sinnvoll andeuten, wo ein Element lebt. Der Aus-
druck 9°(X7) ist als Element von k[X] aufzufassen, wihrend 9° X" als Element von D(n)

aufzufassen ist. Im Zweifelsfall sollte man explizit angeben, wo man arbeitet.
9



Lemma 2.2.5 (Vorbereitung fiir Satz 2.2.7). Seien 3,y € N* mit |y| < |B|. Dann gilt
' pu—
aB(X'y) — {7 fCLZZS ﬂ Vs

0 sonst,
in k[X].

Beweis. Wir fithren Induktion tiber die Lange |§| von f. Fiir |3] = 0 (und auch |B] = 1) ist
die Aussage offensichtlich korrekt. Gelte |5| > 0. Sei i € {1,...,n} mit §; > 0. Dann gilt

O(X7) = 9 (B(XT)) = 07 (X0

Ist 7; = 0, so ist dies Null, und wir sind im Fall 5 # . Ist 7; > 0, so gilt per Induktion (da
[y —eil = —1< (B8l =1 =B — &) fort:

85761' <f}/iX“/*ei) — {Pyl<7 - 61) - P)/‘ falls 5 — 6 =7 6,

0 sonst.
Dies zeigt die Behauptung. 0

2.2.6. Wir erinnern daran, dass die Algebra D(n) automatisch ein Vektorraum ist (siehe
1.6.15).

Satz 2.2.7. Die Elemente X“0°, fiir a, 3 € N", bilden eine Basis der Weyl-Algebra D(n)
(als Vektorraum,), d. h.
= P kxo”.

a,BEN
Sie heifit kanonische Basis.
Insbesondere ist D(n) als k[X]-(Links-)Modul frei mit Basis 0°, fiir 3 € N*, d.h. D(n) =

€D e K[ X]0”
Beweis. Die X0 bilden ein Erzeugendensystem: Jedes Element von D(n) ist eine Linear-
kombination von Produkten der Elemente X7, .. .Xn, 01, ...,0,. Esist zu zeigen, dass jedes
solche Produkt eine Linearkombination der angegebenen Elemente ist. Dies folgert man so-
fort aus der Relation (2.1.5): Man kann jeden Unterausdruck 0;X; durch X;0; + 0;; ersetzen
und so sukzessive alle partiellen Ableitungen nach rechts wandern lassen, wobei man im Fall
1 = j einen neuen Summanden kreiert.

Die X®0° sind linear unabhingig: Sei T = Za genn CapX 0p eine endliche Linearkombi-
nation mit Koeffizienten c,p € k, die nicht alle Null sind. Zu zeigen ist T # 0.

In der endlichen nichtleeren Menge

E :={p € N" | es gibt ein a € N" mit ¢,3 # 0}

sei v ein Element mit minimaler Lénge |y|. Fiir alle o, f € N” mit c,g # 0 gilt also |y| < ||
und damit dg(X") = dz,7! nach Lemma 2.2.5. Es folgt

T(X7) = ) capX0p(X7) =D 7lea, X*  in k[X].
a,BEN™ aeN™
Dieses Element ist nicht Null, da 7! # 0 in k gilt, da es ein & € N” mit ¢, # 0 gibt und da
die Monome X, fiir « € N, eine Basis des k[X] bilden. Es gilt also T'(X”) # 0 und somit
T #0.
Die letzte Behauptung ist nun offensichtlich. U
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Aufgabe 2.2.8. Die Abbildung
k| X] — D(n),

f 1,

af + ¢ fiir alle f, g € k|X] und a € k.

Aufgabe 2.2.9 (Polynome als polynomiale Funktionen). Betrachte den Algebrenmorphis-
mus

o: k[Xy,. .., X,] — Set(k", k),

f= (@ = f(2),
der einem Polynom die offensichtlich Abbildung zuordnet. Die Abbildungen in seinem Bild
heiflen polynomiale Abbildungen oder Funktionen.

(a) Seien k ein unendlicher Korper beliebiger Charakteristik (zum Beispiel ein Korper der
Charakteristik Null wie Q oder R oder C, oder ein beliebiger algebraisch abgeschlos-
sener Korper) und f € k[Xy,...,X,] mit f(xq,...,2,) = 0 fiir alle 2z € k". Dann
gilt bereits f = 0 in k[ X7, ..., X,,]. Mit anderen Worten ist ¢ injektiv. Dies bedeutet,
dass man k[X7, ..., X,] mit seinem Bild, dem Ring der polynomialen Funktionen auf
k™, identifizieren kann.

Hinweis: Induktion.
(b) Ist k ein endlicher Korper, so ist ¢ nicht injektiv. Bestimme den Kern von .
Hinweis: Rate ein Ideal I, das vermutlich der Kern von ¢ ist (und jedenfalls in
diesem Kern liegt). Zeige, dass ¢ surjektiv ist, und zéhle die Elemente von k[X]/I
und von Set(k™, k).

Aufgabe 2.2.10. Die Zuordnung T; — 0; definiert einen injektiven Morphismus
K[Ty,...,T,] = D(n)
von Algebren.

Aufgabe 2.2.11. Eventuell hier bereits Aufgabe 2.7.21.

2.3. Definition von Algebren durch Erzeuger und Relationen. *

Definition 2.3.1. Sei T eine Menge, die wir uns als Alphabet vorstellen. Ein Wort in T
ist eine Tupel w = (t1,1s,...,t,) € T™ von Elementen von T, wobei m € N die Linge des
Wortes ist. Man schreibt ein solches Wort oft als ¢1t5 - - - ¢,,,. Das leere Tupel () ist ein Wort
der Lange Null.

Lemma 2.3.2. Se: T' eine Menge. Der freie Vektorraum

KT)= B k-t
meN,
(E14eeeytm ) ET™

tiber der Menge aller Worter in T wird wie folgt zu einer Algebra:

4Alle Ergebnisse dieses Abschnitts 2.3 gelten sinngeméf}, wenn man den Korper k durch einen kommuta-
tiven Ring R ersetzt: Begriffe wie Vektorraum, lineare Abbildung, Algebra, Algebrenmorphismus, etc. sind
durch R-Modul, R-lineare Abbildung, R-Algebra, Morphismus von R-Algebren, etc. zu ersetzen.
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o Multiplikation ist die eindeutige bilineare Abbildung k(T) xk(T) — k(T'), die ein Paar
(w,v) = (ty -+ tm, 51+ 51) von Wortern (aufgefasst als Elemente von k(T')) auf ihre
Konkatenation wv :=t;---t,,51---5s; abbildet.

Sei can: T — k(T') die durch t — t definierte Abbildung von Mengen.

Die Algebra k(T) (bzw. genauer das Paar (k(T),can)) heifit freie Algebra iiber der
Menge T oder freie Algebra mit Erzeugern T, denn sie hat die folgende universelle
Eigenschaft:

Gegeben eine beliebige Algebra A und eine beliebige Abbildung ¢: T — A von Mengen gibt
es genau einen Algebrenmorphismus : k(T) — A mit 1) o can = ; die Situation ist im
folgenden kommutativen Diagramm illustriert.

T
k(T) = A

e

2.3.3. Elemente des freien Vektorraums k(7) werden als Linearkombinationen von Woértern
inT gesehrieben, z. B. 3() + 5(t1, tg) - 6(81, S2, 83) = 3() + 5t1t2 — 6818283.

Beweis. Die Aussage, das k(T') eine Algebra wird, ist unkompliziert. Das Einselement dieser
Algebra ist ().

Zur universellen Eigenschaft: Gegeben A und ¢ definieren wir ¢: k(1) — A als die ein-
deutige lineare Abbildung mit (t;---t,,) = @(t1) - - - @(t,,) fir alle Worter ¢y ---t, in T
Man rechnet sofort nach, dass ¢ ein Ringmorphismus und damit ein Algebrenmorphismus
mit 1) o can = ¢ ist.

Ist umgekehrt ¢': k(T) — A ein Algebrenmorphismus mit ¢’ o can = ¢, so gilt

Pty tm) = ¢ (t1) - ¥ () = ¢/ (can(ty)) - - - &' (can(tm)) = (t1) - - - p(tm)-
Da v’ eine lineare Abbildung ist, folgt ¢’ = 1. O
2.3.4. Die universelle Eigenschaft 148t sich dquivalent wie folgt formulieren: Fiir jede Algebra
A ist die Abbildung
Alg(k(T), A) = Set(T, A),
1) — 1) o can,
bijektiv. Die Menge auf der linken Seite bezeichnet die Menge aller Algebrenmorphismen

von k(T") nach A, die Menge auf der rechten Seite die aller Abbildungen von Mengen von T
nach A (siehe 1.6.17).

2.3.5. Wir schreiben k(tq,...,t,) statt k({t1,...,¢,}). Hierbei nimmt man immer implizit
an, dass die tq,...,t, paarweise verschieden sind.

2.3.6. Es gilt zyz # 22y in k(z,y).

Aufgabe 2.3.7 (Freie Algebra iiber einer Menge). Sei 7' eine Menge. Ein Paar (B, 5: T —
B), bestehend aus einer Algebra B und einer Abbildung v: 7" — B von Mengen heifit freie
Algebra iiber T, falls es fiir jede Algebra A und jede Abbildung ¢: T"— A von Mengen
genau einen Algebrenmorphismus ¢: B — A mit ¢ o § = ¢ gibt.

Die Existenz einer freien Algebra iiber T wurde in Lemma 2.3.2 gezeigt.
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Eindeutigkeit freier Algebren: Seien (B, 5: T'— B) und (C,~y: T — C) freie Algebren iiber
T. Zeige, dass es genau einen Isomorphismus p: B — C von Algebren mit po S = ~ gibt.
Dies bedeutet, dass eine freie Algebra iiber T’ eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus®
ist. Deswegen ist es gerechtfertigt, von der freien Algebra iiber T zu sprechen.

Aufgabe 2.3.8. Falls freier Vektorraum unbekannt: Formuliere die universelle Eigenschaft
des freien Vektorraums k7' iiber einer Menge T'.

Aufgabe 2.3.9. Falls Tensorprodukte und Tensoralgebra bekannt: Sei V' = kS der freie Vek-
torraum iiber einer Menge S. Dann sind die Tensoralgebra TV =@ _T"V =P, V" =
B,y V ®---®V und k(S) kanonisch isomorph als Algebren.

neN neN

Definition 2.3.10. Sei A eine Algebra (oder ein Ring) und sei R C A eine Teilmenge. Dann
bezeichne (R) das von R erzeugte beidseitige Ideal von A, also das kleinste beidseitige Ideal
in A, das R enthilt, oder dquivalent die Menge aller Summen von Produkten der Form arb
mit a,b € Aund r € R.

Definition 2.3.11. Sei T" eine Menge und R C k(7T') eine Teilmenge. Dann nennt man

k() (00) =

die Algebra mit Erzeugern T und Relationen R. Abkiirzend schreibt man

K(t1, .o t) [ oor) = kot s}

und analog fiir beliebige Familien (¢;);e; von Erzeugern und (r;);ec; von Relationen. Hierbei
nimmt man immer implizit an, dass die ¢;, fiir 7 € I, paarweise verschieden sind.

2.3.12. Der Begriff Relationen ist so zu verstehen, dass jedes Element r € R in % die
Relation r = 0 liefert.

2.3.13 (Universelle Eigenschaft). Ist A eine beliebige Algebra und ¢: T' — A eine Abbildung
von Mengen, so dass die ,,die Bilder der Elemente von T" die Relationen aus R erfiillen®, d. h.
der eindeutige Algebrenmorphismus 9: k(7') — A mit ¢ o can = ¢ erfiillt ¥/(R) = 0, so gibt
es genau einen Algebrenmorphismus

k(T)/(R) = A,

can

dessen Verkniipfung mit der Abbildung 7" — k(T) — k(T")/(R) die vorgegeben Abbildung ¢
ist. Dies folgt sofort aus der universellen Eigenschaft der freien Algebra (siehe Lemma 2.3.2)
und der universellen Eigenschaft des Quotienten einer Algebra nach einem beidseitigen Ideal.

Beispiel 2.3.14 (Polynomalgebra als durch Erzeuger und Relationen definierte Algebra).
Die wohldefinierte Abbildung

K(t1, ... 1)
<tlt] —tjtl | Z,] € {1, .. ,n}>
ti'—>Xi,

= kX, X,

ist ein Isomorphismus von Algebren. (Der Beweis ist dem Leser iiberlassen.) Da die angege-

benen Relationen besagen, dass in der Algebra links t;t; = ¢;t; gilt, wird diese Algebra auch
k{t1,..., tn)

hetott) notiert. Ahnliche Notation findet man auch in anderen Situationen.
wbj=—lglq

Sder mit den jeweiligen Abbildungen von T vertriglich ist
13



Aufgabe 2.3.15. Beweise die Behauptung in Beispiel 2.3.14.

k(X,Y)
YXx=1)
Das Element X dieser Algebra hat ein Linksinverses, ndmlich Y, aber kein Rechtsinverses.
Diese Beispiel zeigt, dass man bei der Definition einer Einheit sowohl die Existenz eines

Linksinversen als auch die eines Rechtsinversen verlangen muss.

als Vektorraum.

Aufgabe 2.3.16. Finde eine ,moglichst einfache“ Basis der Algebra

2.4. Beschreibung der Weyl-Algebra durch Erzeuger und Relationen.
Satz 2.4.1 (Beschreibung der Weyl-Algebra durch Erzeuger und Relationen). Die Abbildung
K(T1, .. Ty Y1y ey Yn)

iy Ljls
i, 5] — 0
Z; ’-)Xi,
Yi — a’i)

ist ein Isomorphismus von Algebren.

Beweis. Sei B die angegebene, durch Erzeuger und Relationen definierte Algebra. Die ange-
gebene Abbildung ist ein wohldefinierter Algebrenmorphismus, denn die angegebenen Bilder
X;,0; der Erzeuger x;,y; erfilllen nach 2.1.14 die angegebenen Relationen (dies verwendet
die universelle Eigenschaft 2.3.13). Sie ist nach Definition der Weyl-Algebra surjektiv.

Aus den angegebenen Relationen folgt leicht, dass die Elemente z%¢y” := x{" - - - % ylﬁ Lo
fiir o, 5 € N, ein Erzeugendensystem des Vektorraums B bilden. Sie sind aber sogar linear
unabhéngig und bilden somit eine Basis, denn sie gehen unter der angegebenen Abbildung
auf die Basis (X“0”),3 von D(n) (siehe Satz 2.2.7). Die Behauptung folgt, denn unsere
Abbildung ist linear und bildet eine Basis von B auf eine Basis von D(n) ab. 0

Ende der 2. Vorlesung am 10.10.2018.

2.4.2 (Universelle Eigenschaft der Weyl-Algebra). Aus Satz 2.4.1 folgt unmittelbar: Ist A
eine beliebige Algebra, so ist

[aivaj] =0,
Alg(D(n), A) 25 4 (@, ansbus o ba) € A% | [0i,0s] = 0, fiir alle d,j € {1,...,n} b,
[bi, a;] = 04

Y= (QO(XI)7 M) ¢<Xn)790(@1)7 ce ,cp(an)),

eine Bijektion von Mengen. In Worten ist ein Algebrenmorphismus D(n) — A eindeutig
durch die Bilder der Erzeuger X;, 0; festgelegt, und umgekehrt definiert jede Wahl von po-
tentiellen Bilder dieser Ereuger genau dann einen Algebrenmorphismus, wenn die Kommu-
tatoren der gewéhlten Elemente die oben angegebenen Bedingungen erfiillen.

Satz 2.4.3. Die Weyl-Algebra D(n) ist isomorph zu ihrer opponierten Algebra D(n)°P (siche
Definition 1.6.13). Explizit definiert

D(n) = D(n)™,
Xi e X = X,
;> —0; = —0®
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einen Isomorphismus von Algebren. Dieser heifft Hauptantiautomorphismus® (englisch
principal antiautomorphism ).

Beweis. Wir verwenden Satz 2.4.1 bzw. die Variante 2.4.2. Wir miissen zeigen, dass die an-
gegebenen Bilder der Erzeuger X;, 0; die notigen Relationen erfiillen. Fiir beliebige Elemente
a,b einer Algebra A gilt in A°P

[aP, 6] = a® P [P — b P 0P — (ba)*P — (ab)*P = [b, a]P

und somit erhalten wir

(X2, X = [X;, X,] = 0°P = 0,
[=0;%, =0;"] = 95,0, =
[—07", X3°] = —[X;, 0, = [0s, X;]P = 0y5.
Dies liefert eine Algebrenmorphismus ¢: D(n) — D(n)° mit den gewiinschten Eigenschaf-
ten. AuBerdem ist ©°P: D(n)°® — (D(n)°P)°? = D(n) offensichtlich invers zu . O

2.4.4 (Fourier-Automorphismus). Der Fourier- Automorphismus ist der Algebrenisomor-
phismus (siche Aufgabe 2.4.5)

D(n) = D(n),
Xi — 81'7
Aufgabe 2.4.5. Zeige, dass der Fourier-Automorphismus in 2.4.4 wohldefiniert und bijektiv
ist. Zeige, dass seine vierte Potenz die Identitét ist. Ist sein Quadrat die Abbildung, die jedes

Element auf sein Negatives schickt? Folgere [X;, 0°] = —3,0°~¢ fiir alle i € {1,...,n} und
alle g € N".

Aufgabe 2.4.6. Sei (V,w) symplektischer Vektorraum mit dimV = 2n. Dann sind die
Weyl-Algebra D(n) und ) als Algebren isomorph.

(vR@uU—uRV—w(v,u)|u,veV)

Aufgabe 2.4.7. Es gilt D(n) = D(1) ® --- ® D(1) als Algebren.
Aufgabe 2.4.8. Ist A eine Algebra, dann ist der Kommutator
[]: Ax A— A,
(a,b) — [a,b] := ab — ba,
bilinear, und es gelten die folgenden Rechenregeln fiir alle a, b, c € A:
[a,a] =
la,b] = [b al,
[a, [b, ] = [[a, b], ¢] + [b, [a, c]].

SDer Wortbestandteil anti kommt daher, dass die Abbildung in der opponierten Algebra landet.

"Wir verwenden hier, dass man nicht nur die opponierte einer Algebra (oder eines Ringes) bilden kann,
sondern auch den opponierten eines Algebrenmorphismus. Genauer ist (—)°P: Alg — Alg ein Funktor. Dieser
Funktor ist invers zu sich selbst, also involutiv.
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Dies zeigt, dass der Vektorraum zusammen mit [, | eine Lie-Algebra ist (die letzte Rechenregel
heifit Jacobi-Identitit, die zweite folgt aus der ersten). AuBlerdem gelten

la, bc] = [a, blc + bla, ],
lab, ¢] = [a, c]b + alb, c].

Aufgabe 2.4.9. Eventuell hier bereits Aufgaben zu D(n)-Modulen, also Aufgaben 2.7.11
und 2.7.12.

2.5. Filtrierte und graduierte Ringe.

Definition 2.5.1. Sei A ein Ring. Eine aufsteigende Filtrierung von A ist eine Familie
FA = (F,A),ecz von Untergruppen von A mit
(a) F,A C F,1 A fiir alle p € Z,
(b) 1 € FyA,
(c) FA- F,A C F, A fiir alle p,q € Z.
Da wir in dieser Vorlesung (fast) nur mit aufsteigenden Filtrierungen arbeiten, nennen wir
eine solche Filtrierung schlicht Filtrierung. Man nennt einen Ring zusammen mit einer
Filtrierung einen filtrierten Ring
Seien (A, F'A) und (B, F'B) filtrierte Ringe. Ein Ringmorphismus ¢: A — B heifit Mor-
phismus filtrierter Ringe, falls ¢(F,A) C F,B fiir alle p € Z gilt. Wir erhalten die
Kategorie filtrierter Ringe (die Verkniipfung ist offensichtlich).
Eine Filtrierung heifit

(a) ausschopfend, falls A = Upez FpA,
(b) nicht-negativ®, falls F/ ;A = 0 gilt.

(c) hausdorffsch (oder separiert), falls () _, F,A = {0} gilt.

pEZ

2.5.2. Insbesondere ist FyA automatisch ein Unterring (bzw. eine Unteralgebra) von A.
2.5.3. Jede nicht-negative Filtrierung ist offensichtlich hausdorffsch.

Konvention 2.5.4. Formal ist ein filtrierter Ring ein Paar (A, FFA). Wenn aus dem Kontext
klar ist, welche Filtrierung gemeint ist, oder wenn ihre konkrete Bezeichnung unwichtig ist,
148t man F'A oft weg und sagt schlicht, dass A ein filtrierter Ring ist.

Definition 2.5.5. Ersetzt man in Definition 2.5.1 Ring durch Algebra und Untergruppe
durch Untervektorraum, so erhélt man den Begriff einer Filtrierung einer Algebra, einer
filtrierten Algebra und eines Morphismus filtrierter Algebren.’

Warnung 2.5.6. Der Begriff einer Filtrierung eines Rings unterscheidet sich vom Begrift
einer Filtration A = ay D a; D ag D ... eines kommutativen Ringes A (in der kommutativen
Algebra), wo alle a, als Ideale von A vorausgesetzt sind. Eine solchen Filtration liefert per

a_, fallsp <0,
A falls p > 0.

F A =

p

8Dies ist ad hoc Terminologie.
st R ein kommutativer Ring, so ist der Begriff einer filtrierten R-Algebra analog definiert, indem man
R-Untermoduln betrachtet.
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eine (ausschopfende) Filtrierung von A. Ist beispielsweise I ein Ideal in A, so liefert die I-
adische Filtration A = 1° > I =12 > I? D ... eine Filtrierung auf A, die man als I-adische
Filtrierung bezeichnen mag.

Beispiel 2.5.7. Auf der Polynomalgebra A = k[X7, ..., X,,] definiert
F,A:={a€ Aldeg(a) <p}= GB kX,

aeN"™,
| <p

fiir p € Z, eine ausschopfende nicht-negative Filtrierung.

Beispiel 2.5.8 (Triviale Filtrierungen). Ist A ein Ring, so definiert F,,A = A eine Filtrierung
auf A. Ebenso definiert F,A = 0 fiir n < 0 und F,A = A fiir n > 0 eine Filtrierung auf A.

Satz 2.5.9 (Bernstein-Filtrierung). Auf der Weyl-Algebra D(n) definiert
B,D(n) = (X°0” | a, 8 € N", |a| + |8] < p
= P kx°’
a’ﬁ7€Nn7
lee|+181<p

eine ausschipfende nicht-negative Filtrierung BD(n), wobei (—)y das Erzeugnis als (k-)Vektorraum
meint und die zweite Gleicheit Satz 2.2.7 verwendet. Sie heifst Bernstein-Filtrierung. Sie
erfillt zusdtzlich

(2.5.1) [ByD(n), B{D(n)] C Byiq-2D(n)
fiir alle d, e € 7Z.
Beweis. Sei A = D(n). Wir zeigen die Aussagen B,A - BjA C B,.,A und [B,A, B,A] C

B, ,—2A. Alle anderen Behauptungen sind offensichtlich.

Wir zeigen zunéichst die Hilfsaussage
(25.2) (07, X7 € Byl A

fiir alle 8,7 € N" per Induktion iiber |3|. Im Fall |3] = 0 (also 9° = 1) ist die Aussage
trivial. Im Fall |8| = 1, also 8° = 9;, fiir ein i € {1,...,n}, gilt nach Lemma 2.1.13

[07, X7 = [0, X"] = 0i(X") = %X € Bjyj1A = Bjgjipo)24.
Gelte | 5] > 2. Dann gibt es ein i € {1,...,n} mit 5; > 0. Sei 5’ := [ — e;. Wir erhalten
0%, X7 = [07 8, X7
(Aufgabe 2.4.8) = 97[9,, X7 +[0%, X9,
(Lemma 2.1.13) = 9%, X% 4 [0% X0,
= [8’6)/,"in77€¢] +%X7*6185' + [85',X7] 0; € B|5‘+|,Y|_2A,
—_—— —_——
E€B)g|+|5|-14 €Bg|+|5|-34

wobei wir am Ende die Induktionsannahme verwenden. Dies zeigt die Hilfsaussage.
Seien beliebige Multi-Indizes «, 5,7, € N" gegeben. Mit der Hilfsaussage erhalten wir

XoP X190 = X X7989° + X [6”8, X’y] d° B|a‘+‘5|+|y|+‘5|
N——

EB|g|4|y|-2
17



Daraus folgt sofort B,A - BjA C B,i,A, d.h. BD = (B,A)aez definiert in der Tat eine
Filtrierung. Auflerdem erhalten wir

B,
(2.5.3) X°9PX700 = X9 im Quotientenvektorraum —— o HEEDIRL
Blaj+(8+h1+15]-2
Das Element auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens &ndert sich nicht, wenn wir o mit
v und B mit § vertauschen. Somit folgt X*0°X79° = X9 X*0” in diesem Quotientenraum,
d.h. [Xaaﬁ, XW‘S] c B‘a|+|5‘+|7|+|5|_2. Dies zeigt [BpA, BqA] - Bp+q_2A. L]

Definition 2.5.10. Sei A ein Ring. Eine Graduierung von A ist eine Familie (AP),cz von
Untergruppen von A mit
(a) A= @,z A7,
(b) AP . A7 C AP*Y fiir alle p,q € A.
Man nennt einen Ring zusammen mit einer Graduierung einen graduierten Ring
Die Kategorie graduierter Ringe ist in offensichtlicher Weise definiert: Ein Morphismen
A= A —» B = @ BP graduierter Ringe ist ein Ringmorphismus ¢: A — B mit ¢(AP) C
BP fiir alle p € Z.
Die Elemente von AP heifien homogen vom Grad p.!” Ein Element a € A heifit homo-
gen, wenn es ein p € Z mit a € AP gibt; im Fall a # 0 ist ein solches n eindeutig bestimmt.
Eine Graduierung heifit

(a) nicht-negativ'!, falls AP = 0 fiir alle p < 0 gilt.

Definition 2.5.11. Ersetzt man in Definition 2.5.1 Ring durch Algebra und Untergruppe
durch Untervektorraum, so erhélt man den Begriff einer Graduierung einer Algebra, einer
graduierten Algebra und eines Morphismus graduierter Algebren.'?

Aufgabe 2.5.12. Sei A = ®p€Z AP ein graduierter Ring. Dann gilt 1 € A°.

Aufgabe 2.5.13. Sei A = @pez AP ein graduierter Ring. Ein Linksideal I C A heifit
homogen, falls fiir alle Elemente x € I gilt: Ist x = ZpEZ x, die eindeutige Darstellung mit
x, € AP fiir alle p € Z (wobei nur endlich viele z,, von Null verschieden sind), so gilt x,, € I
fir alle p € Z. (Abstrakt kann man diese Bedingung auch als I = €, _,(I N AP) schreiben.)
Zeige:

PEZ

(a) Ein Linksideal I C A ist genau dann homogen, wenn es von homogenen Elementen
erzeugt ist.

Analoges gilt offenbar fiir Rechtsideale und (beidseitige) Ideale.

(b) Ist I C A ein homogenes (beidseitiges) Ideal, so ist A/I in natiirlicher Weise ein
graduierter Ring und A — A/I ist ein Morphismus graduierter Ringe.

Beispiel 2.5.14. Auf der Polynomalgebra A = k[X1, ..., X,,] definiert

A= @B kxe,

aeN"™,
l|=p

10Das Nullelement ist homogen von allen Graden.
HDjes ist ad hoc Terminologie.
215t R ein kommutativer Ring, so ist der Begriff einer graduierten R-Algebra analog definiert, indem man
R-Untermoduln betrachtet.
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fiir p € Z, eine Graduierung auf A, genannt Standardgraduierung. Thre p-te Kompomente
AP besteht aus den homogenen Polynomen vom Grad p (sowohl im oben definierten Sinne
als auch im vermutlich vom Leser erwarteten Sinne).

Man kann dieses Beispiel variieren: Beispielsweise kann man fiir jedes Element X; ein Zahl
d; € 7Z wahlen und dann eine eindeutige Graduierung definieren, so dass jedes X; homogen
vom Grad d; ist.

Proposition 2.5.15. Sei (A, FA) ein filtrierter Ring. Setze'® '
P A
B A

gr? A =gl A=

Dann gibt es auf der abelschen Gruppe
grA:=grpA:= @grpA

PEZL

genau eine Multiplikation mat

- —or E—-E

a-b=ab oder genauer a® *-b° o

fir alle p,q € Z und alle a € F,A, b € F,A, die grA zu einem Ring macht. Genauver
ist grA = ®p€Z gr? A ein graduierter Ring und heifst der zu A assoziierte graduierte
Ring oder genauer der zum filtrierten Ring (A, FA) assoziierte graduierte Ring.
Analoges gilt fiir filtrierte Algebren.

Ende der 3. Vorlesung am 15.10.2018.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 2.5.12
Hinweis: Sei 1 = a_y +---+ap+ -+ + ay mit a, € AP. Zu zeigen ist a, = 0 fiir
alle p # 0.
(2) Aufgabe 2.5.13
(3) Aufgabe 2.5.36
(4) Aufgabe 2.5.37

Beweis. Dem Leser iiberlassen. Die Existenz eines Eins-Elements in gr A folgt aus der Be-
dingung 1 € FyA. OJ

Beispiel 2.5.16. Versehen wir k[X] oder k[[X]] mit der (X)-adischen Filtrierung (siehe
Warnung 2.5.6), so ist die assoziierte graduierte Algebra in kanonischer Weise als graduierte
Algebra zur Polynomalgebra k[X] isomorph, wobei X homogen vom Grad —1 ist.

2.5.17. Aus der Definition eines filtrierten Ringes folgt [F,A, F,A] C F,A-F,A+F,A-F,A C
F,,A. Gilt schérfer [F,A, F,A] C F,,1A fiir alle p,q € Z, so ist gr A kommutativ; genauer
sind diese beiden Bedingungen &quivalent: Seien a € F,A und b € F,A mit zugehorigen
Klassen @ € gr? A und b € gr? A. Dann ist ab—ba = [a,b] € F, 1, 1A za ab—ab = ab — ba = 0
in gr’t? A dquivalent.

13 Es ist eigentlich iiblich und wohl logischer, grh. zu schreiben, aber ich bin so an obere Indizes fiir
graduierte Ringe gewohnt.
14 Formal korrekter wire grh, , A oder grP(A, FA) statt grf. A.
15 Wir folgen der Tradition und schreiben gr” A statt (gr A)?.
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Fiir die Bernstein-Filtrierung gilt nach Satz 2.5.9 eine noch schérfere Inklusion; insbeson-
dere folgt, dass grz D(n) kommutativ ist. Genauer ist grz D(n) ein Polynomring, wie wir
sogleich in Satz 2.5.19 sehen werden.

Bemerkung 2.5.18. Ist A =P, ;, AP ein graduierter Ring, so definiert F},A :== P, A?, fiir
p € Z, eine Filtrierung auf A. Dies ist der zu A assoziierte filtrierte Ring. Der zu diesem

filtrierten Ring assoziierte graduierte Ring gr’” A ist als graduierter Ring kanonisch isomorph
zu A.

Satz 2.5.19 (Zur Bernstein-Filtrierung assoziierte graduierte Algebra). Betrachte die Bernstein-
Filtrierung (B,D(n))pez auf der Weyl-Algebra D(n). Die linearen Abbildungen

wp: BpD(n) — k[Xl, o 7Xn;€17 - 7£n]7
Z CagXaaﬁ — Z CaﬁXafﬁ,
la+[B|<p o+ Bl=p

fiir p € Z., induzieren einen Isomorphismus
i ogrg D(n) = k[X1, ..., X0, &, 00,6

von graduierten Algebren, wobei die Graduierung der Polynomalgebra auf der rechten Seite
die Standardgraduierung ist, d. h. alle X; und & sind homogen vom Grad 1.

Bewests. Es ist klar, dass v, zu einem Isomorphismus
gr’ D(n) = k[X1,..., X0, &y, &P

von Vektorrdumen faktorisiert. Die direkte Summe (= das Koprodukt) all dieser Isomorphis-
men ist die angegebene Abbildung v, die somit ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist.
Klar ist (1) = 1. Zu zeigen bleibt, dass ¢ mit den jeweiligen Multiplikationen vertraglich
ist. Gegeben a, 3 € N" bezeichne X9 die Klasse von X®0° € Bjyj1 5 D(n) in grl®*1?l D(n).
All diese Elemente bilden offensichtlich eine Basis von grgz D(n).

Wir erinnern daran, dass [B,D(n), B;D(n)] C Bpi,—2D(n) fiir alle p,q € Z gilt (siche
(2.5.1) in Satz 2.5.9). Dies hat zur Folge, dass gri D(n) kommutativ ist (siehe 2.5.17). Fiir
beliebige a, 3,7, € N gilt somit

Xe0P . X190 =X 98 . X790 =Xo.X7-98.0° = Xot198+9 in grlel+BHNHIRI ().

Daraus folgt
B(XODP - X5) = (Xo7gPT0) = X ghts — Xogh . X1¢8 — (XogP) - p(X70P).

Also ist 1 mit den Multiplikationen vertraglich und somit ein Isomorphismus von Algebren.

O

Lemma 2.5.20. Sei A ein Ring mit einer hausdorffschen ausschopfenden Filtrierung. Ist
gr A nullteilerfrei (bzw. ein Integrititsbereich, vgl. Definition 1.6.9), so ist auch A nullteiler-
frei (bzw. ein Integrititsbereich).

Beweis. Sei FA = (F,A),ez die Filtrierung auf A. Seien a,b € A — 0. Da die Filtrierung
ausschopfend ist, liegt a in einem F,A. Da die Filtrierung hausdorffsch ist und a # 0 gilt,
liegt a nicht in allen F,A. Also gibt es ein (eindeutiges) p € Z mit a € F,A — F,_1A. Sei
q € Z analog mit b € F,A — F, 1 A.
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Sei gr A nullteilerfrei. Aus @ € gr? A — {0} und b € gr? A — {0} folgt @b = ab # 0 in
grPt4 A CgrA,d.h.abe F, ;,A—F,., 1A, also insbesondere ab # 0. Also ist A nullteilerfrei.
Ist gr A nicht der Nullring, also gr A # 0, so folgt FyA # 0 und damit A # 0, d.h. A ist
nicht der Nullring. Somit ist mit gr A auch A ein Integritatsbereich. O

Korollar 2.5.21 (zu Satz 2.5.19). Die Weyl-Algebra D(n) ist ein Integrititsbereich.

Beweis. Wir verwenden die ausschopfende, nicht-negative Bernstein-Filtrierung auf D(n)
(siehe Satz 2.5.9). Nach Satz 2.5.19 ist die zugehorige assoziierte graduierte Algebra eine
Polynomalgebra, also ein Integritéitsbereich. Nach Lemma 2.5.20 ist dann bereits D(n) ein
Integritétsbereich. 0

Aufgabe 2.5.22. Die Umkehrung der Aussage von Lemma 2.5.20 gilt nicht.
Hinweis: Definiere auf k[X| eine geeignete Filtrierung (indem sie die Standardfiltrierung
leicht veréndern).

Aufgabe 2.5.23. Es gibt genau eine Graduierung auf der Weyl-Algebra D(1), so dass X
homogen vom Grad 1 ist und 0 homogen vom Grad —1. Eine analoge Graduierung gibt es
auf D(n).

Definition 2.5.24. Der Bernstein-Grad Bdeg(7') eines Elements 7' € D(n) ist im Falle
T # 0 die eindeutige natiirliche Zahl p mit 7' € B,D(n) — B,_1D(n); im Falle 7" = 0 sei der
Bernstein-Grad —oo.

2.5.25. Schreibt man T = Y ¢,5X*0” fiir eindeutig bestimmte Koeffizienten t,5 € k, von
denen hochstens endlich viele ungleich Null sind, so gilt

Bdeg(T) = max{|a| + [ | o, B € N" 1,5 # 0} falls T # 0,
T e falls T = 0.

Konvention 2.5.26. Das Symbol —oo ist im Folgenden in offensichtlicher Weise zu inter-
pretieren: Es gelten —oo < n und —oco +n =n + (—o0) = —oo fiir alle p € Z U {—o0}.

2.5.27. Das folgende Lemma (jedenfalls die Aussagen (a) und (c)) zeigt, dass sich der
Bernstein-Grad wie der von Polynomalgebren iiber Korpern gewohnte Grad verhalt.

Lemma 2.5.28. Fir alle S,T € D(n) gelten die folgenden Aussagen:

(a) Bdeg(S+T) < max(Bdeg(5), Bdeg(T)) mit Gleichheit im Falle Bdeg(S) # Bdeg(T);
(b) Bdeg([S,T]) < Bdeg(S) + Bdeg(T) — 2;
(¢) Bdeg(ST) = Bdeg(S) + Bdeg(T).

Beweis. Die erste Behauptung ist offensichtlich. Die zweite Behauptung folgt aus der Inklu-
sion (2.5.1) in Satz 2.5.9.

Wir zeigen die dritte Behauptung. Ohne Einschrinkung kénnen wir S # 0 # T annehmen.
Sei s = Bdeg(S) und t = Bdeg(T), also S = SRR #0und T = e P # 0. Da gr D(n)
nach Satz 2.5.19 ein Integegrititsbereich ist, folgt ST = S -T # 0 in gr’* D(n), also
ST € BsyyD(n) — Bsyy—1D(n), d.h. Bdeg(ST) = s +t. O

Satz 2.5.29. Die Einheiten von D(n) sind genau die Finheiten von k, in Formeln D(n)* =
k* =k — 0. Genauer ist ein Element von D(n) genau dann linksinvertierbar (bzw. rechstin-

vertierbar), wenn es in k* liegt.
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Beweis. Seien S, T € D(n) mit ST = 1. Dann gilt 0 = Bdeg(1) = Bdeg(ST) = Bdeg(S) +
Bdeg(T') nach Lemma 2.5.28. Daraus folgt Bdeg(S) = 0 = Bdeg(T), also S,T € k*. O

Definition 2.5.30. Ein Ring (oder eine Algebra) A heifit einfach, falls er nicht der Nullring
ist und falls {0} und A die einzigen (beidseitigen) Ideale von A sind.

Warnung 2.5.31. Es gibt auch den Begriff eines halbeinfachen Ringes. Halbeinfache Ringe
sind im allgemeinen nicht einfach, und einfache Ringe sind im allgemeinen nicht halbeinfach.

Satz 2.5.32. Die Weyl-Algebra D(n) ist eine einfache Algebra.

Beweis. Sei I C D(n) ein beidseitiges Ideal. Gelte I # 0. Unter allen Elementen von [ — 0
sei T" ein Element von minimalem Bernstein-Grad.
Wegen [0;, T = 0,7 —T0; € I und Bdeg([0;,T]) < Bdeg(0;) +Bdeg(T) —2 = Bdeg(T) — 1
(siche Lemma 2.5.28) und der Wahl von T folgt [0;, 7] = 0. Analog zeigt man [X;,T] = 0.
Schreibe T = " t,3X*9”. Fiir beliebiges i € {1,...,n} gilt

[0;, X“0°) = [0;, X*]0° 4+ X*[0;,0°] = ;, X*740",
=0

wobei die letzte Gleichung Lemma 2.1.13 verwendet, also
0=[0,T] = tapa; X" 0",

Es folgt t,pa; = 0O fiir alle a, 5 € N" und alle 7. Aus t,3 # 0 folgt also a = 0. Somit gilt

T= ZﬁeNn toﬁaﬂ'
Man zeigt (per Induktion oder mit dem Fourier-Automorphismus, siehe Aufgabe 2.4.5)

[Xi7 6B] = _/Biaﬂ_Ei'

Es folgt
0=[X;,T] == ) toppid"
BeN™
fir alle s € {1,...,n}. Aus top # 0 folgt also § = 0. Somit gilt T' =ty € k. Wegen T" # 0
folgt I = D(n). O
2.5.33. Littlewoods Theorem X in | | lautet: No second modulus is compatible with the

modulus pr — xp — 1. In moderner Sprache bedeutet dies wohl: Keine weitere Relation ist
mit der Relation px — xp — 1 vertraglich.

Dies ist schlicht die Aussage, dass die durch die Relation [0, X] = 1 definierte Weyl-
Algebra D(1) einfach ist. Verlangt man némlich eine weitere Relation, die nicht schon aus
dieser Relation folgt - bildet man also den Quotienten nach dem von dieser neuen Relation
erzeugten Ideal -, so kollabiert D(1) zum Nullring.

Warnung 2.5.34. Ein kommutativer Ring ist genau dann einfach, wenn er ein Korper ist.
Die analoge Aussage fiir nichtkommutative Ringe, in der man Korper durch Schiefkérper
ersetzt, ist nicht richtig: Zwar ist jeder Schiefkorper einfach, jedoch ist nicht jeder einfache
nichtkommutative Ring ein Schiefkorper: Die Weyl-Algebra D(n), fiir n > 1, ist ein Beispiel
eines nichtkommutativen einfachen Integritdtsbereichs, der kein Schiefkorper ist.
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Bemerkung 2.5.35. Ist R ein einfacher Ring und ¢: R — S ein Ringmorphismus, so ist ¢
injektiv, sofern S nicht der Nullring ist. Dies liegt daran, dass der Kern von ¢ ein beidseitiges
Ideal von R. Ist dieses Ideal das Nullideal, so ist ¢ injektiv. Stimmt dieses Ideal mit R iiberein,
so gilt 1g¢ = ¢(1g) = 0 und somit S = 0.

Insbesondere ist also jeder Algebrenendomorphismus der Weylalgebra injektiv.

Aufgabe 2.5.36 (| , Exercise 11.4.9]). Die erste Weyl-Algebra D(1) ist kein , Haupt-
linksidealring“: Das Linksideal a := D(1)9? + D(1)(X0 — 1) von D(1) ist nicht zyklisch, es
gibt also keine Element a € D(1) mit a = D(1)a.

Hinweis: Nutze den Bernsteingrad. Jedes Element von a — 0 hat Bernsteingrad > 2.

Aufgabe 2.5.37 (| , Exercise 11.4.10]). Die Abbildung
7: D(1)* — D(1),
(a,b) — ad + bX,
ist ein Morphismus von D(1)-Moduln. (Fasst man Elemente von D(1)? als Zeilenvektoren auf,

so ist sie durch Rechtsmultiplikation mit dem Spaltenvektor (8) gegeben.) Sie ist surjektiv,

X
und die Projektion D(1)? — D(1) auf die zweite Komponente liefert einen Isomorphismus
zwischen dem Kern Ker(7) von m und dem Linksideal a := D(1)9*+ D(1)(X9—1) von D(1)
(das schon in der vorigen Aufgabe 2.5.36 auftauchte). Falls projektive Moduln bekannt:
Folgere, dass a als D(1)-Modul projektiv ist.

Aufgabe 2.5.38. Beweise Korollar 2.5.21 unter Verwendung des Bernstein-Grades.

Aufgabe 2.5.39. Sei (A, FFA) ein ausschopfend nicht-negativ filtrierter Ring, so dass gr A
nullteilerfrei ist. Dann stimmen die Einheiten von A mit denen von FyA iiberein, in Formeln
A* = (FA)™.

Dies liefert eine Variante des Beweises, dass D(n)* = k* gilt.

2.6. Filtrierte und graduierte Moduln.

2.6.1. Wir fiihren bereits hier filtrierte Moduln ein, um zu zeigen, dass die Weyl-Algebra
noethersch ist (siche Satz 2.6.20). Filtrierte Moduln werden dann wieder in 4.4 wichtig. Wir
erinnern daran, dass Moduln stets Linksmoduln sind.

Definition 2.6.2. Sei (A, FA) ein filtrierter Ring und M ein A-Modul. Eine Filtrierung
von M oder genauer eine aufsteigende, mit der Filtrierung von A kompatible Fil-
trierung von M ist eine Familie FM = (F,M)yez von Untergruppen von M mit

(a) F,M C F,1 M fiir alle p € Z,

(b) F,A.F,M C F,,M fiir alle p,q € Z.
Ein filtrierter Modul iiber dem filtrierten Ring A ist ein A-Modul M zusammen mit einer
solchen Filtrierung.

Seien (M, FM) und (N, FN) filtrierte A-Moduln. Eine Morphismus f: M — N von A-
Moduln heiit Morphismus filtrierter A-Moduln, falls f(F,M) C F,N fir alle p € Z
gilt. Wir erhalten die Kategorie filtMod(A) filtrierter A-Moduln.

Eine Filtrierung von M heifit

(a) ausschépfend, falls M =, F,M,
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(b) bei Null beginnend'’, falls es ein p € Z mit F,M = 0 gibt.
(c) hausdorffsch (oder separiert), falls () ., F,M = {0} gilt.

Ende der 4. Vorlesung am 17.10.2018.

2.6.3. Insbesondere ist jedes F,M automatisch ein FyA-Modul. Jede bei Null beginnende
Filtrierung ist hausdorffsch.

Beispiel 2.6.4. Jeder filtrierte Ring ist ein filtrierter Modul {iber sich selbst.
Beispiel 2.6.5. Sei (A, F'A) ein nicht-negativ filtrierter Ring und sei M ein A-Modul. Sei

T C M eine Teilmenge, etwa T' = {my, ..., m,} fiir Elemente. Dann definiert
0 falls p < 0
F,M = aEp=
F,AT fallsp>0,

eine nicht-negative Filtrierung auf M. Sie ist ausschopfend, falls F'A ausschépfend ist und
M von T als A-Modul erzeugt ist.

2.6.6. Ein filtrierter Modul iiber einer filtrierten Algebra ist per definitionem ein filtrierter
Modul iiber dem unterliegenden filtrierten Ring. Alle Komponenten einer Filtrierung auf
einem solchen Modul sind automatisch Vektorrdume.

2.6.7. Wir haben Filtrierungen fiir Ringe (bzw. Algebren) und Moduln eingefithrt. Wenn
notig, so spricht man von Ring-Filtrierungen (bzw. Algebren-Filtrierungen) bzw. Modul-
Filtrierungen.

Definition 2.6.8. Sei A = @pEZ AP ein graduierter Ring und M ein A-Modul. Eine Gra-
duierung von M ist eine Familie (M?),ez von Untergruppen mit

(a) M =D, M,
(b) AP - M7 C MP*1 fiir alle p,q € Z.

Ein graduierter Modul iiber dem graduierten Ring A ist ein A-Modul zusammen mit einer
solchen Graduierung.

Die Kategorie grMod(A) graduierter A-Moduln ist in offensichtlicher Weise definiert: Ein
Morphismen M = @ M? — N = @ N" graduierter A-Moduln ist ein Morphismus f: M —
N von A-Moduln mit f(M?) C N™ fiir alle p € Z.

Die Elemente von MP? heilen homogen vom Grad n.'” Ein Element m € M heifit
homogen, wenn es ein p € Z mit m € MP gibt; im Fall m # 0 ist ein solches n eindeutig
bestimmt.

2.6.9. Ein graduierter Modul iiber einer graduierten Algebra ist per definitionem ein gradu-
ierter Modul iiber dem unterliegenden graduierten Ring. Alle Komponenten einer Graduie-
rung auf einem solchen Modul sind automatisch Vektorrdume.

2.6.10. Im Folgenden schreiben wir manche Resultate nur fiir filtrierte oder graduierte Ringe
und Moduln dariiber auf; sie gelten meist analog fiir filtrierte oder graduierte Algebren und
deren Moduln.

6Djes ist ad hoc Terminologie.
"Das Nullelement ist homogen von allen Graden.
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2.6.11. Sei (M, F'M) ein filtrierter Modul iiber dem filtrierten Ring A. Setzt man gr? M :=

gt M = £ so wird gr(M) = grp M = @D,z e? M in offensichtlicher Weise ein

graduierter gr A-Modul. Ist f: M — N ein Morphismus filtrierter A-Moduln, so ist
gr(f): gr(M) — gr(N),

g’ M > m— f(m) € g’ N,

ein Morphismus graduierter gr A-Moduln. Wegen gr(fog) = gr(f)ogr(g) und gr(id,ru) =
idgy(ar) definiert dies einen Funktor

gr: filtMod(A) — grMod(gr A).

Lemma 2.6.12 (Induzierte Filtrierungen auf Untermoduln und Quotienten). Sei (M, FM)
ein filtrierter Modul tiber einem filtrierten Ring (A, FA).

(a) Seiv: U — M ein injektiver Morphismus von A-Moduln. Dann wird U durch F,U :=
Y FE,M) =,U N F,M* ein filtrierter A-Modul und v ein Morphismus filtrierter A-
Moduln.

(b) Sei m: M — @Q ein surjektiver Morphismus von A-Moduln. Dann wird () durch
F,Q = n(F,M) ein filtrierter A-Modul und 7 ein Morphismus filtrierter A-Moduln.

Gilt Q = M/U, so gilt F,Q = 220

it
Beweis. Klar. ]
2.6.13. Filtrierungen sind flexibler als Graduierungen. Graduierungen sind leichter hand-
habbar, zum Beispiel ist die Kategorie grMod(A) abelsch, die Kategorie filtMod(A) nicht
(sieche Aufgabe 2.6.25). Induzierte Graduierungen gibt es im Gegensatz zu induzierten Fil-
trierungen selten; es gibt sie nur auf homogenen Untermoduln (die Definition eines solchen
Untermoduls ist analog zu der eines homogenen Ideals, vgl. Aufgabe 2.5.13).

Lemma 2.6.14. Sei M ein filtrierter Modul tiber einem filtrierten Ring A. Sei 0 — U —
M — Q — 0 eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Versehen wir U und ) mit den von
M induzierten Filtrierungen, so ist

0—=grU—grM —gr@ —0

eine kurze exakte Sequenz.'®

Beweis. Diagrammjagd (ohne Einschrinkung ist U ein Untermodul von M und es gilt Q) =

M/U). O

Konvention 2.6.15. Sagen wir, dass ein filtrierter (bzw. graduierter) Modul M iiber einem
filtrierten (bzw. graduierten) Ring A endlich erzeugt bzw. noethersch bzw. ... ist, so meint
dies die Eigenschaft von M als ,normalem®, d.h. unfiltriertem (bzw. ungraduiertem), A-
Modul.

Definition 2.6.16. Ein Modul M iiber einem Ring R heifit noethersch, wenn jeder Un-
termodul endlich erzeugt ist.'? %

18 Dies bedeutet, dass diese Sequenz als Sequenz von (ungraduierten) A-Moduln exakt ist. Aquivalent
bedeutet dies, dass fiir jedes p € Z die Sequenz 0 — grP U — gr? M — grP Q — 0 von abelschen Gruppen
(= Z-Moduln) (oder A°-Moduln) exakt ist. Aquivalent ist auch die Forderung, dass es sich um eine exakte
Sequenz in der abelschen Kategorie grMod(A) handelt.

nsbesondere ist M selbst endlich erzeugt.

20 Aquivalente Bedingungen sind:
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Lemma 2.6.17. Sei M ein filtrierter Modul tiber einem filtrierten Ring A, wobei die Fil-
trierung von M bei Null beginnend und ausschopfend sei. Dann gelten:

(a) Ist gr M endlich erzeugt als gr A-Modul, so ist M endlich erzeugt als A-Modul.
(b) Ist gr M noethersch als gr A-Modul, so ist M noethersch als A-Modul.

Beweis. (a): Sei FFM die Filtrierung auf M. Seien my, ..., m; € gr M endlich viele Erzeuger
von gr M als gr A-Modul. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass alle m; homogen
sind, d.h. m; € gr¥ M fiir geeignete d; € Z. Sei 1m; € Fy, M ein Lift von m;, d.h. m; = m;
in gr¥ M. Betrachte den (endlich erzeugten) A-Untermodul U := Ay + --- + Ay von
M. Versieh U und M/U mit den induzierten Filtrierungen (siehe Lemma 2.6.12). Nach
Lemma 2.6.14 liefert die kurze exakte Sequenz 0 — U — M — M /U — 0 eine kurze exakte
Sequenz

0—grlU —grM — gr M/U — 0.

Wegen my; € F;,U = U N Fy, M liegen alle Erzeuger m; bereits in gr U. Es folgt gr U = gr M,
also gr M /U = 0. Da die Filtrierung auf M /U ebenfalls bei Null beginnend und ausschépfend
ist, folgt induktiv M /U = 0, also M = U. Mit U ist somit M endlich erzeugt als A-Modul.
Ende der 5. Vorlesung am 22.10.2018.

(b): Sei U € M ein A-Untermodul. Zu zeigen ist, dass U endlich erzeugt ist. Versehen wir
U mit der induzierten Filtrierung, so ist gr U nach Lemma 2.6.14 ein gr A-Untermodul von
gr M. Da gr M noethersch ist, ist gr U als gr A-Modul endlich erzeugt. Teil (a) zeigt somit,
dass U als A-Modul endlich erzeugt ist. Somit ist M noethersch. 0

Beispiel 2.6.18. Wir geben ein Beispiel, dass man in Lemma 2.6.17 die Bedingung ,,bei Null
beginnend“ nicht durch , hausdorffsch“ ersetzen kann. Man versehe k[X| und k[[X]] jeweils
mit der [-adischen Filtrierung (siehe Warnung 2.5.6). Diese Filtrierungen sind hausdorffsch
und ausschopfend, aber nicht bei Null startend. Dann kann man k[[X]] als filtrierten Modul
tiber dem filtrierten Ring k[X] auffassen. Dann ist grk[[X]] ein endlich erzeugter grk[X]-
Modul, genauer ist er von dem Element 1 € k = gr’k[[X]] erzeugt (da der (injektive)
Morphismus k[X| — k[[X]] einen Isomorphismus grk[X] — grk[[X]] induziert). Jedoch ist
k[[X]] nicht endlich erzeugt als k[X]-Modul (warum? vermutlich aus Dimensionsgriinden).

Definition 2.6.19. Ein Ring heiflt linksnoethersch, wenn jedes Linksideal endlich erzeugt
ist, wenn der Ring also als (Links-)Modul iiber sich selbst ein noetherscher Modul ist. Ein
Ring heifit rechtsnoethersch, wenn jedes Rechtsideal endlich erzeugt ist (dquivalent: wenn
sein opponierter Ring linksnoethersch ist). Ein Ring heifit noethersch, wenn er rechts- und
linksnoethersch ist.

Satz 2.6.20. Die Weyl-Algebra D(n) ist noethersch (= links- und rechtsnoethersch).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass D(n) linksnoethersch ist. Betrachte die Bernstein-Filtrierung
BD(n) (siehe Satz 2.5.9). Nach Lemma 2.6.17 geniigt es zu zeigen, dass grgy D(n) als Mo-
dul {iber sich selbst linksnoethersch ist. Wegen grp D(n) = k[Xi,..., X, &, ..., &) (siehe

(a) (Aufsteigende-Ketten-Bedingung) Jede durch die natiirlichen Zahlen indizierte aufsteigende Kette
Up C Uy C Uy C ... von Untermoduln von M wird stationér, d.h. es gibt ein n € N mit U,, =
U1 =....

(b) Jede nichtleere Menge von Untermoduln von M besitzt ein maximales Element.
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Satz 2.5.19) folgt dies aber aus Hilberts Basissatz: Ein Polynomring R[X7, ..., X,] in endlich
vielen Variablen iiber einem noetherschen kommutativen Ring R ist noethersch.

Um zu sehen, dass D(n) auch rechtsnoethersch ist, kann man sich entweder tiberlegen, dass
das obige Argument analog fiir Rechtsmoduln statt fiir Linksmoduln durchgeht. Alternativ
kann man so argumentieren: Da D(n) isomorph zu D(n)° ist (siehe Satz 2.4.3), ist D(n)°P
linksnoethersch. Dies bedeutet, dass D(n) rechtsnoethersch ist. U

Definition 2.6.21. Sei R ein Ring. Ein R-Modul M heifit artinsch, falls jede durch die
natiirlichen Zahlen indizierte absteigende Kette Uy D U; D U; D ... von Untermoduln von
M stationdr wird.

Definition 2.6.22. Ein Ring heifit linksartinsch (bzw. rechtsartinsch, wenn er als (Links-
)Modul (bzw. Rechtsmodul) iiber sich selbst artinsch ist.

Lemma 2.6.23. Die Weyl-Algebra D(n) ist fir n > 1 weder linksartinsch noch rechtsar-
tinsch.

Beweis. Sei D = D(n) und betrachte die absteigende Folge
D> DO, DDJ>...>DJ DD ...

von Linksidealen in D. Diese Folge wird nicht stationsr:*! Wenn 9 € Do gilt, so gibt
esein T € D mit &8 = Tt also (1 — T9,)d = 0. Da D ein Integrititsbereich ist, folgt
1 = T0;. Also ist 0; linksinvertierbar in D. Die linksinvertierbaren Elemente von D sind
aber genau die Elemente von k, aber 0 ¢ k. Also ist D(n) nicht linksartinsch.

Analog zeigt man, dass D(n) nicht rechtsartinsch ist. O

2.6.24. Der Beweis von Lemma 2.6.23 zeigt allgemeiner: Sei R ein Ring und f € R ein
Element mit den folgenden Eigenschaften: Es gibt kein x € R — 0 mit =f = 0 (f ist kein
Rechts-Nullteiler). Es gibt kein # € R mit #f = 1 (f ist nicht linksinvertierbar). Dann
ist R nicht linksartinsch, denn A D Af D Af? D ... D Aft D Af*t O ... ist eine echt
absteigende Kette von Linksidealen.

Aufgabe 2.6.25. Sei A ein Ring und f: M — N ein Morphismus von A-Moduln. Sei
K :=Ker(f) :={m e M | f(m) =0} der Kern von f und B := f(M) :={n € N |3Im €
M : f(m) = n} das Bild von f. Dann existiert genau ein Morphismus f von A-Moduln, so
dass das Diagramm

M N
\ ? /
M/K—1-B

kommutativ ist, wobei 7w und ¢ die offensichtlichen Morphismen von A-Moduln sind.

(a) Der Morphismus f ist ein Isomorphismus von A-Moduln.
(b) Seien A = P,z AP ein graduierter Ring, M und N graduierte A-Moduln, und f ein
Morphismus graduierter A-Moduln. Zeige (bzw. denke so lange dariiber nach, bis Du

21 Alternativ kann man auch so argumentieren: Alle Elemente aus DO annihilieren das Element z% €
k[X], aber 9% (z}) = i! (siche Lemma 2.2.5). Also gilt 8¢ € DJi — DIt
27



davon iiberzeugt bist), dass K, M/K, B und N/B in natiirlicher Weise graduierte
A-Moduln sind, und dass f ein Isomorphismus® graduierter A-Moduln ist.

(c) Seien (A, FA) ein filtrierter Ring, M und N filtrierte A-Moduln, und f ein Morphis-
mus filtrierter A-Moduln. Versehen sie M/K mit der von M induzierten Quotienten-
modulfiltrierung und B mit der von B induzierten Untermodulfiltrierung (siehe Lem-
ma 2.6.12). Zeige, dass f im Allgemeinen kein Isomorphismus filtrierter A-Moduln
ist.

Hinweis: Es gibt ein Gegenbeispiel mit A = A = Z, F_1A = 0 C F,A = A,
M = N =7, aber FM # FN.
Diese Aufgabe zeigt im Wesentlichen, dass die Kategorie grMod(A) graduierter Moduln iiber
einem graduierten Ring A = P, A? abelsch ist, die Kategorie filtrierter Moduln filtMod(A)
tiber einem filtrierten Ring (A, F'A) jedoch nicht.

Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 2.6.25
(2) Aufgabe 2.7.12
(3) + (4) Suche zwei fiir Dich interessante Aufgaben aus:
e Aufgabe 2.7.5
e Diagrammjagd-Ubung: Beweis von Lemma 2.6.14 sauber aufschreiben.
e Beweise die Dir unbekannten Aussagen aus Aufgabe 2.6.26.
e Aufgabe 2.7.18
e Aufgabe 2.7.9
o , Aufgabe V.4.7]: Sei ) # U C C offen. Dann bildet die Menge H(U)
der holomorphen Funktionen auf U in natiirlicher Weise einen D(1)-Modul (vgl.
Aufgabe 2.7.11). Zeige, dass H(U) kein zyklischer D(1)-Modul ist.
[ ]s Hinweis: Sei h € H(U) ein Erzeuger. Dann ist h nicht konstant und es
gilt e? & D(1).h.
Gerne wiifite ich, wie man die Aussage des Hinweises zeigt. (Meine Losung ver-
wendet ein Kardinalitdtsargument.)
e Zeige, das der projektive D(1)-Modul a aus Aufgabe 2.5.37 nicht frei ist. (Moglicher
Losungsweg: Sei a = D(1)®! ein Isomorphismus. Dann folgt 2 < |I| < oo, also
a = D(1)" fiir ein n > 2. Aus der zitierten Aufgabe folgt D(1)? = D(1)"
(Der Rest des Losungswegs zeigt im Wesentlichen, dass linksnoethersche Ringe
die invariant basis number (IBN) property haben.) Die Komposition D(1)""! —
D(1)? = D(1)"*, wobei die erste Abbildung die Projektion auf die ersten bei-
den Koordinaten ist, ist ein surjektiver, aber nicht injektiver Endomorphismus.
Allgemein ist aber jeder surjektive Endomorphismus eines noetherschen Moduls
bijektiv (darf ohne Beweis verwendet werden)).

Aufgabe 2.6.26. Sei R ein Ring.

(a) Sei 0 - M" — M — M" — 0 eine kurze exakte Folge von R-Moduln. Dann ist M
noethersch genau dann, wenn M’ und M” noethersch sind.

(b) Endliche direkte Summen von noetherschen Moduln sind noethersch. Summanden
noetherscher Moduln sind noethersch.

22 Bin Morphismus f: X = Y in einer Kategorie heifit Isomorphismus, falls es einen Morphismus g: ¥ —
X in dieser Kategorie mit f o g =idy und go f = idx gibt.
28



(c) Sei R als linksnoethersch angenommen. Dann ist ein R-Modul genau dann noethersch,
wenn er endlich erzeugt ist.

2.7. Moduln iiber der Weyl-Algebra.

Definition 2.7.1. Ein Modul M iiber einem Ring R heifit zyklisch, falls es ein m € M mit
Rm = M gibt, falls M also von einem Element als R-Modul erzeugt wird.

Definition 2.7.2. Sei M ein Modul iiber einem Integritéitsbereich R. Eine Element m € M
heifit Torsionselement, falls es ein r € R — 0 mit rm = 0 gibt. Der R-Modul M heif3t
Torsionsmodul, falls alle m € M Torsionselemente sind.

Definition 2.7.3. Eine Modul M {iber einem Ring heifit einfach, falls M genau zwei Un-
termoduln hat, ndmlich den Nullmodul und M. Aquivalent bedeutet dies, dass M # 0 gilt
und dass fiir jeden Untermodul U von M schon U = 0 oder U = M gilt.

Warnung 2.7.4. Man beachte, dass wir den Begriff einfach sowohl fiir Ringe als auch fiir
Moduln definiert haben. Die Weyl-Algebra D(n) ist ein einfacher Ring (siehe Satz 2.5.32),
sie ist aber nicht einfach als Linksmodul iiber sich selbst.

Aufgabe 2.7.5. Sei R ein Ring, der als Linksmodul iiber sich selbst einfach ist. Dann ist R
ein Schiefkorper, d. h. es gilt R* = R — 0.

Aufgabe 2.7.6. Jeder einfache Modul ist zyklisch.
2.7.7. Wegen D(n) C End(k[X]) ist k[X] ein D(n)-Modul.
Proposition 2.7.8. Fiirn > 1 ist der D(n)-Modul k| X]| ein einfacher Torsionsmodul.

Beweis. Es ist klar, dass 1 ein Erzeuger von k[X]| als D(n)-Modul ist. Ist U C k[X] ein
Untermodul mit U # 0, so sei f = > cyn faX* € U = 0. In {a € N" | f, # 0} sei 3 ein
Element mit maximaler Linge |3|. Dann gilt U 2 9°(f) = B! fs # 0 (siehe Lemma 2.2.5). Es
folgt 1 € U und somit U = k[X].

Sei g € k|X] beliebig. Wéhle n € N mit n > deg(g). Dann gilt 97 # 0 und 97 (g) = 0. Also
ist g ein Torsionselement. 0

Aufgabe 2.7.9. Zeige, dass >, D(n)0; ein maximales Linksideal von D(n) ist.
Hinweis: Betrachte die Abbildung D(n) — k[X], T+~ T(1), und verwende Propositi-
on 2.7.8.

2.7.10. Seine Sy,...,S,, 11, ..., T, Endomorphismen eines Vektorraums V', die [S;, S;] = 0,
[T;, 1] =0, [S;, T;] = 0,; erfiillen. Dann gibt es genau eine D(n)-Modulstruktur auf V, die
die gegebene Vektorraumstruktur erweitert, so dass X; als S; und 0; als T; operiert. Dies
folgt sofort aus 2.4.2.

Aufgabe 2.7.11. Sei k = C und sei U C C" eine offene Teilmenge. Sei F der Vektorraum
aller glatten/holomorphen/polynomialen Funktionen U — C. Zeige, dass es auf F genau
eine D(n)-Modulstruktur gibt, die die gegebene Vektorraumstruktur erweitert, so dass X;
als Multiplikation mit der Funktion z; (damit ist die Projektionsfunktion U — C, = + x;
gemeint) und 0; als partielle Ableitung im Sinne der Analysis operiert.

Hinweis: Verwende 2.7.10.

Bemerkung: Der Raum aller holomorphen Funktionen H(U) auf einer nichtleeren offenen

Teilmenge von C hat als D(1)-Modul die folgenden Eigenschaften.
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e H(U) ist nicht einfach: Beispielsweise bilden die polynomialen Funktionen einen ech-
ten Untermodul # 0.

e Die Torsionselemente sind genau die holomorphen Funktionen f, die eine nicht-
triviale gewohnliche Differentialgleichung mit polynomialen Koeffizienten erfiillen,
fiir die es also ein P € D(1) — 0 mit P(f) = 0 gibt.

e Nicht alle Elemente sind Torsionselemente: Ein Beispiel ist die holomorphe Funktion
e (siehe | , Prop. 3.2 in Kap. 5.]).

e Ich kenne eine Losung von | , Aufgabe V.4.7], wiiite aber gerne, wie man sie
mit dem angegebenen Hinweis 16st.

Aufgabe 2.7.12. Sei S C k[X] = k[Xj, ..., X,] eine multiplikativ abgeschlossene Teilmen-
ge. Ist M ein k[X]-Modul, so ist die Lokalisierung S™'M ein S~'k[X]-Modul. Sei nun M
ein D(n)-Modul. Indem wir M als k| X]-Modul auffassen, erhalten wir den S~ k[X]-Modul
S—1M.

Zeige, dass es auf S~'M genau eine D(n)-Modulstruktur gibt, die die offensichtliche k[ X]-
Modulstruktur erweitert und die Eigenschaft hat, dass das Diagramm

M—2

I

s % g1y

fir alle i € {1,...,n} kommutiert.
Hinweis: Ableitungsregel fiir Quotienten (aus der Analysis) und 2.7.10.

2.7.1. Lineare Differentialgleichungen.

Definition 2.7.13. Ein System von linearen (partiellen) Differentialgleichungen

Oft schreibt man ein solches System als

Pufi+- -+ Pinfm =0,
(2.7.1) P = : oder kurz Pf =0.

P€1f1+"'+P€mfm :07

Sei F' ein D(n)-Modul. Eine Losung von P in F ist ein Tupel f = (f1,..., fin) € F™ mit
Yo Pafi =0 firalle 1 <s </ oder kurz Pf =0, wenn wir f als Spaltenvektor auffassen.
Die Menge all dieser Losungen ist ein Vektorraum® und wird Solr () notiert.

Bemerkung 2.7.14. Im Fall k = R oder k = C und M = C*(U) (glatte Funktionen) oder
M = H(U) (holomorphe Funktionen), fiir U C k™ offen, spezialisiert die obige Definition zu
der iiblichen Definition aus der Analysis.

23Weil wir es mit einem System von linearen Differentialgleichungen zu tun haben.
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Definition 2.7.15. Wir setzen Definition 2.7.13 fort. Betrachte den D(n)-Modulmorphismus
»Rechtsmultiplikation -P eines Zeilenvektors mit P (vgl. Aufgabe 2.7.21)

P: D(n)" — D(n)™,

l
T=(Tr,....T0) = (...> T.Py,...)=(T1,...,T))P = T?P.
s=1

D(n)-Modul.

Proposition 2.7.16. Sei P = (Py)1<s<e1<m € Maty,(D(n)) ein System linearer Differen-
tialgleichungen. Sei My der assoziierte D(n)-Modul. Dann gilt fiir jeden D(n)-Modul F'

Hom p ) (Mo, F) = Solp(P),
p = (plea), .. plem)),
als Vektorrdaume, wobei e; die Klasse von e; = (0,...,0,1,0,...,0) in My bezeichnet.
Beweis. Per Definition haben wir eine exakte Sequenz
D(n)* L D)™ — My — 0
von D(n)-Moduln. Wir wenden darauf den linksexakten Funktor
Homp)(—, F): Mod(D(n))°® — Vect
und erhalten Exaktheit der ersten Zeile im folgenden Diagramm

(-P)*=(7o(-P))

Hompy) (D(n)z, F) HomD(n)(D(n)m, F)<— HomD(n)(My, F)<—0

: :

Ft & £ Sol ()

0.

Die Abbildung P- ist Linksmultiplikation mit der Matrix P, wenn wir Elemente von F™ und
F* als Spaltenvektoren auffassen. Nach Definition von Solp(P) ist klar, dass die untere Zeile
exakt ist. Die beiden senkrechten durchgezogenen Pfeile sind die Auswertungsisomorphismen
(siche Aufgabe 2.7.21). Es ist leicht zu sehen, dass das Diagramm kommutativ ist. Die
Existenz des gestrichelten Isomorphismus, der das Diagramm zum Kommutieren bringt, ist
dann klar. 0]

2.7.17. Seien Systeme P € Matyy,,(D(n)) und P’ € Maty ,,,(D(n)) linearer Differentialglei-
chungen (in gleich vielen Unbekannten m) gegeben. Dann sind die assoziierten D(n)-Moduln
My und My genau dann isomorph, wenn die beiden Losungsfunktoren

Solz(P), Solz (P"): Mod(D(n)) — Vect

isomorph sind (dies verwendet das Yoneda-Lemma). Es wirkt schwieriger, eine dquivalente
Bedingung fiir die Matrizen P und P’ zu formulieren. Dies mag man dahingehend inter-
pretieren, dass der assoziierte D(n)-Modul My ein ,besseres“*! mathematisches Objekt als
das System P ist. Ahnlich steht der Begriff eines D(n)-Modulmorphismus My — Mg zur

24Es kommt natiirlich immer darauf an, woran man konkret interessiert ist.
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Verfiigung; was ein Morphismus P — P’ von Systemen von linearen Differentialgleichungen
sein soll, ist nicht so offensichtlich.

Ende der 6. Vorlesung am 24.10.2018.

Aufgabe 2.7.18. Jeder endlich erzeugte D(n)-Modul ist zu einem System von linearen
Differentialgleichungen assoziiert.
Hinweis: D(n) ist noethersch.

Aufgabe 2.7.19 (Jedes unendliche System von Differentialgleichungen hat ein dquivalentes
endliches Teilsystem). Statt eines Systems (2.7.1) von endlich vielen linearen Differential-
gleichungen mag man ein System

Q:{Qi1f1+"'+Qimfm:0, firi € 1,

von unendlich vielen linearen Differentialgleichungen betrachten, wobei I eine unendliche
Indexmenge ist. Zeige, dass es dann bereits eine endliche Indexmenge £ C I gibt, so dass
fiir jeden D(n)-Modul F' gilt: Genau dann ist f € F"™ eine Losung des obigen unendlichen
Systems, wenn f eine Losung des endlichen Systems

{Qi1f1+---+Q,~mfm:O firie B
ist.
Hinweis: D(n) ist noethersch.

Aufgabe 2.7.20. Kapitel 6, Aufgaben 4.1, 4.2 in | ]

Aufgabe 2.7.21. Sei R ein beliebiger (nichtkommutativer) Ring.
(a) Sei M ein R-Modul. Dann ist Auswerten bei 1 € R,
Hompg (R, M) = M,
p = (1),
ein Isomorphismus von abelschen Gruppen (von Vektorrdumen, wenn R eine Algebra
ist). Die Umkehrabbildung ordnte m € M die Abbildung , Rechtsmultiplikation mit

m' zu.
(b) Auswerten bei 1 € R ist ein Isomorphismus
EndR(R) 1> ROp,
p = o(1),
von Ringen (von Algebren, wenn R eine Algebra ist).
(c) Folgere
Hompg(R', M) = M".
Wenn man Elemente von R’ als Zeilenvektoren schreibt und Elemente von M* als
Spaltenvektoren, so ordnet die Umkehrabbildung einem Spaltenvektor m € M* die
Abbildung ,,Rechtsmultiplikation -m mit m® zu.
(d) Folgere
Hompg (R’ R™) = Matys,n(R).
Wenn wir Elemente von R* und R™ als Zeilenvektoren schreiben, so ordnet die Um-
kehrabbildung einer Matrix A € Mat,,(R) die Abbildung ,, Rechtsmultiplikation -A

mit A“ zu.
32



(e) Sind R-Modulmorphismen R’ % R™ 5 R durch Matrizen A € Mat gy (R) und
B € Mat,, ,(R) beschrieben, so ist 5 o « durch AB beschrieben (die Reihenfolge ist
also umgekehrt, vgl. (b))

3. RINGE VON DIFFERENTIALOPERATOREN

Wir diskutieren Differentialoperatoren einer kommutativen Algebra A. Das zur Zeit wich-
tigste Beispiel einer solchen Algebra ist die Polynomalgebra k[X].

3.1. Differentialoperatoren.
Annahme 3.1.1. Im gesamten Abschnitt 3.1 sei A eine kommutative Algebra.

Lemma 3.1.2. Die Abbildung

A = Enda(A),

ar (a: b ab)
ist ein Isomorphismus von Algebren (auch von A-Algebren). Ihre Umkehrabbildung bildet
f € Ends(A) auf f(1) ab.

Beweis. Das ist eine offensichtliche Rechnung. Die Behauptung folgt auch aus der allgemei-
neren Aussage in Aufgabe 2.7.21, wo der Ring nicht als kommutativ angenommen ist.  [J

3.1.3. Wegen A = Enda(A) C End(A) = End,(A) kénnen und werden wir im folgenden A
als Teilmenge aller Endomorphismen des Vektorraums A auffassen. Ein Element a € A wird
also oft mit a. identifiziert.

Definition 3.1.4. Eine Derivation von A ist ein Element 7' € End(A) = Endy(A) mit
T(ab) =T (a)b+ aT'(b)

fur alle a,b € A. Die Menge aller Derivationen von A wird mit Der(A) bezeichnet.

3.1.5. Es gilt T(1) =0, denn T(1) =T(1-1) =T(1) - 1 + 17°(1) = 27°(1). Fiir A € k folgt

TN\ =T(\1)=\T(1)=0.

3.1.6. In offensichtlicher Weise ist Der(A) ein A-Modul.

Satz 3.1.7. Sein € N und k[X] = k[X1,...,X,]. Dann ist Der(k[X]) einer freier k[X]-

Modul vom Rang n; genauer bilden die partiellen Ableitungen 0;, fir i € {1,...,n}, eine

k[X]-Basis dieses Moduls, in Formeln

n

Der(k[X]) = @D KIX].

i=1
3.1.8. Es besteht Der(k[X]) also aus den ,, Vektorfeldern* auf k™. Analog kann man Der(A)

als ,, Vektorfelder ansehen, die man auf ,,Funktionen“ auf einem geeigneten Raum anwenden
kann, der so konstruiert ist, dass diese Funktionen genau die Elemente von A sind.

Beweis. Nach Lemma 2.1.4 sind alle 0; Derivationen der Algebra k[X]. Sei T € Der(k[X]).
Setze p; :=T(X;) und S := > | p;0; € Der(k[X]). Dann gilt

S(X;) = Zpiai(Xj) = Zpifsij = p; = T(Xj)).
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Da k[X] als Algebra von den Elementen Xi,..., X, erzeugt ist und da jede Derivation
auf k.1 verschwindet (siehe 3.1.5), folgt S = T. Dies zeigt, dass die partiellen Ableitungen
Der(k[X]) als k[X]-Modul erzeugen. Gelte 0 = Y | ¢;0;, wobei ¢; € k[X]. Daraus folgt
0=>",¢0i(X;) =>,q0; = q; fir alle j € {1,...,n}. Dies zeigt die k[X]-lineare Un-
abhéngigkeit der partiellen Ableitungen. O

3.1.9. Wir verwenden im Folgenden oft den Kommutator [T, T"] := TT'—T'T = ToT"—T"oT
fiir Elemente 7,7" € End(A). Der Vektorraum End(A) zusammen mit dieser Abbildung
[,]: End(A) x End(A) — End(A) ist eine Lie-Algebra (siche 1.6.16).

Lemma 3.1.10. Fir T,7" € Der(A) gilt [T,T'] € Der(A). Insbesondere ist Der(A) eine
Unter-Lie-Algebra von End(A).
Beweis. Fiir beliebige a,b € A gilt
[T,T')(ab) = T(T'(ab)) — T'(T(ab))
=T(T'(a)b+ aT'(b)) — T'(T(a)b + aT' (D))
=T(T"(a))b+ T(a)T(b) + T(a)T" (b)) + aT(T"(b))
—T'(T(a))b = T(a)T"(b) = T"(a)T'(b) — aT"(T'(b))
= ([T, T")(a))b + a([T, T"](b))-

Aufgabe 3.1.11. Man driicke den Kommutator [f0;, g0;] fir f,¢g € k[X]undi,j € {1,...,n}
in der k[.X]-Basis (0y)}_, aus.
Lemma 3.1.12. Fir T € End(A) = Endx(A) gelten:

(a) T € A=Enda(A) <= [T,a] =0 in End(A) fir alle a € A;

(b) T € Der(A) <= T(1)=0in A und|[[T,a],b] =0 in End(A) fir alle a,b € A.

Beweis. Beide Behauptungen sind einfache Rechnungen. Wir zeigen die zweite, minimal
schwierigere Aussage.

Sei T € Der(A). Dann gilt T(1) = 0 nach 3.1.5. Fiir beliebige a,b,c € A berechnen wir
(unter Verwendung der Kommutativitét von A)

[[T7 a]? b] (C) = [T’ CL] (bc) - b[T7 a] (C)
= T (abc) — aT'(be) — T (ac) + baT'(c)
=T(a)bc —bT(a)c =0
Gelten umgekehrt 7'(1) = 0 und [[T, a],b] = 0 fiir alle a,b € A, so folgt
0=[[T,a],b](1) =T(ab) — aT(b) — bT(a) + ba T (1),
pn
also T' € Der(A). O

Definition 3.1.13. Sei p € N. Ein Element 7" € End(A) heifit (linearer) Differential-
operator der Ordnung < p von A, falls

[...[[T,a0],a1],...,a,] =0
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in End(A) fiir alle ag, a1, .. ., a, € Agilt. Sei F, Diff(A) die Menge aller Differentialoperatoren
der Ordnung < p. Fiir p < 0 setzen wir F}, Diff(A) := 0. Die Elemente von

Diff(A) := | ] F, Diff (A)

heifen Differentialoperatoren von A.

3.1.14. Man kann F), Diff(A) auch induktiv definieren: Setze Fy Diff (A) := A C End(A) und
induktiv fiir p > 0

F,Diff(A) := {T € End(A) | [T,a] € F,_1 Diff(A) fur alle a € A}.

3.1.15. Die ,Reihenfolge der Klammerung® in der Bedingung ... [[T, ao|, a1],...,a,] = 0 ist
nicht relevant (wegen [S, T| = —[T', S]): Im Fall p = 3 ist beispielsweise [as, [as, [[ao, T], a1]]] =
0 eine dquivalente Forderung.

Satz 3.1.16. Die Menge aller Differentialoperatoren Diff (A) ist eine Algebra, und
F Diff(A) := (F, Diff(A)) ez

definiert eine ausschopfende, nicht-negative Filtrierung auf dieser Algebra, genannt Ord-
nungsfiltrierung. Auflerdem gelten die folgenden Aussagen:

(a) FoDiff(A) = A als Algebren.
(b)
Fy Diff(A) = A & Der(A),
T— (T1), T-T(1)),
a+ S« (a,9s),

als® Vektorrdume (und als Moduln iber Fy Diff(A) = A).
(¢) [F,Diff (A), F, Diff(A)] C F,1,—1 Diff (A) fiir alle p,q € Z; insbesondere ist gr Diff (A)
kommutativ.

Beweis. Offensichtlich sind alle F}, Diff(A) Untervektorraume von End(A) mit F, Diff(4) C
F,.1 Diff(A) fiir alle p € Z, und es gilt id4 € Fy Diff(A). Wir miissen zeigen, dass

p
(3.1.1) F, Diff(A) o F, Diff (A) C F,., Diff(A)

fiir alle p, g € Z gilt. Sobald dies gezeigt ist, ist klar, dass Diff(A) eine filtrierte Algebra ist;
nach Definition ist klar, dass die Filtrierung F Diff(A) ausschopfend und nicht-negativ ist.
Die Aussagen (a) und (b) folgen sofort aus Lemma 3.1.12.

Wir zeigen (3.1.1) per Induktion iiber p + ¢. Fiir p+ ¢ < 0 ist die Aussage klar: Im Fall
p = q = 0 folgt dies aus A = F; Diff (A), in allen anderen Féllen ist p oder ¢ echt kleiner als
Null und die Aussage ist trivial.

Gelten S € F, Diff(A) und T € F, Diff(A). Fiir beliebiges a € A gilt dann

[ST,a] = [S,a]T + S[T,al.
Offensichtlich gelten [S,a] € F,_1Diff(A) und [T, a] € F,_;Diff(A). Per Induktion folgt
1S,a]T, S[T,a] € Fpyq—1 Diff(A), also [ST,a] € Fpi,—1 Diff(A) und somit ST € F,;, Diff(A).

25 Hier ist natiirlich gemeint, dass die beiden angegebenen Abbildungen invers zueinander sind. Analoges
gilt in vergleichbaren Situationen.
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Wir zeigen (c¢) per Induktion iiber p + ¢q. Fiir p + ¢ < 0 ist die Aussage klar. Gelten
S € F,Diff(A) und T € F,Diff(A). Fir beliebiges a € A gilt nach der Jacobi-Identitét
(siche Aufgabe 2.4.8)

(S, T],a] = [[S,a], T] + [S, [T, a]]
Aus [S,a] € F,_1 Diff(A) und [T, a] € F,—1 Diff (A) folgt per Induktion [[S,a],T],[S, [T, a]] €
F, 1,2 Diff(A), also [[S,T],a] € F,,—2 Diff (A) und somit [S,T] € F,.,—1 Diff (A). O

3.1.17. Ein Ziel im folgenden Abschnitt 3.2 ist die Gleichheit Diff(k[X7,..., X,]) = D(n)
(siehe Satz 3.2.6). Wir werden dies aus der expliziten Bestimmung von gr Diff (k[ X1, ..., X,])
folgern. Es sei bemerkt, dass die Inklusion D(n) C Diff(k[X1, ..., X,]) bereits klar ist, denn
alle Erzeuger von D(n) als Algebra liegen schon in Fy Diff (k[ X7, ..., X,]) und Diff (k[ X, ..., X))
ist eine Algebra (siehe Satz 3.1.16).

Lemma 3.1.18. Sei A eine kommutative Algebra und p € Nsg. Sei T € F,Diff(A) ein
Differentialoperator der Ordnung < p. Betrachte die Abbildung

o,(T): AP — A,
(a1,...,ap) = [...[[T,a1],aql, ..., ap),
wobei der iterierte Kommutator a priori ein Differentialoperator der Ordnung < 0 ist, aber
per Fy Diff (A) = A als Element von A aufgefasst wird (siehe Satz 5.1.16.(a)). Dann gelten:

(a) Die Abbildung o,(T') ist multilinear und symmetrisch.
(b) Es gilt genau dann T' € F,_1 Diff(A), wenn o,(T) = 0 gillt.
(c) Die Abbildung

o, F,Diff(A) — Hom(S” A, A),
T — o,(T),

ist A-linear, wobei die A-Modulstruktur auf Hom(SP A, A) von der auf dem Zielbereich
A herrihrt. (Hier bezeichnet SPA die p-te symmetrische Potenz von A, also den
Quotient von TP A = A®P nach dem Untervektorraum, der von allen a1 ® -+ ® a; ®
A1 R Rap — a1 Q- Qa1 ®a; ® -+ Qa, erzeugt wird.)

Beweis. Es ist klar, dass 0,(7") multilinear ist. Sei S ein Differentialoperator und seien a,b €
A. Dann gilt
0 =[S, [a, b]] = [[S; a], b] + [a, [, B]},
—~—
=0
also

[[Sv a]v b] = [[Sv b]v a]'
Wir folgern

Up<T)(a17 sy A1, Qs Qg 1, Qg2 - - - 7ap) = Up(T)(a17 sy A1, Qi 1, Gy Qg 25 - - - 7ap)'

Daraus folgt sofort, dass o,(7") symmetrisch ist. Dies zeigt die erste Behauptung. Die zwei-
te Behauptung folgt sofort aus der Definition eines Differentialoperators. Zur dritten Be-
hauptung: Sei b € A. Dann gilt [T, a1] = [b,a1]T + b[T, a1] = b[T, a;]. Iterieren wir dieses
Argument, so folgt zunéchst [b[T, a;], as] = b[[T’, a1], as] und induktiv o,(bT") = bo,(T). O

Ende der 7. Vorlesung am 29.10.2018.
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Aufgabe 3.1.19. Seien E C A eine Teilmenge, die A als (kommutative) Algebra erzeugt.
Dann ist ein 7' € End(A) genau dann in F), Diff(A), wenn

T,¢] € F,_, Diff (A)
fur alle e € F gilt. (Hinweis: [T, bc] = [T, blc + b[T, ] fiir alle b,c € A.)

Aufgabe 3.1.20. Sei A = k[X3,...,X,] und sei p € N,.
(a) Seien iy,...,4, € {1,...,n} und a = (ay,...,a,) € AP. Dann gilt

p
0p(0s, - O (@) = [ [0 -+ Oy, g = D T 95 (av)
’Yesp j=1
Hinweis: Fir beliebige S € Diff(A) und a € a gilt [0;S,a] = 0;(a)S + 0;[S, a].
Folgere daraus fiir S € F,_ Diff (A) per Induktion

[...[0:S, aq], . Za aj)...[0:S,a], ... a4, ... ap),

wobei der Hut andeutet, dass der Ausdruck darunter weggelassen wird.
(b) Sei ((i,-..,Cy) € K™ Setze € := (X1 + -+ + (X, Seien o, B € N™ mit |5] < p, so
dass X©9° € F, Diff(A) gilt. Folgere

afB _

(XN, 1) = {p!XC falls |5 =
0 sonst.

Aufgabe 3.1.21. Wir geben eine sehr allgemeine Definition einer Derivation. Seien R ein
kommutativer Ring, A, B, C' R-Algebren (die nicht also kommutativ angenommen sind),
f: A — Bund v: A — C R-Algebrenmorphismen, M = gM¢ ein B-C-Bimodul (also
ein Links-B-Modul und Rechts-C-Modul, so dass die unterliegenden R-Modulstrukturen
tibereinstimmen - alternativ ist es ein B @z C°P-Modul). Eine -y-Derivation von A in
M ist eine R-lineare Abbildung T: A — M mit

T(ad") = B(a)T(a") + T'(a)y(a’)
fiir alle a,d’ € A.

(a) Welcher Spezialfall ist Definition 3.1.47
(b) (Jacobsons Trick - niitzlich zur Definition von [-y-Derivationen) Eine R-lineare Ab-
bildung T: A — M ist genau dann eine [-vy-Derivation von A in M, wenn die Ab-

bildung
B M
A— ( 0 C) :

= (76 58)

ein Ringmorphismus ist (hierbei ist (g ]\04) = {(8 m) |be Bom e M,ce C}

mit , Matrixmultiplikation® als Ring aufzufassen).
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Aufgabe 3.1.22. Sei A eine Algebra (wir nehmen hier nicht an, dass A kommutativ ist).
Eine Derivation von A ist eine lineare Abbildung T: A — A mit T'(ab) = T'(a)b+aT'(b) fiir
alle a,b € A. (Im Sinne von Aufgabe 3.1.21 ist dies eine id-id-Derivation von Ain A = 4A4.)

(a) Fiir jedes a € A sind [a, —]: A — A und [—,a]: A — A Derivationen.
(b) Ist T: A — A eine Derivation, so gilt 7™ (ab) = Y1~ (") T"(a)T™ ().
3.2. Differentialoperatoren von k[X7,..., X,].
3.2.1. Wir betrachten nun den Fall A = k[X7,..., X,].

Definition 3.2.2. Gegeben p € Z und T € F,Diff(A) definieren wir das p-Symbol
Sym,(T) € A1, ..., &) =k[Xq1,..., X5, &, ..., &) von T durch

0 falls p < 0,
Sym,(T) == T falls p =0,
%! Zil ipe{l,..n} O'p(T)(Xil,Xl‘2, ... 7Xip)§i1§i2 s fz‘p falls p > 0.

----------

Wir erhalten so eine lineare Abbildung
(3.2.1) Sym,,: F, Diff(4) — A[&1, ..., &l
die nach Lemma 3.1.18 sogar A-linear ist.
3.2.3. Fiir ( = ((1,.-+,¢C) € k™ definiere
be=GXi 4+ +GX, e A=K[Xq, ..., X))
und
¢ = [—,{]: Diff(4) — Diff(A).

Jedes Element P € A[¢] konnen wir bei ( auswerten (substituiere &; durch ¢;) und erhalten

so ein Element P(() € A. Gegeben p > 0 und T € F, Diff(A) erhalten wir insbesondere

Sy, (M) =~ Y ()X, Xy X )G Gy

(Lemma 3.1.18) = %lap(T)(gC, A %[. LA, b = (D).

Wir erhalten somit die Gleichheit
1

(3.22) Sy, (1)(¢) = ~7/()
in A fiir alle p € N (der Fall p = 0 war oben ausgenommen), alle 7' € F, Diff(A) und alle
¢ ek
Satz 3.2.4. Sei A = k[X1,...,X,]. Die Abbildungen (3.2.1), fir p € Z, induzieren einen
Isomorphismus

Sym: grpDiff(4) = k[Xy,..., X, &, .0, &)

von graduierten Algebren, genannt Symbolabbildung, wobei die rechte Seite durch deg(X;) =

0 und deg(&;) = 1 graduiert ist.
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Beweis. Nach Lemma 3.1.18 ist klar, dass (3.2.1) zu einer A-linearen Abbildung
Sym,,: gr’ Diff(A) — A[&1, ..., 6"

faktorisiert, wobei die rechte Seite die Menge der homogenen Polynome (mit Koeffizienten
in A) vom Grad p in den &; bezeichnet. Die direkte Summe dieser Abbildungen ist die im
Satz angegebene Abbildung Sym.

Wir zeigen zunéchst, dass Sym mit den Multiplikationen vertréglich ist. Seien S € F, Diff (A)
und T" € F, Diff(A). Zu zeigen ist

(3.2.3) Sym,, (S - T) = Sym,(S) - Sym,(T),

wobei wir ohne Einschriankung p, ¢ € N annehmen kénnen.
Mit der in 3.2.3 eingefiithrten Notation gilt fiir { € k™

7(ST) = [ST' b = [S, 4T + S[T, £¢] = 7(S)T + S7(T),
woraus per Induktion
m - m % m—i
T(ST) = (Z_)TC(S)TC (T)
i=0
fur alle m € N folgt (vgl. Aufgabe 3.1.22). Nach (3.2.2) erhalten wir

Sy (ST)(C) = oy ¥ (ST)

(da S € F,Diff(4) nd T € F,Diff(4)) = i ol (p ; q) 2(S)rI(T)

1
= (Sym,(5)(€)) - (Symy(T)(C))-
Da ( beliebig war (und k als Kérper der Charakteristik Null unendlich ist) folgt
Sym,,, ,(ST) = Sym,,(S) Sym,(T).

Daraus folgt sofort Multiplikativitéit (3.2.3).
Nach Definition gelten Sym,(X;) = X; und

n

Sym, (0;) = Zal(ai)<Xj)£j = 10, X,)¢ = &

j=1
Dank der gerade bewiesenen Multiplikativitéit folgt daraus
(3.2.4) Symyg (X*0%) = X°¢”

fiir alle § € N™. Insbesondere ist Sym surjektiv.
Es bleibt zu zeigen, dass Sym injektiv ist. Sei T' € F), Diff(A) mit Sym,(T) = 0. Zu zeigen
ist T € F,_, Diff(A).
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Wir zeigen die Aussage per Induktion iiber p. Fiir p < 0 ist die Aussage trivial. Gelte
p > 0. Laut Annahme 0 = Sym,(T") erhalten wir mit (3.2.2)

0 = Sym,(T)(C +An) = ~2,3,(T)

fiir alle ¢,n € k™ und A € k, also 7, (T') = 0. Offensichtlich gelten

Teran = [ bepan] = [— be + Ay = 7 + ATy,
und
e o Ty = [[=, byl be] = [[= Le) ] + [, [y, £c]] = ([ be) s by) = T 0 7¢

=0
d.h. die beiden Endomorphismen 7, und 7, kommutieren. Es folgt

p
P\ i/ p—i —i
0 =723 (T) = (e + A)P(T) = (Z> T (D)) X
€A

Fasst man diesen Ausdruck als Polynom in A (mit Koeffizienten in A) auf, so folgt 7/(77~(T)) =
0 fiir alle i € {0, ...,p} (da k unendlich ist und alle Binomialkoeffizienten ungleich Null sind
- beide Aussagen folgen aus der Annahme, dass k Charakteristik Null hat). Insbesondere
erhalten wir

0= (my(T)) = 7¢ N ([T.6,]) = (p — 1)! Sym, ([T, £,])(C)

fiir alle ¢, € k™, also Sym,, ([T, £,]) = 0 fiir alle n € k™. Wegen [T, ¢,] € F,_ Diff(A) liefert
die Induktionsannahme [T,¢,] € F,_,Diff(A). Fir alle ¢ € {1,...,n} ergibt sich wegen
gei = X;

T, X, = [T,(.,] € F,_, Diff(A).
Da die X; die Algebra A = k[Xy,...,X,] erzeugen, folgt T" € F,_; Diff(A) (siche Aufga-
be 3.1.19). Dies zeigt die Injektivitéit der Symbolabbildung. U

Bemerkung 3.2.5. So wie wir diverse Eigenschaften der Weyl-Algebra D(n) aus der Kenntnis
(siehe Satz 2.5.19) ihrer assoziierten graduierten Algebra (beziiglich der Bernstein-Filtrierung)
gefolgert haben, kann man Eigenschaften von Diff(k[X7, ..., X,,]) aus Satz 3.2.4 herleiten.
Wir verzichten auf Grund des néchsten Ergebnisses darauf.

Satz 3.2.6. *° Die Weyl-Algebra besteht genau aus den Differentialoperatoren der Poly-
nomalgebra, in Formeln

D(n) = Diff (k[ X7, ..., X,]).
Fiir die Menge der Differentialoperatoren der Ordnung < p gilt
(3.2.5) F,DiffkX]))= € kx°0'.= P KXo’
a,BeN™|B|<p BeEN™|B|<p
als k| X]-Modul bzw. Vektorraum.

26Giehe | , Kap. 3] fiir einen Alternativbeweis.
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Beweis. Sei A = k[X]. Der Isomorphism Sym aus Satz 3.2.4 bildet X907 € gr!®l Diff(A) auf
Xagh e Al€)Pl ab, wie wir im Beweis dieses Satzes gesehen haben (siehe (3.2.4)). Daraus
folgt, dass fiir jedes p € Z die Elemente X“9” mit o, 3 € N und |3| = p eine Basis von
gr? Diff (A) bilden. Per Induktion folgert man daraus unter Verwendung der kurzen exakten
Sequenzen 0 — F,_; Diff(4) — F, Diff(A) — gr? Diff(A) — 0, dass die X°9” mit |8] < p
eine Basis von F), Diff(A) bilden. Der Induktionsanfang ist wegen F_; Diff(A) = 0 trivial.
Dies zeigt die Gleichheiten in (3.2.5). Es folgt, dass die X*9” eine Basis von Diff(A) bilden.

Daraus folgt sofort Diff(A) = D(n) (wer mag, kann Satz 2.2.7 verwenden). O

3.2.7. Die in Definition 3.2.2 abstrakt definierte Abbildung Sym,,: F, Diff(A) — A[¢1, ..., &,]
hat die folgende konkrete Beschreibung: Nach Satz 3.2.6 wissen wir, dass jedes Element
T € Diff(A) die Gestalt T' = > 5 u 1<, t30° hat, fiir eindeutige Polynome t53 € A = k[X].
Dann gilt nach (3.2.4)

Sym,(T) = Sym,( Y 150”7) = Y 15",

5€Nn’ ﬁENn>
1BI<p |Bl=p

3.2.8. Nach Satz 3.2.6 gilt D(n) = Diff(k[X1, ..., X,]). Somit ist die Ordnungsfiltrierung
FD(n) := FDiff (k[ X1, ..., X,])
eine Filtrierung der Weyl-Algebra D(n).

Warnung 3.2.9. Die Bernstein-Filtrierung unterscheidet sich von der Ordnungsfiltrierung.
Beispielsweise gilt ByD(n) = k, aber FyD(n) = k[ X1, ..., X,]. Allgemein gelten

B,D(n) = (X*0" | a, f € N",|a| + || < p),

F,D(n) = (X0° | 0,3 € N",|3] < p).

Satz 3.2.10. Das Zentrum der Weyl-Algebra D(n) = Diff (k[X]) (siche Satz 3.2.6) besteht
genau aus den konstanten Polynomen, in Formeln

Z(D(n)) = k.

27

Beweis. Wir zeigen die Gleichheit Z(Diff(A)) = k, wobei A = k[X]. Die Inklusion DO ist
trivial. Sei T' € Z(Diff(A)). Dann gilt [T,a] = Ta — aT = 0 fiir alle a € A, also T' €
Fy Diff(A) = A (siehe Satz 3.1.16), d. h. T ist ein Polynom. Wegen 0 = 9,7 —T0; = [0;, T| =
0;(T) fir alle i € {1,...,n} folgt T" € k, da k ein Korper der Charakteristik Null ist. O

Ende der 8. Vorlesung am 31.10.2018.

Aufgabe 3.2.11. Sei A = k[X]. Die folgenden Teilaufgaben zeigen, dass ein D(n)-Modul
dasselbe ist wie ein A-Modul zusammen mit einer ,,Operation® der ,, Vektorfelder® Der(A) =
D, A9; auf M.

2T Wir hitten die Gleichheit Z(D(n)) = k schon lingst durch Rechnung zeigen kénnen. Ebenso hitten
wir die Gleichheit Z(Diff (k[X])) = k schon frither mit dem hier angegebenen kurzen Beweis zeigen konnen.
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(a) Sei M ein D(n)-Modul. Definiere V: Der(A) — End(M), 6 — Vy, durch
Vo(m) =0.m

fir m € M (dies verwendet 6 € Der(A) C D(n)). Dann ist V eine lineare Abbildung,
und es gelten die folgenden Rechenregeln:

Vio(m) = fV(m),
Vo(fm) =0(f)m + fVe(m),
Vign(m) = [Vg, V,](m)

fiir alle f € A, 0,07 € Der(A), m € M.*®

(b) Sei M ein A-Modul und V: Der(A) — End(M) eine lineare Abbildung, die die
obigen drei Rechenregeln erfiillt. Man nennt eine solche Abbildung einen flachen®’
Zusammenhang auf dem A-Modul M. Dann gibt es genau eine D(n)-Modulstruktur
auf M, die die gegebene A-Modulstruktur fortsetzt und Vy(m) = 6.m fur alle 6 €
Der(A) € D(n) und alle m € M erfiillt.

(c¢) Die beiden obigen Konstruktionen sind invers zueinander. Genauer liefern sie fiir
jeden A-Modul M eine Bijektion zwischen den folgenden Mengen:

(i) Der Menge der D(n)-Modulstrukturen auf M, die die gegebene A-Modulstruktur
fortsetzen.

(ii) Der Menge der flachen Zusammenhénge auf M.

(d) Seien M und N zwei D(n)-Moduln. Seien VM und V¥ die zugehérigen flachen Zu-
sammenhédnge. Dann gilt

Homp,) (M, N) = {p € Homs(M, N) | V§' o o = p oV, fiir alle § € Der(A)}.

(e) Sei F1Conn(A) die® folgende Kategorie: Thre Objekte sind Paare (M, V), wobei M
ein A-Modul ist und V ein flacher Zusammenhang auf M. Morphismen (M, VM) —
(N, V) sind A-Modulmorphismen ¢: M — N mit V) o ¢ = ¢ o V) fiir alle
6 € Der(A). Verkniipfung von Morphismen und Identitéaten sind offensichtlich. Dann
sind die Kategorien Mod(D(n)) und FlConn(A) in offensichtlicher Weise isomorph
(und insbesondere dquivalent).

Aufgabe 3.2.12 (| , Exercises 111.3.2+3.5]). Sei [ ein Ideal in A = k[X]. Jedes T €
End(A) mit T(I) C I liefert offensichtlich genau ein T' € End(A/I) mit T(a) = T(a) fiir alle
ac A
(a) Sei T'" € End(A) mit T'(I) C I. Gilt T" € Der(A) (bzw. T € F,Diff(A)), so folgt
T € Der(A/I) (bzw. T € F, Diff(A/I)).
(b) Sei Dery(A) :={T € Der(A) | T(I) C I}. Dann ist
0 — I Der(A) — Der;(A) — Der(A/I) — 0

(mit den offensichtlichen Abbildungen Inklusion bzw. T + T) eine kurze exakte

Sequenz von A-Moduln. Insbesondere gilt also Der(A/I) = ?Brefr ((‘2)).

28In der ersten und der letzten Gleichung kénnte man m weglassen und erhiilt eine Gleichung in End(M)
statt in M. Die erste Gleichung sagt, dass V nicht nur linear, sondern sogar A-linear ist.
29Ein Zusammenhang muss per definitionem die ersten beiden Bedingungen erfiillen. Er ist flach, wenn
er die dritte Bedingung erfiillt.
30 Zusammenhang ist englisch connection, flach ist flat.
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Hinweis: Fiir die Surjektivitit: Gegeben S € Der(A/I) wihle a; € A mit S(X;) =
@;. Dann liegt T':= > a;0; € Der(A) bereits in Dery(A); um dies zu sehen, berechne

man S(f) und T'(f) fir f =) c, X* € I.

Aufgabe 3.2.13 (] , Exercises 111.3.6+3.8]). Diese Aufgabe zeigt, dass Diff(R) im
Allgemeinen nicht von R und Der(R) als Algebra erzeugt ist.*! Sei R := k[t?,¢?] die von den
Elementen ¢, ¢ erzeugte Unteralgebra von k|t].

(a) R ist als Algebra isomorph zu A/I, wobei A =k[X,Y] und I = (Y? — X3).
Hinweis: A/I hat 1,Y als k| X]-Basis.

(b) Als A/I-Modul ist Der(A/I) von den beiden Elementen 7" = 2X0x + 3Y 0y und
S = 2Y0x + 3X%0y (oder genauer T und S) erzeugt. (Genauer gilt Der(A/I) =
k[X]T & k[X]S.)

Hinweis: Aufgabe 3.2.12.

(c) Folgere, dass Der(R) als R-Modul von den beiden Elementen t0 und 20 erzeugt ist,
wobei 0 = 0;. (Genauer gilt Der(R) = k[t?]t0 @ k[t?]t?0.)

(d) Es gilt F := 0> — 2t7'0 € F, Diff(R), aber F liegt nicht in der Unteralgebra von
Diff(R), die von R und Der(R) erzeugt wird.

Hinweis: Es gilt [F, "] = n(n — 3)t" 2 + 2nt""'d € F, Diff(R). Es gilt F(t*) = -2,
aber alle Elemente von R und Der(R) bilden Rt? + Rt? in sich selbst ab.

Aufgabe 3.2.14. Sei A = k[X]/(X?). Berechne alle F, Diff(A) und zeige, dass Diff (A) nicht
von A und Der(A) erzeugt ist.

Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 3.1.19

(2) Aufgabe 3.1.22

(3) Aufgabe 3.2.12

(4) Eine der folgenden Aufgaben: 3.2.13 (Anwendung voriger Aufgabe), 3.1.21 (Jacob-
sons Trick), 3.2.11 (flache Zusammenhénge), 3.2.14 (Diff(A) in einfachem Beispiel
ausrechnen).

4. DIMENSION UND MULTIPLIZITAT VON MODULN

4.0.1. Wir wollen ein sinnvolles Ma$ fiir die ,,GroBe* eines D(n)-Moduls entwickeln, so wie
die Dimension ein sinnvolles Maf fiir die Grole eines Vektorraums oder die Kardinalitét ein
sinnvolles Maf fiir die Groe einer Menge ist. Jeder D(n)-Modul ist ein Vektorraum, so dass
man seine Dimension als Vektorraum betrachten kann; dies ist jedoch langweilig: Fiir n > 1
ist die Vektorraumdimension nur fiir den Nullmodul endlich, siche Aufgabe 2.1.15%%

31Djes gilt jedoch, falls R eine glatte Algebra ist (geometrisch bedeutet dies, dass Spec R — Speck glatt
ist) und k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik Null. Eventuell zeigen wir dies spéter.
32 Alternativ kann man das auch so beweisen: Sei D(n) — End(M) eine D(n)-Modulstruktur auf einem
Vektorraum M # 0. Wegen der Einfachheit der Weyl-Algebra (siehe Satz 2.5.32) muss dieser Algebrenmor-
phismus injektiv sein. Im Fall n > 1 hat also End(M) mindestens abzéhlbare Dimension, so dass M ebenfalls
mindestens abzéhlbare Dimension haben muss.
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4.1. Hilbert-Poincaré-Reihe.

Lemma 4.1.1. Sei A = @pGZ AP ein kommutativer Ring mit einer nicht-negativen Gradu-
ierung. Betrachte das homogene Ideal A>° := @p>0 AP (es handelt sich um ein Ideal, da die
Graduierung auf A nicht-negativ ist). Dann erzeugt eine Familie homogener Elemente (a;)icr
in A”% genau dann A als Algebra iiber A°, wenn sie A0 als Ideal erzeugt. Insbesondere sind
dquivalent:

(a) A ist ein noetherscher Ring.
(b) A ist ein noetherscher Ring und A ist endlich erzeugt als A°-Algebra.

Beweis. Sei A als A%-Algebra von (a;)se; erzeugt. Dann ist jedes Element von A~° eine A°-
Linearkombination von Produkten a; a;, - --a;, mit ¢ > 1 Faktoren (fiir geeignete i; € I)
und somit ein Element von Y. _; Aa;. Es gilt also A”° C > Aa; € A”° und somit Gleichheit
A>0 = Z ACLZ'.

Gelte umgekehrt A”° = 3~ Aq,. Sei d; > 0 der Grad von a;. Sei B := (a; | i € I) 40 p1gebra C
A die von diesen Elementen erzeugte A%-Unteralgebra von A. Zu zeigen ist B = A oder
dquivalent AP C B fiir alle p € N. Sicherlich gilt A° C B. Sei p € Ny und gelte A? C B
fiir alle ¢ < p. Sei y € AP. Wegen y € A~ = " Aq; gibt es eine Darstellung y = Y, zia;
fiir eine endliche Teilmenge E C [ und geeignete z; € A. Wir kénnen ohne Einschriankung
2 € AP~% fiir alle i annehmen. Wegen p — d; < p folgt z; € B per Induktionsannahme.
Daraus folgt y = Y .., zi%; € B, also A? C B.

(a) = (b): Da der Ring A noethersch ist, ist auch sein Quotientenring A/A>° noethersch.
Die Komposition A < A — A/A>° ist aber ein Isomorphismus von Ringen. Also ist A°
noethersch.

Da A noethersch ist, ist das Ideal A~ von endlich vielen, ohne Einschrinkung homogenen,
Elementen ay,...,a,, erzeugt. Diese Elemente erzeugen dann nach der soeben bewiesenen
Aquivalenz A als A°-Algebra.

(b) = (a): Da A° ein noetherscher Ring ist, ist jeder Polynomring A°[X7, ..., X,,] iiber A°
in endlich vielen Variablen wieder noethersch (Hilbertscher Basissatz). Als Quotient eines
solchen Polynomrings ist dann auch A noethersch. 0

i€l

Annahme 4.1.2. Bis zum Ende von Abschnitt 4.1 sei A = P, ; A” ein kommutativer
noetherscher Ring mit einer nicht-negativen Graduierung.

Dies hat zur Folge, dass ein A-Modul genau dann endlich erzeugt ist, wenn er noethersch
ist. Nach Lemma 4.1.1 ist auch A° ein noetherscher Ring. Insbesondere ist ein A°-Modul
genau dann endlich erzeugt, wenn er noethersch ist.

4.1.3. Die Polynomalgebra k[X7, ..., X,] mit einer Graduierung, bei der alle X; Grad Eins
(oder allgemeiner positiven Grad) haben, ist das Hauptbeispiel eines Ringes, der die An-
nahme 4.1.2 erfiillt. Der Leser sollte immer dieses Beispiel im Kopf haben. Quotienten einer
solchen Polynomalgebra nach einem homogenen Ideal sind weitere Beispiele; genauer sind
alle Beispiele mit A% 2 k isomorph zu einem solchen Quotienten.

Definition 4.1.4. Sei M = ®pEZ MP ein graduierter Modul iiber einem graduierten Ring
R = RP, und sei d € M. Dann ist der um d verschobene graduierte R-Modul M (d)
wie folgt definiert. Als R-Modul stimmt er mit M {iberein, jedoch ist die Graduierung um d

verschoben: M (d)? := M*P. Man nennt M (d) auch den d-Shift von M.
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Lemma 4.1.5. Sei M = @pGZ MP ein endlich erzeugter graduierter A-Modul. Dann sind

alle MP endlich erzeugte A°-Moduln, und es gilt MP = 0 fiir alle geniigend kleinen p.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zuerst im Spezialfall M = A. Nach Lemma 4.1.1 ist A
endlich erzeugt als A°-Algebra. Seien z1, . . ., x,, Erzeuger von A als A°-Algebra. Wir kénnen
ohne Einschrinkung annehmen, dass jedes x; homogen von positivem Grad d; > 0 ist. Sei
A%[Xy, ..., X,,] die Polynomalgebra iiber A” in (freien) Variablen X, ..., X,,. Wir versehen
sie mit der eindeutigen Graduierung mit deg(X;) = d;. Es ist klar, dass jede homogene
Komponente A°[X1,..., X,,|P als A°-Modul endlich erzeugt, ja sogar frei von endlichem
Rang ist: Die (endlich vielen) Monome X, fiir &« € N™ mit aydy + - - - + ay,d,,, = p, bilden
eine A°-Basis.

Sei A°[X7,...,X,,] - A der eindeutige Morphismus von (kommutativen) A% Algebren
mit X; — x; fiir alle i. Dieser ist surjektiv und ein Morphismus von graduierten Ringen
(oder A°-Algebren, formal nicht definiert). Also ist A? ein Quotient von A°[X7,. .., X,,]? als
A°-Modul und damit endlich erzeugt (und Null fiir negatives p).

Dies zeigt, dass der endlich erzeugte A-Modul A die Behauptungen des Lemmas erfiillt.
Analoges gilt fiir alle Shifts A(d).

Sei nun M ein endlich erzeugter A-Modul. Seien my, ..., m, Erzeuger von M als A-Modul.
Wir kénnen annehmen, dass alle m; homogen sind, sagen wir deg(m;) = h;.

Sei A®" — M der surjektive Morphismus von A-Moduln mit e; — m; fiir alle 7. Dieser ist
kein Morphismus von graduierten A-Moduln, jedoch ist dieselbe Abbildung ein surjektiver
Morphismus

A(=h) ® ... A(=h,) > M

von graduierten A-Moduln. Fiir jedes p € Z erhalten wir also auf den zugehorigen Kompo-
nenten eine surjektive Abbildung

(A<_h1> D... A(_hr>)p = Ap—h1 DB Ap_hr —» MP

von A%-Moduln. Da die linke Seite als endliche direkte Summe (= endliches Koprodukt)
endlich erzeugter A°-Moduln endlich erzeugt ist, folgt dies auch fiir M?. Fiir geniigend kleines
p ist die linke Seite Null, was dann auch fiir die rechte Seite MP? gilt. O

4.1.6. Wir erinnern daran, dass mod(A) die Kategorie aller endlich erzeugten (fiquivalent:
noetherschen) A°-Moduln bezeichnet (siehe 1.6.10).

Definition 4.1.7. Eine Abbildung®® \: mod(A°) — Z heiit additiv, falls
AM) = MM+ N(M")

fiir jede kurze exakte Sequenz
0—-M —-M-—>M"—0

von endlich erzeugten A°-Moduln gilt.**

4.1.8. Automatisch gilt A(0) = 0.

33 Genauer ist A nur auf den Objekten der Kategorie mod(A°) definiert, also eine Abbildung
A: Obj(mod(A%)) — Z.

34 Hier kann A° durch einen beliebigen noetherschen Ring ersetzt werden. Noch allgemeiner kann mod(A°)
durch eine beliebige abelsche (oder gar exakte) Kategorie ersetzt werden; auch kann Z durch eine beliebige
abelsche Gruppe ersetzt werden.
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Beispiel 4.1.9. Ist A° endlichdimensional oder gilt sogar A° = k, so definiert die Dimension
dim = dimy: mod(A°) — N C Z eine additive Abbildung.

Annahme 4.1.10. Bis zum Ende von Abschnitt 4.3 sei A\: mod(A%) — Z eine additive
Funktion.

Definition 4.1.11. Es bezeichne grmod(A) die Kategorie aller graduierten, endlich erzeug-
ten A-Moduln.

Definition 4.1.12. Sei M € grmod(A). Die formale Laurentreihe (in der Variablen T mit
ganzzahligen Koeffizienten)

Pu(T) = Pua(T) = SOAMI)T € Z((T)) = Z{[T])[T]
PEZL
heifit Hilbert-Poincaré-Reihe von M beziiglich A. Sie ist wegen Lemma 4.1.5 wohldefi-
niert.*’

4.1.13. Die Hilbert-Poincaré-Reihe Py (T) ist zunéchst schlichtweg ein bookkeeping device,
das alle Werte A(MP) simultan speichert. Es hat jedoch den Vorteil, dass es in einem Ring
lebt. Wir werden dies im néchsten Beweis ausnutzen.

Beispiel 4.1.14. Fiir A = k[X] (mit X homogen vom Grad 1), M = A und A = dim gilt

PAT) =Y dim(k(X]) T = TP = (1-T)" = 1

1-T
peN peN
Fir A = k[Xy,...,X,] (mit allen X; homogen vom Grad 1), M = A und A = dim gilt

(4.1.1) Pa(T) =) dim(k[Xy,..., X, J")T7 =) (p o 1) = 1 _1T)n'

n—1
peEN peN

Aufgabe 4.1.15. Begriinde die beiden interessanten Gleichheiten in (4.1.1) (Hinweis fiir die
zweite Gleichheit: Induktion.) Was ist P4(T"), wenn X; Grad d; > 0 hat?

Aufgabe 4.1.16. (a) Ist 0 - My — My — ... — M, — 0 eine exakte Sequenz in
mod(A°), so ist die alternierende Summe der A(M/;) Null, in Formeln
¢
> (—1)'AM;) = 0.
=0
(b) Ist 0 — My — M; — ... — M, — 0 eine exakte Sequenz in grmod(A), so ist die
alternierende Summe der Hilbert-Poincaré-Reihen Py, (7") Null, in Formeln
¢
S (1) P (1) = 0.
=0
Aufgabe 4.1.17. Sei A = C[X, Y] mit deg(X) = deg(Y) = 1. Sei f € A?—0 ein homogenes
Polynom vom Grad d. Bestimme Py4,r) = Pa/(f) dim-
Hinweis: Aufgabe 4.1.16.

35 Dieselbe Definition funktioniert allgemeiner fiir jeden graduierten Modul M = @pez MP iiber A°
(wobei A° als graduierter Ring aufgefasst wird, der im Grad Null konzentriert ist), falls alle M? als A°-
Moduln endlich erzeugt sind und MP = 0 fiir alle hinreichend kleinen p gilt.
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Aufgabe 4.1.18 (Graduiertes Nakayama-Lemma (der Beweis ist sehr einfach)). Sei A =
@pez AP ein nicht-negativ graduierter Ring (der ausnahmsweise nicht als noethersch und

kommutativ vorausgesetzt ist). Ist M ein endlich erzeugter graduierter A-Modul mit A”°M =
M, so gilt bereits M = 0.

Satz 4.1.19 (Hilbert, Serre). Seien M € grmod(A) und \: mod(A°) — Z additiv. Dann
qgilt o)
f(r
Py(T) = =————"——
=Ty
wobei f(T) € Z|T,T~!] ein geeignetes Laurent-Polynom ist, s € N eine natiirliche Zahl ist,
und die d; € Nxg positive natirliche Zahlen sind. Insbesondere liegt Py (T) in dem Teilring
ZIT, T7', (1 —=T)%| d € Nxo] von Z((T)).
Ist A als A-Algebra von endlich vielen gegebenen homogenen Elementen von positivem
Grad erzeugt, so kann man annehmen, dass s die Anzahl dieser Erzeuger ist und die dy, . . ., d
die Grade dieser Erzeuger sind.

4.1.20. Implizit wird in der Formulierung des Satzes verwendet, dass 1 — t?, fiir d > 0, in
Z((t)) invertierbar ist.

Beweis. Sei A als A% Algebra von homogenen Elementen z; € A% erzeugt, fiir i € {1,...,s}.
Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber s. Im Fall s = 0 gilt A = A° und somit lebt

M nur in endlich vielen Graden, sagen wir M? = 0 fiir alle p € Z mit |p| > N. Dann hat
Py(T) = 3200 M(MP)T? € Z|T, T~] die gewiinschte Form.

Gelte s > 0. Betrachte die Abbilung ,, Multiplikation mit dem Skalar x* z,.: M(—d,) —
M. Da wir die Graduierung im Startbereich geshiftet haben, ist dies ein Morphismus gradu-
ierter A-Moduln. Thr Kern K und ihr Kokern @) sind ebenfalls graduierte, endlich erzeugte
A-Moduln (siche Aufgabe 2.6.25). Wir erhalten eine exakte Sequenz

0= K= M(—d) = M-—=Q—0
in grmod(A). Nach Aufgabe 4.1.16 liefert das

0= Pg(T) = Par(-a,)(T) + Pu(T) — Po(T) = Px(T) — T Py(T) + Py(T) — Po(T)

und somit

(1= T%)Py(T) = Po(T) - Px(T).
Weil z, auf @) und K durch Null operiert, konnen wir () und K als graduierte, endlich
erzeugte A/(x4)-Moduln auffassen. Man beachte, dass A/(x,) ein nicht-negativ graduierter,
kommutativer noetherscher Ring ist, dessen nullte Komponente A ist und der als A°-Algebra
von den homogenen Elementen x4, ...,z 1 erzeugt ist. Die Induktionssannahme liefert

T T

D () = 2D

[T (1 =T%) [Tio (1 =T%)

Po(T) = Px(T) _ f1(T) — fo(T)
(1 —T%) [[ (1 —1%)
wie gewiinscht. O

Ende der 9. Vorlesung am 5.11.2018.
Hausaufgaben:

Po(T) =

Damit erhalten wir
Py(T) =
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) Aufgabe 4.1.15

) Aufgabe 4.1.16 und Aufgabe 4.1.17
) Aufgabe 4.1.18
)

4) Aufgabe 4.2.6 und: Stellen sie das ganzwertige Polynom (5)2 in der Z-Basis ( (;))meN
aus Satz 4.2.8 dar.

(
(
(
(

4.2. Ganzwertige Polynome.

Definition 4.2.1. Ein Polynom Q € Q[T heiit ganzwertig® (oder numerisch; englisch
integer-valued oder numerical), falls Q(p) € Z fiir alle p € Z gilt.

Definition 4.2.2. Fir m € N definiere

<T) _T@=1)(T=2) (T =m+1) ez%]mc@m.

m m/!

Es gelten () =1 und (1) =7 und () = i7(T —1).

Beispiel 4.2.3. Alle Polynome (Z,;) sind ganzwertig: Sei p € Z. Im Fall 0 < p < m gilt (f;) =
0. Im Fall p > m ist (?) der iibliche Binomialkoeffizient (dies rechtfertigt die Notation (;)),
also die Anzahl m-elementiger Teilmengen einer p-elementigen Menge, was eine (positive)
ganze Zahl ist. Im Fall p < 0 gilt ( ) = (—1)m(_p+m_1), was nach den obigen Féllen eine

P
ganze Zahl ist. " "
Beispiel 4.2.4. Die Abbildung

7 — 7,

p s dim(k[X,, ..., X,Jp) “L=0 (p ; i; 1),
stimmt fiir alle p > 0 mit dem Polynom

(T +n— 1)
n—1

tiberein (vgl. Beispiel 4.1.14; wir identifizieren hier Polynome mit polynomialen Funktionen,

was nach Aufgabe 2.2.9 erlaubt ist; das angegebene Polynom entsteht aus (nil) durch die
Substitution 7"+ T+ n — 1). Analog stimmt die Abbildung

7 — 7,

o din(@ X ) 2 (T,

n
T+n
n
iiberein. Die Beobachtung, dass diese Dimensionsfunktionen fiir natiirliche Zahlen p durch
Polynome gegeben werden, fithrt zur Definition des Hilbertpolynomes (siehe Satz 4.3.2).

i<p

fiir alle p > 0 mit dem Polynom

36 Wir kénnten dieselbe Definition fiir Polynome @ € k[T] verwenden, und alle Resultate dieses Ab-
schnitts 4.2 gelten analog fir k[T] statt Q[T].
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Definition 4.2.5. Gegeben ein Polynom @ € Q[T] heifit
(AQ)(T) :=Q(T'+1) = Q1) € Q[T]
sein Differenzpolynom.

Aufgabe 4.2.6 (Pascalsches Dreieck). Fiir m € Ny gilt

(4.2.1) (T;; 1) - @) 4 (mi 1) oder fiquivalent A(Zl) _ <mii 1).

Konvention 4.2.7. Sagen wir, dass eine von p € N abhéngige Aussage fiir alle p > 0 gilt,
so bedeutet dies, dass die Aussage fiir alle hinreichend grofien p gilt, dass es also ein N € N
gibt, so dass die Aussage fiir alle p > N gilt.

Satz 4.2.8 (laut Wikipedia [ ]). ¥ Die Menge der ganzwertigen Polynome ist ein Un-
terring von Q[T, der als Z-Modul (= abelsche Gruppe) frei ist mit Basis (;:), firm € N,
d.h.

T
tige Pol = Z .
{ganzwertige Polynome} S’; (m)
FEin Polynom Q € Q[T ist genau dann ganzwertig, wenn Q(p) € Z fir alle p > 0 gilt.

Beweis. Sei GG die Menge der ganzwertigen Polynome. Es ist klar, dass GG ein Unterring von
QI[T] ist. Nach Beispiel 4.2.3 gilt (ZL) € G fiir alle m € N. Wegen

T 1
( > = —T™ + (Polynom vom Grad < m)
m m)!
ist klar, dass die Polynome (T:CL), fir m € N, eine Basis von Q[T] als Vektorraum bilden.
Insbesondere sind sie linear unabhéngig iiber Z.

Sei @ € Q[T] ein Polynom mit Q(p) € Z fiir alle p > 0. Zu zeigen ist Q) € @mGNZ(T),

m
denn dann ist ) ganzwertig und jedes ganzwertige Polynom ist Z-Linearkombination der

()
Wir beweisen dies per Induktion iiber deg(Q). Fiir deg(Q) < 0 ist die Aussage trivial. Sei
m := deg(Q) > 0. Schreibe

QT) = am@) + A (mT_ 1) + ot ay (Z) + a1 T + ag

fiir eindeutige ay, ..., a, € Q. Zu zeigen ist aq, ..., a,, € Z.
Betrachte das Differenzpolynom

T T T
AQ:amA( )+am1A< )—|—~--—|—a2A( )+a1AT+a0A1
m m—1 2

T T T
(Pascal, (4.2.1)) = ay, (m B 1) + Q1 <m B 2) —i—~~—i—a2(1> +ay.

Es hat Grad m — 1, und fiir alle p > 0 gilt (AQ)(p) = A(p+1) — A(p) € Z. Per Induktions-
annahme folgt ay,...,a,, € Z. Durch Auswerten von @ bei einer geniigend groflen ganzen
Zahl folgt daraus sofort ag € Z wie gewiinscht. OJ

37Strenggenommen brauchen wir diesen Satz nicht in der Vorlesung. Er ist aber zu schon, um weggelassen
zu werden.
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4.2.9. Ist Q(T) = aqT? + .. .ag € Q[T] ein Polynom vom Grad d > 0, so ist
(AQ)(T) == Q(T'+1) = Q(T)
=ag(T+ 1) +ag (T +1D)" o+ ay(T+1) +ag
—agT? — ag T = —ayT — aq
= da 77! 4 (Polynom vom Grad < d — 2)

ein Polynom vom Grad d — 1 mit Leitkoeffizient day # 0. Das Differenzpolynom eines Po-
lynoms vom Grad < 0 ist Null. Die Aussage des folgenden Lemma 4.2.10 zeigt eine Art
Umkehrung.

Lemma 4.2.10. Sei d € N.og. Sei F': Z — Q eine Abbildung von Mengen, deren Diffe-
renzfunktion

AF: 7 — Q,
p—= Fp+1)— F(p),

fiir p > 0 polynomial vom Grad d — 1 mit Leitkoeffizient b # 0 ist*®. Dann ist F fiir p > 0
polynomial vom Grad d mit Leitkoeffizient g.

Beweis. Sei Q = bT971 + ... € Q[T] mit (AF)(p) = Q(p) fiir alle p > N, fiir ein geeignetes
N € N. Es ist klar (z.B. nach (dem Beweis von) Satz 4.2.8), dass die Polynome (), fiir
0 <m < d—1, eine Q-Basis des Vektorraums aller Polynome vom Grad < d — 1 bilden.

Schreibe
Q- T N n T
= Cd—1 d—1 Co 0

Definiere

~ T T
Nach Pascal (4.2.1) gilt

A@Q) =cd1A<§> +...+COAG) :cd1<£1> +...+CO<€) _o.

Fiir alle p > N folgt somit™’
(A(F = Q)(p) = (AF)(p) — (AQ)(p) = (AF)(p) — Q(p) = 0.
Die Funktion F — @: Z — Q ist also konstant auf [V, oc0). Fiir alle p > N gilt also
F(p) = Q(p) = F(N) = Q(N) =:a

d—1

mit ¢; € Q. Beachte b = (2_1)!.

bzw.

~

F(p) = Qp) +a=(Q+a)p).

38 Dies bedeutet per definitionem, dass es ein Polynom Q[T] € Q[T] vom angegebenen Grad und mit
angegebenem Leitkoeffizient gibt, so dass (AF)(p) = Q(p) fir alle p > 0 gilt. Ein solches Polynom ist
eindeutig, wie sofort aus Aufgabe 2.2.9 folgt.

39mplizit verwendet das die Trivialitiit, dass die zum Differenzpolynom assoziierte polynomiale Funktion
die Differenzfunktion der assoziierten polynomialen Funktion ist.
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Das Polynom Q +a € Q[T] hat Grad d und Leitkoeffizient &+ = Cll(;d:f)! = 2. Dies zeigt das

Lemma. [l

4.3. Hilbert-Polynom.

Definition 4.3.1. Ist M = P
so sei M=P := P

ez MP ein graduierter Modul iiber einem graduierten Ring,

M fiir p € Z.

1<p

Satz 4.3.2. A = @pEZ AP ein kommutativer graduierter Ring. Sei A° ein noetherscher Ring
und sei A als A°-Algebra von endlich vielen homogenen Elementen x1, ..., x, € A* vom Grad
Eins erzeugt. Sei \: mod(A°) — Z additiv.

Dann gibt es fir jedes M € grmod(A) eindeutig bestimmte Polynome Hy = Hy ) € Q[T
und Qu = Qu\ € Q[T], mit

Hy(p) = M(M=) und  Qu(p) = N(M?)

fiir alle p > 0; das Polynom Hy; heifst Hilbert-Polynom von M (beziiglich )\)."° Fiir
die Grade dieser Polynome gilt

deg(Hy) <s wund deg(Qp) <s—1.

Beweis. Da A von homogenen Elementen von positivem Grad erzeugt ist, ist die Graduie-
rung auf A nicht-negativ. Aulerdem ist A nach Lemma 4.1.1 noethersch und erfiillt somit
Annahme 4.1.2. Dies hat zur Folge, dass alle MP? und M= als A°-Moduln endlich erzeugt
sind (siche Lemma 4.1.5). Die Eindeutigkeit der Polynome Hj; und @, ist klar, denn ein
Polynom mit rationalen Koeffizienten ist eindeutig durch seine Werte an unendlich vielen
natiirlichen Zahlen bestimmt. Wir zeigen nun die Existenz dieser Polynome.

Nach Satz 4.1.19 und der Annahme, dass A als A%-Algebra von s homogenen Elementen
vom Grad Eins erzeugt ist, gilt
D)

(1-1)
fiir ein f € Z[T,T7']. Gilt f = 0, also Py(T) = 0, so folgt A\(M?) = 0 fiir alle p € Z, und
die beiden gesuchten Polynome sind jeweils das Nullpolynom vom Grad —oo < s—1 < s.
Gelte also f # 0. Dann gibt es eindeutige e € N und ¢(T) € Z[T,T'] mit g(1) # 0 und
f=(1-T)g." (Es ist e die Nullstellenordnung von f bei 1.) Setzen wir d := s — e, so gilt
pyry - LD g1
A-T¢ (0-Ty—= (-T)
Wegen ¢(1) # 0 ist d die Polstellenordnung von Py, (T") bei 1.

Im Fall d < 0 gilt Py(T) = g(T)(1—T)"% € Z[T, T~']. Es folgt A\(MP) = 0 fiir alle p > 0,
und A(M=P) nimmt fiir alle p > 0 denselben ganzzahligen Wert Py;(1) an. Also ist Qs das
Nullpolynom vom Grad —oo < s — 1, und es gilt Hy; = Py(1) ist ein konstantes Polynom
vom Grad <0 < s.

Py(T) =

40 T manchen Quellen wird Qs als Hilbert-Polynom bezeichnet.

41 Indem man f mit einer geeigneten Potenz von T multipliziert, kann man oBdA f € Z[T] annehmen.
Gilt f(1) # 0, so sind wir fertig. Sonst ist f durch 1 — T teilbar (Polynomdivision durch 7" — 1), und wir
konnen mit dem verbleibenden Faktor analog fortfahren und von ihm den Faktor 1 — T abspalten, falls er
bei 1 eine Nullstelle hat.
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Gelte d > 0. Per Definition ist A(M?) der Koeffizient von Py (7T") = (f’fg))d bei TP. Schreiben

wir g = ZéV:fN a;T*, mit N € N und a; € Z, und verwenden

()

qeN

(vgl. (4.1.1)), so konnen wir diesen Koeffizienten wie folgt berechnen:

om= 3 w0

te{~N,,....N}
geN
Lt+q=p
Nooop—t+d-1
(falls p > N) :E:E_Nag( g1 )

Das gesuchte Polynom Q,; ist also Qs = Zé\; N e (T_jf‘li_l). Sicherlich gilt deg(Qpr) <

d—1=s5—e—1<s—1.Da der Koeffizient von Q,; bei 79!

- 1 g(1)
Z;Naf(d— -1 7"

ist, ist dies der Leitkoeffizient von @, und es gilt deg(Qy;) = d — 1.
Betrachte die Abbildung von Mengen

F: 7572,
P )\(Mgp’l).

Wegen der Additivitdt von A gilt

(AF)(p) = A(M?) = Qu(p)

fir p > 0 ist AF fir p > 0 polynomial vom Grad deg(Qy) = d — 1 mit Leitkoeffizient

(591))!. Dies hat nach Lemma 4.2.10 zur Folge, dass F' fiir p > 0 polynomial vom Grad d mit

Leitkoeffizient % ist. Dieselbe Aussage gilt dann auch fiir p — F(p + 1) = A\(M=P). Dies
liefert die Existenz des Hilbert-Polynoms Hj,. Es gilt deg(Hy ) =d = s —e < s. O

Korollar 4.3.3 (Zusammenhang zwischen Hilbert-Poincaré-Reihe und Hilbert-Polynom).
Seien die Voraussetzungen wie in Satz 4.5.2. Dann sind die folgenden vier Aussagen dquivalent:

o QM = 07-
o \(MP?) =0 fiir allep>>0;
o Py(T) € ZIT, T7|;
e Hyy ist konstant (und hat den Wert Py (1) € Z)
Treffen diese Aussagen nicht zu, so gibt es eindeutige Elemente d € Nvg und g(T) € Z[T, T™!]

mit g(1) # 0, so dass Py (T) = (f_(T))d gilt; insbesondere ist d die Polstellenordnung von
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Py (T) bei 1. Es gelten dann

deg(HM) = d, deg(QM) =d— 1,
1 1
(Leitkoeffizient von Hy;) = %, (Leitkoeffizient von Q) = (dgi )1)'
und Hy € Z[3,T] und Qur € Z[(d_ll)!,T].

Beweis. Die Aquivalenz der vier Aussagen ist offensichtlich. Ebenso ist die Behauptung
Hy = Py (1) Klar, falls Py(T) € Z[T, T™'] gilt.

Gelte Qs # 0. Da Hy; bzw. @y ganzwertige Polynome vom Grad d bzw. d — 1 sind,
folgen die Behauptungen Hyy € Z[5, T] und Q) € Z[ﬁ, T] aus Satz 4.2.8.%% Alle anderen
Behauptungen wurden im Beweis von Satz 4.3.2 gezeigt (wegen Qs # 0 sind wir dort im
Fall d > 0). OJ

Ende der 10. Vorlesung am 7.11.2018.

Beispiel 4.3.4. Fiir A = k[Xy,...,X,] und A = dim gelten Q4 = ("1"") und H4 = (")
(siehe Beispiel 4.2.4).

Aufgabe 4.3.5. Uberlege Dir, dass Satz 4.3.2 im Allgemeinen falsch ist, wenn man nicht
verlangt, dass die homogenen Erzeuger z1,...,x, in A! liegen.
Hinweis: k[X] mit X homogen vom Grad 2.

4.4. Dimension und Multiplizitit fiir Moduln iiber filtrierten Ringen.

4.4.1. Wir skizzieren das Ziel dieses Abschnitts. Sei D ein filtrierter Ring, dessen Filtrierung
gewisse Annahmen erfiillt (diese Annahmen sind sowohl fiir die Bernstein- als auch fiir die
Ordnungsfiltrierung der Weyl-Algebra D(n) erfiillt). Sei M ein (unfiltrierter) endlich erzeug-
ten Modul iiber D. Dann ordnen wir M zwei Zahlen zu, ndmlich seine Dimension und seine
Multiplizitdt. Diese Zahlen messen die Groéfle von M. Fiir Moduln iiber der Weyl-Algebra
fithren sie zum wichtigen Begriff der Holonomie.

Annahme 4.4.2. Bis zum Ende von Abschnitt 4.4 sei (D, F'D) ein Ring mit einer nicht-
negativen, ausschopfenden (aufsteigenden) Filtrierung. Zusétzlich verlangen wir die folgen-
den drei Bedingungen:

(D1) [F,D, F,D] C F,1,1D.
Dies stellt sicher, dass gr D ein kommutativer Ring ist. Genauer ist gr D auf Grund unserer

bisherigen Annahmen ein kommutativer, nicht-negativ graduierter Ring. Insbesondere ist
FyD = gr’ D ein kommutativer Ring.

(D2) gr D ist ein noetherscher Ring.

Damit geniigt gr D allen Anforderungen in Annahme 4.1.2. Insbesondere ist FyD = gr® D
ein noetherscher kommutativer Ring, iiber dem gr D als Algebra endlich erzeugt ist (siehe
Lemma 4.1.1).

(D3) gr! D erzeugt gr D als gr’ D-Algebra.

42 Alternativ kann man sie auch durch Inspektion der Beweise von Satz 4.2.8 und Lemma 4.2.10 einsehen.
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Genauer ist gr D als gr’ D-Algebra von endlich vielen Elementen von gr! D erzeugt, denn
nach Lemma 4.1.5 ist gr! D als gr® D-Modul endlich erzeugt. Dies stellt sicher, dass Satz 4.3.2
auf gr D anwendbar ist: Jeder endlich erzeugte graduierte gr D-Modul M hat ein Hilbert-
Polynom Hj; (das von der Wahl einer additiven Funktion A\: mod(FyD) — Z abhéngt).

Beispiel 4.4.3. Die Weyl-Algebra mit der Bernstein-Filtrierung oder mit der Ordnungsfil-
trierung (:= Filtrierung durch die Ordnung eines Differentialoperators) erfiillt alle Bedin-
gungen in Annahme 4.4.2. Fiir die Bernstein-Filtrierung folgt dies aus den Satzen 2.5.9 und
2.5.19. Fiir die Ordnungsfiltrierung folgt dies aus den Satzen 3.1.16 und 3.2.4.

Beispiel 4.4.4. Die Polynomalgebra A = k[X}, ..., X,] mit der Grad-Filtrierung
F,A:= A% = {Q € A | deg(Q) < p}

(wobei deg(X;) = 1 fur alle ¢) erfiillt alle Bedingungen in Annahme 4.4.2: Bedingung (D1)
ist trivial, da A kommutativ ist. Weil die Grad-Filtrierung zu der Standard-Graduierung
auf A assoziiert ist, gilt gr A = A (siehe Bemerkung 2.5.18), so dass die beiden restlichen
Bedingungen (D2) und (D3) ebenfalls offensichtlich sind.

Lemma 4.4.5. Fiir alle p € N gelten

(4.4.1) grP™' D =gr' D . g’ D.
und
(4.4.2) F,.wD = F\D-F,D.

Insbesondere gelten gr?™ D = gr' D---gr' D und F,;1D = F1D--- FyD (jeweils p+ 1 Fak-
toren) und grPt1 D = gr? D - gr? D und F,,D = F,D - F,D fiir alle p,q € N.

Beweis. Der folgende Beweis verwendet nur, dass D ein filtrierter Ring ist, der (D3) erfiillt.
Die Gleichheit 4.4.1 folgt sofort aus (D3).

Nun zu (4.4.2). Die Inklusion D folgt aus den Bedingungen an eine Ringfiltrierung. Die
Inklusion C beweist man per Induktion, wobei der Fall p = 0 wegen 1 € F;yD trivial ist. Gelte
p>0.Sei T € F,y1D. Nach (4.4.1) gibtes S € FFDund S’ € F,Dmit T=5-5 =55
in gr?™ D, also T — SS" € F,D C FyD - F,_; D unter Verwendung der Induktionsannahme.
Es folgt T'e SS"+ FAD - F, 1D C F;D - F,D.

Die restlichen Behauptungen folgen sofort. 0

Bemerkung 4.4.6. Nach Lemma 4.4.5 ist D als (nicht notwendig kommutative) Algebra iiber
dem (kommutativen) Ring FyD = gr’ D von FyD erzeugt. Genauer reichen endlich viele
Elemente von FyD als Erzeuger, denn gr' D und somit F}D sind als Fy,-Moduln endlich
erzeugt. In anderen Worten ist also D ein Quotient einer freien FyD-Algebra FyD(xq, ..., y),
fiir ein geeignetes ¢ € N. Ist D kommutativ, so ist D ein Quotient von einem FyD[X7, ..., X/].

Lemma 4.4.7. D st ein noetherscher Ring.

Beweis. Lemma 2.6.17 zeigt sofort, dass D linksnoethersch ist. Da Lemma 2.6.17 analog

auch fiir filtrierte Rechtsmoduln gilt, ist D auch rechtsnoethersch. Alternativ kann man auch

wie folgt argumentieren: Betrache D°P mit derselben Filtrierung F, D = F,D. Sie erfiillt

[F,D°P, F,D?| C F,,, 1D°. Die Identitit gr D = gr(D°), S ~— S, ist trivialerweise

ein Isomorphismus von graduierten abelschen Gruppen; da gr D kommutativ ist, ist sie ein

Isomorphismus von graduierten Ringen (denn T'-S = S-T = ST + (ST)oP = TP o> Sop =
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Top. Sop). Insbesondere ist gr(D°P) noethersch und als gr’ D°P-Algebra erzeugt von gr!(D°P).
(Es gilt FyD = g’ D = gr’(D°P) = F,D°P.) Insbesondere erfiillt der filtrierte Ring D°P alle
in Annahme 4.4.2 augelisteten Bedingungen. Wie oben folgern wir, dass D°P linksnoethersch
ist. Dies bedeutet, dass D rechtsnoethersch ist. 0]

4.4.8. Insbesondere ist ein D-Modul genau dann endlich erzeugt, wenn er noethersch ist.

Definition 4.4.9. Sei M ein D-Modul. Eine Filtrierung F'M auf M heif3t
(a) stabil, falls es ein ¢y € Z mit F,D.F,M = F,;,M fiir alle p € N und alle ¢ > ¢
gibt.*?
(b) gut, falls sie stabil, ausschépfend und bei Null beginnend ist, und falls alle F,M als
FoyD-Moduln endlich erzeugt sind.

Lemma 4.4.10. Sei M ein D-Modul. Eine ausschipfende hausdorffsche Filtrierung FM
auf M st genau dann gut, wenn der gr D-Modul gr M endlich erzeugt ist.

Beweis. Sei F'M gut. Da F'M stabil ist, gibt es ein gy € Z mit F,D - Fy, M = F,,,, M fiir alle
p € N. Daraus folgt gr? D - gr®o M = grP*t% M fiir alle p € N. Also ist gr M als gr D-Modul
von P, <0 gr’ M erzeugt. Da alle F;M als FyD-Moduln endlich erzeugt sind, sind alle gr M
als gr’ D-Moduln endlich erzeugt. Da F'M bei Null beginnend ist, ist @, w gr® M endlich
erzeugt als gr® D-Modul. Daraus folgt, dass gr M als gr D-Modul endlich erzeugt ist.

Sei umgekehrt gr M als gr D-Modul endlich erzeugt. Nach Lemma 4.1.5 sind alle gr? M
endlich erzeugte gr® D-Moduln, und es gilt gr? M = 0 fiir alle geniigend kleinen p € Z. Dies
bedeutet F,_ 1M = F,M fiir alle geniigend kleinen p € Z. Da F'M hausdorffsch ist, folgt
F,M = 0 fiir geniigend kleines n, d.h. F"M ist bei Null beginnend. Insbesondere gibt es ein
p € Z, so dass F,M als FyD-Modul endlich erzeugt ist. Die kurze exakte Sequenz

0— F,M — Fp 1M — g’ M — 0

zusammen mit dem Wissen, dass gr?™! M als Modul iiber FyD = gr’ D endlich erzeugt ist,
zeigt, dass [, 1M als FopD-Modul endlich erzeugt ist. Per Induktion sehen wir, dass alle
F,M endlich erzeute FyD-Moduln sind.

Es bleibt zu zeigen, dass F'M stabil ist. Sei ¢y € Z so, dass gr M von @ig w gr' M als
gr D-Modul erzeugt. Fiir alle ¢ > ¢ folgt

gritt M = Zgrqﬂ*i D.gr' M = Zgrl D-gr™D.gr' M C gr'D-gr? M C gr™' M
1<qo 1<qo

mit Lemma 4.4.5 (wobei man beachte, dass ¢ —i > q¢ — qo > 0 gilt), also gr™' M =
grt D - gr? M. Dies impliziert

FiyyM =FBDFM+FM=FDFM+FD-FM=FD.F/M.
Diese Gleichheit, ihr Pendant fiir ¢ + 1 > gy und Lemma 4.4.5 zeigen

ForgM = Fi ygM = F1D.F\ M = F1D - F1D.F,M = F,D.F, M.
Per Induktion erhalten wir

FoygM = F,D.F,M

fiir alle p € N und alle ¢ > qq. Dies zeigt, dass F'M stabil ist. 0

43 Aquivalent ist die folgende Bedingung: Es gibt ein gy € Z mit E,D.Fy)M = Fpyq,M fir alle p € N.
Dies folgt leicht aus Lemma 4.4.5. Also bestimmt Fy M alle Folgeglieder der Filtrierung.
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4.4.11. Da gr D laut Annahme (D2) noethersch ist, ist die Filtrierung F'D auf D gut, nach
Lemma 4.4.10.

Lemma 4.4.12. Fin D-Modul besitzt genau dann eine gute Filtrierung, wenn er endlich
erzeugt 1st.

Beweis. Sei F'M eine gute Filtrierung auf M. Dann ist gr M nach Lemma 4.4.10 endlich
erzeugt als gr D-Modul. Nach Lemma 2.6.17 ist dann M endlich erzeugt als D-Modul.

Sei umgekehrt M als D-Modul endlich erzeugt. Seien my,...m; € M Erzeuger von M als
D-Modul und sei U := Z:f:l FoD.m,;. Setze

0 falls p < 0,

F,M = F,D.U =
F,D.U fallsp>0.

Dann ist F'M := (F,M )en eine Filtrierung von M als D-Modul. Sie beginnt bei Null und
ist ausschopfend, da die mq, ..., m; Erzeuger sind und F'D ausschopfend ist. Sie ist stabil,
denn fiir alle p € N und alle ¢ > 0 gilt mit Lemma 4.4.5

F,D.F,M = F,D-F,D.U = F,,,D.U = F, ;M.

Auflerdem sind alle F,M = F,D.U = ) F,D.m; endlich erzeugte FyD-Moduln, denn F,D
ist endlich erzeugt als FyD-Modul nach 4.4.11. Dies zeigt, dass F'M gut ist. U

Definition 4.4.13. Seien F'M und F’'M zwei Filtrierungen auf einem D-Modul. Dann heif3t
FM feiner als F'M, falls es ein ¢ € N mit F,M C F),,M fiir alle p € Z gibt. Wir nennen
FM und F'M #Hquivalent™, falls sowohl F'M feiner als F'M als auch F'M feiner als F'M
ist.

Lemma 4.4.14. Sei F'M eine gute Filtrierung auf einem (nach Lemma 4.4.12 automatisch
endlich erzeugten) D-Modul M. Dann ist FM feiner als jede ausschipfende Filtrierung
auf M. Insbesondere sind alle guten Filtrierungen auf einem endlich erzeugten D-Modul
aquivalent.

Beweis. Sei qp € N eine natiirliche Zahl, so dass F,D - F, M = I, M fiir alle p € N gilt
(man beachte, dass ¢p ohne Einschrankung in N gewihlt ist). Wihle ¢ € Z mit F,M = 0.
Sei F'M eine ausschopfende Filtrierung auf M. Da F, M als FyD-Modul endlich erzeugt ist,
gibt es ein p € N mit Fy M C F;M. Setze { := p + |q| € N. Wir zeigen F;M C F{, ,M fiir
alle t € Z. Fiir t < ¢ gilt

F,M =0C Fl,,M.
Fiir t mit ¢ < t < qp gilt —|q| < ¢ <t und somit p = ¢ — |q| < £+t und somit

FEM C FyyM C FyM C Fj, /M.

44 Man kann sich dies natiirlich auch direkt iiberlegen: Dass die Filtrierung ausschopfend und bei Null
beginnend ist, ist trivial. Ebenso ist Stabilitdt trivial wegen F,DFyD = F,D fiir alle p € Z und der in
der Definition der Stabilitdt in der Fussnote gegebenen #dquivalenten Definition. Um zu sehen, dass alle
F,D endlich erzeugte FyD-Moduln sind, muss man im Wesentlichen wie im Beweis von Lemma 4.4.10
argumentieren.

4*Diese Relation ist per Definition reflexiv und symmetrisch, und offensichtlich auch transitiv, also eine
Aquivalenzrelation; dies rechtfertigt die Sprechweise.
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Fiir t > qo gilt 0 <t — gy <t (da g > 0) und somit

F,M = Fy_yD.FyyM C F,_yD.F\M C F,D.F\M C F}

t+pM - F—MM

Ende der 11. Vorlesung am 12.11.2018.

Annahme 4.4.15. Bis zum Ende von Abschnitt 4.4 sei A\: mod(FyD) — Z eine additive
Funktion, die nur Werte in N annimmt.

Satz 4.4.16. Sei M ein endlich erzeugter D-Modul. Sei F'M eine gute Filtrierung auf M. Sei
Hge, vt = Hgy o) € Q[T das Hilbert-Polynom des (nach Lemma 4.4.10) endlich erzeugten
gr D-Modul grp M (die Existenz des Hilbert-Polynoms folgt wegen unserer Annahme 4./.2
(wie dort erklirt) aus Satz 4.3.2). Dann gilt

Hye o 1(p) = A(F,M)

fiir alle p > 0. Ist F'M eine weitere gute Filtrierung auf M, so haben Hg, nr und Hg,,, o
denselben Grad und denselben Leitkoeffizienten.

Beweis. Laut Definition des Hilbert-Polynoms gilt Hy, . v (p) = A(gr=F M) fiir alle p > 0. Zu
zeigen ist also A(gr<P M) = \(F,M) fiir alle p > 0. Diese Gleichheit gilt sogar fiir alle p € Z.
Fiir alle p < 0 ist das klar, denn F'M ist bei Null beginnend. Gelte \(gr<F M) = \(F,M)
fiir ein p € Z. Die kurze exakte Sequenz

0— F,M < Fp (1M — gr’™ M — 0
liefert per Additivitdt von A
A(Fys1M) = AE,M) + Mg M) = Mg M) + Mgt M) = A<+ M),
Sei F'M eine weitere gute Filtrierung auf M. Nach Lemma 4.4.14 sind FFM und F'M
aquivalent. Also gibt es ein £ € N mit
F,M C Fy yM C FpyoM

fiir alle p € Z. Weil A nur nicht-negative Werte annimmt, folgt aus den kurzen exakten

Sequenzen F,M C F,, ,M — F;“ und F), M C Fpo0M — I;ffr” die Abschétzung

/\(Fp ) < )‘(F;;-MM) < A(Fp-&-ZEM)-
Dies liefert fiir p > 0
ngp ( ) = )‘(F M) < /\<F/+£M> ngF/M<p + Z) < )‘(Fp—l-MM) = ngF M(p + 26)-

Ist Hg . ar = 0, so folgt Hy, pr = 0. Sonst miissen Grad und Leitkoeffizient von Hy,, 3 und

Hg, ., v = 0 tibereinstimmen (nach Analysis I).

Aufgabe 4.4.17. Zeige die Aussage im letzten Satz des obigen Beweises.

Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 4.4.23
(2) Aufgabe 4.4.27
(3) Aufgabe 4.4.28

46 Wir verwenden die Konvention, dass das Nullpolynom Grad —oo und Leitkoeffizient 0 hat.
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(4) Aufgabe 4.4.33
(5) Statt einer der obigen Aufgaben: Aufgabe 4.4.17

Definition 4.4.18. Sei M ein endlich erzeugter D-Modul. Sei F'M eine gute Filtrierung
auf M (Existenz nach Lemma 4.4.12). Die Hilbert-Dimension oder schlicht Dimension
d(M) = dy(M) von M beziiglich X ist
d(M) := deg(Hg, vr) € NU {—00}.
Die Hilbert-Multiplizitét oder schlicht Multiplizitit e(M) = e)(M) von M beziiglich
A ist
e(M) := d(M)! - (Leitkoeffizient von Hg ) € N.

Man beachte: Dimension und Multiplizitdt héngen nicht von der Wahl der guten Filtrierung

ab (nach Satz 4.4.16) und sind Elemente von N U {—oo} bzw. von N (wegen Korollar 4.3.3
oder Satz 4.2.8 und der Annahme, dass A nur nicht-negative Werte annimmt).

4.4.19. Genau dann gilt d(M) = —oo, wenn e(M) = 0 gilt (wegen unserer Konvention, dass
das Nullpolynom Leitkoeffizient Null hat). Ein endlich erzeugter D-Modul M hat genau
dann Hilbert-Dimension —oo, wenn A(U) = 0 fiir jeden endlich erzeugten FyD-Untermodul
U von M gilt.

In vielen Beispielen wird FyD = k gelten und A = dim. In diesem Fall gilt also d(M) = —o0
genau dann, wenn M = 0 gilt.

Beispiel 4.4.20. Der Nullmodul hat Dimension —oo und Multiplizitdt 0 (unabhéngig von
A).
Beispiel 4.4.21. Betrachte die Polynomalgebra A = k[X1, ..., X,,] mit der Gradfiltrierung
FA, gegeben durch

FyA =A% ={Q € A|deg(Q) < p},
(sieche Beispiel 4.4.4), und die additive Funktion dim: mod(k) = mod(FyA) — N. Nach

4.4.11 ist F'A eine gute Filtrierung auf A als A-Modul. Wegen gr A = A und Beispiel 4.3.4
gilt

T Uk
Hg a=Hy= ( N n) =—+ (Q-Linearkombination kleinerer Potenzen von 7).
n n!

Wir erhalten Dimension d(A) = n und Multiplizitéit e(A) = 1.

Beispiel 4.4.22. Wir betrachten die Weyl-Algebra D(n) mit der Bernstein-Filtrierung (siehe
4.4.3). Wegen ByD(n) = k konnen wir die additive Funktion dim betrachten (dies ist ein
Vorteil der Bernstein-Filtrierung gegeniiber der Ordnungsfiltrierung). Wir betrachten D(n)
als D(n)-Modul, und verwenden als gute Filtrierung die Bernstein-Filtrierung (siehe 4.4.11).

Fiir alle p € N gilt
. p+2n
dim B,D(n) =
n p (n) ( m >7

denn die Elemente X“0°, fiir o, 8 € N™ mit |a|+|3| < p bilden eine Basis von B,D(n) (man

kann dies auch aus grgy D(n) = k[X1,..., X, &1, .., &) (siehe Satz 2.5.19), wobei alle X;

und &; Grad 1 haben, und Beispiel Beispiel 4.4.21 folgern). Nach Satz 4.4.16 muss also

T+2 1

Hy . p(n) = ( —;n n) — WTQ" + (Polynom in 7" vom Grad < 2n — 1)
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gelten und damit
(444) eB(D(n)) = eRdim(D(n)) = 1,

wobei wir mit dem Zusatzindex daran erinnern, dass wir die Bernstein-Filtrierung auf D(n)
betrachten.

Aufgabe 4.4.23. Betrachte die Weyl-Algebra D(n) mit der Bernstein-Filtrierung und den
D(n)-Modul k[.X] = k[X7, ..., X,]. Dann gelten

(4.4.5) A aim (K[XT])
(4.4.6) ep,dim (k[X])
Lemma 4.4.24. Sei

n?
1

0—>M —>M-—M —0
eine kurze exakte Sequenz von D-Moduln. Ist FM eine gute Filtrierung auf M, so sind die
induzierten Filtrierungen auf M' und M" ebenfalls gut.
Beweis. Nach Lemma 2.6.14 ist
0—grM —grM—gr M —0

eine exakte Sequenz graduierter gr D-Moduln. Nach Lemma 4.4.10 ist gr M endlich erzeugt
als gr D-Modul. Da gr D noethersch ist, sind gr M' und gr M" ebenfalls endlich erzeugt als
gr D-Moduln. Dies bedeutet aber wieder nach Lemma 4.4.10, dass die induzierten Filtrie-
rungen gut sind. ([l

Aufgabe 4.4.25. Neunerlemma.

Lemma 4.4.26. Ist
0—>M —M-—M —0

eine kurze exakte Sequenz endlich erzeugter D-Moduln'", so gelten
d(M) = max(d(M"),d(M"))
und
e(M') falls d(M") > d(M"),
e(M) = ¢ e(M") falls d(M'") < d(M"),
e(M') +e(M") falls d(M") = d(M").
Beweis. Sei F'M eine gute Filtrierung auf M (Lemma 4.4.12). Die induzierten Filtrierungen

auf M’ und M” sind dann ebenfalls gut (siche Lemma 4.4.24). Die induzierte Filtrierung

auf M’ hat als Komponenten F,M N M’'. Wir kénnen ohne Einschrénkung M"” = M/M’
M+M’

annehmen. Dann hat die induzierte Filtrierung auf M” als Komponenten Iy - i jedes
p € Z ist die Sequenz
EF,M + M’
O%FPMQM’%FPM%%%O

47es reicht natiirlich zu wissen, dass M endlich erzeugt ist, oder dass M’ und M" endlich erzeugt sind
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offenbar exakt. Es folgt
F,M + M’
)
fiir alle p € Z. Seien H, H', H"” die Hilbert-Polynome von grp M, grp M’ grp M". Dann gilt
H(p) = H'(p) + H"(p)

fiir alle p > 0. Daraus folgt H = H' + H”. Alle Behauptungen folgen nun aus der Tatsache,
dass H' und H” positive Leitkoeffizienten haben, sofern diese Polynome nicht Null sind. [

Aufgabe 4.4.27. Seien M und N D-Modul.

(a) Wenn Dimensionen und Multiplizitdten von M und N bekannt sind, welche Aussagen
kann man iiber Dimension und Multiplizitat der direkten Summe M @ N treffen.

(b) Sind umgekehrt Dimension und Multiplizitdt von M & N bekannt, was kann man
iiber Dimension und Multiplizitdt des Summanden M aussagen?

AMM@zM&MﬂMQ+%

Hinweis: Lemma 4.4.26.

Aufgabe 4.4.28. (a) Sei m: M — N eine surjektive Abbildung von Moduln iiber einem
Ring R. Sei 0: N — M eine Spaltung von 7, also eine Abbildung von R-Moduln
mit 7 o o = idy. Zeige die Existenz eines Isomorphismus Ker(w) & N = M von
R-Moduln, dessen Verkniipfung mit = die Projektion Ker(w) & N — N auf N ist.

(b) Die Surjektion 7: D(n) — k[X], T+ T, von D(n)-Moduln spaltet nicht, falls n > 1.

Lemma 4.4.29. Ist M ein endlich erzeugter D-Modul, so gilt
d(M) < d(D).

Beweis. Sei D™ — M ein surjektiver Morphismus von D-Moduln, fiir ein geeignetes m € N.
Nun verwende man Lemma 4.4.26 (und eventuell Aufgabe 4.4.27). O

Beispiel 4.4.30. Betrachte die Polynomalgebra k[X7, ..., X,,] mit der Gradfiltrierung und
die additive Funktion dim. Dann gilt fiir jeden endlich erzeugten Modul M {iber dieser
Algebra

ddim(M> S n.
Dies folgt aus Beispiel 4.4.21 und Lemma 4.4.29.

Beispiel 4.4.31. Betrachte die Weyl-Algebra D(n) mit der Bernstein-Filtrierung. Dann gilt
fiir jeden endlich erzeugten D(n)-Modul M

dp,dim(M) < 2n.
Dies folgt aus Beispiel 4.4.22 und Lemma 4.4.29.

Lemma 4.4.32. Sei I # 0 ein Linksideal von D(n). Dann gilt
D(n)

dB,dim (

Beweis. Sei T' € I — {0}. Die Surjektion

D) D)
D(n)T I

>§2n—L
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von D(n)-Moduln mit Lemma 4.4.26 zeigt dp dim <%) > dp d1m<D( )) Es geniigt also

dB,dim<%> < 2n — 1 zu zeigen. Weil D(n) nullteilerfrei ist (Korollar 2.5.21), haben wir
eine kurze exakte Sequenz

D(n)
D(n)T

0— D(n) &5 D(n) — — 0.

Wegen dg(D(n)) = 2n (siche Gleichung (4.4.4)) folgt dB< )
(oder Beispiel 4.4.31). Die Annahme dB< Din) ) = 2n # —oo fithrt nach diesem Lemma zum

) < 2n nach Lemma 4.4.26

D(n)T
Widerspruch
en(D(n)) = ex(D(n)) + eB(DD(fg)T) .
#0
Es muss also dp (5253%) < 2n — 1 gelten. 0

Aufgabe 4.4.33. Betrachte die Polynomalgebra A = k[X7, ..., X,] mit der Gradfiltrierung.
Nach Beispiel 4.4.30 gilt dgin (M) < n fiir jeden endlich erzeugten A-Modul. Finde fiir jedes
0 < i < n einen endlich erzeugten A-Modul M mit dgi,(M) = 1.

Ende der 12. Vorlesung am 14.11.2018.

Aufgabe 4.4.34 (| , Aufgabe 9.5.1]). Ist M ein endlich erzeugter Torsions-D(n)-
Modul, so gilt d(M) < 2n — 1.
Hinweis: Lemma 4.4.32.

Aufgabe 4.4.35 (| , Aufgabe 9.5.2]). Sei T € D(n) mit Bdeg(7') = ¢ > 0. Dann gelten
D(n D(n
d(D(fl)Z[> =2n —1 und €<D(£L))T> = /.
Hinweis: Betrachte die kurze exakte Sequenz 0 — D(n) N D(n) — D(;)) — 0. Versieh

die Mitte mit der Bernsteinfiltrierung und zeige, dass die induzierte (gute) Filtrierung auf
dem linken Randterm D(n) die um —¢ verschobene Bernstein-Filtrierung ist. Somit kann
man zwei Hilbert-Polynome explizit ausrechnen.

Definition 4.4.36 (Restriktion der Skalare). Sei ¢: R — S ein Ringmorphismus. Gegeben
M € Mod(S) definieren wir res(M) = res3 (M) € Mod(R) wie folgt: Als abelsche Gruppe
stimmt res(M) mit M iiberein; die Skalarmultiplikation von R auf res(M) ist durch r.m :=
©(r).m definiert, fir alle r € R und m € M. Ist f: M — N ein S-Modulmorphismus, so
ist (die Abbildung) f (von Mengen) automatisch ein Morphismus f = res(f): res(M) —
res(N). Diese Zuordnungen definieren den Funktor Restriktion (der Skalare entlang ¢)

res = resjs% =res, = resy. ps: Mod(S) — Mod(R).

Aufgabe 4.4.37. Der Funktor res ist exakt. Genau dann bildet res endlich erzeugte S-
Moduln auf endlich erzeugte R-Moduln ab, wenn S als R-Modul endlich erzeugt ist.

Beispiel 4.4.38. Sei F: D(n) = D(n) der Fourier-Automorphismus (siehe 2.4.4), d.h. es
gelten F(X;) = 0; und F(0;) = —X, fiir alle ¢ mit 1 < i < n. Versehen wir D(n) mit der
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Bernstein-Filtrierung, so ist F ein Isomorphismus filtrierter Algebren, der auf ByD(n) = k
die Identitét ist.

Insbesondere ist jede gute Filtrierung auf einem D(n)-Modul M auch eine gute Filtrie-
rung auf seinem Fourier-Transformierten M := resz(M); es folgt d(M) = d(xM) und
e(M) = e(#M) fir jeden endlich erzeugten D(n)-Modul M (dies folgt auch aus dem ab-
strakten Lemma 4.4.39).

Als konkretes Beispiel kann man etwa M = k[X| mit der offensichtlichen D(n)-Modulstruktur
betrachten. Auf M operieren die iiblichen Erzeuger der Weyl-Algebra als

XZ'.XQ = 8Z(Xa) = OéiXa_ei,
01».Xa - —XZ‘XQ - _on+ei’

wobei a € N, Benennt man die Variablen X1, ..., X, in #M um und nennt sie —04, ..., —0,,
so ist #M der Polynomring k[0, ..., d,], und die obigen Formeln schreiben sich als
(4.4.7) X;.0% = —;0°7
0;.0% = 9°Tei,
Die offensichtliche Abbildung ist ein Isomorphismus
(4.4.8) Ko = — 2

> i D(n)X;
von D(n)-Moduln. Nach Obigem und Aufgabe 4.4.23 gelten
dp aim (K[9]) = dp aim(k[X]) = n,
ep.dim(k[9]) = ep,am(k[X]) = 1.

Lemma 4.4.39. Nicht in Vorlesung gemacht. Seien (D, FD) und (D', FD') nicht-negativ
auschopfend filtrierte Ringe mit FoD = FoD', die den Anforderungen (D1), (D2), (D3) in
Annahme 4.J.2 geniigen. Sei p: D' — D ein Ringmorphismus, der alle Elemente von FyD’
fiziert und die Eigenschaft hat, dass D = res®, (D) als D'-Modul endlich erzeugt ist. Sei
A: mod(FoD') = mod(FoD) — N C Z additiv. Set M € mod(D). Dann gelten M' :=
res(M) € mod(D’) und

o d(M') < d(M);*®

e im Fall d(M') = d(M) gilt e(M') < t{Me(M), wobei t = min{t' € N | o(F}D') C

FyD} e N.

Ist ¢ sogar ein Isomorphismus von Ringen, so gilt d(M') = d(M); gilt zusdtzlich p(F1D") =
FiD, so gilt e(M') = e(M).

Beweis. Seien T4, ..., T, € Fy D' Elemente, so dass gr D" als gr’ D’-Algebra von den Klassen
Ty,..., T, € gr' D' erzeugt ist. Da die Filtrierung F'D ausschopfend ist, gibt es ein t € N
mit o(T1),...,¢(Ts) € F;D. Wegen F1D" = "7 | FoD' - T; + Fy D' (und unserer Annahme
¢lpyp = 1dgp = idg,p folgt w(F1D') = >"" | FoD - ¢(T;) + FoD C FyD. Wir konnen ohne
Einschrankung ¢ minimal mit p(F;D’) C F;D wihlen.

Sei M € mod(D). Da D als D'-Modul endlich erzeugt ist, ist M’ = res(M) als D'-Modul
endlich erzeugt (siehe Aufgabe 4.4.37).

48 Man beachte, dass die Hilbert-Dimensionen d(M') = dx(M’) und d(M) = dy(M) Moduln iiber ver-
schiedenen filtrierten Ringen zugeordnet sind.
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Sei F'M eine gute Filtrierung auf M. Setze
F,M'" .= F,M
fiir p € Z. Es gilt
D' F,M' = o(F\D").FyM C F,D.FyM C Fpp1yM = Fpy M
fiir alle p € Z und somit mit Lemma 4.4.5
F,D'"F,M'=FD"---F,D""F,M' C F,M'

fir alle p,q € Z. Nun ist klar, dass FM' = (F,M’) eine Filtrierung auf dem D’-Modul M’
definiert. Sie ist sicherlich ausschopfend (da F'M dies ist) und alle F,, M’ sind endlich erzeugt
als Moduln tiber FyD' = FyD, da alle F,M diese Eigenschaft haben.

Wegen M’ € mod(D’) gibt es auf M’ eine gute Filtrierung GM’ (siche Lemma 4.4.12). Da
FM’ ausschopfend ist, ist GM' feiner als F'M' (siche Lemma 4.4.14), es gibt also ein £ € N
mit

GPM/ - FpMM/ = Fipton
fir alle p € Z; da A nur nichtnegative Werte annimmt und F,,M’' = Fi,14; als Moduln
iiber Fy D' = FyD gilt, folgt

MG M) < MEpseM') = M Fprop)-
Fiir alle p > 0 folgt fiir die zugehorigen Hilbert-Polynome
Hg o m(p) < Herpo i (p+ O1) = Hgepo i (pt + £2).

Die linke bzw. rechte Seite ist fir p > 0 polynomial in p vom Grad d(M') bzw. d(M) mit
Leitkoeffizient

/ d(M
M) . AN
d(M")! d(M)!
Da die Leitkoeffizienten > 0 sind, folgt fiir die Grade d(M’) < d(M) (aus dem Wachstums-
verhalten fiir p — oo, per Analysis I). Im Fall d(M') = d(M) muss e(M') < e(M)t?M)
gelten.

Ist ¢ ein Isomorphismus von Ringen, so erfiillt ¢~ alle Voraussetzungen, die im Lemma
an ¢ gestellt sind, und es gilt resd (M’) = res(res(M)) = M. Unsere bisherigen Ergebnisse
liefern also d(M) < d(M’) und somit d(M) = d(M’'). Im Fall o(FAD") = F1D gilt t < 1
und somit nach obigem e(M’) < e(M). Es gilt aber auch FiD' = ¢~ }(F;D) und somit
e(M) < e(M'), insgesamt also e(M') = e(M). O

1

4.5. Bernstein-Ungleichung.

Definition 4.5.1. Betrachtet man endlich erzeugte Moduln {iber D(n) und betrachtet auf
D(n) die Bernstein-Filtrierung, so nennt man die zugehérige Hilbert-Dimension dp gim(M)
Bernstein-Dimension und die zugehorige Hilbert-Multiplizitit ep qim (M) Bernstein-Mul-
tiplizitét.
4.5.2. Wir haben in Beispiel 4.4.31 gesehen, dass die Bernstein-Dimension eines endlich
erzeugten D(n)-Moduls stets < 2n ist. Aulerdem sind die folgenden Bedingungen dquivalent
(siche 4.4.19):

o M =0.

o dB,dim(M) = —0Q,
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L4 €B,dim(M) =0,

Beispiel 4.5.3. Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul, wobei n > 1 gelte. Wir behaupten,
dass dp aim(M) # 0 gilt.

Nehmen wir an, dass dpam(M) = 0 gilt. Dies bedeutet, dass M endlichlichdimensional
ist (da dim(F,M) fiir p > 0 konstant ist, wobei F'M eine gute Filtrierung ist; also ist £, M
konstant fiir alle p > 0; da die Filtrierung ausschépfend ist, folgt F,M = M fiir alle p > 0).
Nach Aufgabe 2.1.15 folgt M =0, d.h. dpqim(M) = —oo im Widerspruch zur Annahme.

Insbesondere sehen wir, dass die Dimension jedes endlich erzeugten D(1)-Moduls entweder
—o00, 1 oder 2 ist. Dies bestétigt den folgenden Satz 4.5.4 im Fall n = 1.

Satz 4.5.4 (Bernstein-Ungleichung, | , Thm. 1.3]). Fir jeden endlich erzeugten D(n)-
Modul M # 0 gilt
n S dB,dim(M) S 2n

Die Bernstein-Ungleichung ist die erste dieser Ungleichungen.

Beweis (nach A. Joseph). Sei FM eine gute Filtrierung auf M (siehe Lemma 4.4.12). Wir
konnen ohne Einschrinkung annehmen, dass F_1M = 0 und FoM # 0 gelten (entweder
nimmt man die Filtrierung aus dem Beweis von Lemma 4.4.12, oder man verschiebt ei-
ne gegebene gute Filtrierung in offensichtlicher Weise, was wiederum eine gute Filtrierung
liefert).

Wir behaupten, dass fiir jedes p € N die Abbildung

B,D(n) — Hom(F,M, Fy,M),
T (T.:x+— Tx),
injektiv ist.

Wir beweisen dies per Induktion iiber p. Fiir p = 0 ist dies klar, denn ByD(n) = k und
FoM #0.Seip > 0.Sei T € B,D(n) im Kern dieser Abbildung. Fiir beliebiges i € {1,...,n}
gilt

T, X, [T, 8] € [B,D(n), BiD(n)] € Bysr »D(n) = B, 1D(n)
nach Satz 2.5.9. Fiir beliebiges m € F,,_1M berechnen wir
~—~— ~~~
€FM =0
~
€FpM =0
Nach Induktionsannahme folgt [T, X;] = 0 = [T, 0;]. Dies bedeutet, dass 7" im Zentrum
Z(D(n)) = k der Weyl-Algebra liegt (siehe Satz 3.2.10). Wegen F,M # 0 folgt T' = 0. Dies
zeigt die Behauptung.
Wir folgern
dim B,D(n) < dim Hom(F,M, Fy,M) = (dim F,M) - (dim F5, M)

fir alle p € N (dies verwendet, dass alle F,, A/ endlichdimensional sind). Die linke Seite ist

fir p € N durch ein Polynom in p vom Grad 2n (mit positivem Leitkoeffizienten) gegeben

(sieche Beispiel 4.4.22). Nach Satz 4.4.16 stimmt p — (dim F,M) fiir p > 0 mit dem Hilbert-

Polynom H = Hg,, » vom Grad dpaim(M) € N (mit positivem Leitkoeflizienten) iiberein

(der Grad ist nicht —oo, da M # 0). Dann stimmt p +— (dim Fy,M) fiir p > 0 mit dem
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Polynom H(2T") vom selben Grad dp qim(M) iiberein. Es folgt 2n < 2dg gim(M). Dies zeigt
die Bernstein-Ungleichung n < dpqim(M). Die Ungleichung dp qim(M) < 2n haben wir
bereits in Beispiel 4.4.31 beobachtet. 0

Beispiel 4.5.5. Laut Aufgabe 4.4.23 hat der D(n)-Modul k[X] = k[X, ..., X,,] die Bernstein-
Dimension n, was nach der Bernstein-Ungleichung die minimal mogliche Dimension # —oo
ist.

Aufgabe 4.5.6 (vgl. | , Aufgabe 9.5.3]). Fiir ¢ € {0,...,n} betrachte das Linksideal
Iy =371, .1 D(n)0; von D(n). Dann gelten
D(n)
d im =n-+ 67
pam( )
D(n)
im =1
€B.d ( 1, )

Insbesondere gibt es fiir jedes d mit n < d < 2n einen endlich erzeugten (sogar zyklischen)
D(n)-Modul mit dp gim(M) = d (vgl. Satz 4.5.4).

4.6. Holonome Moduln.

4.6.1. Wir definieren die wichtige Klasse holonomer D(n)-Moduln. Viele Eigenschaften holo-
nomer D(n)-Moduln dhneln Eigenschaften endlichdimensionaler Vektorrdume. Dies ist aber
nur eine grobe Analogie. Die Kategorie holonomer Moduln ist beispielsweise nicht halbein-
fach (siehe Aufgabe 4.6.13).

Definition 4.6.2. Ein D(n)-Modul M heifit holonom, wenn er endlich erzeugt ist und
M = 0 oder dg(M) = n gilt. Sei Hol(D(n)) die volle* Unterkategorie holonomer D(n)-
Moduln in der Kategorie Mod(D(n)) aller D(n)-Moduln.

4.6.3. Nach der Bernstein-Ungleichung (siche Satz 4.5.4) ist n die minimale Bernstein-
Dimension fiir endlich erzeugte D(n)-Moduln ungleich Null. Holonome Moduln sind also
Moduln von minimaler endlicher Bernstein-Dimension und der Nullmodul. Ein D(n)-Modul
M ist also genau dann holonom, wenn er endlich erzeugt ist und dg(M) < n gilt.

4.6.4. Nach Definition ist jeder holonome Modul endlich erzeugt, es ist also Hol(D(n)) eine
volle Unterkategorie von mod(D(n)). Wir erinnern daran, dass D(n) ein noetherscher Ring
ist (siehe Satz 2.6.20). Insbesondere ist also jeder holonome Modul noethersch.

Beispiel 4.6.5. Nach (4.4.6) ist k[X1, ..., X,] ein holonomer D(n)-Modul. Ebenso ist sein
Fourier-Transformierter k[0, ..., 0,] holonom (siehe Beispiel 4.4.38).

Beispiel 4.6.6. Nach (4.4.3) ist D(n) nicht holonom als D(n)-Modul, falls n > 1.

Beispiel 4.6.7. Der Fall n = 1. Fiir jedes Linksideal 0 # I C D(1) ist % holonom (siehe

Lemma 4.4.32). Insbesondere ist DD(SEF fiir jedes 0 # T' € D(1) holonom.

49 Gegeben eine Kategorie C heit eine Kategory D Unterkategorie von C, wenn die Menge der Objekte
von D eine Teilmenge der Objekte von C ist, D(d,d") C C(d,d’) fiir alle Objekte d,d’ € D gilt und die
Identitdten und die Verkniipfungen kompatibel sind. Eine Unterkategorie D heifit voll, wenn D(d,d') =
C(d,d") fiir alle Objekte d, d’ € D gilt. Man iiberlegt sich leicht, dass eine volle Unterkategorie von C eindeutig
durch ihre Objekte gegeben ist.
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Beispiel 4.6.8. Wegen D(0) = k sind D(0)-Modul dasselbe wie Vektorrdume. Holonome
D(0)-Moduln sind dasselbe wie endlichdimensionale Vektorraume.

Satz 4.6.9. Ist

0—-M —->M-—>M"—0
eine kurze exakte Sequenz von D(n)-Moduln, so ist M genau dann holonom, wenn M' und
M" holonom sind. In Worten: Untermoduln, Quotienten und Erweiterungen holonomer Mo-
duln sind holonom (gegeben eine kurze exakte Sequenz von Moduln wie oben, nennt man M
eine Erweiterung von M" durch M').°" Insbesondere sind Kerne, Kokerne und Bilder

von Morphismen zwischen holonomen D(n)-Moduln holonom. Sind M (und damit M’ und
M") holonom, so gilt

eg(M) =eg(M") + eg(M").
In Worten ist die Multiplizitit eg: Hol(D(n)) — N C Z eine additive Funktion®.
Beweis. Dies folgt sofort aus Lemma 4.4.26. U
Satz 4.6.10. Holonome D(n)-Moduln sind Torsionsmoduln, falls n > 1.

Beweis. Sei M ein holonomer D(n)-Modul und sei m € M. Zu zeigen ist, dass der Annihilator
von m in D(n) nicht nur aus dem Nullelement besteht. Gelte ohne Einschriankung m # 0.
Betrachte den D(n)-Modulmorphismus

?.m: D(n) — M,
T~ Tm.

Sei K sein Kern (dies ist der Annihilator von m in D(n)). Wir erhalten eine kurze exakte
Sequenz

0— K — D(n)— D(ny)m =0

Als Untermodul von M ist D(n)m ein holonomer D(n)-Modul (nach Satz 4.6.9), so dass
d(D(n)m) = n folgt (wegen m # 0). Mit (4.4.3)) und Lemma 4.4.26 erhalten wir

1 <n=dg(D(n)m)<2n=dg(D(n)) =max(d(K),d(D(n)m)) = d(K).

Aus d(K) # —oo folgt K # 0. Es gibt also ein Element 7" # 0 in D(n) mit Tm = 0. Also
sind alle Elemente von M Torsionselemente. [

Aufgabe 4.6.11. Eine endlich erzeugter D(1)-Modul ist genau dann holonom, wenn er ein
Torsionsmodul ist.
Hinweis: Aufgabe 4.4.34

Aufgabe 4.6.12. Nicht jeder Torsionsmodul iiber D(2) (oder allgemeiner iiber D(n) fiir
n > 2) ist holonom.

Hinweis: Aufgabe 4.5.6, jedes Element des (zyklischen) D(n)-Moduls Dj:()r(bggn wird von einer

geeigneten Potenz (0,)” annihiliert.

50sder manchmal die gesamte exakte Sequenz
51 In kategorieller Sprache: Die Kategorie Hol(D(n)) ist eine Serre-Unterkategorie von Mod(D(n)) | ,
02MP].
52 quf der abelschen Kategorie Hol(D(n)) im Sinne der Fufinote in Definition 4.1.7.
66


http://stacks.math.columbia.edu/tag/02MP

Aufgabe 4.6.13. Finde ein Beispiel einer nicht spaltenden Sequenz holonomer D(1)-Moduln.

Hinweis: Du kannst den D(1)-Modul k[X, X~ !] (siehe Aufgabe 2.7.12) als mittleren Term
nehmen. Das folgende Bild illustriert diesen Modul (wobei an jedem Pfeil noch eine Zahl zu
erginzen ist) und mag Dir helfen, einen geeigneten Untermodul zu finden.

(4.6.1) e X7 XY T 1 XY X
0 0 0 19} 0 19}

Aufgabe 4.6.14. Zeige, dass 0 — 5)((11)29 2, D(lgz — D((11))a — 0 eine spaltende kurze exakte

Sequenz holonomer D(1)-Moduln ist.

4.6.15. Die Diskussion holonomer Moduln wird nach einem Einschub iiber Moduln endlicher
Léange fortgesetzt.

Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 4.4.34 samt Folgerung Aufgabe 4.6.11 (iiber D(1) gilt holonom=endlich-
erzeugt-+torsion)

(2) Aufgabe 4.5.6 (alle moglichen Bernstein-Dimensionen treten auf) und Aufgabe 4.6.12
(nicht holonomer zyklischer Torsionsmodul)

(3) Aufgabe 4.6.13 (nicht spaltende Sequenz holonomer Moduln)

(4) Aufgabe 4.4.35 (Dimension und Multiplizitidt von DD(( ))T ausrechnen)

4.6.1. Kompositionsreihen und Moduln endlicher Lédnge.
Annahme 4.6.16. Im Abschnitt 4.6.1 ist R stets ein Ring.

Definition 4.6.17. Eine Kompositionsreihe eines R-Moduls M ist eine endliche Kette
OZM()CMlC"'CMg:M

von R-Untermoduln von M, fiir die alle Subquotiente

Lange einer Kompositionsreihe ist die Anzahl der Inklusmnen dle angegebene Komposm—
onsreihe hat also Lénge ¢.

Satz 4.6.18. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

(a) M ist artinsch und noethersch;
(b) M besitzt eine Kompositionsreihe.

Beweis. (b) = (a): Sei 0 = My C My C --- C My, = M eine Kompositionsreihe von M.
Da jeder einfache Modul sowohl artinsch als auch noethersch ist, sind alle M]\f—il artinsch
und noethersch. Da die Mitte jeder kurzen exakten Sequenz genau dann artinsch (bzw.
noethersch) ist, Wenn dies fiir die Randterme gilt, zeigen die kurzen exakten Sequenzen

M, — M, —» M— induktiv, dass M = M, artinsch und noethersch ist.

(a) = (b): Gelte ohne Einschréankung M # 0. Setze M, := 0. Die Menge aller Untermoduln
U von M mit My C U ist nicht leer. Weil M artinsch ist, hat sie ein minimales Element M;. Es
ist M, /M, einfach. Gilt M; = M, so sind wir fertig. Sonst ist die Menge aller Untermoduln U
von M mit My C U nicht leer. Weil M artinsch ist, hat sie ein minimales Element M,. Es ist
M, /M, einfach. Gilt My = M, so sind wir fertig. Wir iterieren dies. Terminiert dieser Prozess

nicht, so bekommen wir eine durch die natiirlichen Zahlen indizierte echt aufsteigende Folge
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0= My C My € M,... von Untermoduln von M. Dies steht aber im Widerspruch dazu,
dass M noethersch ist. 0

Beispiel 4.6.19. Als Z-Modul ist Z noethersch, aber nicht artinsch (es gibt beispielsweise

1
keinen von Null verschiedenen minimalen Untermodul). Als Z-Modul ist % nicht noethersch

(es gibt beispielsweise keinen echten maximalen Untermodul), aber artinsch.
Ende der 13. Vorlesung am 19.11.2018.

Satz 4.6.20 (Jordan-Holder). Je zwei Kompositionsreihen
O=MycCcM,C---CM, =M,
O=ILgCcliC---CLy=M

eines R-Moduls M haben dieselbe Linge und bis auf Permutation dieselben einfachen Sub-

quotienten, in Formeln gilt m = ¢ und es gibt eine Permutation o € S, mit ML; = LL‘(’—?_)I

fir allei € {1,...,m}.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber m. Im Fall m = 0 ist die Aussage

trivial. Gelte m > 0. Fiir jedes j € {1,..., ¢} ist leicht zu sehen, dass

L; M, L, L+ M,y

— — — 0
Ly M, Lj_q Lj_y+ My

0—

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln ist. Da LI_”' - einfach ist, muss jeweils genau einer
o
der beiden Randterme Null sein. In der Kette

Mm_1 = L0—|—Mm_1 cC---C Li_1+Mm_1 C Li—i‘Mm_l C---C Lg+Mm_1 = Lf = Mm =M

Mm
M —1

genau eine Inklusion keine Gleichheit ist. Sei ¢ € {1,...,¢} der entsprechende Index mit
Mm—l = Li—l + Mm—l g_ Lz + Mm—l = Mm Es fOlgt
Li ~ LZ + Mm—l Mm
= = ;
Liy Liy+ My My
LinMp_—y ~ Lj
%
Li_1N M, Ly
Also ist

O=LoNMy 1 C--CLiyNMy 1 CLipt MMy CLNMyy = My,
—_———

=L;NMp,—1

gibt es wegen der Einfachheit von genau einen ,,Sprung”, womit wir meinen, dass

(4.6.2)

fir alle j € {1,...,¢} mit j # 7.

eine Kompositionsreihe von M,, ; der Lénge ¢ — 1. Per Vergleich mit der Kompositionsreihe
My C --- C M,,_1 und Induktionsannahme erhalten wir £ — 1 =m — 1, also £ = m, und es
gibt eine bijektive Abbildung o: {1,...,m —1} = {1,...,i—1,i+1,...,m} mit
Ms ~ La(s) N Mm—l ~ La(s)
= =
Msfl La(s)—l N Mmfl La(s)—l

fir alle s € {1,...,m — 1}. Indem wir o durch o(m) := i zu einer Permutation o € S,

fortsetzen, erhalten wir wegen (4.6.2) die gesuchte Aussage. 0]
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Definition 4.6.21. Die Liange ¢(M) eines R-Moduls ist definiert als co = +o0, falls M keine
Kompositionsreihe hat, und sonst als die gemeinsame Lénge aller Kompositionsreihen von
M. Dies ist wohldefiniert, denn alle Kompositionsreihen von M haben nach dem Satz 4.6.20
von Jordan-Holder dieselbe Linge.

Beispiel 4.6.22. Genauu dann gilt ¢(M) = 0, wenn M = 0 gilt. Genau dann gilt /(M) = 1,
wenn M einfach ist.

4.6.23. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

e )M hat endliche Linge, d.h. (M) < oo;
e M hat eine Kompositionsreihe;
e M ist artinsch und noethersch.

Die Aquivalenz der ersten beiden Bedinungen ist klar nach Definition der Lénge. Die Aquivalenz
der letzten beiden Bedingungen ist Satz 4.6.18.

Aufgabe 4.6.24. Sei M ein R-Modul. Dann ist £(M) das Supremum der Menge aller r € N,
fiir die es eine echt aufsteigende endliche Kette My € M; C --- C M, der Lénge r von
Untermoduln von M gibt (das Supremum wird dabei in N U {+oo} gebildet).

4.6.2. Weiter mit holonomen Moduln.

Satz 4.6.25. Holonome Moduln haben endliche Linge. Ist genauer M ein holonomer D(n)-
Modul, so gilt
(M) < ep(M).
Insbesondere ist jeder holonome D(n)-Modul M der Multiplizitit eg(M) = 1 einfach (als
D(n)-Modul).
Beweis. Sei M ein holonomer D(n)-Modul und sei
My C My C My C --- C M,

eine Kette echter Inklusionen von D(n)-Untermoduln von M. Wir behaupten r < e(M) =
€p (M)

Ohne Einschriankung gelte » > 1. Als Untermoduln eines holonomen Moduls sind alle M;
holonom (nach Satz 4.6.9). Betrachte die kurzen exakten Sequenzen

0—> M,_1 > M, — Mi/Mi—l —0

holonomer (nach Satz 4.6.9) Moduln, fir ¢ mit 1 <4 < r. Da die Multiplizitit eine ,,additive
Funktion auf der Kategorie Hol(D(n))“ ist (siehe Satz 4.6.9), folgt

B(Ml) = E(Mi_l) + e(Mi/Mi—l)

fir alle ¢ mit 1 < ¢ < r. Per Induktion erhalten wir

T

e(M) 2 o(M;) = (M, My1) + e(Mya) = --- = (3 e(Mi/Miy)) + e(Mo) = v

Insbesondere wird jede absteigende (bzw. aufsteigende) Kette von Untermoduln von M sta-
tionir. Dies zeigt, das M noethersch®® und artinsch ist. Also hat M endliche Linge (M),
und nach dem obigen Argument gilt £(M) < e(M) (siehe 4.6.23).

53Dies wissen wir eh schon, siehe 4.6.4.
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Aus e(M) =1 folgt 0 < (M) < e(M) = 1. Der Fall 0 = /(M) kann nicht eintreten, denn
dann wiirde M = 0 und somit e(M) = 0 gelten. Also hat M Lénge Eins und ist einfach. O

Bemerkung 4.6.26. Es gibt einfache D(n)-Moduln (und somit D(n)-Moduln endlicher Lange),
die nicht holonom sind. Siche Stafford, Bernstein-Lunts, Lunts. Teilweise ist das in | ,
11.3] erklért.

4.6.27. Wir wollen zeigen, dass jeder holonome Modul zyklisch ist (siehe Satz 4.6.29). Dies
folgt aus dem folgenden allgemeinen Resultat.

Satz 4.6.28. Sei R ein einfacher linksnoetherscher Ring, der nicht linksartinsch (= artinsch
als (Links-)Modul iiber sich selbst) ist. Dann ist jeder endlich erzeugte artinsche R-Modul
zyklisch.

Beweis. Sei M ein endlich erzeugter artinscher R-Modul. Da R noethersch ist, ist M als
endlich erzeugter R-Modul noethersch. Als artinscher und noetherscher Modul hat M eine
Kompositionsreihe (Satz 4.6.18). Wir beweisen den Satz per Induktion {iber die Lange ¢(M)
von M.

Im Fall ¢(M) ist M = 0 zyklisch.

Gelte (M) > 1. Sei S C M ein einfacher Untermodul. Der Quotient M/S ist endlich
erzeugt, artinsch, und hat Lénge ¢(M/S) = ¢(M) — 1. Per Induktion ist M /S zyklisch.
Wihle m € M so, dass m ein Erzeuger von M/S ist. Sei s € S — 0. Dann ist Rs ein
Untermodul von S. Da S einfach ist und Rs # 0 gilt, folgt Rs = S, d. h. s ist ein Erzeuger
von S. Wir folgern M = Rm + Rs. Da Rm artinsch ist, R aber nicht, kann der surjektive
Modulmorphismus ?.m: R — Rm nicht bijektiv sein. Also gibt es ein r € R — 0 mit rm = 0.

Da R einfach ist, gilt R = RrR, also RrR.s = R.s = S # 0. Insbesondere gibt es ein
y € R mit ry.s # 0.

Wir behaupten M = R(m + ys). Zunéchst ist r(m + ys) = rm + rys = 0 + rys =
rys # 0 ein Element von S. Weil S einfach, folgt s € S = Rrys C R(m + ys). Es folgt
m = (m+ys) —ys € R(m+ys). Es folgt Rm+ Rs C R(m+ys) C M = Rm+ Rs, also die
behauptete Gleichheit. Insbesondere ist M zyklisch. O

Satz 4.6.29. Fir n > 1 sind holonome D(n)-Moduln zyklisch. Genauer gibt es fir jeden
holonomen D(n)-Modul M ein Linksideal I # 0 mit M = @.

Beweis. Jeder holonome D(n)-Modul ist per Definition endlich erzeugt und nach Satz 4.6.25
artinsch. Die Behauptung folgt somit aus Satz 4.6.28, denn D(n) ist ein einfacher noether-
scher Ring (Sétze 2.5.32 und 2.6.20), der nicht linksartinsch ist (sieche Lemma 2.6.23).

Sei M ein holonomer D(n)-Modul. Da M zyklisch ist, gibt es ein Element m € M mit M =
D(n)m. Also ist der D(n)-Modulmorphismus ¢: D(n) = M, T +— T'm, surjektiv und liefert

K[;EZZ) = M. Es gilt Ker(p) # 0, denn sonst wiire ¢ ein Isomorphismus

D(n) = M. Dies kann aber nicht sein, denn D(n) ist nicht holonom (Beispiel 4.6.6). O

einen Isomorphismus

4.7. Bernstein-Sato-Polynom und meromorphe Fortsetzung.

4.7.1. Vorbereitungen.
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Lemma 4.7.1 (Hinreichende Bedingung fiir Holonomie). Betrachte D(n) mit der Bernstein-
Filtrierung. Sei M ein D(n)-Modul mit einer ausschopfenden Filtrierung FM . Falls es Kon-
stanten c,c’ € Rsg mit

dim F,M < —p" + ¢/p"!
n!
fir alle p > 0 gibt, so ist M holonom (und insbesondere endlich erzeugt) mit eg(M) < c.

Beweis. Sei U C M ein endlich erzeugter D(n)-Untermodul. Sei FU die induzierte Filtrie-
rung auf U, d.h. F,U := U N F,M. Sei GU eine gute Filtrierung auf U; sie existiert nach
Lemma 4.4.12. Dann ist GU feiner als die ausschopfende Filtrierung FU, d.h. es gibt ein
¢ € Nmit G,U C F,,U fiir alle p € Z (siche Lemma 4.4.14). Dies liefert

dim G,U < dim Fypy U < dim By M < < (p+ 0" + ¢ (p+ 0"
n!
< %p” + (Polynom vom Grad < n — 1 ausgewertet bei p)
n!

fiir alle p > 0. Die linke Seite ist polynomial in p fir p > 0 vom Grad dg(U) mit Leit-

koeffizient ;‘;((g))!. Es folgt dg(U) < n, d.h. U ist holonom. Auferdem gilt eg(U) < ¢: Dies

ist trivial im Fall U = 0; sonst gilt dg(U) = n nach der Bernstein-Ungleichung, so dass
beide Seiten der obigen Abschétzung polynomial vom selben Grad sind und wir somit die
Leitkoeffizienten vergleichen konnen.

Ist M nicht endlich erzeugt, so konstruiert man leicht eine durch die natiirlichen Zahlen
indizierte echt aufsteigende Kette 0 = Uy C U; € --- C U; € ... von endlich erzeugten
Untermoduln von M. Nach dem obigen Argument sind alle U; holonom mit eg(U;) < c.
Satz 4.6.25 (zusammen mit Aufgabe 4.6.24) liefert dann i < £(U;) < ep(U;) < c fir alle
1 € N, was fiir grofle ¢ nicht richtig sein kann. Dieser Widerspruch zeigt, dass M endlich
erzeugt ist, so dass das obige Argument auf M selbst anwendbar ist. 0

Ende der 14. Vorlesung am 21.11.2018.

Aufgabe 4.7.2 (Variation zu Lemma 4.7.1). Betrachte D(n) mit der Bernsteinfiltrierung.
Sei M ein D(n)-Modul mit einer ausschopfenden Filtrierung F'M. Es gebe Konstanten ¢, ¢ €
R und ein m € {n+ 1,2n} mit

dim F,M < ipm + dpmt
m!
fiir alle p > 0. Kann man daraus schliefen, dass M endlich erzeugt ist?

4.7.3. Seien M ein D(n)-Modul und f € k[X]. Bezeichne M[f~!] die Lokalisierung von M
als k| X]-Modul an der multiplikativen Menge {1, f, f%,...}. Wir versehen M[f~!] mit der
D(n)-Modulstruktur aus Aufgabe 2.7.12. Die Operation aller Elemente von k und aller X;
ist die offensichtliche, und 0; operiert per

(4.7.1)
_ oi(f 0; 10, —Lf o, (f [0 — 0;(f*
/() = ai-tm = 2L D) _ 0 G 0S) _ f104m) o om
wobei m € M und ¢ € N.

Wendet man diese Konstruktion auf den D(n)-Modul k|.X] an, so erhélt man eine D(n)-
Modulstruktur auf k[X, f~1].
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Die D(n)-Modulstrukturen auf k[X, f~'] und auf M[f~!] vertragen sich wie folgt mit der
k[X, f~!]-Modulstruktur auf M|[f~']: Fiir alle a € k[X, 7] und alle m € M[f~] gilt

(4.7.2) Oi(am) = 0;(a)m + ad;(m).
Lemma 4.7.4. Seien f € k[ ] =0 und s € k. Sei M ein D(n)-Modul. Sei £3 ein ,formales

Symbol*, definiere f5SM|[f~1] := {fs} X M[f~Y] und schreibe £5m statt (5, m), fiir alle m €
M[f~1].°* Dann gibt es auf £5M[f~1] genau eine D(n)-Modulstruktur mit

0;.(f°m) = fssym + £50;(m)

fiir alle m € M[f7'] und alle i € {1,...,n}, die die offensichtliche k[ X]-Modulstruktur auf
fSM[f~1] erweitert.”
Ist M holonom, so ist £5M[f~] ebenfalls holonom mit eg(f5M|[f~1]) < (deg(f)+1)"ep(M).

Beweis. Kiirze N := fSM[f~!] ab. Die Existenz und Eindeutigkeit der D(n)-Modulstruktur

auf N folgt mit 2.7.10 aus den folgenden Erkenntnissen fiir beliebige i, j € {1,...,n}. Es gilt

offensichtlich [X;, X;] = 0 auf N. Es gilt [0;, X;] = d;; auf N, denn fiir beliebiges m € M[f~"]

berechnen wir

[81, XJ](me) :al(st]m) — X]az(fsm)
=£250;(f)f ' Xjm + £20,(X;m) — £2X;50;(f) f~'m — £2X;0i(m)
:fs&(XJm) — fSXj@(m)
(siche (4.7.2)) =£°0,(X;)m

:§ijfsm

Es gilt [0;,0;] = 0 auf N, denn fiir beliebiges m € M[f™!] gilt

0:(0;(£*m) =0;(£°50;(f).f~'m) + 0;(£°0;(m))

—£5520,() 0, (F) f~ 1m+fssa(‘9ﬂ}f )+f558(f)f 19, (m) + £28,(9;(m))
. s 2 -2 S (f
(siehe (4.7.2))  =£*s9,(£)d;(f)f m+fsa( ; )m

+fssaf‘<f)ai<m>+szai<f>f 19;(m) + £20,(9;(m))

m

i
a]; Jou(m) + 50, £)f~0,(m) + £°0,(8; (m))

Dieser Ausdruck @ndert sich nicht, wenn man ¢ und j vertauscht (das verwendet 0,0, = 0;0;
auf k[X] und M), und stimmt also mit 9;(0;(f3m)) iiberein.

+

4 Es ist also f3M[f~!] eine Kopie von M[f~'], und wir unterscheiden Elemente, indem wir das formale
Symbol f* davorschreiben oder nicht.

55 Dabei ist d;(m) wie in (4.7.1) definiert. Da d; die ,Produktregel® 8;.(f>m) = 8;(f5)m + £38;(m) erfiillt,
geniigt es, sich 8;.(f%) = £5s0;(f)f~! zu merken. Dies wiederum merkt man sich leicht, wenn man f* als
»s-te Potenz® f* auffasst, denn ,,0;(f*) = sf*~10;(f) = f5s0;(f)ft«.
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Sei nun M holonom. Sei GM eine gute Filtrierung auf M. Sei d := deg(f) = Bdeg(f).
Fiir p € N sei I',N die Menge aller Elemente von [V, die sich als

s :
f F mit m € G(d+1)pM

schreiben lassen; setze I',/N = 0 fiir p < 0. Es ist klar, dass alle I',/N Untervektorrdume von
N sind. Wir behaupten, dass sie N zu einem filtrierten Modul iiber dem filtrierten Ring
(D(n), BD(n)) machen.

Seien p € N und m € G(g41),M. Dann gilt fS =" f];Tl und

Jm € BaD(n).Gg11)pM C Gap@arpM C GapnyprnyM,
also I', N C T')1 1 N. Wegen Xifs;”—p = fsx;;'m f“}fﬁ und
fXZ-.m - BdD(n) . BlD(n).G(d+1)pM C G(d+1)(p+1)]\/[
gilt X;.I',N C I'p, ;1 N. Weiter gilt

0. (fsfp) = £ (fp)
g i), 4pn
_ s fO;(m) + (s — p)@i(f)m'

fp+1

Da der Zahler in Gyii4@r1pM = Gar)p+yM liegt, folgt 0;.I'),N C I',;1N. Unsere Be-
hauptung, dass die I'yN eine Modul-Filtrierung auf /N definieren, folgt. Diese Filtrierung ist
ausschopfend: Sei fS% € N. Weil GM ausschopfend ist, gibt es ein p € N mit m € G, M.
Wegen pd +p = (d+ 1)p < (d+ 1)(p + £) gilt fP’m € GparpM C Gas1)p+oM und somit
£ = £2080 € TN

Die Abbildung G (g41,M — I, N, m — £33
holonom, so folgt

ai(

) m

75 ist offensichtlich linear und surjektiv. Ist M

(d+1)"

dimI',N < dim G (g41),M < eg(M) - p" +cp Tt

fiir eine geeignete Konstante ¢ € R-( und alle p > 0. Also ist N nach Lemma 4.7.1 holonom
mit eB(N) S(ZB(M)(d—Fl)n O

Beispiel 4.7.5. Der D(n)-Modul k[X, f~!] ist holonom. Dies folgt aus Lemma 4.7.4 ange-
wandt auf s = 0 und den holonomen (nach Aufgabe 4.4.23, Gleichung (4.4.6)) D(n)-Modul
M = k[X]. Analog gilt: Ist M ein holonomer D(n)-Modul, so ist M[f~!] holonom.

Hausaufgaben: Vier der folgenden fiinf Aufgaben.

(1) Aufgabe 4.7.14 (k[X, X ']X* fiir @ = } ist einfacher holonomer D(1)-Modul mit
Multiplizitat 2)
(2) Aufgabe 4.7.34 (eindimensionaler Hebbarkeitssatz)
(3) (i) Sei A C Matyyo(k) die Unteralgebra der obere Dreiecksmatrizen. Dann ist M :=
k? in offensichtlicher Weise ein A-Modul. Finde eine Kompositionsreihe von M.

Finde zwei verschiedene Kompositionsreihe von A als Modul iiber sich selbst.
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(i) Sei0 — M" — M — M" — 0 eine kurze exakte Sequenz von Moduln iiber einem
Ring R. Dann hat M genau dann endliche Lénge, wenn M’ und M" endliche
Lange haben, und es gilt ¢(M) = ¢(M') + ¢(M"). Insbesondere ist die Lénge ¢
eine additive Funktion auf der Kategorie der R-Moduln endlicher Lénge.
(iii) Aufgabe 4.6.24 (Lénge als Supremum)
(4) Beschreibe die meromorphe Fortsetzung aus Satz 4.7.43 im Fall f(X) = X? € R[X]
so gut wie moglich. Wo ist sie holomorph?
Hinweis: Beispiel 4.7.10
(5) Aufgabe 4.7.44 (nichtnegative reelle Polynome in einer Variablen)

4.7.2. Das Bernstein-Sato-Polynom.
4.7.6. Wir schreiben Dy(n) statt D(n), wenn der Grundkorper wichtig ist.

Satz 4.7.7. Sei f € k[ X1, ..., X,]—0 ein Polynom. Dann gibt es ein Polynom B(s) € k[s]—0
und Elemente Ty, ..., T,, € D(n) = D¢(n), fir ein m € N, so dass
(4.7.3) B(s).f° = (s" T+ -+ -+ sTy + 1) f £°

in dem Dy (n)-Modul N, = f°k(s)[X, f~'] aus Lemma 4.7.4 gilt, wobei wir iber dem
rationalen Funktionenkérper k(s) in der Variablen s und s als ausgezeichnetem Element
arbeiten.

4.7.8. Da N, = f5k(s)[X, f7!] als Modul iiber k(s)[X, f!] frei mit Basis f5 = f51 ist,
schreiben wir im Folgenden immer N, = k(s)[X, f~1|f®.
Beweis. Wir schreiben abkiirzend Dy (n) := Dy(s). Nach Aufgabe 4.4.23, Gleichung (4.4.6),
ist k(s)[X] ein holonmer Dy)-Modul. Somit ist der Dy()-Modul N, nach Lemma 4.7.4 ho-
lonom, also endlich erzeugt und somit noethersch (da Dy, ein noetherscher Ring ist). Die
aufsteigende Kette

Dk(s)ffs C Dk(s)fs - Dk(s)f_lfs - Dk(s)f_Qfs C ...

von Dy,)-Untermoduln wird also stationér. Es gibt also ein £ € N mit

(4.7.4) 5 € Dy fH5
Wir behaupten, dass dann bereits
(4.7.5) f° e Dk(s)ffs

gilt. Nehmen wir dies kurzzeitig an, so gibt es ein Element 7 € Dy () mit % = T ff5. Wegen
Dy := Dy(n) = @kX*0° C Dys) = @ k(s)X*0” gibt es ein Polynom B(s) € k[s] — 0 (den
,Hauptnenner®), so dass B(s)T € @ k[s]X*9° = @D ;cn ' D gilt. Es gibt also ein m € N

und Elemente T, ..., T,, € Dy mit B(s)T = s™T,, + - -+ + sT} + Tp. Es folgt
B(s)fs = B(s)Tff* = (s Ty, + - - - + Ty + Tp) ff°

wie gewiinscht.

Zu zeigen bleibt also, dass (4.7.5) aus (4.7.4) folgt.

Sei m € Z. Der Automorphismus

0 = 0,,: k[s] — kls],

= Q(s+m),
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von k-Algebren induziert einen Korperautomorphismus 6 von k(s) und einen k-Algebren-
Automorphismus 6 von k(s)[X, f~1]; letzterer fixiert f wegen f € k[X] C k(s)[X], d.h. es
gilt 6(f) = f. AuBerdem erhalten wir einen k-Algebrenautomorphismus 6 von Di, der
explizit durch 0(3" ¢, s X?0°) = 3 0(ca 3) X 0P definiert ist. Wir definieren eine Abbildung
0=0,: N,=k(s)[X, ff* = N, = k(s)[X, ff*,
af® — 0(a) fm15,
wobei a € k(s)[X, f~!]. Offensichtlich ist § k-linear. Wir behaupten, dass das Diagramm
Dk(s) X Ny —= N,

oo |

Dk(s) X Ns _>Ns

kommutativ ist, wobei die horizontalen Abbildungen durch die Dy,)-Modulstruktur auf N
gegeben sind, dass also

6(Sm) = 6(S)0(m)
fir alle S € Dy und alle m € N, gilt. Um dies zu zeigen, geniigt es offensichtlich®®, die
Gleichheit

0(0:(af®)) = 0,(0(af*))
fiir alle ¢ mit 1 <4 < n und alle a € k(s)[X, f~!] zu zeigen (dies verwendet 6(9;) = 9;). Wir
berechnen einerseits (siehe ° fiir die letzte Gleichheit)

0(0;(af*)) = 0(8;(a)f* + aso;(f) ')
= 0(0i(a)) f£* + 0(aso,(f) f71) fE°
= 0i(0(a)) f"£* + 0(a) (s + m)O;(f) f" £

und andererseits

9;(6(af®)) = 0;(A(a) f™£°)
= 0;(0(a) f™)E5 + 0(a) fs0;(f) f 1
= 0:(0())f" £ + 0(a)mdy () £+ (a)sOr () f" .

Dies zeigt die gewiinschte Gleichheit und somit Kommutativitédt des obigen Diagrams.
Nach (4.7.4) gibt es S € Dy(s) mit

f—ffs _ Sf_“_lfs.

Anwenden von 6 = 6, auf diese Gleichung liefert unter Verwendung der Kommutativitéit des
obigen Diagramms

£ = [ = 0(f70) = 6(SF7HR) = 0(S)0(/ %) = 0(S)0(F ) 1™ = 0(S) f1*.
Dies zeigt (4.7.5). O

5 Die Gleichheit 6(X;(af®)) = X;(0(af®)) = 0(X;)(0(af?)) ist offensichtich.

57 Da 9; eine Derivation von k(s)[X, f~'] als k(s)-Algebra ist (dies folgt aus (4.7.2)) und 6 ein Automor-
phismus der k-Algebra k(s)[X, f~1], gilt die Formel §(9;(a)) = 9;(0(a)) fiir alle a € k(s)[X, f~1], wenn sie in
den Spezialfillen a € k(s), a = X;, a = f* (fiir k € Z) gilt. Dies ist aber offensichtlich.
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Definition 4.7.9. Sei f € k[X,...,X,] — 0. Die Menge aller Polynome B(s) in k[s], fiir
die B(s).f® einer Darstellung (4.7.3) fiir geeignete m € N und Ty, ..., T,, € D(n) = Dy(n)
geniigt, ist offensichtlich ein Ideal. Nach Satz 4.7.7 ist dieses Ideal nicht das Nullideal. Das
Bernstein-Sato-Polynom By(s) von f ist der (eindeutig bestimmte) normierte Erzeuger
dieses Hauptideals, also das normierte Polynom minimalem Grades in diesem Ideal.

Beispiel 4.7.10. Sei f = X? + --- + X2 Dann rechnet man leicht nach, dass
- S n S
DO =A(s+ 1)(s + 5)f
=1

gilt. Das Bernstein-Sato-Polynom B(s) ist also ein Teiler von (s+41)(s+%). Laut Wikipedia
gilt By(s) = (s +1)(s + 3).

Beispiel 4.7.11. Fir f = X%+ X ist By(s) = (s + 1) das zugehorige Bernstein-Sato-
Polynom; es gilt
(s(—4)+ (2X +1)0 —4)ff* = (s + D)f*.

~
T To

Diese Aussagen hat das Computer-Algebra-System Singular im folgenden Dialog geliefert:

> LIB "dmod.lib";

> ring r = 0, (x),Dp;

> poly F = x72+x;

> def A = operatorBM(F);
> setring A;

> bs;

s+1

> PS;

2*x*Dx+Dx-4*s-4
Ende der 15. Vorlesung am 28.11.2018 (Vorlesung am 26.11.ausgefallen).

Aufgabe 4.7.12. Das Bernstein-Sato-Polynom &ndert sich nicht unter Kérpererweiterungen:
Sei f € k[X] — 0 mit zugehorigem Bernstein-Sato-Polynom By(s) € k[s]. Sei k C k' eine
Korpererweiterung. Betrachtet man f als Element von k'[X] — 0, so bezeichne B(s) € K'[s]
das zugehérige Bernstein-Sato-Polynom. Zeige B’ (s) = Bj(s).

Hinweis: Sei Dy[s] := Di(n)[s] := @,y s’ Dk(n). Dann ist M := ]?kk[gs]]]ff ein Modul iiber
Dy[s] und somit iiber dem Unterring k[s] (= dem Zentrum von Dj[s]). Betrachte die exakte
Sequenz

ev=evss

0 — Ker(ev) — kls] M

——
(By(s))

wobei evygs(A(s)) = A(s)f®, und tensoriere diese mit dem (flachen) k-Modul k'.
Aufgabe 4.7.13. Sei M ein D(n)-Modul und f € k[X]. Dann sind die D(n)-Moduln
fSTIM[f~1] und £5M|[f~!] isomorph.

Hinweis: f57n — £5fn.
Aufgabe 4.7.14. Sei a = % (oder ein beliebiges Element von k — Z) und betrachte den
D(1)-Modul N := k[X, X~1]Xe.

Y
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(a) Als Vektorraum hat N die Basis Xt := X*X*, fiir / € Z.
(b) Hlustriere N &hnlich wie in (4.6.1).
(¢) N hat Bernstein-Dimension d(/N) = 1 und Bernstein-Multiplizitit e(N) = 2; insbe-
sondere ist NV holonom (was eh schon bekannt ist, siche Beispiel 4.7.5).
(d) N ist erzeugt von X.
(e) N ist einfach.
Hinweis: X0 operiert diagonalisierbar auf V.
Bemerkung: Es ist N ein Beispiel eines einfachen holonomen D(1)-Moduls, der
Multiplizitiat e(/N) > 1 hat, vgl. Satz 4.6.25.
(f) Es gilt Annp)(X*) = D(1)(X0 — o).

4.7.3. Etwas Funktionentheorie.

4.7.15. Wir erinnern zunéchst an zwei wohlbekannte Resultate aus der Funktionentheorie,
namlich die Sétze von Cauchy und von Morera, und an einen Satz iiber Doppelintegrale (eine
einfache Version des Satzes von Fubini).

4.7.16. Ein achsenparalleles Rechteck in C ist eine Menge der Form
{s+1ti]s€labteled)
fiir reelle Zahlen a < b, ¢ < d.

Satz 4.7.17 (Integralsatz von Cauchy (oder speziell Integralsatz fiir Rechteckswege)). Sei
U C C eine offene Teilmenge und sei f: U — C holomorph. Sei v: [a,b] — U ein in U
zusammenziehbarer geschlossener Integrationsweg (zum Beispiel der Weg, der ein achsen-
paralleles Rechteck in U einmal auf seinem Rand umlduft). Dann gilt

A f(2)dz = 0.

Beweis. Das steht in jedem verniinftigen Lehrbuch zur Funktionentheorie. 0
4.7.18. Der Satz von Morera ist eine Art Umkehrung des Satzes von Cauchy.

Satz 4.7.19 (Morera). Seien U C C eine offene Teilmenge und f: U — C stetig. Gilt fir
jedes achsenparalleles Rechteck R C U, dass das Integral von f iber den Rand OR von R
verschwindet, in Formeln

f(z)dz =0,
OR
so ist f holomorph auf U.
Beweis. Das steht in jedem verniinftigen Lehrbuch zur Funktionentheorie. 0

4.7.20. Zusammengefasst besagen die Satze von Cauchy und Morera, dass eine Abbildung
f: U — C auf einer offenen Teilmenge U von C genau dann holomorph ist, wenn sie stetig
ist und [, f(z)dz = 0 fiir jedes achsenparallele Rechteck R C U gilt.

Satz 4.7.21 (Doppelintegrale, einfache Version des Satzes von Fubini). Seien a < b und
¢ < d reelle Zahlen und sei f: [a,b] X [¢,d] — R stetig. Dann sind die beiden Funktionen

[a7 b] — Ra [C, d] — R,

d b
sn—>/ f(s, t)dt, t|—>/ f(s,t)ds,
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stetig und es gilt

/ab(/jf(s,t)dt)a@:/Cd(/abf(s,t)dsm.

Definition 4.7.22. Gegeben r € R mit » > 0 und z € C definieren wir

r* = exp(zlog(r)).
4.7.23. Wir schranken uns hier auf positive reelle Zahlen r ein, denn wir benétigen im
Folgenden nur diesen Fall. Allgemeiner ist 7* = exp(zlog(r)) eine holomorphe Funktion auf

Cre>o X C oder etwas allgemeiner auf (C — R<j) x C (der erste Faktor ist die geschlitzte
Ebene).

Lemma 4.7.24. Sei f: R" — R eine stetige Funktion mit f(v) > 0 fir alle v € R™. Sei
@ € Copt(R™; C) eine stetige komplezwertige Funktion auf R™ mit kompaktem Trager. Dann
ist die Abbildung

I',: C—C,

2= | () p(v)d,
R

holomorph.

Beweis. Wir verwenden den Satz 4.7.19 von Morera um zu zeigen, dass I', holomorph ist.

Sei a € Ry so, dass der Tréger von ¢ in W := [—a, a]” enthalten ist. Dann gilt I',(z) =
Sy F@ (o).

Offensichtlich ist die Abbildung f(v)*¢(v): C x R® — C stetig. Ist K C C eine beliebige
kompakte Teilmenge (etwa ein abgeschlossenes Rechteck), so ist f(v)*p(v): K x W — C
gleichméBig stetig. Daraus folgt sofort, dass I', stetig ist.

Sei R C C ein achsenparalleles Rechteck. Satz 4.7.21 {iber Doppelintegrale (minimal ver-
allgemeinert) liefert

/c’m L,(2)dz = /&)R </Wf(v)?«go(v)dv)dz = /W < 8Rf(v)zw(v)dz)dv

~~
=0

wobei der unterklammerte Ausdruck nach dem Integralsatz 4.7.17 von Cauchy verschwindet,
denn fiir fixiertes v € W ist f(v)*p(v) = exp(zlog f(v))p(v) holomorph auf C. O

4.7.25. Fir s € R setze Cress := {2 € Z | Re(2) > s}. Analog definieren wir etwa Cry,<s.
Definition 4.7.26. Gegeben r € R>y und z € Cgeso definieren wir

e {exp(zlog(r)) =e*18()  falls r > 0,

0 falls r = 0.
Dies ist konsistent mit Definition 4.7.22.
Lemma 4.7.27. Fir jedes { € N ist die Abbildung
R>0 X Creso — C,
(r,2) {g log(r)” = e*180) - log(r)‘ ;Z;Z : i 8
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stetig. Insbesondere ist die Abbildung r*: Rsg X Cgreso — C stetig.

Beweis. Sei zy € Cgreso. Fiir reelles 7 mit 0 < r < 1 und 2z € Cgeso mit Re(z) > b := 1 Re(2)

2
gilt wegen log(r) < 0
z| — | ,(Re(2)+iIm(2))log(r)| _ ,Re(z)log(r) < blog(r)
%] = e |=e <e :

Fiir 7 N\, 0 geht dieser Ausdruck offensichtlich gegen Null. Also ist r* stetig bei (0, zp). Da
Stetigkeit an allen anderen Punkten offensichtlicht ist, ist r* stetig.

Sei nun ¢ € N. Wie oben sei zy € Cresg. Fiir reelles » mit 0 < r < 1 und z € Cresg mit
Re(z) > b := 1 Re(z0) gilt

log(r)*

e—blog(r)

7 - 1og(r)'| < ¢ log(r)|“ =

Fiir die Stetigkeit bei (0, zg) geniigt es zu zeigen, dass log (1)’ iy N\, 0 gegen Null geht.

e—blog(r)

Wir zeigen dies per Induktion iiber ¢ mit der Regel von de I’'Hospital. Der Fall £ = 0 wurde
bereits behandelt (da —pry = €8 = ). Gelte ¢ > 0. Fiir » \, 0 geht der Nenner

e—blog(r
offensichtlich entweder gegen +o0o (wenn ¢ gerade ist) oder gegen —oo (wenn ¢ ungerade ist),
der Zéhler e~tlos() = rib geht nach dem bereits Bewiesenen gegen +o0o. Nach de I’'Hospital

ist

Clog(r)t-t- 1 4 log(r)tt

eblos(r) . (—p) - 1~ Tp e—blogln)
fiir » \( 0 zu betrachten. Per Induktionsannahme geht der nicht-konstante zweite Faktor
gegen Null. Dies zeigt das Lemma. ([l

Aufgabe 4.7.28. Der Leser iiberlege sich, warum sich die stetige Funktion 7%: Rsq X
Cre>0 — C nicht stetig auf R>y x Cgre>o ausdehnen 148t.

4.7.29. Das folgende Resultat ist eine Variante von Lemma 4.7.24: Wir lassen zu, dass f
den Wert Null annimmt, fordern jedoch Re(z) > 0.

Lemma 4.7.30. Sei f: R" — R eine stetige Funktion mit f(v) > 0 fir alle v € R™. Sei
Y e Ggpt(R”; C) eine stetige komplexwertige Funktion auf R™ mit kompaktem Triger. Dann
ist die Abbildung™®

F(P: CRe>0 — C,

2 | f)e(v)d,

R’ﬂ
holomorph.

Beweis. Nach Lemma 4.7.27 ist die Abbildung f(v)*¢(v): Creso X R™ — C stetig. Der Rest
des Beweise ist vollkommen analog zum Beweis von Lemma 4.7.24. U

Definition 4.7.31. Definiere das Vorzeichen sgn(r) von r € R durch

+1 r >0,
sgn(r) :==¢0 r=0,
-1 r<O0.

58 Der Integrand ist eine stetige Funktion (sieche Lemma 4.7.27) mit kompaktem Triger. Somit existiert
das Integral.
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Lemma 4.7.32. *° Fiir jedes m € N ist |r|*: R X Cresm — C eine m-fach stetig differen-
zierbare Funktion. Es gilt (0,(|r|*))(r,z) = sgn(r) - z - [r|*~! fiir alle r € R und z € Cres1.

Beispiel 4.7.33. Es ist |r| = |r|! nicht stetig differenzierbar bei r = 0. Fiir jedes reelle ¢ > 1
ist |r|" stetig differenzierbar bei r = 0.

Beweis. Fiir m = 0 ist dies eine Teilaussage von Lemma 4.7.27. Definiere fiir / € N
ng R x CRe>0 — C,

(r,2) 7|7 - log(|r])* = ez los(Irl) . log(|r|)f = e27108(r%) -log(r?)* - 2—12 falls r £ 0,
7 0 falls r = 0.

Diese Abbildung ist nach Lemma 4.7.27 stetig. Es gilt Fy = |r|*.
Fiir r # 0 und z € Cgreso berechnen wir

(0:F¢)(r, z) = |r]* -log(|r)™" = Fpu(r, 2).

Trivialerweise gilt (0,F)(0, z) = Fy41(0, 2). Es gilt also (0,F;) = Fyy1 auf R X Cgreso.
Fiir r # 0 und 2z € Cgres berechnen wir

1 1 1
@B, 2) = ol 52 20 Tog(Ir) + o[ £ log(r®) - 5 2r-
1 _ 1
= |r|*- . (z log(|r)¢ + £ - log(r*)*~" - %>
1
=|r* - <z log( ]r| + £ - log(!r|)£’1>.
r

Wegen |r| # 0 gilt |r|*~! = elos(lr) . g=logllrl) = |p|=. | = sgn(r) - [r|* - 2. Somit erhalten wir
unter der Zusatzannahem Re z > 0 (denn nur dann sind Fy(r,z — 1), Fy_1(r, z — 1) definiert)

z2-Fy(ryz—1)+ - Fo_q(r,z—1) falls £ >0,

O Fy)(r,z) = :
(0rFe)(r, ) = sgu(r) {Z CFy(rz—1)=z-|r|*! falls £ = 0.

Die beiden Ausdriicke in der Fallunterscheidung und ihr Produkt mit sgn(r) sind auch bei
r = 0 stetig. Aufgabe 4.7.34 liefert somit

z-Fy(ryz—1)+ - Fr_q(r,z—1) falls £ >0,

0, Fy)(r,z) = :
(0,F¢)(r, 2) = sgn(r) {Z CFy(r,z—1) =z - [r]7 falls £ = 0.

fiir alle r € R und z € Cres1.

Aufgrund der Aquivalenz von (stetig partiell differenzierbar) mit (stetig differenzierber)
folgt, dass alle Fy auf R x Cge~q einmal stetig differenzierbar sind. Aus unseren Formeln fiir
die partiellen Ableitungen sieht man dann sofort, dass alle Fy auf R x Cge~,, m-fach stetig
differenzierbar sind (der Vorfaktor sgn(r) verursacht keine Probleme). Insbesondere gilt dies
fiir Fy = |r|*. Die Formel (9,(|r|*))(r, z) = (0,Fp)(r, z) = sgn(r) - z - [r|*~! haben wir bereits
oben bewiesen. Das zeigt das Lemma. 0

59 Um spéter Satz 4.7.43 zu folgern, geniigt es, eine einfache Teilaussage dieses Lemmas zu zeigen, siehe
Bemerkung 4.7.37.
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Aufgabe 4.7.34 (Eindimensionaler Hebbarkeitssatz). Seien a < t < b reelle Zahlen und
sei ¢: I := (a,b) — R eine stetige Abbildung, die auf I — {t} stetig differenzierbar ist. Sei
g: I — R stetig mit g|;—rp = (p|r—g3)’- Dann ist ¢ stetig differenzierbar mit ¢’ = g.

Hinweis: Mittelwertsatz der Differentialrechnung (oder Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung).

Ende der 16. Vorlesung am 3.12.2018.
4.7.4. Meromorphe Fortsetzung mit Hilfe des Bernstein-Sato-Polynoms.

Definition 4.7.35. Sei n € N. Fiir t € Z definiere

M, :={g: R" X Crest — C | fiir alle m € N ist g|gn m-fach stetig differenzierbar}.

><(CRe>H-m

Die Einschrankungsabbildungen liefern fiir alle ¢ < ¢’ Abbildungen M; — M, komplexer
Vektorraume. Diese Abbildungen sind kompatibel und bilden ein induktives System. Sei M
sein Kolimes.

4.7.36. Explizit kann man M als die disjunkte Vereinigung aller M; modulo der folgenden
Aquivalenzrelation konstruieren: Elemente g € M, und ¢’ € My sind genau dann dquivalent,
wenn es ein ¢’ > max(¢,t') gibt, so dass g und ¢’ in My, {ibereinstimmen. Die Vektorraum-
struktur auf M ist eindeutig dadurch charakterisiert, dass alle Abbildungen M; — M
C-linear sind.

Bemerkung 4.7.37. Wenn wir die Definition 4.7.35 von M etwas abédndern, brauchen wir
nicht die volle Stirke von Lemma 4.7.32, um Satz 4.7.43 zu folgern: Es reicht zu wissen, dass
fiir jedes fixierte z € Cgesy, die Abbildung R — C, r — |r|?, m-fach stetig differenzierbar
ist. Dann definiert man M, als Menge aller Abbildungen ¢g: R™ x Cgr.~; — C, fiir die gilt:
Fiir jedes m € N und jedes z € Crestim ist die Abbildung g(—, z): R® — C m-fach stetig
differenzierbar (man verlangt also nicht einmal Stetigkeit von ¢ in der Variablen z). Dann
definiert man M als den Kolimes der M,;. Der im Folgenden erkliarte Beweis von Satz 4.7.43
funktioniert auch mit dieser Definition von M.

4.7.38. Fiir jedes a € R[s] gilt a(z) € M. Fiir jedes a = ¢ € R(s) wihle man ¢ € Z so

grof}, dass jede der endlich vielen Nullstellen von ¢ Realteil < t hat. Dann ist a(z) = %

ein Element von M,;. Wir folgern, dass man jedes Element a € R(s)[X,...,X,] fiir ein
geeignetes t € Z als Element a(v, z) von M; und von M auffassen kann.

Lemma 4.7.39. Die relle Vektorraumstruktur auf M lifit sich in genau einer Weise zu einer
Dr(s)(n)-Modulstruktur fortsetzen™, so dass gilt: Ist m € M durch g € M; reprisentiert, so
151
o X;.m durch die Funktion (X;g): (v, z) — X;(v)g(v, 2) = v;9(v, ) in My reprisentiert;
99

e 0;.m durch die Funktion 0;g = Hin My reprasentiert;

e fiir alle Polynome a(s),b(s) € R[s] mit b(s) # 0 das Element %m durch die Funk-
tion a(2)b(z)"'g € My reprisentiert, wobei t' eine beliebige natiirliche Zahl ist, die
echt grofier als die Realteile der endlich vielen Nullstellen von b(z) ist.

Beweis. Dies ist klar. O

60 analog kann man die komplexe Vektorraumstruktur zu einer Dc(s)(n)-Modulstruktur fortsetzen
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Annahme 4.7.40. Wir fixieren ein Polynom f € R[Xy,...,X,] mit f(v) > 0 fiir alle
v e R"

4.7.41. Nach Lemma 4.7.32 ist die Funktion f(v)* in M,. Fiir jedes ¢ € Z ist somit die
Funktion f(v)*~*in M, und liefert ein Element f(v)*~* in M.

Proposition 4.7.42. Die Abbildung

N, =R(s)[X, f]f* = M,
a -
7l = alv,2)f() ’
fir a € R(s)[X] und ¢ € N, ist ein (wohldefinierter) Morphismus von Dgg(n)-Modulm;

hierbei ist Ny wie in Lemma 4.7.4, wobei wir iber dem rationalen Funktionenkorper R(s) in
der Variablen s und s als ausgezeichnetem FElement arbeiten.

Beweis. Fiir die Wohldefiniertheit geniigt es,

a(v, 2)f(v)*" = a(v, 2) f(v) f(0)*
(fiir alle v € R™ und alle z € C mit Re z geniigend grof) zu zeigen. Im Fall f(v) = 0 ist das

trivial. Im Fall f(v) # 0 folgt dies aus r*™*" = r* . ¥ fiir alle r € Ry und alle z, 2’ € C.
Es geniigt,
a S a S
w<ai<ﬁf )) = 0; (Wﬁf ))

zu zeigen. Wir berechnen einerseits

v (0(8) = v(GpE + ()
oM D, O

= (0ia)(v, 2)f ()"~ + (2 = O)a(v, 2)(:f ) (v) f(v) "~

und andererseits

0i(()) = 0 (alv,2) () ")

Iz
(Lemma 4.7.32) = (0a) (v, 2) f(0)" ™ +a(v, 2)(z — ) f ()"0 f) (v).
Dies zeigt die behauptete Gleichheit. U
Satz 4.7.43 (Bernstein-Gelfand 1969, Atiyah 1970, Bernstein [ | - positive Antwort
zu Problem I (leicht vereinfacht) in Gelfands ICM-Beitrag | , 5. 262-263]). Sei f €
R[X, ..., X,] ein Polynom mit f(v) > 0 fir alle v € R". Sei p € €2 (R™;C) eine glat-

te komplezwertige Funktion auf R™ mat kompaktem Trager. Dann lifit sich die nach Lem-
ma 4.7.30 holomorphe Funktion

Fw: CRe>0 — C,
2 | (o) e(v)d,
R’ﬂ
meromorph auf ganz C ausdehnen. Diese Ausdehnung ist holomorph auf C —J,_,(a; — N),
wobei av, . .., a, die Nullstellen des Bernstein-Sato-Polynoms By(s) sind.
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Beweis nach | |. Sei B(s) = By(s) € R[s] das Bernstein-Sato-Polynom von f (vgl.
Definition 4.7.9 und Satz 4.7.7). Seien Ty, ..., T,, € Dg(n) mit

B(S).fs = (Sme + e 4 ST1 + To)ffs

in dem Dg(y)(n)-Modul Ny = R(s)[X, f~1]f5. Wir wenden auf diese Gleichung den Dg,)(n)-
Modulmorphismus aus Proposition 4.7.42 an und erhalten die (Funktional-)Gleichung

(4.7.6) B(z)f(v)z — (zme +o 42Ty + To)f(v)ZH

in M. Diese Gleichung gilt dann bereits in M, fiir eine geeignete natiirliche Zahl t > —1+d,
wobei d (minimal) so gewiihlt ist, dass alle T; Differentialoperatoren der Ordnung < d sind.%!
Beachte, dass f(v)*™! d-fach stetig differenzierbar ist, falls Re(z) > —1 + d (Lemma 4.7.32).

Seien ¢ € €3 (R™; C) und g € C>(R™; C). Per partieller Integration gilt auf Grund des
kompakten Trégers von ¢ fiir alle i € {1,...,n}

[ @90 ¢t)de = [ g (-0 0

Trivialerweise gilt [(X;g) - pdv = [ g+ (X;p)dv. Per Induktion zeigt man fiir alle S € Dg(n)
die Formel

[ 890 etoito = [ g0 (r(S)e)wi

wobei 7: Dg(n) = Dg(n)°? der Hauptantiautomorphismus aus Satz 2.4.3 ist. Wenn m die
Ordnung des Differentialoperators 7 ist, so reicht es hier natiirlich anzunehmen, dass g m-fach
stetig differenzierbar ist (und analog fiir ¢, was uns aber egal ist).

Fiir z € Crest erhalten wir (da f(v)*™!) dann d-fach stetig differenzierbar ist)

=0
-y / F@) - (7(T))g) (v)d
=0 R
=22 Traye(z +1).
=0

Nach Lemma 4.7.30 sind alle I';(7,), auf Cgeso holomorph. Also ist ", 2. Loyp(z +1)
auf Cres—1 holomorph. Nach demselben Lemma ist B(z)I',(z) auf Cgeso holomorph. Die
soeben fiir z € Cge~; bewiesene Gleichheit

B(2)Ty(2) = > 2" Trgyu(z + 1)
/=0

ist nach dem Identitdtssatz fiir holomorphe Funktionen dann sogar fiir alle z € Cge~q giiltig.
Dies bedeutet, dass sich B(2)I',(2) (eindeutig) zu einer auf Cge~_; holomorphen Funktion
ausdehnen 1a8t.

61 Vielleicht kann man sogar t = —1 + d annehmen, jedoch ist das fiir uns nicht relevant.
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Da ¢ hier beliebig war, lassen sich alle B(2)I';(1,),(2) ebenso zu auf Cges—_1 holomorphen
Funktionen ausdehnen, d. h. B(z 4 1)I'-(1),(z + 1) ist holomorph auf Cges_o. Multiplizieren
der obigen Gleichheit mit B(z 4 1) liefert die Gleichheit

B(z+ 1)B(:)Ty(z) = 3 2 Bz + Dlrmpolz + 1)

holomorpher Funktionen auf Cge~_;. Da die rechte Seite auf Cge~_o holomorph ist, &t sich
die linke Seite (eindeutig) holomorph auf Cges_» fortsetzen.
Iterieren des Arguments zeigt, dass sich

B(z+m)---B(z+1)B(2)',(2)

fiir jedes m € N zu einer auf Cres_,,_1 holomorphen Funktion h,, fortsetzen lafit. Die mero-
morphe Funktion I',(2) = BG +mﬁ’§8 DEG auf Cres_,,—1 hat hochstens bei den Nullstellen
des Nenners Pole, also bei den Werten o; — m,a; —m +1,...,a; — 1,0y, firi =1,...,7r.
Folglich 148t sich I',, (eindeutig) zu einer auf ganz C meromorphen Funktion fortsetzen, deren

Pole in |J;_,(c; — N) liegen. O

Aufgabe 4.7.44. Sei f € R[X] ein reelles Polynom in einer Variablen X. Dann gilt genau
dann f(z) > 0 fiir alle z € R, wenn f eine Summe zweier Quadrate reeller Polynome ist (es
gibt also P,Q € R[X] mit f = P? + Q?).

Hinweis: Fundamentalsatz der Algebra.

Wer mehr iiber verwandte Fragestellungen lernen moéchte sei auf Wikipedia, positive poly-
nomial, und Hilberts 17. Problem verwiesen.

Ende der 17. Vorlesung am 5.12.2018.

5. HILBERT-DIMENSION EINES MODULS UND KRULL-DIMENSION SEINES TRAGERS

5.1. Trager eines Moduls.
Annahme 5.1.1. Im gesamten Abschnitt 5.1 sei R ein kommutativer Ring.

5.1.2. Das Spektrum oder Primidealspektrum Spec R von R ist die Menge der Prim-
ideale von R. Das Maximalspektrum oder Maximalidealspektrum MaxSpec R von R
ist die Menge der maximalen Ideale von R.

Bemerkung 5.1.3. Im Folgenden geben wir diverse Definitionen und Resultate parallel fiir
Spec R und fiir MaxSpec R. Ignoriert man die Farbe griin, erhélt man die Version fiir Spec R.
Wenn man den Unterschied zwischen Griin und Schwarz ignoriert, erhédlt man die Version
fiir MaxSpec R.

In der Vorlesung beschrinken wir uns meist auf die griine Version, denn diese ist der
klassischen algebraischen Geometrie {iber einem algebraischen abgeschlossenen Kérper nahe
und der Anschauung hoffentlich besser zugénglich; wir wollen dem Leser jedoch nicht die
analogen Resultate fiir Spec R vorenthalten, da diese natiirlicher sind, wenn man in der
algebraischen Geometrie mit Schemata arbeitet.

5.1.4. Gegeben eine Teilmenge I von R sei V(I) = {p € SpecR | I C p} die Menge aller

Primideale iiber [
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. Aus I C I’ folgt Vi (I) D Vi (I'). Ist J das von I erzeugte Ideal, so gilt
V(1) = Voo (J) = Voo (VJ). Die Formeln

Vi (0) = Spec R,
ﬂ Vi(ls) =V (U ) fiir Teilmengen I von R,
seS s€Es

(5.1.1) V. (DHUVi(J) =V (INJ) =V (L - J)  fir Ideale I, J von R
zeigen, dass die Mengen der Form V... (I), fir I C R, die abgeschlossenen Mengen einer
Topologie auf Spec R definieren. Diese Topologie heifit Zariski-Topologie.
Definition 5.1.5. Sei M ein R-Modul. Die Menge

Suppri. (M) :={m € Spec R | My, # 0}
heifit der Trager von M (englisch support).®?

Definition 5.1.6. Gegeben ein R-Modul M ist
Ann(M) = Anng(M) :={r € R | rm = 0 fiir alle m € M}
der Annihilator von M in R. Fiir m € M ist
Ann(m) = Anng(m) :={r € R|rm =0}

der Annihilator von m in R. Etwas allgemeiner ist der Annihilator einer beliebigen Teil-
menge 7" von M durch Anng(T) := (),,c; Anng(m) definiert.

5.1.7. Die Annihilatoren Ann(M) und Ann(m) sind Ideale von M. Fiir fixiertes m € M

liefert die Abbildung r — rm einen Isomorphismus ﬁ}m) = Rm von R-Moduln.

Lemma 5.1.8. Sei M ein R Modul. Dann ist die Abbildung M — ]
Insbesondere sind dquivalent:
o M =0;
e M, =0 fir alle p € Spec R (oder dquivalent Supp(M) =0);
e My, =0 fiir alle m € MaxSpec R (oder dquivalent Suppyax (M) =0).

Beweis. Sei m € M mit & = 0 in M, fiir alle m € MaxSpec R. Betrachte I := Ann(m).
Nehmen wir an, dass I C R gilt. Dann liegt [ in einem maximalen Ideal m von R (dies
verwendet Zorns Lemma). Wegen T = 0 in M, gibt es ein s € R —m mit sm = 0. Dies
liefert den Widerspruch s € I C m. Also gilt I = R und somit m = 1m = 0. U

mEMaxSpec R Mm anektw.

Lemma 5.1.9. Ist 0 > M’ — M — M" — 0 eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln, so
qgilt

Supp. (.. (M) = Suppu..(M") U Suppy... (M").
63

Beweis. Da Lokalisieren ein exakter Funktor ist, ist fiir jedes® m € Spec R die Sequenz
0 — M;, — My, — M, — 0 exakt. O
62 Man beachte, dass Suppyi.. (M) nur eine Teilmenge von Spec R ist. Falls es sich um eine abge-

schlossene Teilmenge handelt, kann man sie mit der Struktur eines reduzierten Schemas versehen.
63 Insbesondere haben isomorphe Moduln denselben Triger.
64 Tgnoriert man die Farbe griin, ist es sinnvoller, ein Element von Spec R als p zu notieren.
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Lemma 5.1.10. Seien (M;),c; eine Familie von Untermoduln eines R-Moduls M mit M =
> jes Mj. Dann gilt

Suppas.. (M) = | Suppi. (M;),
jet
Beweis. Sei m € Spec R. Da Lokalisieren exakt ist, ist (M;)y ein Untermodul von My,
und es gilt offensichtlich My, = > . (M;)m. O

jed
Lemma 5.1.11. Ist I C R ein Ideal, so gilt
Suppuia (R/1) = V. (1).
Bewers. Fir m € Spec R sind die folgenden Aussagen offensichtlich dquivalent:
m ¢ Suppi..(R/1);
QR/I)m = 0;
T=0in (R/1)w; B
es gibt ein s € R —m mit s =s1 =0 in R/I;
es gibt ein s € R —m mit s € [;
I w;
m & V.. ().

O

Lemma 5.1.12. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist der Trdger von M eine
abgeschlossene Teilmgenge von Spec R. Genauer gilt

Suppria (M) = V.. (Ann(M)).

Beweis. Gelte M = Zle Rm,; fiir geeignete mq,...,my € M. Wir erhalten

¢
Suppri. (M) = U Suppai.. (Rm;) (Lemma 5.1.10)
i=1

¢
(siehe 5.1.7) = U Supp.i.. (R/Ann(m;))
(Lemma 5.1.11) = U Vi (Ann(my))
¢
(Gleichung (5.1.1)) =V (ﬂ Ann(m;)) = Vor.. (Ann(M)).

O

Lemma 5.1.13. Seien M ein R-Modul und I C R ein Ideal mit I"M = 0 fiir ein n € N.
Dann gilt

Suppui. (M) C V. (1).

Insbesondere gilt Suppyi..(M) C Vi (Anng(M)).
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Beweis. Sei m & V,..(I), d.h. I ¢ m. Seii € [ —m. Dann gilt ¢ € (Ry)*, d.h.  operiert
invertierbar auf My. Es folgt My, = (4)"Myn = =My = 0, also m & Supp...(M). Dies zeigt

Suppui. (M) C V.. (I). Die letzte Behauptung folgt nun aus Anng(M)M = 0. % O

Lemma 5.1.14. (nicht in Vorlesung bendgtigt) Seien M ein endlich erzeugter R-Modul und
I C R ein Ideal. Dann gilt

Suppui. (M/IM) = Suppi... (M) N Vi (1).

Beweis. Inklusion C: Aus Lemma 5.1.9 folgt Suppy..(M/IM) C Suppy..(M). Aus Lem-
ma 5.1.13 und 2L = 0 folgt Suppui..(M/IM) C Vyi..(I). Dies zeigt die gewiinschte Inklu-
sion. (Bisher haben wir nicht verwendet, dass M endlich erzeugt ist.)

Inklusion D: Sei m € Suppu..(M) N V... (). Es gelten also M, # 0 und I C m. Nehmen
wir an m & Suppy..(M/IM) an, also (M/IM ), = 0. Die kurze exakte Sequenz 0 — IM —
M — M/IM — 0 liefert per Anwenden des exakten Funktors ,Lokalisieren bei m*“ eine
kurze exakte Sequenz

0— (IM)y— My — (M/IM)y — 0

—— ———
=InMn =0

von Ry-Moduln. Es gilt also I,My, = M,,. Wegen I C m folgt I, C m, und dann m M, =
My,. Da m, = R,m das maximale Ideal des lokalen Rings R, ist und M, ein endlich
erzeugter R,-Modul ist, zeigt das Lemma von Nakayama M, = 0 im Widerspruch zu unserer
Annahme. Also muss m € Supp..(M/IM) gelten. O

Bemerkung 5.1.15. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper (in dieser Bemerkung darf
die Charakteristik beliebig sein). Betrachte A = k[X7, ..., X,].

Gegeben I C A definiere Via(I) := {z € k™ | f(x) =0 fur alle f € I}. Gegeben Z C k"
definiere Zin (Z) := {f € A| f(2) =0 fur alle z € Z}. In der kommutativen Algebra wurde
der Starke Hilbertscher Nullstellensatz gezeigt: Ist I ein Ideal, so gilt

(5.1.2) Tio (Ve (1)) = VI
Diese Aussage impliziert, dass die Abbildung
(5.1.3) k" = MaxSpec A4,
r=(x1,...,2,) > my :=Tu({z}) = (X —21,..., X, — x,) = Ker(ev,),

bijektiv ist: Sie ist offensichtlich wohldefiniert. Wegen Vin(m,) = {z} ist sie injektiv. Sei
m € MaxSpec A. Wegen Zin (Vi (m)) = /m = m ist Via(m) nicht leer (denn Zn (B) = A). Sei
T € Vin(m). Es folgt Zin ({2}) D Zin (Via(m)) = m. Da Zin ({x}) ein echtes Ideal ist und m
ein maximales Ideal, folgt Gleichheit Zyn(z) = m. Dies zeigt die Surjektivitét.

Mit den Mengen der Form Vi (I) als abgeschlossene Teilmengen ist k™ ein topologischer
Raum (man nennt diese Topologie ebenfalls Zariski-Topologie). Die obige Abbildung ist
ein Hom6omorphismus topologischer Raume, denn die Teilmengen Via (1) und Vyiax(I) ent-
sprechen einander.

65 Alternativbeweis: Aus M = > men Bm erhdlt man wie im Beweis von Lemma 5.1.12 Supp..(M) =
Umenr Viiax (Anng(m)), jedoch kénnen wir diese im allgemeinen unendliche Vereinigung nicht mit Glei-
chung (5.1.1) vereinfachen. Fiir jedes m € M gilt Anng(M) C Anng(m) und somit Vyp..(Anng(M) D
Viiax(Anng(m)). Es folgt Suppuia (M) C Viax (Anng(M)). Aus I"M = 0 folgt I"™ C Anng(M) und somit
Witax (1) = Varax (I™) D Varax(Anng(M)) D Suppuia(M).
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Unter der Abbildung, die einem Radikalideal I von A die Teilmenge Vin(I) von k™ bzw.
die Teilmenge Vyiax (1) von MaxSpec A baw. die Teilmenge V(I) von Spec A Zuordnet, entsprechen sich
bijektiv:

e Radikalideale in A, abgeschlossene Teilmengen von k™, abgeschlossene Teilmengen
von MaXSpec A, abgeschlossene Teilmengen von Spec A;

e Primideale in A (also Elemente von Spec A), irreduzible abgeschlossene Teilmengen
von k", irreduzible abgeschlossene Teilmengen von MaxSpec A, irreduzible abgeschlossene

Teilmengen von Spec A]

Man beachte, dass diese Zuordnungen inklusionsumkehrend sind: Sind I und J Radikalideale
von A, so gilt genau dann I C J, wenn Via(I) D Via(J) gilt, und analog fiir Vyjax(—) und
V().

Bemerkung 5.1.16. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper (in dieser Bemerkung darf
die Charakteristik beliebig sein). Sei J C A := k[X1,..., X,,] ein Ideal. Dann restringiert der
Homoomorphismus (5.1.3) zu einem Hom&omorphismus

Via (J) = V(J),

wobei beide Teilmengen mit der Unterraumtopologie versehen sind. Sei can: A — % die
offensichtliche Abbildung. Dann ist die (wohldefinierte) Abbildung

A
MaxSpec i — MaxSpec A,
n+— can'(n),

eine abgeschlossene Einbettung (d. h. sie ist stetig, abgeschlossen und injektiv) mit Bild V(.J).
Kombiniert erhalten wir Homéomorphismen

~ ~ A
Vi (J) = V(J) < MaxSpec =

Man kann sich also MaxSpec% geometrisch als Vi (J) vorstellen.

A
T
man nach Wahl eines Isomorpismus B = % den topologischen Raum MaxSpec B mit Vi (J)

identifizieren.

Da jede endlich erzeugte k-Algebra B zu einer Algebra der Form % isomorph ist, kann

Ende der 18. Vorlesung am 10.12.2018.

Definition 5.1.17. Sei k algebraisch abgeschlossen. Sei M ein k[X]-Modul. Wir definieren
den Tréger von M (in k™) durch

Suppyn (M) := {x € k" | My, # 0}.

5.1.18. Unter dem Homoomorphismus (5.1.3) entsprechen sich die Teilmengen Suppy. (M)
und Suppyax(M). Alle Aussagen dieses Abschnitts 5.1 tiber den Tréger Suppyax(M) eines
R-Moduls M lassen sich somit im Fall R = k[X] als Aussagen tiber Supp,. (M) auffassen.
Dabei ist jeder Ausdruck Vyax(—) durch Vin(—) zu ersetzen. Wir werden dies im Folgenden

oft stillschweigend tun.
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5.2. Hilfreiche Filtrierung fiir endlich erzeugte Moduln iiber noetherschen Rin-
gen.

5.2.1. Das folgende Resultat wird im Beweis von Satz 5.3.13 verwendet.

Proposition 5.2.2. Sei R ein noetherscher Ring und sei M ein endlich erzeugter R-Modul.
Dann gibt es eine endliche Folge

O=MyCMyC---CM=M
von Untermoduln von M, fiir ein geeignetes ¢ € N, und Primideale p; € Spec R mit
M;/M; 1 = R/p;
fir allei e {1,...,0}.

Beweis. Seien my, ..., my Erzeuger von M. Gilt die Aussage fiir die endlich erzeugten R-
Moduln Rm; und M/Rm;, so gilt sie auch fiir M, denn endliche aufsteigende Folgen von
Untermoduln von Rm; und M/Rm; lassen sich zu einer aufsteigenden Folge von Untermo-
duln von M mit denselben Subquotienten kombinieren. Weil M/Rm; von den Elementen
Ma, . .., My erzeugt wird, reicht es, die Aussage fiir jeden zyklischen Modul zu zeigen.

Es geniigt also, die Aussage fiir M = R/I zu zeigen, wobei I C R ein beliebiges Ideal ist.

Sei § die Menge aller Ideale J von R, fir die der R-Modul R/J die behauptete Aussage
nicht erfiillt. Ist S leer, so sind wir fertig. Sonst hat S ein maximales Element J, denn R ist
noethersch. Sicherlich ist J kein Primideal. Also gibt es a,b € R — J mit ab € J. Betrachte
die kurze exakte Sequenz

J+Ra R R

0— — 0

J 7 J+Ra "
Wegen J C J + Ra gilt die behauptete Aussage fiir

R . . ..
T+ra Wegen der Maximalitdt von J.

Wegen .a: Anrﬁa)) = ZtHe ynd J C J 4+ Rb C Anng(a) gilt die Aussage ebenso fiir L£82.
Also gilt die Aussage auch fiir %. Dies widerspricht der Annahme J € S. O

5.3. Krull-Dimension des Tragers und Hilbert-Dimension eines Moduls. Ziel des
Abschnitts ist Satz 5.3.13.

Annahme 5.3.1. Wir betrachten A = k[X] mit der Grad-Filtrierung GA, d.h. G,A =
D sern jof151<p kKX *0” fiir p € Z. Wir arbeiten mit der additiven Funktion dim: mod(k) —
N C Z. -

Lemma 5.3.2. Betrachte A = k[X| mit der Grad-Filtrierung GA. Sind p C q Primideale
von A, so gilt da(A/q) < da(A/p) fir die Hilbert-Dimensionen.

Beweis. Setze M := A/p. Wir schreiben abkiirzend d(—) statt de(—) = dgaim(—). Sei
f € q—p. Weil A/p ein Integritéitsbereich ist, ist f.: M — M injektiv, so dass wir eine kurze
exakte Sequenz

0= ML M— M/fM -0

erhalten. Wir verwenden im Folgenden Lemma 4.4.26. Wegen d(M) = max(d(M),d(M/fM))
folgt d(M/fM) < d(M).

Die Annahme d(M/fM) = d(M) fithrt zu e(M) = e(M)+e(M/fM), also e(M/fM) = 0,
was nach unseren Annahmen und 4.4.19 M/fM = 0 liefert. Wegen M/fM = A/(p + Af)
folgt A=p+ Af im Widerspruch zu p+ Af C q C A.
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Dies zeigt d(M/fM) < d(M). Der Epimorphismus M/fM = A/(p + Af) — A/q zeigt
d(A/q) < d(M/fM). Insgesamt folgt also d(A/q) < d(M) = d(A/p). O

Definition 5.3.3. Sei X ein topologischer Raum. Die (Krull-)Dimension dim X von X
ist das Supremum der Léngen aller echt aufsteigenden Ketten

XoC X1 & C Xy
von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen; die angegebene Kette hat Lange /.

Bemerkung 5.3.4. Sei X ein topologischer Raum und seien Y und Z abgeschlossene Teil-
mengen von X. Dann gilt dim(Y U Z) = max(dim(Y"), dim(Z)), denn jede irreduzible abge-
schlossene Teilmenge von Y U Z muss vollstéandig in Y oder in Z liegen.

Definition 5.3.5. Sei R ein Ring. Eine Primidealkette in R ist eine echt aufsteigende
endliche Folge
Po &GP & G

von Primidealen von R. Die Linge einer solchen Folge ist ¢, also die Anzahl der echten
Inklusionen. Die Dimension dim R eines Ringes R ist das Supremum der Lingen aller
Primidealketten in R. Es gilt dim R € NU {£o0}.

5.3.6. Ist R # 0, so gilt dim R € NU {co}, denn es gibt dann ein maximales Ideal in R. Ist
R =0, so gilt dim R = —o0.

5.3.7. Ist R ein Ring, so gilt dim R = dim Spec R, denn p — V(p) definiert eine inklusions-
umkehrende Bijektion zwischen der Menge der Primideale und der Menge der irreduziblen
abgeschlossenen Teilmengen von Spec R.

5.3.8. Ist k algebraisch abgeschlossen, so gilt dimk[X] = dim k™ nach Bemerkung 5.1.15.

Auflerdem folgt aus dieser Bemerkung (vgl. auch Bemerkung 5.1.16): Ist J C k[X] ein Ideal,
so gilt dim @ = dim Vin (J)

Satz 5.3.9. Ist k ein Kdrper, so gilt
dimk[Xy,..., X,] =n.

Definition 5.3.10. Sei R ein Ring und p C R ein Primideal. Die H6he ht(p) von p ist das
Supremum der Léingen aller Primidealketten

PSP S Che=p
in R, die bei p enden. (Das Symbol ht steht fiir englisch height). Es gilt ht(p) € NU {+o0}.
Satz 5.3.11. Sei A eine endlich erzeugte Algebra tber einem Korper k. Ist A ein Inte-

gritdtsbereich, so gelten:

e Alle maximalen Primidealketten in A haben dieselbe endliche Linge dim A.
e Seip € Spec A ein Primideal. Dann sind dim A, ht(p) und dim A/p endlich und es
gilt die Dimensions-Hoéhen-Formel

dim A = dim A/p + ht(p).
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sener Korper der Charakteristik Null ist.

Annahme 5.3.12. Im Rest der Vorlesung nehmen wir an, dass k ein algebraisch abgeschlos-

66

Satz 5.3.13. Betrachte A = k[X] mit der Grad-Filtrierung GA. Sei M ein endlich erzeugter
A-Modul. Dann stimmt die Hilbert-Dimension von M (beziiglich der gegebenen Filtrierung
GA auf A und der Vektorraumdimension als additiver Funktion) mit der Krull-Dimension
des Tragers von M fiberein, in Formeln

da (M) = dim(Suppwa (M)).
67

Beweis. Ist 0 — M' — M — M" — 0 eine kurze exakte Sequenz endlich erzeugter A-Moduln
und sind bereits dg(M') = dim(Suppk (M’)) und dg(M") = dim(Suppk= (M")) bekannt, so
gilt nach Lemmata 4.4.26 und 5.1.9 und Bemerkung 5.3.4
da(M) = max(dg(M'"), dg(M") = max(dim(Suppga (M")), dim(Suppya (M")))
= dim(Suppya(M") U Suppia (M")) = dim(Suppks (M)).
Proposition 5.2.2 und eine offensichtliche Induktion zeigen somit, dass es reicht, die Aus-
sage fir M = A/p zu beweisen, wobei p € Spec A ein beliebiges Primideal ist.

Sei also p € Spec A beliebig. Wegen dim A = n (siehe Satz 5.3.9) und der Dimensions-
Hohen-Formel in Satz 5.3.11 gibt es eine (maximale) Primidealkette

O=poCP S CPCPi1 & Shn
der Linge n, in der p vorkommt. Fiir alle ¢ € {0,...,n} entnimmt man dieser Kette
dim(A/p;) > n—i und ht(p;) > 7 und somit dim(A/p;) +ht(p;) > n. Wegen der Dimensions-
Hohen-Formel n = dim(A) = dim(A/p;) + ht(p;) miissen diese drei Ungleichheiten Gleich-
heiten sein. Es folgt also
dim(A/p;) =n —i.
Nach Beispiel 4.4.21 gilt dg(A) = n. Mit Lemma 5.3.2 erhalten wir somit
dim(A) = n = dg(A) = dg(A/po) > da(Afp1) > --- > da(A/pi) > - > da(A/pn).

Wegen dg(A/p,) > 0 folgt de(A/p;) =n —i fir alle i € {0,...,n}.
Insgesamt erhalten wir dg(A/p;) = n —i = dim(A/p;) fir alle i. Da p in unserer Primide-
alkette vorkommt, erhalten wir mit 5.3.8 mit Lemma 5.1.11

dc(A/p) = dim(A/p) = dim Via(p) = dim(Suppis (A/p)).
Dies zeigt den Satz. U

Lemma 5.3.14. Sei I ein Ideal in A = k[X]. Sei GA die Gradfiltrierung auf A und GI die
induzierte Filtrierung auf I. Dann ist gr [ = gry I ein Ideal in grg A <— A und es gilt

dim Ve (1) = dim Vi (gr I).

66 Der Grund fiir diese Annahme ist, dass wir mit k™ statt mit A} = Speck[X7,...,X,] arbeiten (weil
dies vermutlich fiir die Horer der Vorlesung einfacher ist). Arbeitet man mit A, so gelten (vermutlich) alle
im Folgenden gegebenen Resultate mutatis mutandis fiir beliebige Kérper der Charakteristik Null.

57 Die Hilbert-Multiplizitiit e (M) kann man nicht aus Suppys (M) bestimmen, denn es gilt eq(M @ M) =
2eq (M), aber Suppys (M @ M) = Suppk= (M).
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Beispiel 5.3.15. Sei f = X?+ X —Y € A :=C[X,Y] und I = (f). Dann gilt G,I =
Gy 2A- fund grI = (X?) C grg A < A. Dann haben Via(f) = {(z,2> +1) | x € C} und
Vi (grI) = {(0,y) | y € C} dieselbe Dimension.

Beweis. Sei A := k[X]. Betrachte die kurze exakte Sequenz

A
O—>]—>A—>7—>O

von A-Moduln. Da G A eine gute Filtrierung von A ist, sind die induzierten Filtrierungen G/
auf I und G % auf ? ebenfalls gut (Lemma 4.4.24). Ubergang zu den assoziierten graduierten
Moduln liefert eine kurze exakte Sequenz

A
O—>ng[—>ngA—>ng7—>0

graduierter gr, A-Moduln (Lemma 2.6.14). Da die Filtrierung GA von der offensichtlichen
Graduierung auf A herriihrt, ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus A = gr, A
graduierter Algebren, und die obige kurze exakte Sequenz liefert einen Isomorphismus

A ~ <A>
r —_—
gro 1 & 1
von graduierten A-Moduln. Daraus folgt fiir alle p € N

dim (gi I><p — dim gr<P G) — dim GpG).

<p
Es ist ((%) ) eine gute Filtrierung auf L]? denn sie ist von der guten Filtrierung

GA auf A induziert (beide Filtrierungen kommen von den offensichtlichen Graduierungen

her). Wir folgern ) )
dG(ng I) - dG(Y)

Ist J C A ein beliebiges Ideal, so gilt
: . A A
dim Vi (J) = dim Suppis (7) —dg (7)

nach Lemma 5.1.12 und Satz 5.3.13. Wenden wir dies auf die beiden Ideale I und gr, I an,
so folgt das Lemma. O

Ende der 19. Vorlesung am 12.12.2018.

Aufgabe 5.3.16. Sei f € C[X,Y]. Sei (C?); := {(z,y) € C* | f(z,y) # 0} = C* — Ve2(f).
Dann induziert die Projektion C* — C?, (x,v, 2) — (,y), einen Homdomorphismus

Ves(fZ —1) = (C*);

topologischer Raume, wobei fZ — 1 als Element von C[X,Y, 7] aufgefasst wird und die
Unterraumtopologie beziiglich der Zariski-Topologie auf C* bzw. C? betrachtet wird.

Bemerkung: Dies ist das geometrische Analogon zum wohlbekannten Algebrenisomorphis-
mus C[X,Y]; = C[X,Y, Z]/(fZ —1).

Aufgabe 5.3.17. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Sei p: A == k[Xy,..., X;n] —

B :=Kk[Y1,...,Y,] ein Morphismus von Algebren.
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(a) Die Abbildung
f :=Specy: Spec B — Spec A
bildet maximale Ideale auf maximale Ideale ab®™ und restringiert somit zu einer (ste-
tigen) Abbildung
f: MaxSpec B — MaxSpec A.
(Die analoge Aussage ist falsch, wenn man mit Ringen arbeitet, betrachte beispiels-

weise Spec Q — SpecZ.)
(b) Definiere F': k™ — k™ dadurch, dass das Diagramm

MaxSpec B N MaxSpec A
k" r k™

kommutiert, wobei die vertikalen Isomorphismen durch (5.1.3) gegeben sind. Be-
schreibe F' mit Hilfe der Polynome ¢(X3),...,o(X).

Aufgabe 5.3.18. Sei R ein Ring.
(a) Sei p: R — S ein Morphismus von Ringen. Die Abbildung
f :=Specy: SpecS — Spec R,
q— ¢ (a),

ist stetig.
(b) Sei I C R ein Ideal und ¢: R — R/I die kanonische Abbildung. Dann induziert

f = Spec ¢ einen Homoomorphismus
Spec(R/I) = V(I)

topologischer Raume.
Sei X := Spec R. Fiir f € R betrachte die offene Teilemenge

Xp=X-V(f)={meSpecR | f &p}

von X.
(c) Sei f € R ein Element und ¢: R — Ry die kanonische Abbildung. Dann induziert
f = Spec ¢ einen Homoomorphismus

Spec(R;) =+ X; = (Spec R);.

(d) (Verallgemeinerung von (c)): Sei 7' C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge
und ¢: R — T 'R die kanonische Abbildung in die Lokalisierung. Dann induziert
f = Spec ¢ einen Homoomorphismus

Spec(T'R) &= ﬂ Xi,

teT

68 Dies gilt auch, wenn k ein beliebiger Korper ist.
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wobei man beachte, dass (),c; X; im Allgemeinen als unendlicher Schnitt offener
Teilmengen nicht offen in X ist. Insbesondere gilt

Spec Ry, = ﬂ Xy.
fép
(e) Die Menge B := {X; | f € R} bildet eine Basis der Zariski-Topologie auf X: Dies
bedeutet, dass jede offene Teilmenge U von X Vereinigung von Mengen in B ist, d. h.
zu jedem u € U existiert ein f € R mit u e X; C U.
(f) Der topologische Raum X ist quasi-kompakt: Jede offene Uberdeckung hat eine end-
liche Teiliiberdeckung.

Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 5.3.16

(2) Aufgabe 5.3.17

(3) Aufgabe 6.1.4.

(4) Zeige mindestens zwei der Teilaufgaben von Aufgabe 5.3.18
Hausaufgaben: Fiir die Weihnachtsferien:

(1) Lies und versteh das Skript. Fiir sinnvolle Mitteilungen gibt es in etwa wie folgt
Punkte: Fiir jeden mathematischen Fehler, jede sinnvolle Anmerkung (beispielsweise
Vorschlége fiir neue Aufgaben oder Beispiele, Didaktisches, Stil) einen Punkt, fiir
jeden Rechtschreibfehler 1/3 Punkt, jedoch maximal 16 Punkte.

(2) Schone Feiertage und alles Gute im Neuen Jahr!

6. CHARAKTERISTISCHE VARIETAT
6.1. Definition und erste Eigenschaften der charakteristischen Varietit.

6.1.1. Wir erinnern daran, dass der Korper k der Charakteristik Null als algebraisch abge-
schlossen angenommen ist.

6.1.2. Wir betrachten nun D(n) mit der Ordnungsfiltrierung F'D(n). Im Folgenden identifi-
zieren wir meist grp D(n) = k[X, £ entlang des Isomorphismus vo graduierten Algebren aus
Satz 3.2.4, wobei wir auch Satz 3.2.6 verwenden, wir erinnern daran, dass alle X; homogen
vom Grad Null und alle & homogen vom Grad Eins sind.

Satz 6.1.3. Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul. Seien FM und F'M qgute Filtrierun-
gen auf M (beziiglich der Ordnungsfiltrierung auf D(n)). Dann gilt

Suppyen (gry M) = Suppyes (gry M)
als Teilmengen von k2". Ein dquivalente Aussage ist

\/AnnngD(ng M) = \/AnnngD(ng, M).

Beweis. Setze D := D(n) und FD = FD(n). Da grp M ein endlich erzeugter gr D-Modul
ist, gilt Suppien(grp M) = Vien (Anng, p(grp M)) = Vien(y/Anng, p(grp M)) (Lemma 5.1.12).
Wegen der Bijektion zwischen abgeschlossenen Teilmengen von k" und Radikalidealen zeigt
dies die Aquivalenz der beiden angegebenen Behauptungen.

Setze I := Anng p(grp M) und I' ;== Anng, p(gre M). Wir zeigen /T = /T'. Aus Sym-

metriegriinden geniigt es, VI C VI’ zu zeigen.
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Nach Aufgabe 6.1.4 sind v/T und v/I’ homogene Ideale. Also geniigt es zu zeigen, dass jedes
homogene Element von v/I in v/I’ liegt. Seien p € Z und T € F,D mit T" € gr? D N VI =

(VI)?. Zu zeigen ist T € V/I'. Sei t € N mit T el

Sei g € Z. Wegen T gr', M = 0 folgt T*F,M C F,4,,_1M. Es folgt T*F,M C T'F,,, 1 C
Fytotp—o. Durch Iterieren erhélt man

T F,M C Fpop oM

fiir alle ¢ € Z und s € N.

Als gute Filtrierungen sind FM und F'M &quivalent (Lemma 4.4.14). Also gibt es ein
¢ e Nmit F;M C Fiy oM C F,,,M fiir alle ¢ € Z. Es folgt

T'F;M C T FpuyM C Fypprsip-sM C Fy o0 g M
fiir alle ¢ € Z und s € N. Wahle s > 2¢. Dann folgt ¢ 4+ 2¢ + stp — s < q + stp, also
T"F,M C Fy o gy M CF, M

+stp—1
fiir alle ¢ € Z. Es operiert also Tt = T € gr¥'? D durch Null auf gr®, M, fiir alle ¢ € Z,
d.h. T € I' und somit T € VT’ wie gewiinscht. O
Aufgabe 6.1.4. Sei R = @ RP ein kommutativer, graduierten Ring.

(a) Ist N = @ N? ein graduierter R-Modul, so ist Anng/N ein homogenes Ideal in R.
(b) Ist I ein homogenes Ideal in R, so ist das Ideal v/T ebenfalls homogen.

Definition 6.1.5. Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul. Sei F'M eine gute Filtrierung
von M (beziiglich der Ordnungsfiltrierung auf D(n)). Dann heifit
J(M) =/ Anng, p(grp M) C gy D(n) = KX, €]

das charakteristische Ideal von M. Nach Satz 6.1.3 héangt dieses Ideal nicht von der Wahl
der guten Filtrierung ab. Wir nennen

Ch(M) := Vin(J(M) = Vien(Anng,,. p(gry M)) = Suppyen (grp M) C k*"

70

die charakteristische Varietit von M. %
6.1.6. Nach dem starken Hilbertschen Nullstellensatz 5.1.2 gilt

Es entsprechen sich also charakteristische Varietdt und charakteristisches Ideal unter der
Bijektion zwischen abgeschlossenen Teilmengen von k?" und Radikalidealen in k[X, ¢] (Be-
merkung 5.1.15).

6.1.7. Die charakteristische Varietét Ch(M) ist eine abgeschlossene Teilmenge des k™. Die
folgenden drei Aussagen sind dquivalent (wegen Lemma 5.1.8 und weil gute Filtrierungen
bei Null beginnen und ausschopfend sind).

69 Als Schema definiert man Ch(M) als Spec kX8 oder dquivalent als Supp grp M mit der eindeutigen

J(M)
Struktur eines reduzierten Unterschemas von AZ". Dies ist ein reduziertes Schema von endlichem Typ iiber
dem Korper k und somit eine (reduzierte) Varietét.
0 n | , Kap. 11] wird die charakteristische Varietéit falsch definiert (ndmlich mit der Bernstein-
Filtrierung), was diverse Konsequenzen zeitigt. Beispielsweise ist der in diesem Skript gegebene Beweis von
Satz 6.3.1 deutlich schwieriger als der Beweis von | , Thm. 11.1.4].
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Ch(M) = 0;
grp M = 0 (hierbei ist F'M eine beliebige gute Filtrierung auf M);
M = 0.

Beispiele 6.1.8. Betrachte D := D(n) mit der Ordnungsfiltrierung.

(a)

Fiir D = D(n) als Modul tiber sich selbst gilt
Ch(D(n)) = k*",

denn die Ordnungsfiltrierung F'D auf D ist gut und der Annihilator von grp D =
k[X, ] ist das Nullideal.

Betrachte den D-Modul M = k[X]. Offensichtlich definiert

i
FM = 0 1jrp<0,
M fir p >0,

fiir p € Z, eine gute Filtrierung F'M auf M (beziiglich der Ordnungsfiltrierung auf D).
Es folgt grp M = gry M = k[X] als Modul iiber grp D = k[X, ], wobei alle & durch

Null operieren und alle X; in der offensichtlichen Weise, und somit Ann,,  p grp M =

gr%l D = (&,...,&,). Dies ist ein Primideal und insbesondere ein Radikalideal. Es
folgen J(k[X]) = (&1,...,&,) und

Ch(k[X]) = Vien (&1, ..., &) = K" x 0 C k™ x k™

Betrachte nun den Fourier-Transformierten N := zM = k|[J] (siehe 4.4.38). Offen-
sichtlich definiert

0 fiir p < 0,
@BGN”,IBISP ko?® fiir p > 0,

fir p € Z, eine gute Filtrierung FFN auf N. Es folgt grp. N = k[{] als (graduier-

ter) Modul iiber grp D = k[X,¢], wobei alle X; durch Null operieren und alle &; in

der offensichtlichen Weise, und somit Anng,, pgrp N = (Xi,...,X,). Dies ist ein
Primideal und insbesondere ein Radikalideal. Es folgen J(k[X]) = (X1,...,X,,) und

Ch(k[X]) = Vies (X1, ..., X,)) = 0 x k™ C K" x k™.

F,N := F,D.k = {

Beispiele 6.1.9. Betrachte D := D(1) mit der Ordnungsfiltrierung. Betrachte den D-Modul
M, = k[X, X !X fiir @ € k. Der Leser mag zuerst die beiden Fille « = 0 und o = 3
betrachten (vgl. (4.6.1) in Aufgabe 4.6.13 und Aufgabe 4.7.14). Sei 8 € k so gewéhlt, dass
X?# den D-Modul M, erzeugt - eine mégliche Wahl ist

—1 fira e N.

g = {a fir a ¢ N,

Offensichtlich definiert

0 fiir p <0,
K[X]XPP=kXPPakXPPH g .. fiirp>0,
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fiir p € Z, eine gute Filtrierung F'M auf M (beziiglich der Ordnungsfiltrierung auf D). Es
folgt
0 fiir p <0,
grh. M, = k[X]YB fiir p = 0,
kX7 fiir p > 0.
Hier operiert X auf gr. M, in der offensichtlichen Weise und auf allen anderen graduierten
Komponenten durch Null, und es gilt

0 fiir p > 0,
EXPMP = (B4 p) XPHP=1 fiir p < 0.
#0

Es folgt Anng,, p grp M, = (X§), also J(k[X, X 1|X*) = (X&)
Ch(k[X, X ')X%) = V2 (X€) = (Achsenkreuz) = Vi (X) U V2 (€) C k2.
Beachte:

e Alle M, haben also dieselbe charakteristische Varietiat, ndmlich das Achsenkreuz,
obwohl M, und M, dann und nur dann isomorph sind, wenn o — o' € Z.

o Fiir v € Z ist M, ein einfacher (= irreduzibler) D(1)-Modul (siche Aufgabe 4.7.14),
dessen charakteristische Varietit zwei irreduzible Komponenten hat. Die charakteris-
tische Varietét eines irreduziblen Moduls ist also im Allgemeinen nicht irreduzibel.

Lemma 6.1.10. Fir alle (x,{) € Ch(M) und alle A € k gilt (z,\() € Ch(M). In der
yzweiten Variablen® ¢ = (Gi, ..., Cn) ist Ch(M) also konisch.

Beweis. Wir erinnern daran, dass J(M) ein homogenes Ideal von k[.X, {] ist (wobei deg(X;) =
Seien (z,¢) € k™ x k™. Dann gilt genau dann (z,¢) € Ch(M), wenn f(x,() = 0 fiir alle
p € Zund alle f € J(M)P.
Fiir homogenes f € k[X, £J? und beliebiges A € k gilt f(z, A\) = A\ f(x,(). Daraus folgt
die Behauptung. - O

Lemma 6.1.11. Sei
0—>M —>M-—=M'—0

eine kurze exakte Sequenz endlich erzeugter D(n)-Moduln. Dann gilt
Ch(M) = Ch(M") U Ch(M")
als Teilmengen von k™.

Beweis. Sei F'M eine gute Filtrierung auf M. Dann sind die induzierten Filtrierungen F’M
auf M’ und F”"M auf M" ebenfalls gut (Lemma 4.4.24). Also ist

0—grp M — grp M — grp. M" — 0

eine kurze exakte Sequenz von Moduln iiber grp D(n) = k[X,{] (Lemma 2.6.14). Nach
Lemma 5.1.9 folgt

Ch(M) = Suppyen(gry M) = Suppyes (grm M') U Suppyes (grpr M") = Ch(M') U Ch(M").

U
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Beispiel 6.1.12. Betrachte die kurze exakte Sequenz

k[X, X1

— — 0
— k[X]

—_——
k(9]

0 — k[X] = k[X, X' —

von D(1)-Moduln, wobei der angedeutete Isomorphismus X! auf 1 schickt (vgl. (4.6.1)
in Aufgabe 4.6.13). Die Vereinigung der beiden Achsen Ch(k[X]) = V«(§) = k x 0 und
Ch(k[0]) = Vi(X) = 0xk ist das Achsenkreuz Ch(k[X, X 7] = V2 (X¢), siehe Beispiele 6.1.8
und Beispiel 6.1.9.

6.1.13. Jeden D(n)-Modul kann man als k[X]-Modul M = M| auffassen, dessen Triger
Suppks (M) C k™ wir nun betrachten.

Proposition 6.1.14. Sei M ein endlich erzeugter D(n)-Modul. Dann gelten:
(a) Suppya (M) ist eine abgeschlossene Teilmenge von k™.
(b) Es gilt
Suppie (M) = 7(Ch(M)),
wobei 7: k" — K", (x,¢) — z, die Projektion ist.

Beweis. (a) Sei D := D(n) und F'D = FD(n). Sei F M eine gute Filtrierung auf M. Dann ist
grp M ein Modul iiber gr D und per Restriktion der Skalare auch iiber gr% D = FyD = k[X].
Wir behaupten

(6.1.1) Suppkn (M) = Suppia (gry M).

Dies folgt aus der Aquivalenz der folgenden Bedingungen fiir beliebiges € k™ mit zu-
gehorigem maximalen Ideal m := m, € MaxSpec FyD:
z & Suppka (M),
m g SuppMax(M)a
M, =0,
(FIM)y = 0 fiir alle ¢ € Z (da My = J(FIM)w),
o (grl, M), = 0 fiir alle ¢ € Z (da die Filtrierung bei Null beginnend ist),
e (grp M)y, = 0 (da der Funktor (—)n = (FoD)m ®@pop — mit direkten Summen ver-
tauscht),
em g SuppMax(ng M)a
® = & Suppy(grp M).
Es ist grp M als Modul iiber grp D endlich erzeugt. Sei N € N so gewéhlt, dass grp M
von grf,N M als grp D-Modul erzeugt ist. Der Morphismus

D ei" M = grp M,
Tegr D

(T7)regr D Z Tar,
T

von FyD-Moduln ist also surjektiv. Andererseits ist gr<"¥ M ein F, D-Untermodul von gr, M.
Die Lemmata 5.1.9 und 5.1.10 liefern
Suppie (gt M) C Suppie( ) grz" M) = Suppie (gr5" M) C Suppie (grp M)

TegrD
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und somit Suppie (gry M) = Suppie (grs” M).
Da gr<N M als FyD-Modul endlich erzeugt ist (da grs" M = 0 fir N’ < 0 gilt), ist
Suppys (grs” M) nach Lemma 5.1.12 abgeschlossen in k", genauer gilt mit I := Annyx) (grs™ M)

Suppin (M) = Suppin (grp M) = Suppia (g1 M) = Via(1).
(b) Wir fiihren den Beweis fort. Sei J := Anny(x g (grf,N M) = Annyy g(grp M); dies ist
ein homogenes Ideal mit J° = I. Es gilt wieder nach Lemma 5.1.12
Ch(M) = Suppyea(grp M) = Viea(J).

Sei (z,¢) € Ch(M). Dann gilt Q(z,¢) = 0 fiir alle homogenen Elemente @ € J, also
insbesondere fiir alle Q@ € J° = I. Dies zeigt € Via(I) = Suppya(M), also 7(Ch(M)) C
Suppie (M).

Sei umgekehrt € Suppin (M) = Vin(I). Dann gilt 0 = Q(z) = Q(x,0) fiir alle Q(X) =
Q(X, &) € I = J° Fiir alle homogenen @ € J vom Grad > 0 gilt automatisch Q(z,0) = 0. Es
folgt (x,0) € Viea(J) = Ch(M). Wegen 7(z,0) = z zeigt dies Suppya (M) C 7(Ch(M)). O

Beispiel 6.1.15. In den Beispielen 6.1.8 und 6.1.9 rechnet man leicht von Hand nach, dass
die Aussagen von Proposition 6.1.14 zutreffen.

Ende der 20. Vorlesung am 17.12.2018.

6.2. Symplektische Geometrie und Bernstein-Ungleichung.

Annahme 6.2.1. Wir schreiben abkiirzend D = D(n). Wir arbeiten der besseren Anschau-
lichkeit halber iiber dem Korper C der komplexen Zahlen. Alle Aussagen in 6.2 gelten genauso
iiber einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen Korper k der Charakteristik Null.

Definition 6.2.2. Eine Poisson-Algebra ist eine (nicht notwendig kommutative) Algebra
A zusammen mit einer bilinearen Abbildung {, }: Ax A — A, genannt Poisson-Klammer,
so dass gelten:

(a) Der Vektorraum A zusammen mit der Poissonklammer {, } ist eine Lie-Algebra.
(b) Kompatibilitdt von Multiplikation und Lie-Klammer: Fiir alle a € A ist {a,—}: A —
A eine Derivation, d. h. fiir alle b, c € A gilt
{a,be} = {a,be + bla,c}.

Beispiel 6.2.3. Jede Algebra A wird durch {a,b} := [a,b] = ab — ba zu einer Poisson-
Algebra (oder auch durch die triviale Poisson-Klammer {a, b} = 0). Auf kommutativen Al-
gebren verschwindet diese Poisson-Klammer. Trotzdem kann es auf kommutativen Algebren
interessante Poisson-Klammern geben, wie das folgende Resultat zeigt.

Lemma 6.2.4. Die bilinearen Abbildungen
F,D x F,D — F, 4 1,
(S,T) = [S,T)|=ST—-TS5,
fiir p, q € Z, induzieren bilineare Abbildungen

(6.2.1) {(—=}: g% DxghD— gt ' D
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und
{—,—}: grp D xXgrp D — grpD.
Mit dieser Abbildung als Poisson-Klammer wird grp. D zu einer Poisson-Algebra.™

Beweis. Nach Satz 3.1.16.(c) und Satz 3.2.6 sind die Abbildungen wohldefiniert. Alle restli-
chen Aussagen sind offensichtlich. O

Bemerkung 6.2.5. Sei M ein endlich erzeugter D-Modul mit einer guten Filtrierung F'M.
Sei I := Anng,  p grp M. Dann ist leicht zu sehen, dass

{I,I}C1I
gilt. In der Tat, seien S € F,D und T € F,D mit S € I? und T € 4. Es gelten also
SFTM C Fp+7«_1M und TFTM C Fq+r_1M

fiir alle r € Z. Es folgt ST.F,M,TS.F,M C Fyi4rr—oM und somit [S,T).F,M C Fpiqrr_aM.
Also annihiliert {S,T} = [S,T] € gr’%™~" D alle Elemente von gr}, M. Dies zeigt {S, T} € I
und somit {I, [} C I.

Es ist jedoch keineswegs leicht zu sehen, dass {v/I,VI} C VT gilt (bitte versuchen!). Dies
ist der Inhalt des folgenden Resultats.

Satz 6.2.6 (Spezialfall des Satzes von Gabber, siche | , Thm. I]). Sei M ein endlich
erzeugter D(n)-Modul. Dann ist das charakteristische Ideal J(M) abgeschlossen unter der
Poisson-Klammer auf grp D(n), d. h.

{J(M), J(M)} C J(M).
Beweis. Siehe | ]. O

Korollar 6.2.7 (Geometrische Form der Bernstein-Ungleichung). Fiir jede irreduzible Kom-
ponente K von Ch(M) gilt
dim K > n.

Insbesondere gilt im Fall M # 0
dim Ch(M) > n.

6.2.8. Die Teilaussage dim Ch(M) > n dieses Korollars ist wegen dim Ch(M) = dp(M)
(Satz 6.3.1) zur algebraischen Bernstein-Ungleichung dg(M) > n (Satz 4.5.4) dquivalent.
Die Ungleichungen dim K < 2n und dim Ch(M) < 2n sind wegen K, Ch(M) C C*" trivial.

6.2.9. Wir wollen zeigen, wie Korollar 6.2.7 mittels symplektischer Geometrie aus dem Satz
von Gabber 6.2.6 folgt.

Definition 6.2.10. Ein symplektischer Vektorraum ist ein endlichdimensionaler (kom-
plexer) Vektorraum W zusammen mit einer nicht ausgearteten, alternierenden Bilinearform
w: W x W — C,” ™ genannt symplektische Form.

"l Wenn man grp D als graduierte Algebra betrachtet, so senkt die Poisson-Klammer den Grad um Eins,
wie ja aus (6.2.1) klar ist. Man konnte also sagen, dass gry D eine graduierte Poisson-Algebra mit Poisson-
Klammer vom Grad —1 ist.

™2 Alternierend bedeutet w(w,w) = 0 fiir alle w € W; es folgt Schiefsymmetrie, also w(w,v) = —w(v, w)
fiir alle w, w’ € W. In Charakteristik # 2 ist dies eine dquivalente Forderung.

™3 Nicht ausgeartet bedeutet: Fiir jedes w € W folgt aus w(w, —) = 0 oder w(—,w) = 0 bereits w = 0.
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Beispiel 6.2.11. Sei V ein endlichdimensionaler (komplexer) Vektorraum. Dann wird V@ V™
durch

(6.2.2) w: VeV xVeV:—C,

((w; A), (v, ) = pulu) = A(w),
zu einem symplektischen Vektorraum.
Sei € = (&1,...,&,) eine Basis von V und X = (X3,...,X,,) die dazu duale Basis von V*.
Beziiglich der Basis (§,X) von V@ V*ist w dann durch die invertierbare schiefsymmetrische

Matrix
0 I,
2= (—In O)

gegeben (vgl. Darboux-Basis), es gilt also
w(A, B) = A'QB,
wenn wir die Elemente A, B € V @ V* rechts als Spaltenvektoren A, B € C?" auffassen.

6.2.12. Jeder symplektische Vektorraum ist (als Vektorraum mit Bilinearform) isomorph zu
(V@ V*,w), wobei V ein geeigneter endlichdimensionaler Vektorraum ist (das ist eine Ubung
in linearer Algebra). Insbesondere hat jeder symplektische Vektorraum gerade Dimension,
und symplektische Vektorrdume sind bis auf Isomorphie durch ihre (gerade) Dimension klas-
sifiziert.

6.2.13. Sei (W,w) ein symplektischer Vektorraum. Weil w nicht ausgeartet ist, ist
d=0: W = W,
w = (w) = w(w, —),
ein Isomorphismus. Insbesondere gilt
(6.2.3) w(® N, =) =\
fiir alle A € W*.
Definition 6.2.14. Ist U ein Untervektorraum eines symplektischen Vektorraums (W, w),
so heifit
U ={we W |ww,U) =0}
der beziiglich w zu U orthogonale Untervektorraum.
6.2.15. Es gilt
dim W = dim U + dim U+,
denn die lineare Abbildung

Restriktion

WS we TS
ist surjektiv, da sich jede Linearform auf U zu einer Linearform auf W fortsetzen laft,
und hat als Kern U+*. Aus U C (U*%)*¥ folgt damit aus Dimensionsgriinden Gleichheit

U = (U+*)1“. Im Allgemeinen gilt U N dim U* # 0. Deswegen gefiillt mir der verbreitete
Begriff symplektisches Komplement fiir U+ nicht.

Definition 6.2.16. Ein Unterraum U eines symplektischen Vektorraums (W, w) heifit

e isotrop, falls U C U+;
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e koisotrop, falls U D U+¥;
e lagrange, falls U = U,

Beispiele 6.2.17. (a) Eindimensionale Unterrdume sind stets isotrop, denn w ist alter-
nierend.
(b) Genau dann ist U koisotrop, wenn U-¥ isotrop ist.
(c) Also sind einskodimensionale Unterrdume stets koisotrop.

6.2.18. Fiir uns sind nur koisotrope Unterraum wichtig. Ist U koisotrop, so gilt dim W =
dim U + dim U+ < 2dim U, also

%dimW < dimU.

Beweis von Korollar 6.2.7. Sei V := C". Wie in Beispiel 6.2.11 erklart, besitzt W =V &
V* =@ CE @ P CX; = C? eine kanonische symplektische Form w.

Sei £ = (&,...,&,) die Standardbasis von V und sei X = (Xi,...,X,) die dazu duale
Basis von V*. Die X; sind die iiblichen Koordinatenfunktionen auf V. Die polynomialen
Funktionen auf V' bzw. W sind genau die Elemente von C[.X]| bzw. C[X £].

Sei & wie in 6.2.13. Definiere B

{= —}: CX, ] x CIX, {] — C[X, ],

(f.9) = {f g9} = w(® ' (df),® " (dg),
wobei die rechte Seite die Funktion

W — C,

(6:2.3)

pr= W(q)il(dpf)a @71(dpg) = dpf(q)il(dpg))a

diese Funktion ist polynomial, also ein Element von C[X¢], denn eine offen-

bezeichnet™;

sichtliche Rechnung zeigt

(6.2.4) {101 =3 (0 - 0x.9— 0x.f - D).
i=1
Mit dieser expliziten Formel rechnet man sofort nach, dass C[X,¢] mit {—, —} als Poisson-

Klammer eine Poisson-Algebra wird.”

Allgemein besitzt jedes Kotangentialbiindel einer glatten Varietdt bzw. Mannigfaltigkeit
eine kanonische symplektische Struktur (vgl. hamiltonsche Mechanik). Die Algebra der re-
guldren bzw. glatten Funktionen auf jeder symplektischen glatten Varietdt bzw. Mannigfal-
tigkeit besitzt stets eine kanonische Poisson-Klammer. In unserem Fall ist W =V ¢ V* =
V x V* das Kotangentialbiindel T*V von V. Es triagt die kanonische symplektische Form
w= > dX; Nd& € Q*(T* V). Thre Auswertung an einem Punkt p € W ist ein Element
wy, € N2((T, W)*) = (A3(T, W))*, also eine alternierende Abbildung w,: T, WxT, W — C.
Identifizieren wir den Tangentialraum T, W in offensichtlicher Weise mit W, so ist w,, gerade
die Abbildung (6.2.2).

™ Dabei ist d, f € W* durch den Zeilenvektor (9¢, (f), .-, (f), dx, (f),--.,0x, (f))(p) gegeben.
75 Wenn man ClX, &] so graduiert, dass alle X; Grad Null haben und alle & Grad Eins, so ist nach (6.2.4)

klar, dass die Poisson-Klammer homogener Elemente vom Grad p und ¢ Grad p + ¢ — 1 hat.
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Der Isomorphismus von graduierten Algebren
grrD = C[X, €]

(Sétze 3.2.4 und 3.2.6) ist sogar ein Isomorphismus von Poisson-Algebren: Auf Grund der
Axiome einer Poisson-Algebra geniigt es, die Vertriglichkeit dieses Isomorphismus mit den
Poisson-Klammern auf allen Algebra-Erzeugern X; € grl%. D und 9; € grk. D von gry D
nachzurechnen, wo es offensichtlich ist; beispielsweise gilt links

—1 =0 — 0 —0
{0:, X} =10, X;] =65 =4y
und rechts

{6, X5} =) 0e,& - 0x, X; = 6
=1

Der Satz von Gabber 6.2.6 sagt uns also, dass das charakteristische Ideal J(M) eines
endlich erzeugten D-Moduls M unter der Poisson-Klammer auf C|.X, ] abgeschlossen ist.

Wegen J(M) = Zn(Ch(M)) (siche 6.1.6) folgt Korollar 6.2.7 aus dem folgenden Lem-
ma 6.2.19 (in dem man W = T*V durch eine beliebige d4quidimensionale glatte symplektische
Varietiat der Dimension n ersetzen konnte).

Lemma 6.2.19. Sei Z C W =V @ V* = C*" eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge (also
eine abgeschlossene Untervarietit). Dann sind dquivalent:

(a) L (Z) ist abgeschlossen unter der Poisson-Klammer auf C[X, ].

(b) Fiir alle z € Z ist T, Z ein'® koisotroper Untervektorraum des symplektischen Vek-
torraums T, W = W (es geniigt, diese Bedingung fiir alle 2 € Zyey' " zu verlangen™ ).

Sind diese Bedingungen erfillt, so gilt dim K > n fiir jede irreduzible Komponente von Z.
Insbesondere gilt dim Z > n im Fall Z # (.
Beweis. (a) = (b): Wir benotigen das folgende Hilfsresultat:

Lemma 6.2.20 (Konormalenvektor liften). Sei z € Z und sei \: C*" =W =T, W — C
eine lineare Abbildung mit N|v, z = 0. ™ Dann gibt es ein g € Tyn(Z) mit X = d.g.

Beweis. Wahle Erzeuger fi,..., fr von Ziw(Z). Fir uns ist T, Z (differentialgeometrisch
anschaulich) als Kern der linearen Abbildung

dz fl
F = : = (0;fi(2))i1...0j=1..0n: C*" = C*
dsz
definiert. Die angegebene Matrix ist die Jacobi-Matrix ausgewertet bei z°’. Sei B C C’ ihr
Bild. Da A auf T, Z verschwindet, faktorisiert A wie angedeutet eindeutig zu einer linearen

76 Tm Beweis von Lemma wird erklirt, mit welcher Definition des Tangentialraums wir arbeiten.
T Bs ist Zyeg die Menge aller Punkte z € Z, fiir die Oz, ein regulérer lokaler Ring ist.

™ In [ | wird Z in diesem Fall involutiv genannt, was wohl ein Synonym fiir koisotrop ist.
™ Es ist also A ein Element der Faser (sz VZV) des Konormalenbiindels iiber z.

80Dabei ist 0; = 0x, fir 1 <j<mnund 9; = dx,_, firn <j<2n.
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Abbildung X

0——=T.Z crt.p c ¢

A V // )\//

C
Wie weiter angedeutet, konnen wir die lineare Abbildung A (im allgemeinen uneindeutig)
linear auf C* fortsetzen. Diese Fortsetzung A" ist durch einen Zeilenvektor (ay,...,a;) € C*

gegeben. Es gilt

¢ ¢
A=)NoF = Zaidzfi = dz(Zaifz)-
i=1 i=1
Wir konnen also g := Yb_, a;f; € Lin(Z) wiihlen. O

Sei z € Z. Zu zeigen ist (T, Z)** C T,Z. Sei A € (T, Z)** C W = C*". Dann verschwin-
det
P(A) =w(A,-): C*" = C
auf T, Z. Nach Lemma 6.2.20 gibt es ein g € Zjn(Z) mit d,g = $(A).
Fiir beliebiges f € Zin(Z) gilt laut Annahme an die Poissonklammer {f, g} € Zi»(Z) und
somit

0= {£,9}(z) = w(@7(d.f), 27 (dg) = (@7 (1), A) =7 d.f(4).
Also liegt A im simultanen Kern aller d, f, fir f € Zyn(Z). Dies ist aber T, Z (vgl. Beweis
der Hilfsaussage, Lemma 6.2.20). Somit ist T, Z koisotrop.
(b) = (a): Seien g € Ziw(Z) und z € Ze. Dann ver-
schwindet d,g: T,W =W — C auf T, Z. Wegen

(6.2.3)

d.g =" w(® ' (d:g), )
gilt ®71 € (T, Z)** und mit der angenommenen Koisotropie der Tangentialriume
d(d.g) € (T, 2)* C T.Z.
Fiir beliebiges f € Zin (Z) folgt somit

{£,9}(2) = (@ (duf), & (dug) =" d. f(@V(dog)) = 0.

Da z € Z beliebig war und Z,e, offen und dicht in Z ist (siehe | , Thm. 5.3] (da
Varietédten dort als irreduzibel vorausgesetzt sind, muss man Z in irreduzible Komponenten
zerlegen und ein kleines Argument ergénzen), oder | , Remark 6.25.(4)] fur allgemeinere
Ausagen), folgt {f,g}|z = 0, also {f,g9} € Zin(Z). Also ist Zyn(Z) abgeschlossen unter der
Poisson-Klammer

Die Aquivalenz der beiden Bedingungen in Lemma 6.2.19 ist damit gezeigt. Sind beide
Bedingungen erfiillt, so gilt dimT, Z > n fiir alle 2 € Z, denn koisotrope Vektorrdume
haben mindestens die halbe Dimension des umgebenden Raumes (siehe 6.2.18). Hoffentlich
ist anschaulich klar, dass daraus dim K > n fiir jede irreduzible Komponente von Z folgt.

Wer die Formel dim Z = inf,cz dim T, Z kennt, schlieit sofort dim Z > n im Fall Z # ().
Ist K eine irreduzible Komponente von Z, so sei K die offene Teilmenge von K all derjenigen

Punkte, die in keiner anderen irreduziblen Komponente liegen. Es ist K dicht in K und somit
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gilt dim K = dim K. Auflerdem gilt fiir alle z € K, die Gleichheit T, Kq = T,Z. Mit der
Formel dim Ky = inf,cx, dim T, K liefert dies ebenfalls dim K > n.

Fiir diejenigen, die diese Formeln nicht kennen, versuchen wir, eine ad hoc Begriindung
zu geben.

Sei K eine irreduzible Komponente von Z. Sei A := CXAL der Koordinatenring von K.

Ten (K)
Fiir z € K sei m, das zugehorige maximale Ideal in A. Akus 5.3.8 und Satz 5.3.11 erhalten
wir
dim K = dim A = dim(A/m, ) + ht(m,) = dim A,

———
= 0, da Korper

fir alle z € K.
Nach | , Cor. 11.15] gilt

dim A,,, < dim¢ %,
wobei n, := m, A, das maximale Ideal in A, ist. Gleichheit gilt dabei genau dann, wenn
Ay, ein regulédrer lokaler Ring ist (dies ist eine mogliche Definition eines reguldren lokalen
Rings, siehe | , Thm. 11.22]), wenn also z € K¢, gilt.

Es gilt T, K = (%)* (] , Def. 6.2 und Example 6.5]). Zusammengefafit erhalten wir
fiir alle 2 € Kreg

dimK =dimT, K.
Wir erinnern daran, dass K. C K offen und dicht ist.

Sei C' C Z die Vereinigung aller irreduziblen Komponenten # K von Z; dies ist eine
nichtleere abgeschlossene Teilmenge von Z. Fiir alle 2z € K — C gilt T, K = T, Z, denn
die lokalen Ringe Ok, = Ay, und Oy, stimmen iiberein, und somit die Quotienten ihrer
maximalen Ideale modulo deren Quadrate, und die Dualrdume dieser Quotienten.

Da K, und K — C nichtleere offene Teilmengen der irreduziblen Menge K sind, ist
Kieg N (K — C) = Kyog — C nicht leer. Indem wir ein beliebiges z € Kyoq — C' # () wihlen,
erhalten wir

dimK =dimT, K =dimT, Z > n.

Da dim Z das Supremum der Dimensionen der (endlich vielen) irreduziblen Komponenten
von Z ist, folgt dim Z > n im Falle Z # (). O

Dies beendet den Beweis von Korollar 6.2.7. [l

Ende der 21. Vorlesung am 19.12.2018.

6.3. Krull-Dimension der charakteristischen Varietit als Bernstein-Dimension.

Satz 6.3.1. Fir jeden endlich erzeugten D(n)-Modul M stimmt die Dimension der charak-
teristischen Varietdt mit der Bernstein-Dimension tiberein, in Formeln
(6.3.1) dim Ch(M) = dg(M).

81

81 Die Bernstein-Multiplizitét ep (M) kann man nicht aus Ch(M) bestimmen, denn es gilt eg (M & M) =
2ep(M), aber Ch(M @& M) = Ch(M).
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6.3.2. Fir M # 0 folgt aus der Bernstein-Ungleichung dg(M) > n (Satz 4.5.4) und somit
dim(Ch(M)) > n. Diese Aussage ist etwas schwécher als die Aussage von Korollar 6.2.7, die
wir im Abschnitt 6.2 aus dem (nicht bewiesenen) Satz von Gabber 6.2.6 gefolgert haben.
Dort haben wir gesehen, dass die charakteristische Varietédt Ch(M) eine koisotrope (oder
involutive) Untervarietit des k" = T* k" ist und somit all ihre irreduziblen Komponenten
Dimension > n haben miissen.

6.3.3. Man beachte, dass Ch(M) mit Hilfe der Ordnungsfiltrierung, dg(M) aber mit Hilfe
der Bernstein-Filtrierung auf der Weyl-Algebra D(n) definiert ist. Dies macht den Beweis
von Satz 6.3.1 diffizil.

Beweis. ®* Setze D := D(n). Sei M von Elementen my,...,m, erzeugt, wobei ohne Ein-
schrankung ¢ > 1 gilt. Wir zeigen die Aussage per Induktion {iber . Wir beginnen mit dem
(einfachen) Induktionsschritt und zeigen danach den Induktionsanfang ¢ = 1.

Induktionsschritt: Setze M’ := Dmy + - -+ + Dmy_y und M"” := M /M’. Per Induktionsan-
nahme gilt die Aussage des Satzes fiir M’ und M"”. Daraus folgt

dim(Ch(M)) = dim(Ch(M’) U Ch(M")) = max(Ch(M"), Ch(M"))
= max(dp(M'), dg(M")) = dg(M)

unter Verwendung der Lemmata 6.1.11 und 4.4.26 und von Bemerkung 5.3.4.
Bevor wir die Induktionsannahme zeigen, fithren wir die folgende Notation ein. Sei A =
k[X, £]. Wir konnen A auf verschieden Weisen als graduierte Algebra auffassen; fiir uns sind

nun relevant:

o Sei Ap die graduierte Algebra, deren unterliegende Algebra A ist und fiir die alle X
homogen vom Grad Null und alle 0; homogen vom Grad Eins sind.

Fiir die Ordnungsfiltrierung FD auf D gilt grp D = Ap (Sitze 3.2.4 und 3.2.6).
Wir identifizieren im Folgenden gr, D = Ap entlang dieses Isomorphismus graduier-
ter Algebren.

e ¥ Fiir s € N sei A, die graduierte Algebra, deren unterliegende Algebra A ist und
fiir die alle X; homogen vom Grad Eins und alle 9; homogen vom Grad s sind.

Fiir die Bernstein-Filtrierung BD auf D gilt grz D = A1) (Satz 2.5.19).

Induktionsannahme: Zu zeigen ist (6.3.1) fiir zyklische D-Moduln M.
Sei M ein zyklischer D-Modul. Die Wahl eines Erzeugers liefert einen Epimorphismus
D — M. Sei L sein Kern, ein Linksideal in D, so ist

(6.3.2) 0O—=L—-D—->M=0

eine kurze exakte Sequenz von D-Moduln, also M = D/L. Mit der guten Ordnungsfiltrierung
F'D auf D und den induzierten guten Filtrierungen F'L auf L und FM auf M erhalten wir
eine kurze exakte Sequenz

(6.3.3) 0—grpl — Ap > grp M — 0
graduierter Moduln iiber der graduierten Algebra Ar = grp D. Es folgt ﬁ = grp M, also

grp L = Anna(gry M), und somit nach Definition 6.1.5 der charakteristischen Varietét und

82Der folgende Beweis ist mein Versuch, den Beweis im Vorlesungsskript von Milicic nachzuvollziehen.
83 Wird erst im Beweis von (6.3.5) bendtigt.
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Lemma 5.1.12
Ch(M) = Suppien(grp M) = Vien(grp L).
Es geniigt also, die beiden Ungleichungen

(6.3.4) dim Suppyen (grp M) < dp(M)
und

(6.3.5) dim Vi (grp L) > dp(M)
7ZU zeigen.

Wir zeigen zuerst (6.3.4). Sei BD die Bernsteinfiltrierung auf D. Seien BL und BM die
induzierten Filtrierungen auf L und M = D/L. Fir p € Z betrachte die Inklusionen

L C D

U U
B,L = LNB,D ¢ B,D.

Wir versehen die endlichdimensionalen Vektorrdume B,D und B,L mit den von der Ord-
nungsfiltrierung F'D induzierten Vektorraum-Filtrierungen und nennen diese F'B,D und
FB,L. Gehen wir zu den assoziierten graduierten Vektorrdumen {iiber, so erhalten wir das
kommutative Diagramm von Inklusionen (genauer: injektiven Abbildungen)

grp,L. < grpD = Ap
U U
grpB,L c grpB,D.
Fir q € Z gilt
apent  kXEP falls 0 < g <p,

@ 2
grl. B,D = |B=q,|al+[BI<p
0 sonst.

Sei GA die Gradfiltrierung auf A = k[X, €] (also G,A = @, 5<, kXE”). Es bezeichne
Ggrp L und G grp M die induzierten Filtrierung auf grp L und grp M. Es folgt grp B,D =
D ez &1 ByD C Gy A, somit grp B,L C Gy, grp L und

dim B,L = dimgr, B,L < dim G, gry L.
Wegen dim B,D = dim G, A folgt
dim B,M = dim B,D — dim B,L > dimG,A —dim G, grp L = dim G, grp M.

Da die Filtrierungen BM (beziiglich (D, BD)) und G grp M (beziiglich (A,GA)) gut sind,
folgt fiir die Hilbert-Dimensionen

dp(M) > dG(ng M) = dim Suppyen (gry M),

wobei die zweite Gleichung aus Satz 5.3.13 folgt. Dies zeigt (6.3.4).
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Es bleibt (6.3.5) zu zeigen. Neben der Ordnungsfiltrierung F'D und der Bernstein-Filtrierung
BD auf D benétigen wir gewisse , interpolierende® Filtrierungen B® D auf D. Sei s € N.
Definiere fiir p € Z

s e anp
BYD:= P kx°o’.

o, eN™
lee+s|B|<p

Indem man den Beweis von Satz 2.5.9 in offensichtlicher Weise adaptiert, zeigt man, dass die
BI(JS)D eine ausschopfende nicht-negative Filtrierung B®) D auf D definieren, die zusitzlich

s s (s)
[BS'D, B D] C B, ,D

erfiillt. (Es ist BWD = BD die Bernstein-Filtrierung.) Die offensichtliche Adaption des
Beweises von Satz 2.5.19 zeigt, dass die linearen Abbildungen

(6.3.6) U8 BYID — A,
Y apX0 s Y capX©el,
laf+s18|<p lal+s]8]=p

fiir p € Z, einen Isomorphismus
gl p(s) D l) A(s)
graduierter Algebren induzieren. Wir identifizieren oft grp) D = A() entlang dieses Isomor-

phismus.
Es bezeichne G®) A die von der Graduierung auf A(s) induzierte Filtrierung auf A, also

GYA=PA, = P kx
J<p a,BEN
lel+s]81<p

fiir p € Z. Es ist GWA = GA die iibliche Gradfiltrierung.
Offensichtlich gelten

GPACGVA=G,A und
GI(JI)A =G,AC G§*;>A fir alle s > 1 und p € Z.

Ist A — N ein Epimorphismus von A-Moduln und bezeichnet G®)N die induzierte Filtrie-
rung auf dem Quotient N, so folgt (wobei GN := G N)

(6.3.7) GYN CG,N  und
G,N C Gg;)N fiir alle s > 1 und p € Z.
Betrachten wir wieder die Filtrierungen B®) D von D, so gilt analog
BYD c B"D=B,D  und
B{VD =B,Dc BY)D  firalles>1und p € Z.

Versehen wir L C D und M = D/L mit den induzierten Filtrierungen B®*)L und B®)M, so

folgt

(6.3.8) BYM c BVM =B,M  und

B{M = B,M C Bg)M  fiir alle s > 1 und p € Z.
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Sei t € N. Aus der kurzen exakten Sequenz (6.3.2) erhalten wir die kurze exakte Sequenz
0— grgm L — Ay — grgsy M — 0

graduierter Moduln iiber grgze D = Ag.
Insbesondere (durch Vergessen der Graduierung) haben wir eine kurze exakte Sequenz

0—>g1“B(t)L—>A—)gI"B(t)M—>O

von A-Moduln. Es folgt Ann(grge M) = grpe L. Die Filtrierungen G(®) A auf A induzieren
Filtrierungen G grgy M auf grpe M. Aus (6.3.7), angewandt auf den Quotienten N =
grpm M, folgt

GI(,S) grpm M C G,grgwm M und

Gpgrpm M C GS,) grpwm M fiir alle s > 1 und p € Z.
Wir diirfen hier ¢ = s setzen und erhalten
(6.3.9) G;s) grps M C G,grpes M und

Gpgrpe M C ngj grpe M fiir alle s > 1 und p € Z.

Sei nun s € N. Die Filtrierung G® A kommt von der Graduierung auf A Da Ay —
grg(s) M ein Epimorphismus graduierter A,)-Moduln ist, ist die induzierte Filtrierung G ) gr oy M
assoziiert zu der Graduierung auf grpi) M. Daraus folgt die erste der folgenden zwei Glei-
chungen, die zweite ist eh klar (sie folgt aus den offensichtlich kurzen exakten Sequenzen per
Induktion, da die Filtrierung B*) M bei Null beginnend ist), wobei p € Z:

dim G](f) grpes M = dim @ gr’

)y M = dim B M.

J<p

Daraus folgt mit den Inklusionen in (6.3.8) und (6.3.9) fiir beliebige p € Z und s > 1

dim B,M < dim B M = dim G grpe) M < dim G, gr ey M
und

dim G, grpey M < dim GY) grp) M = dim B$) M < dim By, M.
Da die Filtrierungen BM (beziiglich (D, BD)) und G grg) M (beziiglich (A, GA)) gut sind,
folgt fiir die Hilbert-Dimensionen

dp(M) = dg(grge M) = dim Suppyen (grge M) = dim Vien (grge L) fiir alle s > 1,

wobei die zweite Gleichung aus Satz 5.3.13 und die dritte Gleichung aus Lemma 5.1.12 mit
der obigen Beobachtung Anny(grze M) = grpe) L folgen. Fiir die gewiinschte Abschétzung
(6.3.5) geniigt es somit,

(6.3.10) dim Vien (grp L) > dim Ve (grge L)

fiir ein s > 1 zu zeigen. Zur Orientierung im Beweis: Unser néchstes Zwischenziel ist die
Inklusion (6.3.13) fiir ein geeignetes s > 1, aus der die gewiinschte Ungleichung dann schnell
folgt.

Ende der 22. Vorlesung am 7.1.2019.
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Wir benotigen etwas Notation zur Formulierung der Hilfaussage Lemma 6.3.4. Sei

(6.3.11) hy: G,A — AP,
Q= > X = n(@Q) = > X
a,BeN™, a,BeN™,
la|+|BI<p |l +|Bl=p

die Abbildung, die einem Polynom vom Grad < p seinen homogenen Anteil vom Grad p
zuordnet. Wir erinnern auBerdem an die m-Symbolabbildung (wobei m € N)

(6.3.12) Sym,,: FpD — (Ap)™,
T=Y t3(X)0° = Sym, (T) = Y t5(X)¢’,
BEN™, BEN",
1Bl<m |8l=m

vgl. 3.2.7. (Unter der Identifikation grp D = Ap ist diese Abbildung schlicht die Abbildung
FpD — g D = (Ap)™))

Lemma 6.3.4. Seien m € N und T € F,,D mit Sym, (T) # 0. Sei p der ibliche Grad von
Sym,,(T") als Polynom, also Sym,,(T) € G,A — G,_1A (es gilt p > m). Dann gibt es ein
so > 1, so dass fiir alle s > sq die Aussagen T € B D und

p—m-+sm
gelten (siehe (6.3.6) fiir die Definition von wz(gs)).m
Beispiel 6.3.5. Sei T = X390 + X9* + 0> € Fy,D(1), also m = 2. Dann hat Sym,(7T) =
X¢&% + & Grad p = 3 und es gilt h3(Sym,(T)) = X2 Andererseits gelten
¢§1)(T) nicht definiert, da T' ¢ Bél)D(l) = B3D(1) firs=1,
U o) = Ui an(T) = § 6(T) = X3¢ + X¢2 fiir s = 2,
5228(T> = X¢ fiir s > 3.
Die Aussage des Lemmas gilt also fiir so = 3.

Beweis von Lemma 6.5.4. Schreibe

T = > tapX 0"

a,BeEN" |a|<a,|B|<m
fiir geeignete a € N und t,3 € k. Nach Annahme hat
Sym,(T)= Y tapX¢’
a,BEN™ |a|<a,|Bl=m
Grad p, und somit gilt
hy(Sym,,, (T)) = > tos X0’
a,BeN™ |a|<a,|Bl=m,|a|=p—m

Wir behaupten, dass die Aussage des Lemmas fiir so := max(a +m — p + 1,1) gilt. Seien

o, € N mit |a] < aund |3] < m. Sei s > 5. Es gilt X*0° € B‘(;?JFSI/B'D. Wir unterscheiden
drei Fille:

84Dje erste Aussage stellt sicher, dass der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung definiert ist.
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e || =m und |a] = p — m: Dann gilt X°9° € B D

p—m-+sm~—""

e || =m und |a| < p —m: Dann gilt X*9” € B;S_)ersm_lD.
e |3| < m: Dann gilt X*9° € Bl(ci\)Jrslﬁ\D - Bgs(m_l)D. Wegen s > a+m —p+ 1 folgt
a—s < p—m—1und somit a+sm—s < p—m+sm—1, also X*0? € B;S_)m+sm_1D.

Daraus folgen wie gewiinscht 17" € Bz(,s,)erst und
w;(f—)m-‘rsm(T) = Z taﬁXafﬁ'
a,BeN” |a|<a,| Bl=m,|al=p—m

O

Betrachte die kurze exakte Sequenz
0—=>grpL—>A—=>grpM—0
aus (6.3.3) und vergiss kurzzeitig die Graduierungen. Versieh A mit der Filtrierung GA =

G A und betrachte die induzierten Filtrierungen G gry L auf gr, L und G gr, M auf grp M.
Dies liefert wegen A = grg A eine kurze exakte Sequenz

0—grgerp L — Ay — grggrp M — 0

von graduierten A(;)-Moduln. Da A noethersch ist, ist das (homogene) Ideal gr, gr, L endlich
erzeugt. Wir wollen Erzeuger geeignet liften und starten mit einer Voriiberlegung.
Sei p € Z und E € grf, grp L. Wihle einen Lift

EecGyerpLCGA= P kxo¢’
lo|+181<p
von E, d.h. es gilt
hp(E) =FE,
wobel h,: G, grp L — gry, grp L die Einschrdnkung der Abbildung h, in (6.3.11) ist.

Sei
E= ZE’] cgrpL = @grf;l}
JEL JEL
die Zerlegung in homogene Komponenten.

Wir behaupten, dass alle Ej ebenfalls in G, A und damit in G, grp L liegen. In der Tat,
schreibt man £ = > lal+181<p CapX P, s0 folgt E; = > lal+181<p. 8= capX P € GLA (und
auch E; = 0 fiir alle j & [0, p]).

Sei J:={j€Z|E; € G,A— G, A} die (endliche) Menge all derjenigen j € Z, fiir die

E; Grad p hat. Wegen
jez—J jeJ

———
€Gp_1grp L

gilt A A
h(E') = hy(E) = E.
Sei Ej € I} L ein Lift von Ej € grfv L, d.h. es gilt
Sym; (E;) = Ej,
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wobei Sym,: F;L — grp L die Einschrdnkung der Symbolabbildung (6.3.12) ist.
Nach Definition von J und Lemma 6.3.4 (und weil J endlich ist) gibt es ein sy > 1, so

dass fiir alle 7 € J und alle s > sy die Aussagen E € B¢ )J +s;D und

U G (By) = hy(Symy(E))) = hy(E)) € gt grp L

=D (B =D Uy (E))

gelten. Es folgt

jeJ jeJ
fiir alle s > sg. Dies beendet die Voriiberlegung.

Seien nun Fjy, ..., E, homogene Erzeuger des homogenen Ideals gr, grp L von A, wobei
E; Grad p; habe. Nach der Voriiberlegung gibt es ein so > 1 und Elemente Ez'j € FjL, fiir
i € {1,...,£} und j in einer von i abhangigen endlichen Indexmenge J;, so dass fiir alle
s> sound alle i € {1,...,¢} die Aussagen Ej; € B]g L jrs;D und

¢( )]+S]<E ) - hp(symj(EU)) € grg grp L7

E Z 2/}P +SJ

j€Jd;

fiir alle j € J;, und

gelten. Die Elemente w " itsj (E;;) sind also Erzeuger des Ideals grg grp L von A.
Das kommutative Dlagramm

¢
s (\
BI(J )D gl"B( ) = A(s)
v U
BYL - gt L
zeigt, dass die Abbildung 1/)p8 (siche (6.3.6)) Elemente von B( L nach gy, L abbildet.
Wegen Ej; € F;LNBY .. .Dc LNBY ., .D=BY  Liolgty{ . (Ey)e€ghi/™L

fir alled € {1,..., ¢} und Jj € J;. Wir folgern die Inklusmn
(6.3.13) grogrp L C grpes L
von Idealen von A (fiir alle s > sy) und somit
Vien (gra gtp L) D Vien (grpe) L).
Mit Lemma 5.3.14 (angewandt auf das Ideal grp L) erhalten wir die Abschitzung
dim Vien (grp L) = dim Vien (grg grp L) > dim Vien (gr sy L).
Dies zeigt (6.3.10) und beendet den Beweis von Satz 6.3.1. O

Aufgabe 6.3.6. Sei M ein von einem Element m € M erzeugter D(n)-Modul. Sei L =

Annp,)(m), also M = D(n)/L, T — Tm.
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(a) Dann gilt
Ch(M) = {([E, C) S k2n | SymFdeg(Q)(Q)(xv C) = 0 fiir alle Q €L - O},

wobei Fdeg(Q) in analoger Weise zum Bernstein-Grad Bdeg(Q) definiert ist. %
(b) Im Fall L = D(n)@ fiir ein @ # 0 gilt Gleichheit

Ch(M) = sz“(symFdeg(Q)<Q))'

Definition 6.3.7. Seien A und B Ringe. Ein A-B-Bimodul ist eine abelsche Gruppe X mit
einer A-Linksmodulstruktur und einer B-Rechtsmodulstruktur®™®, so dass a.(z.b) = (a.z).b
fir allea € A, x € X und b € B gilt.

Aufgabe 6.3.8. Seien A, B Ringe und sei X = 4Xp ein A-B-Bimodul. Sei N ein B-
Linksmodul. Dann ist die abelsche Gruppe X ®g N in naheliegender Weise ein A-Linksmodul.
Genauer definiert X ®p — einen Funktor Mod(B) — Mod(A).

Hinweis: Fiir a € A gilt a. € End_p(X), wobei End_5(X) die Menge der Endomorphismen
von X als B-Rechtsmodul bezeichnet. Wegen der Funktorialitét des Tensorprodukts ist (a.)®
idy ein Endomorphismus der abelschen Gruppe X ®p5 N.

Wichtiger Spezialfall: Sei ¢p: B — A ein Morphismus von Ringen und betrachte A = 4Ap
als A-B-Bimodul. Dann ist A ® N ein A-Linksmodul. Der Funktor A ® 5 —: Mod(B) —
Mod(A) heiit Erweiterung der Skalare entlang ¢.

Aufgabe 6.3.9. Seien A, B Ringe. Sei X = 4Xp ein A-B-Bimodul.

(a) Ist M ein A-Linksmodul, so ist Hom 4 (X, M) in naheliegender Weise ein B-Linksmodul.
Seien M € Mod(A) und N € Mod(B).

(b) (Tensor-Hom-Adjunktion ((X ®p —, Homa(X,—))) Die Abbildungen

Hom (X @5 N, M) S Homp(N, Homu(X, M)),
fe (n — f(— ®n)),
(z@n e (gn)(@) +a.

sind zueinander inverse Abbildungen®’.
(c) Sei ¢: B — A ein Morphismus von Ringen. Betrachte den A-B-Bimodul A = 4Ag.
Dann ist fiir jeden A-Modul M die naheliegende Abbildung ein Isomorphismus

Hom (A, M) 5 resiy M
von B-Moduln (Restriktion der Skalare ist in Definition 4.4.36 erkldrt). Insbesondere
gilt
Homy (A ®p N, M) = Homp(N, resiy M).

85 Insbesondere gilt im Fall L = > icr D(n)Q; fiir Elemente Q; € D(n) — 0 die Inklusion
Ch(M) C Nier Vien (SyMpgeg(q,)(Qi))-

(Im Allgemeinen gilt hier aber keine Gleichheit, siehe | , S. 18,19 und Lemma 2.11].)
86 Hier meinen wir mit einer A-Linksmodulstruktur die entsprechende Skalarmultipliation A x X — X,
und analog fiir die B-Rechtsmodulstruktur.

87falls naheliegend oben richtig interpretiert wurde
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(d) Sei ¢: A — B ein Morphismus von Ringen. Betrachte den A-B-Bimodul B = 4Bp.
Dann ist fiir jeden B-Modul N die naheliegende Abbildung ein Isomorphismus

X®p N S resh N
von A-Moduln. Insbesondere gilt
Hom 4 (res¥ N, M) = Hompg(N, Hom (B, M)).
Aufgabe 6.3.10 (Tensorprodukt mit Grundring). Sei A ein Ring und M ein A-Linksmodul.
Dann ist a ® m — am ein Isomorphismus
A4 M S M
von A-Linksmoduln.

Aufgabe 6.3.11 (Assoziativitiat des Tensorprodukts). Seien A, B, C' Ringe. Seien X = X4
ein A-Rechtsmodul, Y = 4Yp ein A-B-Bimodul und Z = gY ein B-Linksmodul. Dann gilt

(X@aY)05Z2X®4(Y®p2),

wobei wir verwenden, dass X ®4 Y nach Aufgabe 6.3.8 ein B-Linksmodul ist und Y ®p Z
analog ein A-Rechtsmodul ist.

Aufgabe 6.3.12 (Kiirzen beim Tensorprodukt). Sei ¢p: A — B ein Morphismus von Ringen.
Seien X = Xp ein B-Rechtsmodul und M = 4M ein A-Linksmodul. Dann ist

(6.3.14) X®@sM— X®@p(BoaM),
r@me—z®(1l®m),

ein wohldefinierter Isomorphismus abelscher Gruppen. Dabei wird X im Ausdruck links als
A-Rechtsmodul aufgefafit und B rechts als B-A-Bimodul.
Hinweis: Aufgaben 6.3.11 und 6.3.10.

Aufgabe 6.3.13. Seien m,n € N. Dann ist die naheliegende Abbildung ein Isomorphismus
D(m)® D(n) = D(m +n)
von Algebren.

Aufgabe 6.3.14. Seien A und B Ringe. Dann ist fiir M € Mod(A) und N € Mod(B) die
abelsche Gruppe M ®7 N in naheliegender Weise ein Modul iiber A ®7 B.

Aufgabe 6.3.15. Seien [ = I ein Rechtsideal in einem Ring R und M ein R-Linksmodul.
Dann induziert (7, m) — 7m einen Isomorphismus

R/I®pr M = M/IM.

Aufgabe 6.3.16. Gegeben R-Rechtsmoduln M;, fiir i € I, und einen R-Linksmodul N gilt
(B,c; Mi) @r N = @,;(M; @ N) als abelsche Gruppen (funktoriell in (M;);e; und N fiir
fixierte Indexmenge ).

Aufgabe 6.3.17. Gegeben ein kommutativer Ring R, ein R-Rechtsmodul M und ein R-
Linksmodul N ist die abelsche Gruppe M ®gz N in kanonischer Weise ein R-Linksmodul
(und in kanonischer Weise ein R-Rechtsmodul, und jedes Element r € R operiert in gleicher

Weise von links wie von rechts).
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Aufgabe 6.3.18. Sei R ein Ring. Sei £ = Ej ein freier R-Rechtsmodul vom Rang Eins und
F = gF ein freier R-Linksmodul vom Rang Eins.

(a) Dann gibt es einen Isomorphimus F ® F' = R von abelschen Gruppen (hier
bezeichnet also R die unterliegende abelsche Gruppe von R)®.

(b) Ist R kommutativ, so gibt es einen Isomorphismus F®z F = R von R-Linksmoduln.
(vgl. Aufgabe 6.3.17). Genauer: Ist e € E eine Basis von F als R-Rechtsmodul® und
f eine Basis von F' als R-Linksmodul, dann ist e ® f eine R-Linksbasis.

(c) Sei R kommutativ. Folgern Sie (mit Aufgabe 6.3.16): Sind (e;) eine R-Rechtsbasis
von M = Mg und (f;);es eine R-Linksbasis von N = zrN, so ist (e; ® f;)(i,j)crxs €ine
R-Linksbasis von M ®r N.

Hausaufgaben: Alle Ringe in den Aufgaben sind nicht notwendig kommutativ. Der Begriff
eines Bimoduls ist in Definition 6.3.7 erkléart.

(1) Aufgabe 6.3.6

(2) Aufgabe 6.3.9 (mindestens die ersten beiden Teile). Teilaufgabe (b) ist sehr niitzlich.
Bitte hier alle Details (Wohldefiniertheit) checken. Die A-Modulstruktur auf X ® g IV
ist die aus Aufgabe 6.3.8, die hoffentlich bereits in der Ubung erklirt wurde.

(3) Aufgabe 6.3.13

(4) Aufgaben 6.3.10, 6.3.11, 6.3.12 (Standardaufgaben zum Tensorprodukt; nicht alle De-
tails miissen aufgeschrieben werden, aber bitte trotzdem sorgféltig iiberlegen, warum
die Abbildungen wohldefiniert sind)

7. INVERSES UND DIREKTES BILD FUR MODULN UBER WEYL-ALGEBREN
7.1. Inverses Bild oder Pullback.

7.1.1. Fiir m,n € N setze X := k™ und ) := k™. Seien k[X] := k[X7,..., X,,] und k[Y] :=
k[Y1,...,Y,] die Algebren der polynomialen Funktionen auf X und Y. Sei

fYy—-4,
Y= (yla s 7yn) = f(y) = (fl(y)7 s 7fm(y))a
eine polynomiale Abbildung; damit meinen wir, dass alle Komponentenfunktionen f1, ..., f

polynomial sind, also fi,..., fi € k|| (vgl. Aufgabe 2.2.9).
Der Komorphismus f* von f ist der durch

22 KX = K,
P=P(Xy,....Xn) = fAP):=P(fr,..., fm).

definierte Algebrenmorphismus; es gilt f*(P) = Pof, wenn man P und f*(P) als polynomiale
Funktionen auffasst.

88Es ist E@ g F im Allgemeinen nur eine abelsche Gruppe. Natiirlich ist R ein R-R-Bimodul, und man kann
diese Bimodulstruktur entlang eines gewéhlten Isomorphismus nach E ®pg F' transferieren; die so erhaltene
Bimodulstruktur hiingt aber von der Wahl des Isomorphismus E ®z F — R ab.

89Das bedeutet, dass jedes Element von E die Form er fiir ein eindeutiges 7 € R hat. Diese Bedingung
ist echt stidrker als die Bedingung E = eR (unter der Annahme, dass E frei vom Rang eins ist) - ein
Gegenbeispiel liefert Aufgabe 2.3.16: Sei A # 0 die Algebra dort. Dann ist 1 eine A-Rechtsbasis und Y ein
A-Rechtserzeuger, aber keine Basis, denn V(XY — 1) = 0.
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Ist M ein k[X]-Modul, so liefert Skalarerweiterung entlang f* (siche Aufgabe 6.3.8) den
K[)/]-Modul

FH(M) = kY] @y M= K[V] © ) M.
Genauer erhalten wir einen Funktor
(7.1.1) £ Mod(k[X]) — Mod(k[V]).
Ende der 23. Vorlesung am 9.1.2019.

7.1.2. Seien
Dy = Diff(k[X]) = (X1,..., Xin, Ox,, - - -, Ox,,) Algebra = D(m)
und
Dy := Diff(k[Y]) = (Y1,...,Y,, 0y, ..., 0y,) Algebra = D(n)
die zugehorigen Algebren von Differentialoperatoren.

Aufgabe 7.1.3 (Kettenregel). Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiir P € k[X]
Oy, (Pof) =) 0y (f)0x,(P)o f).
i=1

Hinweis: Aufgabe 3.1.21. Zwei Derivationen stimmen iiberein, wenn sie auf Algebrenerzeu-
gern iibereinstimmen.

Lemma 7.1.4. Sei f: Y = k" — X = k™ eine polynomiale Abbildung wie oben. Sei M €
Mod(Dy). Dann gibt es auf f*(M) genau eine Dy-Modulstruktur, die die k[Y]-Modulstruktur
fortsetzt und™

Oy,-(Q ®v) = 0y, (Q) ®v+ Y Qdy,(f;) ® Ox,.v

=1

fir alle 5 € {1,...,n}, Q € k[Y] und v € M erfillt. Wir bezeichnen den so erhaltenen
Dy-Modul als f(M).

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, die Existenz ist zu zeigen.
Die rechte Seite von (7.1.4) ist k[X]-bilinear in @ und v, denn fiir P € k[X] gilt (die zweite
Gleichheit verwendet die Kettenregel fiir polynomiale Abbildungen und formale Ableitungen

90Man kann die Formel durch die Ableitung von f motivieren.
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siehe Aufgabe 7.1.3, die letzte Gleichheit verwendet [Oy,, P] = Ox, (P))

v, (Q*(P) ®v+§j@fﬁ (0)3y; (fi) ® Ox, v

=1

— Oy, (Q)fH(P) ® v + Qdy, (fH(P) ®v+ZQfﬁ )y, (fi) @ Ox, v
\/—/

—Pof =1

=0, (Q) @ Pu+ QY dy,(fi) (0x,(P) o f)@v+ Y Qdy,(fi) ® Pox,.v

= 74(0x,(P)) =

= 0v,(Q) @ Pv+ > Qoy,(f;) ® (Ox,(P)v + Pdx,.v)

= 0y;(Q) @ Pv+ ZQan(fi) ® Ox, (Pv).

i=1

Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts liefert dies eine lineare Abbildung
Oy,: [*M — f*M, die (7.1.4) erfiillt.

Es bleibt zu zeigen, dass die Endomorphismen Yi,...,Y,,0y,,...,0y, von f*M die Re-
lationen der Weyl-Algebra erfiillen (siche 2.7.10). Es ist klar, dass [Y7,Y;] = 0 gilt. Wir
berechnen

Oy,-(Oy;-(Q ®v)) = y,.(0y,(Q) ®v) + Z%-(Qayj(fi) ® Ox,.v)
—ayg ay ®U+Zay ((91/1_, fh ®0Xh

+Zan Qoy,(fi)) ® Ox, U+ZZQ3Y fi)Ov,(fn) ® Ox, (0x,.v)

=1 h=1

= Oy, (0v,(Q ®U+Zay )0y, (fr) ® Ox, v

Dieser Ausdruck &ndert sich nicht, wenn man ¢ und j vertauscht und stimmt somit mit
Jy;.(Oy,.(Q ®v)) iiberein. Dies zeigt die Relation [Jy,, dy;] = d;;. Die Relation [0y,,Y,] = d;
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folgt aus der Rechung

[0y, Y2.(Q @) = 0y,(YiQ) @ v + > | Y,Qy,(f;) ® Ox, v

i=1

— Yy, (Q) @ v — Y _YiQdy, (f;) ® dx,.v

i=1
— 0y, (Y,Q) ® v — Yidy, (Q) @ v
= ([9y;, V(@) @ v
= jeQ K.
OJ
Definition 7.1.5. Ist ¢: M — M’ ein Morphismus von Dax-Moduln, so ist f*p: f*M —

f*M’ sogar ein Morphismus f*M — ft*M’ von Dy-Moduln, den wir mit ¢ bezeichnen.
Wir erhalten so den Funktor

F+: Mod(Dy) — Mod(Dy).
Dieser heit inverses Bild (oder Pullback) (von D-Moduln”!) entlang f.

7.1.6. Die Funktoren f* und f* sind rechtsexakt’* (dies ist klar fiir f*, da das Tensorprodukt
rechtsexakt ist, und folgt dann sofort fiir f, denn Exaktheit einer Sequenz L — M — N
von Moduln bei M kann auf den unterliegenden abelschen Gruppen getestet werden).

Beispiel 7.1.7 (| , Example 4.1]). Betrachte die Abbildung
F=Y2Y=kok=4a,
yy

Betrachte den zyklischen (und insbesondere endlich erzeugten) Dxy-Modul M = Dy =
Dren k[X]0%. Dann gelten (wobei ® = ®y)

FHM) = K[Y] @4x) Dx = @D K[V] @ ko
beN
und
Oy (P ®0%) = 0y (P) ® 9% +2Y P @ O%!
fir P € k|Y] und b € N oder
Oy (Yo%) =aY" '@ 0% +2Y T @ o
fiir a,b € N. Der Modul f* (M) ist nicht endlich erzeugt (sieche Aufgabe 7.1.8). Im Allgemei-

nen erhélt f™ Endliche-Erzeugtheit also nicht (siehe 7.3.2 fiir ein einfacheres Beispiel).

Aufgabe 7.1.8. Zeige, dass der Dy-Modul (M) aus Beispiel 7.1.7 nicht endlich erzeugt
ist.

MMier ist D-Modul als Modul iiber einem geeigneten Ring von Differentialoperatoren zu lesen.
92 Offensichtlich sind sie additiv im Sinne der Definition A.0.25; dies ist eine Bedingung fiir
Rechtsexaktheit.
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Hinweis:”® Setze D = Dy = D(1). Analog zu unserer urspriinglichen Definition der Weyl-
Algebra sei F die Unteralgebra von End(k[Y,Y !]), die von den linearen Abbildungen Y-,
YL und 9y erzeugt wird. (Es gilt £ = Diff(k[Y,Y1].?) In offensichtlicher Weise ist E
ein D-Modul. Man glaube oder beweise analog zu Satz 2.2.7, dass £ = @aez,beN kdbye =
D,z k[0y]Y* gilt. Betrachte den Untervektorraum

N :=KY](Y'oy) CE
beN
(per Anwenden auf ein Monom Y? fiir grofles ¢ sieht man sofort, dass die Summe direkt ist).
Zeige, dass N ein D-Untermodul von E ist, der per Y(Y~19y)® — 2°Y* ® 8% isomorph zu
fH(M) ist. Es reicht somit zu zeigen, dass N als D-Modul nicht endlich erzeugt ist. Zeige
dafiir

(7.1.2) (Y 'oy)’ = (2b—1)(2b—3)---3-1-Y >+ &P k[oy]y*
> ;6 g a>—2b
:Dy—2b+1

fiir alle b € N (es reicht, dass der Faktor vor Y =2* nicht Null ist). Nehmen wir an, dass N
als D-Modul von endlich vielen Elementen erzeugt ist. Dann gibt es ein ¢ € Z, so dass all
diese Erzeuger in
P kv =PkKoy)ye = Dy*
a>q,beN a>q
liegen. Als D-Untermodul von E enthélt dieser N. Fiir geniigend groflies b > 0 ist aber
(Y~=19y)? € N nach (7.1.2) sicherlich nicht in diesem Untermodul enthalten (Widerspruch).

Definition 7.1.9. Beachte, dass der Dy-(Links)modul
Dy_x = Dy.yx =Dy := f"(Dx) = k[Y] ®«x) Da
in offensichtlicher Weise ein D y-Rechtsmodul ist. Die Linksoperation von Dy und die Rechts-

operation von Dy kommutieren offensichtlich miteinander. Dies bedeutet, dass Dy_,x ein
Dy-Dx-Bimodul ist. *> Explizit ist die Linksoperation von dy, € Dy auf Dy._,» durch

(7.1.3) O (QBT)=0(Q) T+ Qdy(f)®0x,T

i=1
gegeben (vgl. (7.1.4)). Ausgezeichnetes Element 1 := 1 ® 1 € Dy _,» vermutlich spéter
niitzlich.

Beispiel 7.1.10. In Beispiel 7.1.7 haben wir Dyz.,_, ausgerechnet (siche auch Aufga-
be 7.1.8).

Lemma 7.1.11. Fir jeden Dx-Modul M definiert die Zuordnung Q @ T @ v — Q ® T.w
einen Isomorphismus
Dy .,y ®p, M = fH(M)

Bn | , Example 4.1] wird in unserer Notation die knappe Erklérung f+(M) =3 ,o o k[Y (Y ~10y)* C
D[Y '] gegeben. Gerne lerne ich einen einfacheren Beweis als den skizzierten. -
940blicherweise wird E als D[Y '] notiert.
9 AuBerdem stimmt die Operation von k als Unterring von Dy mit der von k als Unterring von Dy
iiberein. Zusammengefaft ist also Dy_,x ein Dy ®y (Dx)°P-(Links-)Modul.
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von Dy-Moduln. Genauer definieren diese Isomorphismen einen Isomorphismus
Dy_x ®py (=) = f7(=)
von Funktoren Mod(Dy) — Mod(Dy).

Beweis. Die angegeben Abbildung ist nach Aufgabe 6.3.12 ein Isomorphismus von k[Y]-
Moduln. Dass es sich sogar um einen Dy-Modulmorphismus handelt, folgt sofort aus (7.1.3).
Die Funktorialitat ist klar.

Aufgabe 7.1.12. Seien Z = k! & Y =k» ENg polynomiale Abbildungen. Dann ist

(fog)™(M) = g™ (fH(M)),
PRuv—P®R1®w,

ein Isomorphismus in Mod(Dz), wobei M € Mod(Dy) (Hinweis: Kettenregel, Aufgabe 7.1.3).
Folgere

(7.1.4) Dz x = Dz_,y ®p, Dy_x

als Dz-Dy-Bimoduln.

7.2. Direktes Bild oder Pushforward.

7.2.1. Wiein 7.1.1 sei f: Y = k™ — X = k™ eine polynomiale Abbildung.

Warnung 7.2.2. Restriktion entlang des Komorphismus f*: k[X] — k[))] liefert den Funktor
f« =res: Mod(k[Y]) — Mod(k[X]).

Gegeben N € Mod(Dy) mag man in Analogie zur Konstruktion des inversen Bildes (siche
Lemma 7.1.4) vermuten, dass es auf f,N eine natiirliche Dxy-Modulstruktur gibt, die die
k[X]-Modulstruktur erweitert. Dies ist jedoch im Allgemeinen falsch: Gegeben eine Inklusion
i: Y =k" — X = k" und einen k[Y|-Modul N # 0 (der kein Dy-Modul sein muss), 1if}t
sich die k[X']-Modulstruktur auf f.N in keiner Weise zu einer D y-Modulstruktur ausdehnen:
Da die letzte Koordinate X = X, ;1 auf f.N durch Null operiert, wiirde in End(f.M) die
Gleichung ids, » = [0x, X] = O0xX — X0x = 0 gelten, was wegen f,M # 0 nicht moglich
ist.”0

Definition 7.2.3. Wir erinnern an den in Definition 7.1.9 definierten Dy-D x-Bimodul
Dyima' Sei p: D(n) — D(n)° der eindeutig durch ¢(X;) = X;, p(0;) = —0; charak-
terisierte Hauptantiautomorphismus aus Satz 2.4.3. Wir definieren einen D y-Dy-Bimodul
DX a wie folgt: Als abelsche Gruppe nehmen wir Dy N und gegeben ein Element m

dieser abelschen Gruppe definieren wir
T.m.S = ¢(S).m.o(T)
fir T € Dy und S € Dy.

9Im Spezialfall der Inklusion i: 0 — k und eines endlichdimensionalen Moduls N # 0 iiber D(0) = k
gibt es ein (minimal komplizierteres) Alternativargument: Als endlichdimensionaler Vektorraum # 0 besitzt
f«(N) keine D(1)-Modustruktur (sieche Aufgabe 2.1.15).
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Definition 7.2.4. Gegeben eine polynomiale Abbildung f: Y = k" — & = k™ heifit der
Funktor

f+ = DX<—37 ®Dy —: MOd(Dy) — MOd(D/\(),

N — f+N = DX<_y ®Dy N,

direktes Bild (oder Pushforward (von D-Moduln) entlang f.
7.2.5. Der Funktor f, ist rechtsexakt. Im Allgemeinen erhélt er Endliche-Erzeugtheit nicht
(siche Aufgabe 7.2.6). Offensichtlich gilt
(7.2.1) f+(Dy) = Dxcy
als Dy-Moduln.

Aufgabe 7.2.6. Betrachte p: Y =k — 0 = k°.

(a) Gib die Bimodulstrukturen auf Dy_,o = k[Y] und Dy« = k[Y] an.

(b) Ist N ein Modul tiber Dy = D(1), so gilt p(N) = Cok(dy: N — N).

(c) Zeige, dass die Bilder p, (k[Y]), p+(k[Oy]) der holonomen Moduln k[Y'], k|0y] holonom
sind.

(d) Zeige, dass das Bild p,(Dy) des endlich erzeugten Moduls Dy nicht endlich erzeugt
ist (vgl. (7.2.1)).

Aufgabe 7.2.7. Seien Z =kl & Y = k" ENg polynomiale Abbildungen. Dann ist

(fog)+(L) = f(g+(L)),
PRuou—100vPR1®w,

ein Isomorphismus in Mod(Dy), wobei L € Mod(Dz).
Hinweis: Verwende den Isomorphismus (7.1.4) aus Aufgabe 7.1.12.

Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 7.1.3 (Kettenregel)

(2) Aufgabe 7.1.12 (Verkniipfung inverser Bilder)

(3) Aufgabe 7.2.6 (direktes Bild, Endliche-Erzeugtheit nicht erhalten)
(4) Aufgabe 7.2.7 (Verkniipfung von direkten Bildern)

Falls jemand Lust auf mehr haben sollte:

(5) Aufgabe 7.1.8 (Pullback entlang y — y? nicht endlich erzeugt)

(6) (Falls nicht bereits in Ubung gemacht) Aufgaben 6.3.14, 6.3.15, 6.3.16 (Standard-
aufgaben zum Tensorprodukt; nicht alle Details miissen aufgeschrieben werden, aber
bitte trotzdem sorgfiltig iiberlegen, warum die Abbildungen wohldefiniert sind)

7.3. Inverses Bild (Beispiel einer Inklusion).

7.3.1. Seien X = k™ und Y = k". Betrachte die Inklusion (und polynomiale Abbildung)
Y > X XY,
y —(0,9).

Der Komorphismus i faktorisiert als

: ~ kA xY] -~
tok[X —k[X,.....X,,.Y;.....Y, LSO < U
1 [ Xy] [ 1, yAmy L1, ) n] — (Xl,---,Xm) —
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Dann gilt (unter Verwendung von Aufgabe 6.3.15; wir schreiben Gleichheiten fiir kanonische
[somorphismen)

(7.3.1) Dy, yaxy =i Dxxy = kY] Q=) Daxy = LGS/ Qi xy] Daxy
(X1, Xm)
B Dxyy _ Dx ® Dy B Dy
> XitDaxy 2L (Xi®1)-De®Dy 3007, XiDx
als Bimoduln (wobei ® ohne Index fiir ®y steht). Die Dy-Dyy y-Bimodulstrukturen sind die
offensichtlichen, etwa auf dem letzten Bimodul: Die Linksmodulstruktur ist Linksmultipli-

kation auf dem rechten Tensorfaktor, die Rechtsmodulstruktur ist Rechtsmultipliation auf
beiden Tensorfaktoren unter Verwendung von Dyyy = Dy ® Dy.

Ende der 24. Vorlesung am 14.1.2019.

® Dy

7.3.2. Als Dy-Linksmodul ist Dy_xxy frei mit Basis 9y @ 1 fiir § € N”. Im Fall m >
1 ist er nicht endlich erzeugt. Dies zeigt, dass das inverse Bild f* Endliche-Erzeugtheit
im Allgemeinen nicht erhélt. Im Gegensatz dazu erhilt f* (siche (7.1.1)) endlich erzeugte
Moduln.

Als explizites Beispiel mag man den Fall n = 0 und m = 1 betrachten, also i: 0 — k die
Inklusion des Ursprungs. Dann ist das inverse Bild

Doy =itD(1) = % =Pk’

des endlich erzeugten D(1)-Moduls D(1) ein unendlichdimensionaler Vektorraum, also nicht
endlich erzeugt tiber D(0) = k.

In Vorlesung deriviertes inverses Bild (also folgendes Lemma) spater. Hier 7 M = %
=11

als Dy-Moduln gezeigt. Ich habe die kurze exakte Sequenz

(X1+eees Xm*)

D.;@—(ZL)) DXX)) — Dy_>X><y — 0

von Dy-Dyy x-Bimoduln mit M € Mod(Dxxy) tensoriert. Rechtsexaktheit des Tensorpro-

dukt und die offensichtlichen Isomorphismen und Lemma 7.1.11 liefern die Behauptung. Wer
mag, kann auch ¢*M analog per

K[ x Yo G Xmd e o)) k] = 0

ausrechnen und sich dann um die Dy-Modulstruktur kiimmern. Ausblick: L,,,i* M = {v €
M | X;v =0 fiir alle i = 1,...,m}; wenigstens fiir m = 1 will ich das noch beweisen.

Lemma 7.3.3. °7 Betrachte die Inklusioni: ) = k" —= k" =kx k" = X x ), y+ (0,7).
(Also die gerade betrachtete Situation fiir m = 1). Die erste Koordinatenfunktion auf k x )
nennen wir X. Sei M ein Dyyxy-Modul und setze X|y := X.: M — M die Operation von
X auf M. Dann gilt

it M = Cok(X|um) = 347 fiir g =0,
LitM =2 S Ker(X|y)={ve M| Xv=0} firq=1,
0 sonst.

9"Diese Lemma benotigt etwas Wissen iiber derivierte Funktoren, siehe etwa Appendix A.
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Genauer sind all diese Isomorphismen funktoriell in M, beispielsweise gilt Lyt = Kery als
Funktoren in der Notation von Aufgabe A.0.29.

Beweis. Sei X = k. Betrachte die kurze exakte Sequenz

Dx
XDy

0— Dy =5 Dy — — 0

von Dy-Rechtsmoduln (oder k-Dx-Bimoduln). Sie bleibt exakt, wenn wir sie (iiber dem
Grundkorper k) von rechts mit Dy tensorieren. Mit den offensichtlichen Isomorphismen
liefert dies die kurze exakte Sequenz

X.
0— D/yxy — DXX)J — Dy_>;y><y —0

von Dy-Dyyy-Bimoduln.” Sei nun P — M eine Auflssung durch projektive Dyxy-Moduln.
Da projektive Moduln (als direkte Summanden freier Moduln) flach sind, erhalten wir aus
der obigen kurzen exakten Sequenz fiir jedes ¢ € Z durch Anwenden des exakten Funktors
— ®@Dayy P? mit den offensichtlichen Isomorphismen eine kurze exakte Sequenz

O—)qupq—)Dy_wyxy(@DXXypq—)O

i+ (Pa)

von Dy-Moduln (siche Lemma 7.1.11); die Dy-Linksmodulstruktur auf P? ist durch Restrik-

tion der Skalare entlang Dy 218 D @ Dy = Dy, » gegeben. Insgesamt ergibt sich eine

kurze exakte Sequenz
0P P it (P)=0

von Komplexen von Dy-Moduln. Die zugeordnete lange exakte Kohomologiesequenz (Satz A.0.10)
liefert exakte Sequenzen

H™Y(P) —» H 't (P) - H(P) & HO(P) — H°i*(P) — HY(P)

und
HY(P) — H%i*(P) — H™ (P)  fiir ¢ & {—1,0}.
Da einerseits die Kohomologie von P im Grad Null konzentriert und dort isomorph zu M ist

und andererseits L_,i™(M) = H(i*(P)) gilt, verschwindet L_,i™ (M) fiir alle ¢ ¢ {—1,0}
auf Grund der unteren exakten Sequenz. Die obere exakte Sequenz ist isomorph zu

0 — Lyt (M) = M 25 M — Loit (M) — 0,

was LyiT (M) = Ker(X) und Lyi™ (M) = Cok(X) zeigt. Der Isomorphismus Lyi™ (M) =
it (M) ist langst klar, da i rechtsexakt ist (siche A.0.36).

Wir iiberlassen dem Leser den (einfachen) Beweis, dass diese Isomorphismen funktoriell
sind. =

9BDer Beweis ab jetzt ist etwas umsténdlich, da nicht als bekannt vorausgesetzt ist, dass man das derivierte
Tensorprodukt auch im anderen Argument ausrechnen darf.
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7.4. Direktes Bild (dasselbe Beispiel einer Inklusion).

7.4.1. Wir betrachten wie in 7.3.1 die Inklusion i: )Y = k™ — X x Y = k™ x k™. Wegen
Di: Vo XXY — % X Dy (siehe (731)) gllt
Dy
D =——" ®D
XYY S X,Dx K Dy

mit Bimodulstruktur

(51 ® 52).(v@w).T =vp(S1) @ p(T)we(S2)
fiir 51 ® 5 € Dy ® Dy = Dyyxy, v € Dy, w € Dy, T' € Dy. Der Isomorphismus
Diryey = —2% _Dx
> XiDx > DxX;

TR w = pv) ® p(w),

von abelschen Gruppen (siehe (4.4.7) in Beispiel 4.4.38 fiir den Modul k[0 ] tiber Dy =
D(m)) ist ein Isomorphismus von Bimoduln, wenn wir die rechte Seite in der offensichtlichen
Weis als Bimodul auffassen, also per

(Sl X SQ).(U X w)T = Slv X SQ’U}T
fiir S1, S2, w, T wie oben und v € k[Qy].

(7.4.1) ® Dy = ® Dy = k[0x] ® Dy,

7.4.2. Fir N € Mod(Dy) erhalten wir die Isomorphismen (der erste folgt aus (7.4.1), der
zweite ist offensichtlich)

i+N = Dxxycy ®py N = (k[dx] ® Dy) ®py, N = k[0x| ® N

in Mod(Dyxy). Wir erhalten genauer einen Isomorphismus i, — (k[0y]® —) von Funktoren
MOd(Dy) — MOd(DXXy).

Definition 7.4.3. Ein Funktor F': C — D heifit treu/voll/volltreu, falls fiir alle Objecte
C,C" € C die Abbildung

Fa()/: Homc(C, Cl) — HOIIlD(F(O), F(C,)),
[ F(F),
injektiv/surjektiv /bijektiv ist.

7.4.4. Das folgende Lemma ist eine der beiden Hauptzutaten fiir Kashiwaras Aquivalenz
(Satz 7.5.14).

Proposition 7.4.5. Seii: Y — X x Y wie oben. Dann ist das direkte Bild
i+2 MOd(Dy) — MOd(D)(Xy>
exakt und volltreu. Weiter gelten fiir N € Mod(Dy):

e Genau dann ist N endlich erzeugt, wenn i, (N) endlich erzeugt ist.”
e Das direkte Bild i, (N) hat Trager in Y =0Xx Y = Vyxy(Xi,...,Xp), in Formeln

Suppx,y(i+N) C V.

99Mit, anderen Worten: 4, erhilt und detektiert Endliche-Erzeugtheit.
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Beweis. Nach 7.4.2 ist i, genau dann exakt bzw. volltreu, wenn k[0 ] ® — diese Eigenschaft
hat. Exaktheit des letzteren ist klar, da Tensorieren iiber einem Korper exakt ist.
Ist N ein Dy-Modul, so ist die Dyxy-Modulstruktur auf

(7.4.2) kKox]@ N = P ki @ N =  oxN
BeEN™ BEN™

leicht zu beschreiben: Alle Elemente von Dy, erhalten die Summanden und operieren auf N
wie gegeben. Die Standarderzeuger von Dy operieren nach (4.4.7) per

dx,.050 = 03+,

(7.4.3) X;.0%0 = —B,0% ‘v,
wobei v € N.
Insbesondere erhalten wir
(7.4.4) N=k@N={z€kldx] ®N | X;z=0furallei=1,...,m}
und N erzeugt k[0y] @ N bereits als Dy-Modul, in Formeln
(7.4.5) DyN =k[0x]| ® N.
100

Seien N, N" € Mod(Dy). Sei f: N — N’ ein Morphismus in Mod(Dy). Das Diagramm

N¢ n—1Qn k[QX] & N
f lid@f
N et k[Dx] ® N’
ist offenbar kommutativ. Da die Horizontalen injektiv sind, folgt aus id® f = 0 bereits f = 0.
Dies zeigt, dass unser Funktor treu ist.

Sei nun ein Morphismus ¢g: k[0y]| ® N — k[0y] ® N’ von Dxxy-Moduln gegeben. Wegen
(7.4.4) bildet er N C k[dx] ® N nach N’ C k[0x] ® N" ab. Sei f := g|y: N — N’ die
entsprechende Restriktion. Sie ist offenbar ein Morphismus von Dy-Moduln. Wegen (7.4.5)
und gy = f = (id ® f)|y folgt g =id ® f. Also ist unser Funktor voll.

Sei N € Mod(Dy). Sind Fy, ..., E; Erzeuger von N, so sind 1® E, . .., 1® F, offensichtlich
Erzeuger von k[0y] ® N. (Man kann natiirlich auch Aufgabe 6.3.14 verwenden). Sei umge-
kehrt k[0y] ® N endlich erzeugt. Zerlegen wir endlich viele Erzeuger entlang der direkten
Summenzerlegung (7.4.2), so kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass k[0y] ® N
von endlich vielen Elementen 95 (1) ® Fy,...,d%(¢) ® F, mit (i) € N™ und F, € N erzeugt
ist. Dann iiberlegt man sich leicht'"" dass Fy,. .., F; Erzeuger von N sind.

Sei p € N. Wegen (7.4.3) ist B geym 5, kd5 ® N ein k[X x V]-Untermodul von k[3 ] ® N,
der von (X7i,...,X,)P™" annihiliert wird. Sein Tréiger ist also in Vin((Xq,..., X, )P™) =

100 A uBerdem ist im Fall m = 1 die Operation X = X;: k[dx] ® N — k[dx] ® N surjektiv.
0lpiir v € N kann man 1 ® v als Linearkombination endlich vieler Elemente der Form X aa;(af(u) ®
Y0y Fy schreiben (der linke Tensorfaktor ist ein Skalares Vielfaches eines 9% ). Dabei kann man die Sum-
manden weglassen, die nicht in N = k ® N liegen. Also 1d8t sich 1 ® v als Linearkombination endlich vieler
Elemente der Form 1 ® Y"8§‘,F1 schreiben. Dann ist v eine Linearkombination endlich vieler Elemente der
Form Y" 04 F}.
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Via (X1,...,X,) = Y enthalten (Lemma 5.1.13). Da i, N = k[0 ] ® N die Vereinigung dieser
Untermoduln ist, hat i, N Trager in ) (Lemma 5.1.10). O

7.5. Kashiwaras Aquivalenz. In Vorlesung folgende Bemerkungen nur fiir Polynomalge-
bra k[X] {iber unserem algebraisch abgeschlossenem Korper k gemacht (also Suppus statt
Supp, € k™ mit zugeordnetem maximalen Ideal m, € MaxSpeck[X]| statt p € Spec R.
Untiges also per 5.1.15 iibersetzen.

Definition 7.5.1. Sei M ein Modul iiber einem kommutativen Ring R. Fiir m € M heifit
Supp(m) := {p € Spec R | % # 0in M,} = Supp(Rm).

der Trager von m. Ist Z C Spec R eine Teilmenge, so notieren wir die Menge der Elemente
von M mit Tréger in Z als

Lz(M)={m e M | Supp(m) C Z}.

7.5.2. Offensichtlich ist I'z(M) ein R-Untermodul von M mit Suppl'z(M) C Z (wegen
Supp(I'z(M)) = U,.cr, i) Supp(m) C Z mit Lemma 5.1.10). Genauer ist I'z(M) der grofite
R-Untermodul von M mit Trager in Z (ist U ein Untermodul von M mit Supp(U) C Z, so
gilt Supp(u) C Supp(U) C Z fiir alle u € U und somit U C I'z(U)). Es folgt: Genau dann
hat M Tréger in Z, wenn I' (M) = M gilt. Insbesondere folgt T'z(T'z(M)) = T'z(M).

Definition 7.5.3. Sei C eine Kategorie. Eine Unterkategorie von C ist eine Kategorie
U, deren Objektmenge eine Teilmenge der Objektmenge von C ist, und so dass fiir alle
Objekte U,V in U die Menge Homy (U, V') eine Teilmenge von Home (U, V') ist, in Formeln
Homy, (U, V) C Home (U, V).

Eine Unterkategorie U4 von C heifit voll, wenn fiir alle Objekte U,V in U Gleichheit
Homy, (U, V) = Hom¢ (U, V) gilt.

7.5.4. Eine volle Unterkategorie ist eindeutig durch ihre Objekte bestimmt (genauer ist
damit gemeint: durch die Menge ihrer Objekte als Teilmenge der Menge der Objekte der
umgebenden Kategorie).

Definition 7.5.5. Gegeben eine Teilmenge Z von Spec R bezeichne Modz(R) die volle
Unterkategorie von Mod(R) bestehend aus den R-Moduln M mit Tréger in Z (dquivalent
nach 7.5.2: mit I'z(M) = M).

7.5.6. Offenbar ist I'; ein Funktor Mod(R) — Modz(R).

Lemma 7.5.7. Sei I C R eine Teilmenge und gelte Z = V(I). Dann gilt
Tz(M) = {m e M| fir aller € I gibt es ein £ € N mit r'm = 0}.

Beweis. Fiir m € M sind dquivalent:

e Supp(m) C 7,
e V(Anng(m)) C V(I),

o /Anng(m) 2 /(I),'*

102Eventuell bisher nicht erwiihnt: Fiir ein beliebiges Ideal J C R ist v/J der Schnitt iiber alle Primideale
iiber J, in Formeln v/J = ﬂp ey P Fiir das Nullideal ist das aus der kommutativen Algebra bekannt, fiir
beliebiges J betrachte man R/J.
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e [ C \/Anng(m),

o fiir alle » € I gibt es ein ¢ € N mit 7m = 0.
|

Annahme 7.5.8. Im Rest dieses Abschnitts 7.5 betrachten wir wie zuvor in 7.3.1 und 7.4.1
die Inklusion

: Y =K"= X xY=kK"xk"
und identifizieren Y =0 X Y = Vasyp(Xy, ..., Xin).

Definition 7.5.9. [vgl. Definition 7.5.5] Es bezeichne Mody(Dxxy) die volle Unterkategorie
von Mod(Dxxy) all derjeinigen Objekte N mit Suppy,y(N) C Y =0 x Y (oder dquivalent
Ty(N) = N).

Lemma 7.5.10. Sei M € Mod(Dxxy). Dann ist der grifite k| X x Y]-Untermodul
Fy(M)={veM|Vi=1,...,m:3¥ € N: Xv=0}

von M mit Trager in Y (sieche 7.5.2 und Lemma 7.5.7) ein Dxxy-Untermodul von M.
Insbesondere ist

Fy: MOd(DXXy) — MOdy(DXXy)
offenbar ein Funktor.
Beweis. Seien v € M, i € {1,...,m} und £ € N mit X{v = 0. Dann gilt
XM 0x, v = (0x, X — L+ 1) X)w=0.

Alle Elemente Xjv, ..., X0, Yiv, ..., Y,v und Ox,v,. .. ,8/)(;), .o, 0x,,0,0y,0, ..., Oy, v Wer-
den offensichtlich von X} annihiliert. Folglich wird jedes Element von Dxyyv von einer
geeigneten Potenz von X; annihiliert. Dies zeigt, dass I'y(M) ein Dy yy-Untermodul von M
ist. Funktorialitat ist klar. U

Ende der 25. Vorlesung am 16.1.2019.

Proposition 7.5.11. Betrachte den Fall m =1, also X =k, k|X]| = k[X], Dy = D(1) und
i: Y =k'—=kxk"=XxY. Fir M € Mod(Dxxy) ist der Nulleigenraum'”

My={ve M| Xv=0}=Ker(X: M - M)
von X offensichtlich ein Dy-Modul, und es gilt

D(1)
D)X

k[Ox] ® My = ® My = Ty M,

T®uv— T,
als Dyyy-Moduln. (Die linke Seite ist nach 7.4.2 isomorph zu iy (My).

103 Nach Lemma 7.3.3 gilt
(7.5.1) Liit (M) = Ker(X,,: M — M)

fiir jeden Dy xy-Modul M (funktoriell in M).
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Beweis. Seien T € D(1) und v € My. Weil My im Dyxy-Modul I'y(M) liegt, folgt Tv €
I'yM. Da v von X annihiliert wird, hangt 7'v nur von der Klasse 7" und v ab. Somit ist die
Abbildung wohldefiniert. Fiir S € D(1) und U € Dy und T, v wie oben gilt
(SRU).(T®v)=(ST®Uv)— STUv =SUTv = (S®U)Tv.
Also ist die Abbildung linear iiber D(1) ® Dy = Dyyxy.
Surjektivitédt: Fiir ¢ € N>, zeigen wir induktiv
Ky:={veM|X=0}c D(1)M,.
Daraus folgt dann Surjektivitdt wegen I'y (M) = J,», K¢ C D(1)My. Der Induktionsanfang
ist klar wegen K; = M. -
Sei ¢ > 1. Schreibe abkiirzend 0 := dx € D(1). Fiir v € K, gilt
0=0(0) = 0(X) = X0v+ (X" v= X" (X0 + tv).
Die Induktionsannahme liefert X0.v + ¢v, Xv € K,—1 C D(1)M,. Es folgt
(—1v=">lv—[0,X]v= v+ X0v)—0 X € D(1)My,
——— ~~~
eD(1) My €D(1)Moy

und wegen ¢ # 1 folgt v € D(1)M,.
Injektivitat: Zu zeigen ist, dass die Abbildung

k(0] © My = €D (ko @ My) = @5 0" My = @ My — Ty M,

beN beN beN
(mp)pen — Y _ 0"y,
beN

injektiv ist. Gelte

0—m0+3m1+52m2+~--+83m3
fir ein B € N und my, € My. Durch Multiplikation mit X folgt wegen X9° = 9°X — b9~ !
(siche Aufgabe 2.4.5) und Xmy, =0

0=mq+20ms+---+ B 'm

Iteriert man dies, so folgt 0 = mp = -+ = my; = my. ]

Korollar 7.5.12. Es gilt X.I'yM =TyM. '

Beweis. Dies ist klar nach der letzten Rechnung im obigen Beweis; wir geben das explizite
Argument: Wir haben Ty M = @, 8" Mo (als Vektorrdume oder k[ X, ..., X,_;]-Moduln)
gezeigt. Fiir b € N und m € M, gilt X0m = 0°Xm — bd*'m = —bd* 'm. Fiir alle b > 0
ist also X : 0" My — 0°~1 M, surjektiv. O

Definition 7.5.13. Sei F': C — D ein Funktor zwischen Kategorien.

¢ Das essentielle Bild von F ist die volle Unterkategorie aller Objekte von D, die zu
einem Objekt F'(C) fiir ein Objekt C' € C isomorph sind.

Der Funktor F' heif3t

104 Nach Lemma 7.3.3 gilt it M = 0 fiir jeden Dyy-Modul M mit Triiger in V.
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e essentiell surjektiv (oder dicht), wenn das essentielle Bild von F' ganz D ist, wenn
es also fiir jedes Objekt D € D ein Objekt C' € C gibt, so dass D und F(C') isomorph
sind;

e Aquivalenz (von Kategorien), wenn er volltreu und essentiell surjektiv ist; notiert
wird eine Aquivalenz von Kategorien meist als F': C = D.

Satz 7.5.14 (Kashiwaras Aquivalenz (einfache Version)). Fiir die Inklusion i: Y = k" —
X xY=k"xk" yw— (0,y) definiert das direkte Bild i, eine Aquivalenz

(752) i+2 MOd(Dy) :> MOdy(DXXy)

von Kategorien. Auflerdem gilt: Ein Dy-Modul N st genau dann endlich erzeugt, wenn sein
direktes Bild i1 (N) als Dyxy-Modul endlich erzeugt ist.'”
Ohne Beweis: N ist genau dann holonom, wenn i, N holonom ist.

Beweis. Nach Proposition 7.4.5 ist i, : Mod(Dy) — Mod(Dxxy) (exakt und) volltreu und
landet in Mody(Dxxy); auerdem gilt die Behauptung iiber Endliche-Erzeugtheit.

Zu beweisen bleibt die essentielle Surjektivitdt, die wir per Induktion iiber m zeigen.
Fiir m = 0 ist sie trivial, fiir m = 1'% ist dies die Aussage von Proposition 7.5.11 (vgl.
Definition 7.5.9).

Sei nun m > 1. Schreibe 7 als Komposition

YLK x Y =0x k" xS ax Y.

Sei M € Mody(Dxyxy). Nach Proposition 7.5.11 gilt fir My = Ker(X;: M — M) €
Mod(Dym-1yy)

Z/_:_(Mo) = k[@Xl] ® My — FyM =M.
Jedes Xo, ..., X,, operiert lokal nilpotent'’” auf M, also auch auf der Teilmenge My C M,
d.h. My = T'y(My) oder dquivalent My € Mody(Dym-14y). Per Induktionsannahme gibt es
ein N € Mod(Dy) mit ¢, (N) = M,. Mit Aufgabe 7.2.7'% ergibt sich wie gewiinscht

L (N) 2227, (N)) 2 70(My) = M.
Dies zeigt die essentielle Surjektivitét. U
7.5.15. Nach dem Beweis ist klar: Fiir M € Mody(Dxxy) ist der simultane Nulleigenraum

KM)={veM|Xw=0firallei=1,...,m}

ein Dy-Modul mit i, K(M) = M (vgl. Proposition 7.5.11). Genauer definiert K einen
Funktor
K: MOdy(DXXy> — MOd(Dy),

105Djies bedeutet, dass die Aquivalenz zu einer Aquivalenz i, : mod(Dy) = mody (D xy) zwischen den
jeweiligen vollen Unterkategorien endlich-erzeugter Moduln restringiert.

106 Strikt genommen reicht m = 0 als Induktionsanfang.

107 Das bedeutet: Jedes Element von M wird von einer geeigneten Potenz von jedem der Elemente
Xo,..., X, annihiliert.

108 Oder direkt mit 7.4.2

iy(N) =k[0x,,...,0x,] ® N =k[dx,] @Kk[dx, ...,0x,,| ® N =i (i’ (N)).

129



der quasi-invers zu (7.5.2) ist: Aus Proposition 7.5.11 folgert man rasch einen Isomorphismus
ipoK =id
von Funktoren, und aus dem Beweis von Proposition 7.4.5 erhélt man sofort einen Isomor-
phismus
id :> Ko 7;+
von Funktoren.

Man kann K mit dem héheren Linksderivierten L,,:" identifizieren. Im Fall m = 1 ist das
eine Teilaussage von Lemma 7.3.3.

Beispiel 7.5.16. Fiir die Inklusion i: 0 = {0} — k™ des Ursprungs liefert Kashiwaras
Aquivalenz 7.5.14 die Aquivalenzen

i: Mod(k) = Modgy (D(m)),

(
iy: mod(k) = modge(D(m)).

Dem Vektorraum k entspricht ik = k[0]. Es folgt, dass jeder endlich erzeugte D(m)-Modul
mit Triger im Ursprung isomorph zu k[9]* ist, fiir ein geeignetes ¢ € N. AuBerdem ist die
Menge der Morphismen k[9]* — k[d]" von D(m)-Moduln mit der Menge der Morphismen
k! — k™ von Vektorraumen identifiziert und somit durch Matrizen beschreibbar. Verkniipfung
von Morphismen entspricht dabei der Matrizenmultiplikation.

Aufgabe 7.5.17. Diese Aufgabe zeigt, dass das Analogon zu der Aquivalenz von Kashiwa-
ra 7.5.14 in der kommutativen Algebra (oder algebraischen Geometrie) nicht gilt.

(a) Sei I ein Ideal in einem kommutativen Ring R. Wer mag, kann R = k[.X| annehmen.
Dann ist Restriktion res: Mod(R/I) — Mod(R) ein volltreuer Funktor, dessen es-
sentielles Bild genau aus den R-Moduln M mit IM = 0 besteht, also eine Aquivalenz
auf die volle Unterkategorie aller solcher R-Moduln. Insbesondere hat jeder Modul
im essentiellen Bild Trager in V(7). Im Allgemeinen ist aber nicht jeder R-Modul mit
Tréager in V(1) im essentiellen Bild.

(b) Insbesondere ist der Restriktionsfunktor i, = res: Mod(k[)]) — Mody(k[X x )])
(die Notation i, ist Standardnotation in der algebraischen Geometrie) fiir m > 0
keine Aquivalenz.

ANHANG A. ETWAS HOMOLOGISCHE ALGEBRA

A.0.1. Dieser Abschnitt ist als rasche Einfithrung in derivierte Funktoren zu verstehen; unser
Ziel ist, Funktoren wie f* und f* zu derivieren.

A.0.2. Wir fixieren in diesem Abschnitt einen Ring R. Alles, was wir fiir die Kategorie
Mod(R) erkldren, kann man zu abelschen Kategorien (mit geniigend projektiven Objekten)
verallgemeinern.

Definition A.0.3. Ein Komplex'” von R-Moduln oder Komplex in Mod(R) ist ein
Diagramm
A= ((A)pez, (@)yez) = (oo At 2 ar By vty

109genauer Kokettenkomplex
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von R-Moduln und R-Modulmorphismen, so dass d?*! o d? = 0 fiir alle p € Z gilt. Oft
schreibt man d statt dP. Dann verkiirzt sich die Bedingung d?*'od”? =0zu d?> =dod = 0.
Man nennt die Abbildungen d? Differentiale.

A.0.4. Wie wihlen meist GroBlbuchstaben wie A, B,C, E vom Anfang des Alphabts fiir
Komplexe und Grolbuchstaben L, M, N fiir Moduln.

Definition A.0.5. Sei A ein Komplex in Mod(R). Definiere R-Moduln (wobei die erste
Inklusion aus d* = 0 folgt)

BP(A) = Im(dP ') < ZP(A) = Ker(d?) c AP

Hp(A) —  ZP4)

Es heifit H?(A) die p-te Kohomologie von A.''” Die Elemente von Z”(A) heiBen p-Kozykel
(englisch p-cocycles, die Elemente von BP(A) heilen p-Koréander (englisch p-coboundaries,
die Elemente von HP(A) heiflen p-te Kohomologieklassen. Wir sind oft nachléssig und
sprechen von Zykeln und Réndern statt Kozykeln und Koréndern.

A.0.6. Ein Komplex A in Mod(R) ist genau dann bei A? exakt, wenn HP(A) = 0 gilt. Die
Kohomologie ist also ein ,,Maf fiir die Exaktheit von A“.

Ende der 26. Vorlesung am 21.1.2019.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 7.5.17
(2) Aufgabe A.0.11
(3) Aufgabe A.0.29
(4) Aufgabe A.0.18, Aufgabe A.0.15

Definition A.0.7. Ein Morphismus f: A — B von Komplexen'"' A, B in Mod(R) ist eine
Folge f = (f?)pez von R-Modulmorphismen f?: A? — BP, so dass

Ap L pptt
lfp lfp“'l
Br 4. prt+l

fiir alle p € Z kommutativ ist. Die Definition der Kategorie Kom(R) der Komplexe in Mod(R)
ist nun evident. Wir schreiben Komg(A, B) fiir die Menge aller Morphismen von Komplexen
von A nach B; diese Menge ist offensichtlich eine abelsche Gruppe, und Verkniipfung von
Morphismen ist Z-bilinear.

Lemma A.0.8. Sei f: A — C ein Morphismus in Kom(R). Dann induziert f Morphismen
BP(f): B"(A) — B*(C),
ZP(f): 2P(A) = Z7(C),
H(f): HP(A) — HP(C)
N0t hort man p-te Kohomologiegruppe, auch wenn p-ter Kohomologiemodul der genauere Begriff ist.

HiManchal Kettenabbildung oder Kettenmorphismus genannt.
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auf den Rdindern, Zykeln und auf der Kohomologie. Genauer sind diese Zuordnungen funk-
toriell, beispielsweise ist die p-te Kohomologie

H?: Kom(R) — Mod(R)
ein Funktor.

Beweis. Offensichtlich. O

Definition A.0.9. Ein Morphismus f: A — B in Kom(R) heiit Quasiisomorphismus,
falls er auf allen Kohomologiemoduln einen Isomorphismus induziert, falls also die Abbildung
HP(f): HP(A) — HP(B) fur alle p € Z ein Isomorphismus ist.

Satz A.0.10 (Lange exakte Kohomologiesequenz). Sei 0 — A 5 B % C = 0 eine kurze
BP

exakte Sequenz in Kom(R), dh. fir allep € Z ist 0 — AP EiiN
ezakte Sequenz in Mod(R)."'? Dann gelten:

p .
Iy 0P = 0 ecine kurze

(a) Fiir jedes p € Z gibt es genau einen Morphismus
6. HP(C) — HPT(A)
von R-Moduln, genannt (p-ter) Verbindungsmorphismus, so dass fir alle ¢ €
ZP(C) gilt: Ist b € BP mit g(b) = ¢ und a € AP das eindeutige’™® Element mit
fla) = d(b), so gilt'™" 57([c]) = [a].
(b) Die Sequenz

Ot
(~>H A——
o B @ o)
C\)H A H? B H? B
. grlp )

1st exakt.

Beweis. (a) Die Eindeutigkeit ist klar. Fiir die Existenz, muss man zeigen, dass die durch das
angegebene Rezept beschriebene Abbildung wohldefiniert ist: Sei h € HP(C') eine Kohomo-
logieklasse. Seien ¢, ¢ € ZP(C') mit [c] = h = [/] zwei Reprisentanten. Wihle b, b’ € BP mit
g(b) = c und g(V') = ¢ und definiere a,a’ € H?™*(A) wie beschrieben. Nun zeige [a] = [d']
per Diagrammjagd.

Dies definiert ¢7 als Abbildung von Mengen. Leicht sieht man, dass es sich um einen
Morphismus von R-Moduln handelt.

(b) Diagrammjagd, dem Leser iiberlassen. O

Aufgabe A.0.11. Vervollstindige den Beweis von Satz A.0.10.
Erinnerung: projektiver Modul

Definition A.0.12. Sei M ein R-Modul. Eine (Links-) Auflésung von M ist eine exakte
Sequenz
o AT AT 5 A M0

12 quivalent: Es ist eine kurze exakte Sequenz in der abelschen Kategorie Kom(R).

Uyegen g(d(b)) = d(g(b)) = d(c) = 0

14 Wegen f(d(a)) = d(f(a)) = d(d(b)) = 0 und der Injektivitit von f ist a ein (p + 1)-Kozykel.
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in Mod(R). Wir notieren eine solche Auflssung kurz als A — M.'" Eine Auflésung P — M
heifit projektive Auflosung oder Auflésung durch Projektive, falls alle R-Moduln P9,
fiir ¢ < 0, projektiv sind.

Lemma A.0.13. Jeder R-Modul M hat eine projektive Auflosung.

Beweis. Sei P® — M ein Epimorphismus mit P° projektiv (beispielsweise sei P° der freie
R-Modul mit R-Basis (ein Erzeugendensystem von) M und P° — M der offensichtliche
Epimorphismus). Sei K sein Kern. Sei P~! — KY ein Epimorphismus mit P~! projektiv.
Sei K1 sein Kern. Iteriere diese Konstruktion. Dann ist

.= P2 Pt PP M0

eine projektive Auflésung von M. Hier ist P’ — M der erste gewihlte Epimorphismus und
P? — Pit1 st die Verkniipfung P? — K91 — Pat1 fiir ¢ < —1. O

Definition A.0.14. Zwei Morphismen f,g: A — B in Kom(R) heilen homotop, falls es
R-Modulmorphismen h?: AP — BP~L_ fiir p € Z, gibt, so dass
fP—g?=d o P + WP o 4,
fiir alle p € Z oder kurz
f—g=doh+hod

oder noch kiirzer f — g = dh + hd gilt. Man nennt h = (h?),cz eine Homotopie von f
nach ¢.''% Homotop-Sein“ definiert eine Aquivalenzrelation auf Komg(A, B).

Ein Morphismus f: A — B heifit nullhomotop, wenn er zum Nullmorphismus homotop

ist, wenn also f = dh+hd fiir eine geeignete Homotopie h gilt. Zwei Morphismen f,g: A — B
sind genau dann homotop, wenn f — ¢g nullhomotop ist. Definiere definieren

Hot (A B) o KOIIlR<A, B) . KOIIlR(A, B)
B0 Homotop-Sein {nullhomotope Morphismen A — B}

Da die nullhomotopen Morphismen eine Untergruppe der abelschen Gruppe Kompg(A, B)
bilden, ist dies in kanonischer Weise eine abelsche Gruppe.

Aufgabe A.0.15. Seien £ 5 A EL SN & Morphismen in Kom(R). Sind f und g
homotop, so sind sowohl f oe und goe als auch h o f und h o g homotop.

Definition A.0.16. Sei Hot(R) die folgende Kategorie: Thre Objekte sind Komplexe in
Mod(R); gegeben Objekte A, B in Kom(R) ist die Menge der Morphismen in Hot(R) von A
nach B die Menge Hotg(A, B). Die Verkniipfung ist durch

HOtR(B,C) X HOtR(A, B) — HOtR(A, C),
([f]:9]) = [f o g,
definiert (das ist nach Aufgabe A.0.15 wohldefiniert) (und diese Abbildung ist Z-bilinear).

A.0.17. Es gibt einen offensichtlichen Funktor Kom(R) — Hot(R), der auf den Objekten
die Identitat ist und auf den Morphismen die Abbildung f — [f].

15 Eg ist also A das Diagramm ... — A2 — A~1 — A° und der Pfeil steht fiir den Epimorphismus
A% - M.
16 Etwas allgemeiner (ohne Referenz zu f und g) ist eine Homotopie eine Familie h = (h?),cz von
R-Modulmorphismen h?: AP — BP~1,
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Aufgabe A.0.18. Sind f,g: A — N homotope Morphismen, so gilt H?(f) = H”(g). Insbe-
sondere faktorisiert der Funktor H?: Kom(R) — Mod(R) als
Kom(R) — Hot(R) 2 Mod(R).

Satz A.0.19 (Hauptlemma der homologischen Algebra). In Vorlesung ersten Reduktions-
schritt weglassen, gleich in Annahme packen. Sei P ein Komplex projektiver R-Moduln mit
PP =0 fir alle p > 0 und E ein Komplex von R-Moduln mit H?(E) = 0 fir alle p < 0.
Dann liefert die nullte Kohomologie einen Isomorphismus

H°: Hotr(P, E) = Hompg(H’(P),H°(E)).

Beweis. Betrachte einen Morphismus f: P — E in Kom(R) und eine Homotopic £

... —=FE7? B! E° E-!
) -1 0 1
h—2 ! T h1 ! T ho T Rl I T
- P2 P! PO 0

Da f° notwendig in Z°(E) landet und f? = 0 fiir alle p > 0 gilt, landet f im Unterkomplex

—=FE? E-1 7%(E) —=0—— ...

von E. Analog landet h wegen h? = 0 fiir alle p > 0 bereits in diesem Unterkomplex. Da
auBerdem die Inklusion des Unterkomplexes in E ein Quasiisomorphismus ist, konnen wir
ohne Einschréinkung E durch diesen Unterkomplex ersetzen. Wir nehmen also im Folgenden
EP = 0 fiir alle p > 0 an. Insbesondere gilt £° = Z°(E) und die Sequenz

—E72 E1 EY H(E) —=0

ist exakt. Wenden wir darauf die exakten Funktoren Hom(P?, —) := Hompg(PP,—) an, so
erhalten wir die Spalten im folgenden kommutativen Diagramm abelscher Gruppen (die
Inklusion rechts oben kommt von P° = Z°(P) = H° P).

0 0 0
Hom(P~2 H" E) <— Hom(P~',H’ E) <— Hom(P°,H° E) > Hom(H"P,H°E)
Hom(P~2, EY)

Hom(P~!, EY) Hom(P°, E?)

Hom (P2 E~') <—— Hom(P~ ', E~') <—— Hom(P", 1)

Hom(P % E?)<—— Hom(P ' E?) <—— Hom(P", E~?%)

Man stelle sich das Diagramm nach links und unten unendlich fortgesetzt vor. Alle Spalten
sind also exakt; aulerdem ist die Verkniipfung je zweier konsekutiver waagerechter Pfeile

jeweils Null (hier wird die Inklusion rechts oben auch als waagrechter Pfeil gewertet).
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Ein Morphismus f: P — F in Kom(R) wie oben hat Komponenten f° f~!, ... in den
roten Hom-Riumen''”. Die zugeordnete Abbildung H°(f): H° P — H® E im blauen Hom-
Raum ist gerade das Bild von f° unter dem Pfeil nach oben, welches in dem blauen Teilraum
liegt. Dies beschreibt die Abbildung aus dem Hauptlemma.

Man beachte, dass eine Familie (f? € Hom(P?, EP)),<¢ (von Elementen auf der roten Dia-
gonalen) genau dann einen Morphismus f: P — F in Kom(R) definiert, wenn das Bild von f?
unter dem Pfeil nach links mit dem Bild von fP~! unter dem Pfeil nach oben iibereinstimmt.

Man sieht nun per Diagrammjagd, dass die Abbildung im Hauptlemma surjekiv ist (das
verwendet die Exaktheit der Spalten an den Positionen eins oberhalb der roten Hom-R&ume
und die Eigenschaft, dass die ,,waagrechte Verkniipfung durch diese Positionen* Null ist).

Da f + H°(f) ein Morphismus abelscher Gruppen ist, geniigt es fiir die Injektivitit zu
zeigen, dass aus H(f) = 0 folgt, dass f homotop zur Nullabbildung ist. Gesucht ist also eine
Homotopie h zwischen f und 0. Eine Diagrammjagd liefert die Komponenten einer solchen
Homotopie in den hellblauen Hom-Réumen (das verwendet die Exaktheit der Spalten an
den roten Positionen und die Eigenschaft, dass die ,,waagrechte Verkniipfung durch die roten
Positionen* Null ist). O

Ende der 27. Vorlesung am 23.1.2019.

A.0.20. Sei A - M eine Auflésung eines R-Moduls M. Indem wir A durch Nullen ergénzen,
erhalten wir den Komplex

A:(...—>A‘1—>A0—>O—>O—>...>eKom(R),

den wir per abuse of notation ebenfalls als A notieren. Seine Kohomologie ist im Grad
Null konzentriert und dort kanonisch isomorph zu M: Die Abbildung A° — M liefert einen
Isomorphismus H(A) = M, und es gilt H?(A) = 0 fiir alle p # 0.

Definition A.0.21. Seien A — M und B — N Auflésungen von R-Moduln M, N. Betrachte
das kommutative Diagramm

(A.0.1) Komg(A, B)

.

Hot (A, B) 2~ Homp(H(A), H°(B)) — > Homg(M, N)

abelscher Gruppen, dessen letzter Isomorphismus von den Isomorphismen H°(A) = M
und H°(B) = N herriihrt. Gegeben f € Hompg(M, N) nennen wir jedes Urbild von f in
Kompg(A, B) einen Lift von f und jedes Urbild von f in Hotg(A, B) einen Homotopielift
von f.

A.0.22. Jeder Lift von f liefert natiirlich einen Homotopielift; jeder Homotopielift 148t sich
durch einen Lift représentieren.

Korollar A.0.23 (zum Hauptlemma A.0.19). Seien M, N € Mod(R). Sei P — M eine
projektive Auflosung von M und E — N eine Auflésung von N. Dann ist die soeben (siche
(A.0.1)) erklirte Abbildung ein Isomorphismus

Hotr(P, E) = Homg(M, N).

117genauer sind es abelsche Hom-Gruppen
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In Worten hat also jeder Morphismus f: M — N in Mod(R) einen eindeutigen Homotopie-
lift.

Beweis. Klar nach dem Hauptlemma der homologischen Algebra A.0.19. 0J
A.0.24. Sei S ein weiterer fixierter Ring (etwa Z).

Definition A.0.25. Ein Funktor F': Mod(R) — Mod(S) (oder F': Mod(R)°® — Mod(S))
heiflit additiv, wenn F/(f+ f') = F(f)+ F(f’) fir alle Morphismen f, f': M — N in Mod(R)
gilt, wenn die Abbildung Fy;n: Hompg(M, N) — Homg(F (M), F(N)) ein Morphismus von
(abelschen) Gruppen ist.

A.0.26. Insbesondere bildet jeder additive Funktor F' den Nullmorphismus 0: M — N auf
den Nullmorphismus F'(0) = 0: F(M) — F(N) ab. Daraus folgt, dass F' den Nullmodul
auf den Nullmodul abbildet: Fiir M = N = 0 gilt idy; = 0 und somit idpy = F(idy) =
F(0) =0, also F(M) = 0.

Definition A.0.27. Ein Funktor F': Mod(R) — Mod(S) heifit rechtsexakt, wenn er ad-
ditiv ist und fiir jede exakte Sequenz L — M — N — 0 in Mod(R) die Sequenz F(L) —
F(M) — F(N) — 0 in Mod(S) exakt ist. Er heifit linksexakt, wenn er additiv ist und fir
jede exakte Sequenz 0 — L — M — N in Mod(R) die Sequenz 0 — F(L) — F(M) — F(N)
in Mod(S) exakt ist. Er heifit exakt, wenn er links- und rechtsexakt ist, wenn er also additiv
ist und fiir jede kurze exakte Sequenz 0 — L — M — N — 0 in Mod(R) die Sequenz
0— F(L)— F(M) — F(N) — 0 in Mod(S) exakt ist.

Beispiele A.0.28. Sehr viele der iiblichen Funktoren sind additiv, etwa:

(a) X ®R —: Mod(R) — Mod(S) fiir einen S-R-Bimodul X (ist rechtsexakter Funktor).
(b) f Mod(DX) — Mod(Dy) (rechtsexakt, siehe 7.1.6).

(c) Erwelterung der Skalare langs einem Ringmorphismus (ist rechtsexakter Funktor).
(d) Restriktion der Skalare langs einem Ringmorphismus (ist exakter Funktor).

(e) Homp (X, —) Mod(R) — Mod(Z) fiir einen R-Modul X (ist linksexakter Funktor).
(f) Homp(—, X) Mod(R)°? — Mod(Z) fiir einen R-Modul X (ebenfalls linksexakt''®

Aufgabe A.0.29. Sei r € R ein fixiertes Element. Dann ist

Ker,: Mod(R) — Mod(Z),
M — Ker,(M) :=Ker(r.: M - M)={mée M | rm =0},

ein linksexakter (additiver''?) Funktor (der das offensichtliche auf Morphismen macht). Ana-
log definiert Cok, (M) = Cok(r.: M — M) = 2L einen rechtsexakten (additiven) Funktor
Cok,: Mod(R) — Mod(Z).

A.0.30. Im Folgenden betrachten wir nur kovariante Funktoren zwischen Modulkatego-
rien, also Funktoren F: Mod(R) — Mod(S). Kontravariante Funktoren, also Funktoren
F: Mod(R)°® — Mod(S), werden nicht betrachtet. Im allgemeinen Kontext von Funktoren
zwischen abelschen Kategorien wird diese Unterscheidung eh iiberfliissig.

U8Djes ist im Wesentlichen eine Konvention (wie man kontravariante Funktoren als kovariante Funktoren
auffasst): , Derselbe* Funktor Homp(—, X)) Mod(R) — Mod(Z)°P ist rechtsexakt.
19 1 der Definition von Linksexaktheit ist Additivitét eine Bedingung.
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A.0.31. Sei F': Mod(R) — Mod(S) ein additiver Funktor. Durch komponentenweises An-
wenden definieren wir einen Funktor

F = Kom(F): Kom(R) — Kom(5),

den wir (per abuse of notation) wieder mit dem Symbol F' bezeichnen. Explizit ist er wie
folgt definiert: Er bildet ein Objekt

A= (oS )
von Kom(R) auf das Objekt
F(a) = (.. = Far) 22 part) )

von Kom(S) ab (dies ist ein Komplex, denn F(d)oF(d) = F(d?) = F(0) = 0, wobei die letzte
Gleichung aus der Additivitét folgt). Ist f = (f?),ez: A — B ein Morphismus in Kom(R),
so definiere F'(f) := (F(f?))pez: F(A) — F(B); dies ist ein Morphismus in Kom(.S).

Sind f,g: A — B homotope Morphismen, so sind auch F(f), F(g): F(A) — F(B) homo-
top: Aus f —g=dgoh+ hody folgt

F(f) = F(g) = F(dp) o F(h) + F(h) o F(da) = dp) o F(h) + F(h) o dpa

unter Verwendung der Additivitdt von F; das Bild F'(h) := (F(h?))pez einer Homotopie
h = (h?)pez zwischen f und g ist also eine Homotopie zwischen F'f und Fg.
Daraus folgt, dass F' = Kom(F') einen Funktor

F = Hot(F): Hot(R) — Hot(S)
induziert.

Annahme A.0.32. Bis zum Ende von Abschnitt A sei F': Mod(R) — Mod(S) ein additiver
Funktor.

Definition A.0.33. Sei ¢ € Z. Ein ¢-ter linksderivierter Funktor von F' (manchmal
auch ¢-ter abgeleiteter Funktor) ist ein Paar (L,F, 7) bestehend aus einem Funktor

L,F': Mod(R) — Mod(S5)
und Morphismen
T ="Tam: LF (M) — HYF(A))
von S-Moduln fiir jede Auflosung A — M eines R-Moduls M derart, dass gelten:
(a) Fiir jede projektive Auflosung P — M eines R-Moduls M ist

Tponr: LF(M) = H™9(F(P))

ein Isomorphismus.
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(b) Fiir jeden Morphismus f: M — N von R-Moduln und je zwei Auflosungen A — M
und B — N und jeden Lift'*" f: A — B von f kommutiert das Diagramm

(A.0.2) L,F (M) =X H9(F(A))
quFm lH—%F(f))

L,F(N) === H(F(B))

Bemerkung A.0.34. Es gibt auch ¢-te rechtsderivierte Funktoren, deren Definition ,dual® ist.
Der natiirliche Lebensraum fiir (eine allgemeinere Version von) derivierte(n) Funktoren ist
die Theorie derivierter Kategorien.

A.0.35. Es gilt L,F' = 0 fiir alle ¢ < 0. (dies folgt sofort aus (a)); Null meint hier den
Nullfunktor, der jeden Modul auf den Nullmodul (und folglich jeden Morphismus auf den
Nullmorphismus) schickt.

A.0.36 (Nullter linksderivierter Funktor). Ist F rechtsexakt'*') so ist F' zusammen mit den
Inversen der offensichtlichen Isomorphismen H°(F(A)) = FM ein nullter Linksderivierter
von F' es gilt also LoF' = F.

A.0.37 (Nullter linksderivierter Funktor). Die Allgemeinheit der vorigen Bemerkung reicht
fiir die Vorlesung. Sei M ein R-Modul. Ist A — M eine Auflésung, so erhalten wir durch
Anwenden von F' die Folge

F(N') = F(N° — F(M) =0
in Mod(S) (sie ist exakt, falls F' rechtsexakt ist). Sie liefert einen Morphismus
HO(F(A)) — F(M)

von S-Moduln (der ein Isomorphismus ist, falls I rechtsexakt ist). Voranschalten des Mor-
phismus 7457 : LoF(M) — H(F(A)) (welcher ein Isomorphismus ist, falls A aus projektiven
Moduln besteht) liefert einen Morphismus

vay: LoF (M) — F(M).
Aus dem Diagramm (A.0.2) mit f = idy, folgt, dass vy nicht von der Wahl der Auflésung
A von M abhéngt (wir also nicht v4_,)s schreiben miissen). Dasselbe Diagramm zeigt auch,
dass fiir jeden Morphismus f: M — N das Diagramm
LoF(M) —~ F(M)
o |
LoF(N) —~~ F(N)
kommutiert. In kategorieller Sprache bedeutet dies, dass v = (Var) memod(r) €in Morphismus
v: LgF — F

von Funktoren (= ein natiirliche Transformation) ist. Ist F' rechtsexakt, so sind alle vy,
Isomorphismen und somit ist v eine Isomorphismus von Funktoren.

120B5 macht keinen Unterschied, ob man hier Lifts oder Homotopielifts betrachtet. Nicht fiir jede Wahl
von A und B hat f einen Lift.
121 Mir ist keine Anwendung linksderivierter Funktoren bekannt, wo dies nicht der Fall ist
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Aufgabe A.0.38. Ist F' exakt, so ist L,/" = 0 fiir alle ¢ > 0 ein g¢-ter linksderivierter
Funktor.

A.0.39. Ist P ein projektiver Modul, so gilt

LoF(P) = F(P) fiir ¢ = 0,
0 sonst.

LqF(P):{

Satz A.0.40. Jeder additive Funktor F': Mod(R) — Mod(S) besitzt einen g-ten linksderi-
vierten Funktor L,F (oder genauer (L F,T)); hier ist ¢ € Z beliebig.

Beweis. Fixiere fiir jeden R-Modul M eine projektive Auflosung Py; — M und definiere
L, F'(M) :=H(F(Pu)).

Ist f: M — N ein Morphismus in Mod(R), so hat er nach dem Korollar A.0.23 des Haupt-
lemmas der homologischen Algebra genau einen Homotopielift f’: Py, — Py zwischen den
fixierten projektiven Auflésungen. Definiere

L, F(f) == H(F(f).

Es gilt L, F'(idys) = idy, #(ar), denn der eindeutige Homotopielift der Identitét ist die Identitét.

Fir L % M L N gilt L,F'(f) oLyF(g) = LyF(f og), denn sind f" und ¢’ Homotopielifts von
f und g, so ist f’ o ¢’ ein Homotopielift von f o ¢ und muss somit mit dessen eindeutigem
Homotopielift (f o g)’ iibereinstimmen.

Dies definiert den Funktor L,F': Mod(R) — Mod(S). Sei nun A — M eine Auflosung.
Wieder nach Korollar A.0.23 des Hauptlemmas gibt es einen eindeutigen Homotopielift
a: Py — A von idy;. Wir definieren

Taar 1= HU(F(a)): L,F(M) = H9(F(Py)) — H™(F(A)).

Zu (a) in Definition A.0.33: Im Falle, dass A — M eine projektive Auflosung ist, gibt es
auch einen eindeutigen Homotopielift ©: A — Py von idy,. Die Eindeutigkeit der Homoto-
pielifts impliziert, dass p und « zueinander inverse Isomorphismen in Hot(R) sind. Da jeder
Funktor Isomorphismen auf Isomorphismen abbildet, ist 74, = H™?(F(«)) invertierbar.

Zu (b) in Definition A.0.33: Seien f: M — N, A - M, B — N und f wie dort angegeben.
Wir betrachten f als Morphismus in Hot(R). Sei a: Py; — A wie oben und sei 3: Py — B
analog definiert. Sei f’ wie oben. Dann ist das Diagramm

PM—a>A

T

PM—>B

kommutativ in Hot(R), denn sowohl foa als auch So f' sind Homotopielifts von f oidy =
f=idyo f: M — N, die somit nach dem Korollar aus dem Hauptlemma iibereinstimmen
miissen; dies verwendet, dass Py; — M eine projektive Auflosung ist und B — N eine

Auflosung. Wenden wir die Funktoren F' und H™? auf dieses Diagramm an, so erhalten wir
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das gesuchte kommutative Diagramm

TA_»MZH_‘Z(F(a)

L F(M) = H™(F(Py))

H=1(F(A))
LqF(f):Hq(F(f’))l lH‘q(F(f))

LE(N) = H(F(Py)) 2 (),

U
Definition A.0.41. Sei X ein R-Rechtsmodul. Dann ist X ®p —: Mod(R) — Mod(Z) ein

rechtsexakter Funktor. Seine g-ten Linksderivierten werden klassisch
Torl (X, =) == Ly(X ®p —)

notiert.'??

A.0.42. Es gilt Torg (X,Y) = X®zY. Ist X flach als R-Rechtsmodul, so gilt Tor}*(X,Y) = 0
fiir alle ¢ # 0.

A.0.43. Ist X ein S-R-Bimodul, so landet X ®— in Mod(S5), und somit sind alle Tor' (X, Y)
Moduln iiber S. Ist beispielsweise R kommutativ, so kann man jeden R-Rechtsmodul R in
offensichtlicher Weise als R-R-Bimodul auffassen.

Beispiel A.0.44. Sei r € R mit -r: R — R injektiv und sei X ein R-Rechtsmodul. Dann
gilt

X/Xr fiir ¢ = 0,
Torl(X,R/Rr) = X[r] :={z € X |ar =0} fiir ¢ =1,
0 sonst,

denn — ...0 - R % R — R/Rr — 0 ist eine projektive Auflésung. Der Name Tor
kommt daher, dass Torf(X, R/Rr) = X|[r] aus den r-Torsionselementen von X besteht.
Beispielsweise gelten

Z/27  fiir ¢ =0,
Tory (Z/2Z,7)7.2) =  Z)2Z  fiir ¢ = 1, Tory(Z/3Z,7Z/72) =0 fiir alle q € Z.
0 sonst.

Ende der 28. Vorlesung am 28.1.2019.

Beispiele A.0.45. (a) Wir berechnen Torg[x YI(C,C), wobei X und Y auf C durch Null
operieren, mit der (exakten!) Koszulauflésung

Y
0 — C[X,Y] (ex), CLx, v1®? X ¢lx,v] = € = 0.

Ergebnis: Tor(fl:[X’Y] (C,C) lebt nur in den Graden ¢ = 0,1,2 und ist dort C, C?, C,

wobei X und Y stets durch Null operieren.

122 Man kann Toqu(X, V) =L, (X®r—)(Y) =Ly(— ®rY)(X) fur jeden R-Rechtsmodul X und jeden
R-Linksmodul Y zeigen.
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(b) Nach Beispiel A.0.44 fiir R = C[X,Y] und r =Y lebt Tor;C[X’Y]((C, C[X]) nur in den
Graden ¢ = 0,1 und ist dort jeweils C und X und Y operieren darauf durch Null.
Man berechne TorjIC[X’Y]((C[X ],C) mit der Koszulauflosung und priife die in der
FuBinote in Definition A.0.41 behauptete Symmetrie.
Analog kann man Tor{™(C[Y, X]/(X?),C[X]) berechnen.

A.0.46. Eindeutigkeit in Vorlesung nur erwihnen. Ein ¢-ter Linksderivierter ist eindeutig
bis auf eindeutigen Isomorphismus (wie in Aufgabe A.0.47 genau erkldrt). Wir verwenden
deshalb den bestimmten Artikel und sprechen von dem ¢-ten linksderivierten Funktor.

Aufgabe A.0.47 (Eindeutigkeit eines g-ten Linksderivierten bis auf eindeutigen Isomor-
phismus). Seien (L,F,7) und (L) F,7’) g-te linksdervierte Funktoren von F. Dann gibt es
genau einen Isomorphismus'*

o: LF = L F
von Funktoren, so dass fiir alle Auflosungen A — M das Diagramm

Ly F'(M)

%

OMN |~

kommutiert. **

Satz A.0.48 (Lange exakte Sequenz der Linksderivierten). Sei F': Mod(R) — Mod(S) ein

additiver Funktor. Dann liefert jede kurze exakte Sequenz 0 — L = M = N — 0 in Mod(R)
eine exakte Sequenz

CL LoF (L)~ Loy 22 L P (V) —— 0
LF(N) -
dq
<—> Lq_lF(L)
Og+1 LiF(e) Ly F ()

<—> L,F(L) —=L,F(M) ——L,F(N)

Lt F(N) 2

in Mod(S) fiir gecignete Verbindungsmorphismen (8,)en.">

123Der  Begriff Isomorphismus wvon Funktoren (oder (natiirliche) Isotransformation) wird hier
vorausgesetzt.

124\ fan kénnte auch zeigen, dass (L,F,7) terminal ist beziiglich aller Paare (G, ), wobei G: Mod(R) —
Mod(S) und die ya—pr: G(M) — H 9(F(A)) eine zu (b) in Definition A.0.33 analoge Bedingung erfiillen.
Dies liefert eine Beschreibung durch eine universelle Eigenschaft und somit die Eindeutigkeit.

125Unser Beweis gibt eine Konstruktion der Verbindungsmorphismen. Man kann zeigen, dass die so kon-
struierten Verbindungsmorphismen nicht von Wahlen abhiéngen (sie hdngen also nur von der betrachteten
kurzen exakten Sequenz ab).

141



A.0.49. Ist F rechtsexakt, so gilt LoF' = F' (siehe A.0.36 und A.0.46), und die angegebe-
ne lange exakte Sequenz ist eine unendlich lange exakte Fortsetzung der exakten Sequenz

F(r) 2% P 22
Funktor.

Beispielsweise ist LoF'(¢) genau dann injektiv, wenn der Kokern von Ly F(M) — L, F(N)
verschwindet. Letzteres ist beispielsweise der Fall, wenn L; F'(N) = 0 gilt oder wenn Ly F'(M) —

L, F(N) surjektiv ist.

F(N) — 0 nach links; daher vermutlich der Name linksderivierter

Beweis. Seien P = Py, L L und Q= QN AN projektive Auflésungen. Wir konstruieren
aus ihnen auf geschickte Art eine projektive Auflosung von M. (Diese Konstruktion wird
Hufeisen-Lemma oder horseshoe lemma genannt, etwa in [ , Lemma 2.2.8]. Der Grund
fiir den Namen ist, dass die kurze exakte Sequenz L — M — N zusammen mit den beiden
Auflésungen P und @ eine hufeisenférmige Gestalt hat; sie wird sichtbar, wenn man im Dia-
gramm unten das Objekt P° @ Q° samt ausgehender Pfeile weglifit.) Betrachte das folgende
Diagramm zunéchst ohne den gestrichelten Morphismus

0 L = M—" s N 0
A
PT (top,d) ‘IT
(o)

0—= PO~ pog o Mo,

Weil Q° projektiv ist und 7 ein Epimorphismus ist, gibt es einen Morphismus §: Q° —
M mit mo ¢ = q. Dies erklart den gestrichelten Morphismus, und Kommutativitit des
Diagramms ist offensichtlich. Fasst man dieses Diagramm als kurze exakte Sequenz von
Komplexen auf, indem man die Spalten durch Nullen zu Komplexen ergénzt, so liefert die
lange exakte Kohomologiesequenz (Satz A.0.10) einerseits die Surjektivitit des gestrichelten
Morphismus und andererseits eine kurze exakte Sequenz zwischen den Kernen der vertikalen
Abbildungen. Da die Abbildungen P~! — P und Q' — Q° als P! — Ker(p) — P°
und Q7 — Ker(q) — QP faktorisieren, konnen wir den Konstruktionsschritt iterieren. Wir
erhalten so eine kurze exakte Sequenz'?

1
O%P@P@QMQ—W

in Kom(R), deren Mitglieder die Moduln in 0 — L — M — N — 0 kompatibel projektiv
auflosen; insbesondere liefert unsere Konstruktion eine projektive Auflosung P @ Q —» M.1%7
Man beachte, dass diese kurze exakte Sequenz komponentenweise spaltet (damit meinen

1
wir die Trivialitit, dass jede kurze exakte Sequenz 0 — P! @ Pt o Qt 0D, Qt — 0

spaltet). Dies hat zur Folge, dass alle Komponenten von
(5) (0,1)
0—-F(P)—>F(PaQ) — F(Q)—0
(in offensichtlicher Weise spaltende) kurze exakte Sequenzen sind, wir es also mit einer kurzen
exakten Sequenz von Komplexen in Kom(S) zu tun haben. Die zugeordnete lange exakte

126Dje direkte Summe von Komplexen ist komponentenweise erkliirt.
127Alle Differentiale von P @ Q haben die Gestalt (d(f ;;) fiir geeignete §"*: Q* — P'~!. Die Notation
suggeriert und es stimmt, dass diese mit den gleich auftauchenden Verbindungsmorphismen zu tun haben.

Der Leser mag sich dies iiberlegen.
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Kohomologiesequenz (Satz A.0.10) ist in der oberen Zeile des folgenden Diagramms teilweise
dargestellt.

——H N (F(Q)) *>H(F(P)) — H'(F(P ® Q)) —> H(F(Q)) —>0
—L,F(N) LoF (L) LoF (M) LoF(N)

Nach Definition der derivierten Funktoren sind die vertikalen Pfeile Isomorphismen und
die Quadrate kommutieren. Nun definiert man die gesuchten Verbindungsmorphismen in
offensichtlicher Weise. U

A.0.50. Die lange exakte Sequenz aus Satz A.0.48 ist funktoriell in kurzen exakten Sequen-
zen in Mod(R): Jeder Morphismus von kurzen exakten Sequenzen liefert einen Morphismus
der zugehorigen langen exakten Sequenzen (Kompatibilitdt mit den Verbindungsmorphismen
ist hier zu zeigen). Es folgt dass die Funktoren (L,F"),>0 zusammen mit den Verbindungs-
morphismen einen universellen homologischen d-Funktor bilden, siehe | , Thm. 2.4.6]."%
Homologische §-Funktoren sind eng mit dem klassischen Zugang (siehe | 1 |) zum
Begriff der g-ten derivierten Funktoren verbunden.

Beispiel A.0.51. Seir € Rmit -r: R — R injektiv und sei X ein R-Rechtsmodul. Betrachte
den Funktor X ®p—: Mod(R) — Mod(Z). Da R projektiv ist, verschwinden alle Torf(X, R)

fiir ¢ # 0. Wegen Tory (X, R) = X®gR = X erhalten wir aus der langen exakten Sequenz der

Linksderivierten zur kurzen exakten Sequenz R<»R — R/Rr fiir Toqu(X , R/Rr) dasselbe
Ergebnis wie in Beispiel A.0.44.

Beispiel A.0.52. In Beispiel A.0.45 haben wir Torf[X’Y] (C, C) berechnet. Dasselbe Ergebnis

kann man fast'? auch mit langen exakten Sequenzen der Linksderivierten erhalten. Zuerst

berechnet man Tor;C[X’Y]((C,(C[X ]) wie im obigen Beispiel und verwendet dann die kurze
exakte Sequenz C[X }<'—)£>(C[X | = C. Wir iiberlassen die Details dem Leser.
Ende der 29. Vorlesung am 23.1.2019 (als Abschluss Lemma 7.3.3 erklért).

LITERATUR

[AM69] M. F. Atiyah and I. G. Macdonald. Introduction to commutative algebra. Addison-Wesley Publis-
hing Co., Reading, Mass.-London-Don Mills, Ont., 1969.

[Ber72] I. N. Bernstein. Analytic continuation of generalized functions with respect to a parameter.
Funkcional. Anal. i PriloZen., 6(4):26-40, 1972.

[BGK*87] A. Borel, P.-P. Grivel, B. Kaup, A. Haefliger, B. Malgrange, and F. Ehlers. Algebraic D-modules,
volume 2 of Perspectives in Mathematics. Academic Press Inc., Boston, MA, 1987.

[CE56] Henri Cartan and Samuel Eilenberg. Homological algebra. Princeton University Press, Princeton,
N. J., 1956.

[Cou95]  S. C. Coutinho. A primer of algebraic D-modules, volume 33 of London Mathematical Society
Student Texts. Cambridge University Press, Cambridge, 1995.
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