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1. MOTIVATION

1.0.1. Motivation (mit Bildern an Tafel):

Wir wollen jedem topologischen Raum ein algebraisches Datum zuordnen, das ,,geniigend verschie-
dene® topologische Rdume unterscheidet und gleichzeitig ,,berechenbar* ist.

Beispiel: Fundamentalgruppe; jedem topologischen Raum X (mit ausgezeichnetem Punkt x) wird
eine Gruppe 71(X) = m1 (X, x) zugeordnet (sie ist im Allgemeinen nicht abelsch).

— m(R2\ {0}) = mi(S1) 2 Z % m (R?) = {0}.

— m({*}) 2m[R) =2 m (R™) =7 (R™\ {0}) = 7y (S™7Y) fiir alle m > 3.

Wir sind gerne bereit, mit der ,,Homotopie-Invarianz der Fundamentalgruppe® zu leben (siehe [Sch20,
Satz 3.5.1]%).

Jedoch ist es unbefriedigend, dass die Fundamentalgruppen der Sphiren S%, S3, ...der Dimen-
sion > 2 und aller R™ trivial sind, die Fundamentlagruppe diese topologischen R&dume also nicht
unterscheiden kann.

Immerhin kann 7; die Eins-Sphire S' von den gerade genannten Riumen unterscheiden.

Auch kann 7, zwischen R? \ {p} und R?\ {p,q} und R?\ {p, ¢, r} fiir verschiedene Punkte p, g,
in R? unterscheiden (freie Gruppen in einem, zwei oder drei Erzeugern).

Wie unterscheiden sich S! und S$2?

Kombinatorischer gefragt: Wie unterscheiden sich der Rand eines Dreiecks (homotop zu S') und
der Rand (= Oberfléiche) eines Tetraeders (homotop zu S?)?

Idee: Der eindimensionale Dreiecksrand umschlie3t ein ,,Loch kleinerer Dimension® als der zwei-
dimensionale Tetraederrand. Diese Locher sind gerade das ,, Innere“ des Dreiecks bzw. Tetraeders.
Unser erstes Ziel ist es, singuldre Homologie zu definieren. Diese ordnet jedem topologischen Raum
X eine Familie abelscher Gruppen H,(X), fir p € Z, zu. Wie die Fundamentalgruppe wird sie
homotopie-invariant sein. Jedoch kann sie beispielsweise alle Sphiiren S, S?, ... voneinander unter-
scheiden.

Werweise in hellem Purpur (= Magenta) sollten funktionieren, wenn sich das in [Sch20] genannte Skript im selben Verzeichnis
wie dieses Skript befindet.
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e Damit die Definition nicht vom Himmel fillt, definieren wir zunéichst simpliziale Homologie von
Simplizialkomplexen. Ein Simplizialkomplex ist ein rein kombinatorisches Datum, das topologische
Réume modelliert, die sich (in schoner Weise) aus Punkten, Streckensegmenten, Tetraedern, und
analogen hoherdimensionalen ,,vollen Simplizes“ zusammenbauen lassen. Fiir solche Gebilde ist an-
schaulich recht klar, was ,,Locher verschiedener Dimensionen“ sind - die simpliziale Homologie zahlt
im Wesentlichen diese Locher und motiviert die viel weniger anschauliche, aber allgemeinere Defini-
tion der singuldren Homologie.

e Man kann die Singulére-Homologie-Theorie auch axiomatisch aus den sogenannten Eilenberg-Steenrod
Axiomen entwickeln, siehe | , Eilenberg-Steenrod axioms] und | ]

2. SIMPLIZIALKOMPLEXE UND SIMPLIZIALE HOMOLOGIE

2.1. Simplizialkomplexe.

Definition 2.1.1. Sei V ein R-Vektorraum. Ein (n + 1)-Tupel (po,...,pn) von Vektoren in V heifit affin

unabhiingig, wenn das Tupel (p; —po, - - -, Pn — Do) linear unabhiingig ist. Eine fiquivalente, symmetrischere
Forderung ist: Fiir alle g, ..., A, € Rmit Agpg+ ... Apprn =0und Xo+---+ X, =0gillt 0 =Xy =--- = A\,.
Sei (po, ..., pn) ein affin unabhéingiges (n + 1)-Tupel. Dann nennt man die konvexe Hiille

konv(po, ..., pn) = {Ztipi | t; € [0,1] mit Zti = 1}
i=0 i=0

dieser Vektoren den vollen n-Simplex mit Ecken py,...,p,. Fiir jeden Punkt ¢ € konv(po, . ..,p,) gibt
es auf Grund der affinen Unabhiingigkeitsannahme genau ein (n + 1)-Tupel (to,...,t,) € [0,1]**! mit
q = Z?:o t;p;. Man nennt die Elemente dieses Tupels die baryzentrischen Koordinaten von ¢.> Der
Punkt —1=(po+- - -+p,) heit Schwerpunkt oder Baryzentrum unseres vollen Simplex (vgl. Abbildung 1).

n+1
Sind pg, ..., pn € V (nicht notwendig affin unabhéingige) Vektoren, so nennt man jede Summe der Form
oo tipi mit t; € [0, 1] eine Konvexkombination der py,...,p,.
p2
q
S
bo p1

ABBILDUNG 1. Voller 2-Simplex mit Ecken pg, p1, p2. Eingezeichnet sind sein Schwerpunkt
s = %(po + p1 + p2) und der Punkt ¢ mit baryzentrischen Koordinaten (1—10, 12—0, 1—70)
Beispiele 2.1.2. Ein einzelner Punkt p ist stets affin unabhiingig und sein voller Simplex ist konv(p) = {p}.
Zwei Punkte p, ¢ sind genau dann affin unabhéngig, wenn sie verschieden sind. Dann ist konv(p, ¢q) das
»abgeschlossenen Streckenstiick zwischen p und ¢“ und wird manchmal als [p, ¢] notiert.
Drei Punkte p,q,r sind genau dann affin unabhéngig, wenn sie nicht alle auf einer ,affinen Geraden“
liegen. In diesem Fall ist konv(p, ¢, ) das abgeschlossene Dreieck mit Ecken p, g, r.
Siehe auch | , Simplex (Mathematik)].

2.1.3. Jede Permutation eines affin unabhingigen Tupels ist affin unabhéingig.
Jedes Teiltupel eines affin unabhéngigen Tupels ist affin unabhéngig. Der volle Simplex des Teiltupels ist
eine Seitenfliche des vollen Simplex des gesamten Tupels.

2.1.4. Ist V endlichdimensional, so hat V' eine natiirliche Topologie®; der volle n-Simplex konv(py, . .., p,)
ist eine abgeschlossene Teilmenge von V.

2 Anschaulich ist q der Schwerpunkt der n + 1 Punkte po, ..., pn, wobei p; die Masse t; hat.
3Jeder endlichdimensionale R-Vektorraum hat eine natiirliche Topologie: Wihle eine beliebige Norm, betrachte die induzierte
Metrik und die daraus erhaltene Topologie - diese hdngt nicht von der Wahl der Norm ab, da alle Normen &quivalent sind.
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Definition 2.1.5 (e.g. | , 3.1]). Ein Simplizialkomplex ist ein Paar (E,K) bestehend aus einer
Menge E und einem System X C P(E) von nichtleeren endlichen Teilmengen, das unter dem Bilden von
nichtleeren Teilmengen stabil ist und alle einelementigen Teilmengen enthélt:

o Fiir alle 0 € K gilt 0 < |o| < o0;

e fiir alle 0 € K und alle @ # 7 C o gilt 7 € K;

o fiir alle e € F gilt {e} € K.
Die Elemente von E heiflen Ecken, die Elemente von K heilen Simplizes des Simplizialkomplexes. Die
Simplizes 0 € K mit |o| = ¢+1 heiflen genauer ¢-Simplizes oder auch Simplizes der Dimension dim(c) = g;
die Menge der ¢-Simplizes wird als £y = {0 € K | || = ¢ + 1} notiert. Fiir ¢ < 0 gilt also K, = @.

Sind 0,7 € K Simplizes mit 7 C o, so nennt man 7 eine Seite von o oder genauer im Fall 7 € K, eine

g-Seite von o.

2.1.6. Der Fall |E| = oo ist zwar erlaubt und wichtig, beim ersten Lesen sollte man aber eher an den Fall
|E| < oo denken.

2.1.7. Ein Simplizialkomplex ist ein rein kombinatorisches Datum und hat a priori nichts mit geometrischen
vollen Simplizes zu tun. Unsere Simplizialkomplexe werden deshalb oft auch abstrakte oder kombinato-
rische Simplizialkomplexe genannt.

2.1.8. Ist (E,K) ein Simplizialkomplex, so ist die Abbildung E = Ky, e + {e} eine Bijektion und E =
L, c i, @ ist die disjunkte Vereinigung der 0-Simplizes.

Somit ist £ durch I bestimmt und man nennt deshalb oft kurz das Mengensystem X einen Simplizial-
komplex und erwahnt E nicht explizit.

Beispiel 2.1.9. Ist E eine Menge, 50 ist (E, Pendlich(E) \ {&}) ein Simplizialkomplex, der sogenannte ma-
ximale Simplizialkomplex mit Eckenmenge E, wobei Pepqiich (E) die Menge aller endlichen Teilmengen
von E bezeichnet.

Definition 2.1.10. Ist (E,K) ein Simplizialkomplex, so ist F genau dann endlich, wenn K endlich ist. In
diesem Fall nennt man (F, K) einen endlichen Simplizialkomplex.

Beispiele 2.1.11.
(a) Setze E =7 und
IC:{{n}|n€Z}U{{n,n+1}|n€Z}.
Dies definiert einen Simplizialkomplex (E,K). Seine in Kiirze definierte geometrische Realisierung

(Definition 2.2.2) ist homdomorph zu R (motiviere durch Bild), wie wir in 2.2.9 begriinden werden.
(b) Setze E = Z? und

Kz = {{(@9), 0+ 1y, (@ + Ly+ D3 A p), (e,y + 1, @+ Ly + D} | (2,9) € 2%

und

K :={o]|o Cr fiirein 7 € Ko}.
Dann ist (E,K) ein Simplizialkomplex mit geometrischer Realisierung homéomorph zu R?, wie wir
in 2.2.9 begriinden werden (male Bild, R? in Quadrate zerschnitten, diese entlang ,erster Diagonale
zerschnitten; ,, Triangulierung® von R™).

(c) Ahnlich definiert man einen Simplizialkomplex mit Eckenmenge Z", dessen geometrische Realisierung
homéomorph zu R™ ist, siehe [ , 3.1.9]. Anschaulich: Zerschneide R™ in offensichtlicher Weise
in n-dimensionale Wiirfel; zerschneide jeden dieser Wiirfel in n! volle n-Simplizes.

(d) Siehe www.ics.uci.edu/ eppstein/projects/tetra/ fiir zwei Beispiele, wie man den Wiirfel in Tetraeder
zerschneiden kann.

(e) Betrachte den Simplizialkomplex mit £ = NU {*} und

lCz{{e}|e€E}U{{*,n}|n€N}.

Verbindet man in R? den Ursprung durch ein Geradensegment mit allen Punkten der Form (1,n),
fiir n € N, so kénnte man vermuten, dass die entstandene Teilmenge homéomorph zur geometrischen
4
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Realisierung von K ist. Dies ist aber nicht der Fall, wie sofort aus der spiteren Proposition 2.2.15
folgt.

Definition 2.1.12. Ein Unterkomplex (oder genauer Untersimplizialkomplex) eines Simplizialkom-
plexes (E,K) ist ein Simplizialkomplex (F,£) mit £ C K (und somit F' C E). Wir schreiben dies als
(F, L) C (E,K).

2.1.13. Sind £, M C K Unterkomplexe, so auch £ N M und £ U M (die in der Notation weggelassenen
Eckenmengen sind ebenfalls Schnitt bzw. Vereinigung der Eckenmengen). Allgemeiner sind beliebige Schnitte
() £(%) und Vereinigungen |J £(7) von Unterkomplexen £(i) C K wieder Unterkomplexe.

Beispiel 2.1.14. Seien K = (E, K) ein Simplizialkomplex und m € Z. Der Unterkomplex K<, := (E, |_|q<m Kq)
heiflt das m-Skelett von K oder das m-dimensionale Skelett von K. B

Beispiel 2.1.15. Ist K ein Simplizialkomplex und 7 C K eine Teilmenge, so bildet die Menge aller nicht-
leeren Teilmengen von Elementen von 7 einen Unterkomplex von K.

2.2. Geometrische Realisierung eines Simplizialkomplexes.

Erinnerung 2.2.1 (freier Vektorraum). Ist E eine beliebige Menge, so bezeichnen wir mit RE den R-
Vektorraum aller Abbildungen ¢: £ — R mit endlichem Triiger (dieser Untervektorraum von R¥ wird oft
als R() notiert; Addition und Skalarmultiplikation sind punktweise definiert).

Wir fassen E als Teilmenge von RE auf, indem wir einem Element e € E die Funktion F — R zuweisen, die
auf e den Wert Eins annimmt und iiberall sonst den Wert Null (charakteristische Funktion von e). Mit dieser
Konvention lisst sich jedes Element f € RE eindeutig als R-Linearkombination f = ) . ace schreiben,
wobei nur endlich viele der a, = f(e) € R von Null verschieden sind;* mit anderen Worten ist E eine Basis
von RE.”

Lineare Abbildungen RE — V in einen R-Vektorraum V sind eindeutig durch ihre Einschriankung auf
E C RE bestimmt und definierbar. In anderen Worten ist E C RE eine universelle Menge-(R-Vektorraum,)-
Abbildung und RE heifit freier R-Vektorraum iiber F (in Analogie zur Terminologie in | , Satz 3.8.3
und Satz 3.8.10]).

Ende der 1. Vorlesung am 29.10.2020.

Definition 2.2.2. Sei (E, K) oder kurz K ein Simplizialkomplex. Seine geometrische Realisierung A(K)
ist der folgende topologische Raum (er wird auch der Polyeder von K genannt)®. Als Menge ist A(K)
definiert durch
A(K) == {f: E - [0,1] | Supp(f) € K und 3 f(e) = 1} C RE.
eckE

(Wer nur an endlichen Simplizialkomplexen interessiert ist, kann anstelle der folgenden Technikalitéiten
alternativ 2.2.5 zur Definition der Topologie auf A(KC) verwenden.)

Fiir jeden Simplex o € K setze

A(K)o :=A{f € A(K) [ Supp(f) C o} € A(K).

Schreibe o = {eg,...,eq}, wobei ¢ = dimo. Dann ist das (sogar linear unabhéngige) Tupel (eo,...,eq)
von Vektoren in RE affin unabhéingig und es gilt

A(K)s = konv(o) = konv(ey, ..., eq),

in Worten ist also A(K), der volle ¢g-Simplex mit Ecken e, ..., e,.

Der endlichdimensionale Untervektorraum Ro = Rf{eg,...,e,} = Reg @ --- @ Re, C RE trigt eine
natiirliche Topologie. Wir versehen die Teilmenge A(K), C Reg & - - - & Re, mit der induzierten Topologie
(= Teilmengentopologie, siehe | , Definition 2.3.6]).

4 Wenn ich von einer Linearkombination spreche, nehme ich stets an, dass nur endlich viele Summanden von Null verschieden
sind, vgl. | , Linearkombination].
Bri o : ati _

Eine solche Linearkombination f = ZeGE

dass man formelartig links neben die Elemente von E ganze Zahlen schreibt.

aee nennt man oft eine formale Linearkombination, was vermutlich daher kommt,

6Eigentlich wire der Begriff topologische Realisierung besser.
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Offensichtlich gilt
AK) = | AK),.
oek
Wir versehen A(K) mit der Finaltopologie beziiglich aller Inklusionen A(K), C A(K), fir ¢ € K (siche
[ , Definition 2.8.33]). Damit ist A(K) als topologischer Raum definiert.

Anschauung 2.2.3. Anschaulich wird A(K) wie folgt konstruiert: Jedem ¢-Simplex o € K, ordnet man einen
vollen ¢-Simplex mit der ,offensichtlichen Topologie“ zu (ndmlich A(K), = konv(ey,...,e,) in der obigen
Definition) und dann verklebt man all diese g-Simplizes, fiir variables ¢, in der offensichtlichen Weise.”

2.2.4. In der Notation von Definition 2.2.2 gilt
(2.2.1) AK)e NAK)r = AK)onr

fiir beliebige Simplizes o, 7 € K. Per Konvention setze A(K)g := &, damit dies auch im Fall N7 = & stimmt.
Insbesondere folgt, dass alle A(K), abgeschlossen in A(K) sind. Man beachte auch A(K), C A(K), <—
TCoO.

2.2.5. Ist (F,K) ein endlicher Simplizialkomplex, so trigt der endlichdimensionale R-Vektorraum RE eine
natiirliche Topologie, so dass wir seine (abgeschlossene) Teilmenge A(K) C RE mit der Teilmengentopologie
versehen konnen. Diese stimmt mit der in Definition 2.2.2 erklidrten Topologie iiberein, was man wie folgt
sieht:

Nach 2.1.4 sind alle vollen Simplizes A(K), = konv(eg,...,e,) abgeschlossen in RE. Diese bilden ei-
ne endliche abgeschlossene Uberdeckung von A(K), letzteres versehen mit der Teilmengentopologie. Nach
[ , Proposition 2.4.13.(b), vgl. Beispiel 2.8.36] trigt also A(K) die Finaltopologie beziiglich aller Inklu-
sionen A(K), C A(K). Da die Topologie von A(K), als Teilmenge von Ro mit der als Teilmenge von RE
iibereinstimmt, zeigt dies unsere Behauptung.

2.2.6. Sei (F,K) ein Simplizialkomplex. Fiir jeden Unterkomplex (F,L) C (E,K) konnen wir A(L) als
Teilmenge von A(K) auffassen, indem wir Funktionen f: F — [0,1] durch Null zu Funktionen £ — [0, 1]
ausdehnen. Wir behaupten, dass die Inklusion A(L) C A(K) eine abgeschlossene Einbettung ist. Stetigkeit
ist klar, denn ihre Einschrinkung auf A(L), = A(K), ist stetig fiir alle 7 € K. Sei A C A(L) abgeschlossen.
Dann gilt fiir jedes o € K
AK),NnA= [ AK),NnA
TEL,TCO

und die rechte Seite ist eine endliche Vereinigung abgeschlossener Teilmengen von A(K), denn A(K), NA =
A(L); N A ist laut Annahme abgeschlossen in A(L), = A(K),; und letzteres ist abgeschlossen in A(K) nach
2.2.4.

Die Topologie von A(K) ist die Finaltopologie beziiglich aller Inklusionen A(L) C A(K), wobei L alle
endlichen Unterkomplexe von X durchliuft.®

Ist 0 € K ein Simplex, so kénnen wir ¢ als maximalen Simplizialkomplex mit Eckenmenge o auffassen
(siehe 2.1.9). Notieren wir diesen (by abuse of notation) als o, so ist ¢ C K = (E, K) ein Unterkomplex. Die
entsprechende (abgeschlossene) Teilmenge A(o) C A(K) ist der volle Simplex A(K), aus Definition 2.2.2,
in Formeln

Ao) = A(K),.

Die Formel (2.2.1) hat in dieser Schreibweise die einpréigsamere Gestalt A(c) NA(7) = A(eN 7). Das stimmt
auch im Fall o N7, denn der leere Unterkomplex @& C K erfiillt A(2) = 2.

2.2.7. Sei (F, K) ein Simplizialkomplex und A(K) C RE seine geometrische Realisierung. In vielen Beispielen
findet man eine homoomorphes Bild von A(K) in einem Vektorraum V der Dimension dimV < |E| =
dim RE. Besonders interessant ist dies, falls £ unendlich ist und V' endliche Dimension hat. Proposition 2.2.8
erklért eine Methode, wie man dies erreichen kann.

"Das Verkleben zweier topologischer Rdume wurde in [ , 2.8.52] mit Hilfe eines kokartesischen Diagramms erklirt;
kokartesische Diagramm sind Spezialfille von Kolimiten — dieser Begriff wird hier nicht vorausgesetzt; wer ihn jedoch kennt,
wird sofort erkennen, dass und in welcher Weise A(K) ein Kolimes ist.

8Um Missverstindnissen vorzubeugeh: Sie ist auch die Finaltopologie beziiglich aller Inklusionen A(L) C A(K), wobei L
alle Unterkomplexe von K durchlduft.
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Proposition 2.2.8. Sei (E,K) ein Simplizialkomplex. Sei ¢: E — V eine Abbildung von der Menge der
Ecken in einen Vektorraum V und sei p: RE — V ihre eindeutige lineare Erweiterung. Sind die drei Bedin-
gungen
® Dlak) ist injektiv;
e V ist endlichdimensional;
e die (automatisch abgeschlossene) Uberdeckung G(A(K)) = U, cx konv(p(o)) ist lokal-endlich (siche
[ , Aufgabe 2.4.18])

erfillt, so restringiert @ zu einem Homdomorphismus

(2.2.2) A(K) = §(A(K))

auf sein Bild.

2.2.9. Die Behauptungen in den Beispielen (a) und (b) in 2.1.11 folgen sofort aus Proposition 2.2.8.

Beweis. Die Stetigkeit der Abbildung (2.2.2) ist offensichtlich, denn ihre Einschriinkung auf jedes A(K), ist
offensichtlich stetig (denn die lineare Abbildung Ro — V zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen ist
stetig). Auf Grund der ersten Bedingung ist unsere Abbildung bijektiv; die Stetigkeit der Umkehrabbildung
folgt dann sofort aus | , Aufgabe 2.4.18] und der Definition der Topologie auf A(K), denn & bildet das
Kompaktum A(K,) homdomorph auf den Hausdorff-Raum konv(p(c)) ab nach | , Satz 2.7.15). O

Aufgabe 2.2.10. Wir verwenden die Notation aus Proposition 2.2.8.
(a) Fiir jedes ¢ € N und jeden ¢-Simplex o = {eq, ... ,eq} € Ky gilt: Plionv(e) ist genau dann injektiv,
wenn das (¢ + 1)-Tupel (¢(eg), ..., p(e,)) affin unabhéngig ist.
Hinweis: Eventuell einfacher mit der symmetrischen Definition der affinen Unabhéngigkeit in De-
finition 2.1.1.
(b) Die Injektivitdt von @|a k) ist dquivalent dazu, dass die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(i) Fiir jedes ¢ € Z und jeden g-Simplex o = {ey, ..., eq} € K, ist das (¢g+1)-Tupel (¢(eo), ..., p(eq))
affin unabhéngig.
(ii) Es gilt konv(p(o)) Nkonv(p(T)) = konv(p(o N 7)) fiir alle Simplizes o, 7 € K.

Ende der 2. Vorlesung am 30.10.2020.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 2.2.10

(2) | , Aufgabe 2.4.18]

(3) Lies [ , Appendix A] und stelle Fragen, wenn irgendetwas unklar ist (etwa Details in A.2.3,
Beispiel A.2.9, Beispiel A.2.14 oder A.2.15). Melde alle Fehler.

(4) Lies Definition A.0.2 und lose Aufgabe A.0.3.

Proposition 2.2.11. Sei K = (E,K) ein Simplizialkomplex. Dann ist A(K) ein Hausdorffraum.

2.2.12. Mit etwas mengentheoretischer Topologie (Satz von Tietze | , 7.7 Satz]) kann man zeigen, dass
A(K) ein normaler Hausdorflraum ist; der Leser sei dafiir auf | , Theorem 3.1.17] verwiesen, wo die
geometrische Realisierung A(K) als |K| notiert wird.

Beweis. Der Vektorraum RE wird durch

(f,9) = fle)gle)
eckE
zu einem Skalarproduktraum (im Allgemeinen ist dies kein Hilbertraum, etwa fiir E abzihlbar unendlich,
was fiir uns aber unerheblich ist). Wir erhalten eine induzierte Norm, Metrik und Topologie auf RE. Da RE
mit dieser Topologie ein Hausdorffraum ist, geniigt es zu zeigen, dass die Inklusion A(K) C RE eine stetige
Abbildung ist. Dafiir ist dquivalent zu zeigen, dass fiir jedes o € K die Inklusion A(c) = A(K), C RE stetig

9Vielleicht ist die folgende Formulierung verstindlicher: Die dritte Bedingung besagt nach Aufgabe 2.4.18, dass P(A(K)) die
Finaltopologie beziiglich aller Inklusionen konv(yp(o)) C P(A(K)) tragt. Analog triagt per Definition A(K) die Finaltopologie
beziiglich aller Inklusionen A(K)s C A(K). Nun folgt die Behauptung daraus, dass die Bijektion A(K) = $(A(K)) die
Teilmenge A(K)s homdomorph auf konv(e (o)) abbildet.
7



ist. Dies ist aber klar, da diese Abbildung als A(c) C Ro C RFE faktorisiert und die natiirliche Topologie auf
Ro durch die Einschrankung unseres obigen Skalarprodukts definiert werden kann. (]

2.2.13. Wir bereiten nun den Beweis von Proposition 2.2.15 vor. Seien K ein Simplizialkomplex und o € K
ein Simplex. Wir erinnern an den abgeschlossenen vollen Simplex

A(o) = A(K)s ={f € A(K) [ Supp(f) C o} C A(K).
und definieren nun sein ,,Inneres®
(2.2.3) A(o) :={f e AK) | Supp(f) =0} ={f € A(o) | f(e) #0 fiir alle e € 6} C A(0).

Offensichtlich entsteht A(o)" aus A(o) durch Entfernen aller echten (abgeschlossenen) Seitenflichen A(7)
fiir alle 7 C o und ist offen in A(o) (aber im Allgemeinen nicht offen in A(K)). Deswegen wird A(o)” als
offener Simplex zu o bezeichnet. Offensichtlich ist A(K) die disjunkte Vereinigung der offenen Simplizes,

in Formeln
AK) = | | Ao)".
geK

Lemma 2.2.14. Seien K ein Simplizialkomplex und A C A(K) eine Teilmenge, so dass fiir alle Simplizes
o € K der Schnitt ANA(o) endlich ist. Dann ist A abgeschlossen in A(K) und trigt die diskrete Topologie.

/

Beweis. Fiir beliebiges 0 € K ist A(o) die endliche disjunkte Vereinigung aller A(7)" mit 7 C o. Laut
Annahme besteht A(o) N A also nur aus endlich vielen Elementen und ist somit abgeschlossen in A(o). Also
ist A abgeschlossen in A(K). Ersetzen wir in diesem Argument A durch eine beliebige Teilmenge A’ C A, so
zeigt dies, dass jede Teilmenge A’ von A abgeschlossen in A(K) und damit in A ist. Also trigt A die diskrete
Topologie. O

Proposition 2.2.15 (] , Corollary 3.1.19]). Sind K ein Simplizialkomplex und K C A(K) eine kom-
pakte'’ Teilmenge, so gibt es einen endlichen Unterkomplex £ C K mit K C A(L).

Beweis. Fiir jeden Simplex o € K mit K N A(c)’ # @ wiihle man einen Punkt p, € K N A(o)’. Sei A C K
die Menge aller so gewéhlten Punkte. Dann ist A nach Lemma 2.2.14 eine abgeschlossene Teilmenge von
A(K) — dann auch von K und ist somit kompakt — und triagt die diskrete Topologie. Also ist A endlich. Die
Behauptung folgt sofort. O

Korollar 2.2.16 (] , Corollary 3.1.20]). Ein Simplizialkomplex K ist genau dann endlich, wenn A(K)
kompakt ist.

Beweis. Ist K endlich, so ist A(K) als endliche Vereinigung endlich vieler kompakter, abgeschlossener voller
Simplizes quasi-kompakt, wegen Proposition 2.2.11 Hausdorff und somit kompakt.
Die umgekehrte Implikation folgt aus Proposition 2.2.15. ]

Definition 2.2.17. Eine Triangulierung eines topologischen Raums X ist ein Simplizialkomplex I zu-
sammen mit einem Homdomorphismus f: A(K) =+ X. Ein topologischer Raum X heifit triangulierbar,
falls es eine solche Triangulierung gibt.

2.2.18. Ein kompakter topologischer Raum X ist genau dann triangulierbar, wenn es einen endlichen Sim-
plizialkomplex K mit X = A(K) gibt. Dies folgt sofort aus Korollar 2.2.16.

Beispiele 2.2.19.

(a) Triangulierungen von R, R? haben wir in den Beispielen (a) und (b) in 2.1.11 informell kennengelernt.
Dass es sich dabei wirklich um Triangulierungen im Sinne von Definition 2.2.17 handelt, haben wir
in 2.2.9 gesehen.

(b) Um die Kreislinie S! zu triangulieren, benétigt man mindestens drei 1-Simplizes. (Warum geht es
nicht mit zwei 1-Simplizes?)

(c) Die abgeschlossene Kreisscheibe D™ = {x € R™ | ||z|| = 1} hat eine offensichtliche , Triangulierung
durch einen n-Simplex“, denn sie ist homéomorph zu einem vollen n-Simplex (per stereographischer
Projektion).

1OVVegen Proposition 2.2.11 sind hier die Begriffe kompakt und quasi-kompakt gleichbedeutend.
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(d) Sphére S™: Trianguliere durch die Seiten des (n + 1)-Simplex.
Es gibt natiirlich viele andere Trianguliergunen, etwa Kugeloberfliche S? in 8 Dreiecke zerteilen
etc.
(e) Zweitorus T? = St x St
Stellt man sich T? als Quadrat mit identifizierten gegeniiberliegenden Seiten vor, warum ist die
Zerlegung in vier gleich grofle Quadrate, die wiederum in zwei Dreiecke zerschnitten werden, keine
Triangulierung?
Schneidet man dieses Quadrat in neun gleich grofle Quadrate und zerschneidet diese in je zwei
Dreiecke, so ist es eine Triangulierung mit 18 Dreiecken.
Aufgabe: Finde eine Triangulierung mit 14 Dreiecken (und 21 Kanten und 7 Ecken) — laut Inter-
net/Literatur geht es nicht besser.
(f) Fiir Bilder und weitere Informationen (welche Mannigfaltigkeiten sind triangulierbar?) siehe | ,
Triangulation (topology)].

2.3. Simpliziale Abbildungen.

Definition 2.3.1. Gegeben zwei Simplizialkomplexe (F,K) und (F, L) ist eine simpliziale Abbildung
v: (E,K) — (F, L) eine Abbildung ¢: E — F von Mengen mit ¢(o) € L fiir alle o € K. Aquivalent ist die
Forderung: Die induzierte Abbildung P(E) — P(F) auf den Potenzmengen bildet & nach £ ab.

Warnung 2.3.2. Wir fordern nicht, dass eine simpliziale Abbildung ¢-Simplizes auf ¢g-Simplizes abbildet. Ein
3-Simplex etwa kann auf einen 1-Simplex abgebildet werden — umgekehrt geht dies aber offensichtlich nicht.

2.3.3. Simplizialkomplexe und simpliziale Abbildungen bilden in offensichtlicher Weise eine Kategorie. Wie
notieren diese als SimpKomp. Morphismen in SimpKomp, also simpliziale Abbildungen, werden auch Mor-
phismen von Simplizialkomplexen genannt.

2.3.4. Sind (F, K) und (F, £) Simplizialkomplexe, so ist eine Abbildung £ — F modulo der Isomorphismen
E = Kound F =5 £ aus 2.1.8 dasselbe wie eine Abbildung Ko — £o. Deswegen kann man eine simpliziale
Abbildung K = (E,K) — L = (F, L) dquivalent durch eine Abbildung Ky — L festlegen. Dies wird vor
allem dann niitzlich sein, wenn wir unsere Simplizialkomplexe als K und £ (ohne Angabe der Eckenmengen)
notieren.

Beispiel 2.3.5. Unterkomplexe sind ,,dasselbe® wie simpliziale Abbildungen, die injektiv auf den Eckenmen-
gen sind: Ein Unterkomplex (F, L) C (E,K) eines Simplizialkomplexes liefert in offensichtlicher Weise eine
simpliziale Abbildung (F, £) — (E,K) mit F' — E injektiv. Ist umgekehrt ¢: (F, L) — (E, K) eine simplizia-
le Abbildung mit ¢: F' — F injektiv, so ist (¢(F), (L)) C (E,K) ein zu (F, L)) isomorpher Unterkomplex,
wobel (L) = {p(o) | 0 € L}.

Lemma 2.3.6. Sei ¢: (E,K) — (F, L) eine simpliziale Abbildung. Dann restringiert die induzierte lineare
Abbildung RE — RFE zwischen den freien Vektorrdumen zu einer stetigen Abbildung

Alp): A(K) = A(L),
f=Y teer (A@)(f) =Y teple),

zwischen den geometrischen Realisierungen.
Somit kann A als Funktor A: SimpKomp — Top von der Kategorie der Simplizialkomplexe in die Kate-
gorie der topologischen Rdume aufgefasst werden.

Beweis. Die Verkniipfung E % F C RF erweitert eindeutig zu einer linearen Abbildung RE — RF. Diese
ist explizit durch }° cptee = 3 cptep(e) =3 rerp(Dcep-1(s) te)f gegeben (endliche Summen). Sie bildet
die Menge A(K) nach A(L) ab und liefert so die gesuchte Abbildung A(y) von Mengen. Um zu zeigen, dass
letztere stetig ist, betrachte man fiir jedes o € K das offensichtliche kommutative Diagramm

A(yp)
—_—

A(K) A(L)

¢] ]

Ao) — A(p(9))
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(seine untere Horizontale ist wohldefiniert und surjektiv). Die rechte Inklusion ist stetig, da sie eine der
Abbildungen ist, die die Topologie auf A(L) definieren. Die untere Horizontale ist offensichtlich stetig, da
sie von der offensichtlichen linearen Abbildung Ro — Rp(o) zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen
herkommt. Damit ist die Abbildung A(c) — A(L) stetig. Da o € K beliebig war, bedeutet dies nach der
universellen Eigenschaft der Finaltopologie (] , Satz 2.8.35], dass A(yp) stetig ist. |

2.4. Simpliziale Homologie.

2.4.1. In diesem Kapitel definieren wir auf rein kombinatorische Weise die simpliziale Homologie eines
Simplizialkomplexes K; dazu wird die geometrische Realisierung A(K) nicht benétigt. Spéter werden wir
jedoch zeigen, dass die simpliziale Homologie von K mit der singulédren Homologie von A(K) iibereinstimmt
(Satz 4.8.11).

Erinnerung 2.4.2 (freier R-Modul; Analogon zu Erinnerung 2.2.1 mit R-Vektorraum alias R-Modul ersetzt
durch R-Modul). Sei R ein beliebiger Ring (etwa Z). Ist FE eine Menge, so bezeichnen wir mit RE den
R-Modul aller Abbildungen f: E — R mit endlichem Triiger. Ahnlich wie in Erinnerung 2.2.1 fassen wir E
als Teilmenge von RE auf und kénnen dann jedes Element von RE als R-Linearkombinationen . _, ace
mit a. € R schreiben (vgl. Fuinote 4). Hier bei sind die Koeflizienten a. € R eindeutig bestimmt — mit
anderen Worten bildet F eine R-Basis von RE.

Morphismen von R-Moduln (alias R-lineare Abbildungen) RE — M in einen beliebigen R-Modul M sind
eindeutig durch ihre Einschriankung auf £ C RE bestimmt und definierbar, in Formeln definiert Restriktion
eine Bijektion

(2.4.1) Modg(RE, M) = Set(E, M).

Man nennt RE (zusammen mit £ C RE) den freien R-Modul iiber E. Die obige Bijektion kodiert seine
universelle Eigenschaft.

Speziell fiir R = Z erhélt man den freien Z-Modul ZE iiber E. Dieser wird meist freie abelsche Gruppe

iiber F genannt, denn Z-Moduln sind dasselbe wie abelsche Gruppen und Z-lineare Abbildungen sind
dasselbe wie Morphismen abelscher Gruppen (= Homomorphismen abelscher Gruppen); mit anderen Worten
stimmen die Kategorien Ab der abelschen Gruppen und Mod(Z) der Z-Moduln iiberein, in Formeln Ab =
Mod(Z).
Beispiel 2.4.3. Jedes Element der freien abelschen Gruppe Z{a, b, c} kann eindeutig als za + yb + zc mit
x,y,z € Z geschrieben werden. Wer mag, kann dies auch als xza + yb + zc schreiben, also allgemein die
Inklusion F C ZFE als e — e schreiben. Insbesondere ist solch eine Notation nétig, wenn man etwa die freie
abelsche Gruppe ZV iiber einem Vektorraum V betrachtet, denn sonst ist nicht klar, ob 3v als 3.0 = v+v+wv
(Skalarmultiplikation bzw. Addition in der abelschen Gruppe V') oder als 3v zu verstehen ist.

Definition 2.4.4. Sei (E, K) ein Simplizialkomplex. Sei < eine Ordnung (= totale Ordnung) auf der Ecken-

menge E (ist E endlich, so kann man sich die Ecken von 1 bis n := |E| durchnummeriert vorstellen).'!
Sei ¢ > 0 eine natiirliche Zahl. Wir definieren
(2.4.2) cstmene .= {s: {0,...,q} — E streng monoton | (ims) € K}

={(50s-..,8¢) € BT | 59 <81 <+ < sgund {so,...,8,} € Kg}.

12 Fiir ¢ < 0 setzen wir ch-mono = g.
Sei ¢ > 1. Der eindeutige Morphismus

8 — 8q — a;t—mono: Z’Czt—mono — ZICzt_—Iiiono

abelscher Gruppen zwischen den freien abelschen Gruppen iiber den Mengen der ,streng monotonen* g¢-
Simplizes bzw. (¢ — 1)-Simplizes mit

(2.4.3) O((s0,---15¢) = > (=1)'(s0,-,85,...,5)

0<i<q

HStatt mit einer Ordnung kénnten wir auch mit einer partiellen Ordnung, die auf jedem Simplex von K zu einer (totalen)
Ordnung restringiert, arbeiten.
12 Die Zuordnung (so, . ..,8q) — {so0,...,sq} liefert eine Bijektion ICflt'mO“O =5 KCg, denn fiir jedes o € KCq gibt es Elemente
$0,-.-,8¢ € E mit o = {so,...,sq}, welche eindeutig bestimmt sind, wenn wir zusétzlich sg < s1 < -+ < sq verlangen.
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fiir alle (sg,...,84) € Kzt‘mono heifit g-ter Randoperator zur Eckenordnung <, wobei das Hiitchen als
Tarnkappe iiber s; andeutet, dass dieses Element weggelassen wird.
Fiir ¢ <0 sei 9 = 82t‘m°n° =0: ZICZt‘mono — ZICZEI{‘ODO = 7@ = {0} die Nullabbildung.

2.4.5. In Appendix B sind einige Grundbegriffe der homologischen Algebra erkldrt, die wir im Folgenden
verwenden. Vom Leser wird erwartet, dass er diesen Appendix soweit notig parallel zum aktuellen Abschnitt
liest. Beim ersten Lesen empfohlen wir, sich auf den Fall R = Z und somit Mod(Z) = Ab zu beschrinken.
Zur Erleichterung des parallelen Lesens versuchen wir, beim ersten Auftreten jedes homologischen Begriffs
im aktuellen Abschnitt einen Verweis auf die entsprechende Stelle im Appendix anzugeben.

Wir hoffen, dass diese Trennung algebraischer und topologischer Begriffe strukturelle Klarheit schafft. His-
torisch gesehen sind viele Begriffe aus der homologischen Algebra (Zykel, Rand, Homotopie, . ..) topologisch
motiviert.

Proposition 2.4.6. Sei (E, K) ein Simplizialkomplezx und sei < eine Ordnung auf E. Dann ist das Diagramm

(2.4.4) ZISmON0 = (ZKSMOM 9 1= ( —y Zigrmene 22, 7 jcst-mono 91, 7 pest-mono. =0, 7y |y )
{0}
={0

ein Komplex abelscher Gruppen (= Komplex von Z-Moduln) im Sinne der Definition B.1.1.

2.4.7. Proposition 2.4.6 besagt, dass jeder Simplizialkomplex zusammen mit einer Ordnung auf der Ecken-
menge einen Komplex abelscher Gruppen liefert. Auch wenn hier zweimal das Wort Komplez auftaucht, sind
die mathematischen Bedeutungen grundverschieden.

Beweis. Zu zeigen ist 0 o d = 0 oder genauer 95" 1" o0 95" = ( fiir alle ¢ € Z. Fiir ¢ < 1 ist dies trivial.
Gelte ¢ > 2. Sei 0 = (s0,...,84) € Kzt‘mono beliebig. Wegen der universellen Eigenschaft freier abelscher
Gruppen geniigt es,

zu zeigen. Wir berechnen

(2.4.5) A(d(c)) = 8 ( (—1)' (S0, - -+ 51, -+, 5q)

I
—
\
—_
~—

<.
o5}
—~
—
vl
o
»
I
)
Q
~—
~—

0<i<q
= (D" D (=1)7(S0s-- 855+ 51y -1 5g)
0<i<q 0<j<i
+ Z (=17 (S0 81y, 55, ,sq))
1<j<q
= > (1) (s0,.. .55, 1800, 89)
0<j<i<gq
+ > (71)”%1(50,...,gi,...,gj,...,sq))
0<i<j<gq
=0. O

Beispiel 2.4.8. Betrachte den Simplizialkomplex (E, ) mit Ecken 1,2,3 und 1-Simplizes {2, 3}, {1, 3},

{1,2} und 0-Simplizes {1}, {2}, {3} (und keinen weiteren Simplizes). (Seine geometrische Realisierung ist

homéomorph zum Rand eines Dreiecks, also zu S'.) Nimm die offensichtliche Ordnung auf E = {1, 2, 3}.

Der Komplex ZKst™°1° Jebt dann nur in den Graden 1, 0 und ist somit durch die beiden Komponenten in
11



diesen Graden und das sie verbindende Differential

st-mono
19}
1

(2.4.6) ZKSmone = 7,(2,3) @ Z(1,3) @ Z(1, 2) s ZKS™Om = 7(1) @ Z(2) @ Z(3),
(2,3) = (3) = (2),
(1,3) = (3) — (1),
(1,2) = (2) = (1),

eindeutig bestimmt.

2.4.9. Die Wahl der Ordnung < in Definition 2.4.4 ist etwas unbefriedigend und l&sst sich in der Tat
vermeiden, wie wir in Proposition 2.4.21 sehen werden.

Ende der 3. Vorlesung am 05.11.2020.
Definition 2.4.10. Sei (E,K) ein Simplizialkomplex. Fiir ¢ > 0 setzen wir'?
Kire = {s:{0,...,q} — E injektiv | (ims) € K}
={s:{0,...,¢} = E| (ims) € K}
={(50,-..,8¢) € BT [ {s0,...,5,} € K¢}
Elemente dieser Menge heifien angeordnete ¢-Simplizes.'* Definiere
ZKCe
<s om —sgn(m)s | s € K8, © € Sym({0,... ,q})>
ZKme
((52(0)s -+ 5n()) = 580(7) (50, 5) | (50, 5) € K35, 7 € Sym({0,...,a}) )

als Quotient der freien abelschen Gruppe iiber allen angeordneten ¢-Simplizes modulo der angegebenen
Relation: Zwei angeordnete Simplizes, die sich nur in der Reihenfolge der Ecken um eine Permutation m
unterscheiden, werden bis auf den Faktor sgn(m) € {1} miteinander identifiziert.

Die (abelsche) Gruppe S,K heiflt die (abelsche) Gruppe der ¢-Simplizialketten von K.

Fiir ¢ < 0 setze S,K := {0}.

(2.4.7) SgIC =

2.4.11. Erkldre angeordnete Simplizes durch Bilder (0-Simplizes als Punkte, 1-Simplizes als Segmente mit
Richtung, 2-Simplizes als Dreieck mit Pfeil, der die Anordnung wiedergibt, 3-Simplizes &hnlich).

Dann erklire Relation: 2-Simplex {a, b, ¢} € K5 liefert 6 angeordnete 2-Simplizes (a, b, ¢), (b, ¢, a), (¢, a,b),
(a,e,b), (b,a,), (c,b,a).

Die ersten drei werden gleich in S3/C, ebenso die letzten drei: Dort gilt (a,b,¢) = (b,¢,a) = (¢,a,b) =
—(a,¢,b) = —(bya,c) = —(c,b,a). Wer mag, kann dies genauer als (a,b,c) = (b,c,a) = ... = —(¢,b,0a)
schreiben.

Veranschauliche durch Dreieck mit kreisférmigen Pfeil; zwei Drehsinne, unterscheiden sich um Vorzeichen.

Beispiel 2.4.12. Fiir den Simplizialkomplex /C aus Beispiel 2.4.8 gilt
7(2,3)®7Z(3,2) ®Z(1,3) ®Z(3,1) ® Z(1,2) ® Z(2,1)
<(27 3) = _(37 2)7 (17 3) = _(37 1)’ (L 2) = _(2’ 1)>

was so wie ZK57™°m° aussieht (jedoch brauchen wir nun keine Ordnung auf F).

SiK =

=7(2,3) @ Z(1,3) ® Z(1, 2),

2.4.13. Eine g-Simplizialkette ist eine Z-Linearkombination angeordneter Simplizes modulo der Relationen,
die wir herausgeteilt haben.

Der Begriff Kette kommt vermutlich daher, dass eine Kombination mehrerer (orientierter) Segmente alias
(angeordneter) 1-Simplizes (oder genauer deren geometrischer Realisierungen) ein kettenihnliches Gebilde
im iiblichen Sprachgebrauch ergibt.

13 Im Hinblick auf meine spatere Notation }C};Cl und die bereits verwendete Notation }CZ"“IO“O ware hier eigentlich }Ciq"j
angebracht!
14 Die Abbildung K2"8 — Kg, s = (s0, - .-, 8q) — (ims) = {so,. .., sq}, vergisst die Anordnung.
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2.4.14. Allgemeiner gilt fiir je zwei angeordnete g-Simplizes s, € "¢ mit (ims) = (im¢) im Quotienten
S¢KC (entweder) s =t oder s = —t. Im Fall ¢ = 0 gilt fiir solche Simplizes stets s = ¢t.
Proposition 2.4.15. Sei (E,K) ein Simplizialkomplez.

(a) Sei q > 1. Die Abbildung

(2.4.8) Kans — 7K

-1

(50s--15q) = D (=1)(s0,- .85, )

0<i<q

erweitert eindeutig zu einem Morphismus ZK3"® — ZICan ;. abelscher Gruppen und induziert weiter
einen Morphismus

(2.4.9) 0 =0,: S,K = Sq_1K

abelscher Gruppen, den sogenannten Randoperator.
(b) Das Diagramm

(2.4.10) SK = (SK, 9) ::( RSN I 2N LN Y et Y R )
{0} {0}

ist ein Komplex abelscher Gruppen, wobei 0y := 0 fir alle ¢ < 0 gilt. Dieser Komplex heifit Komplex
der Simplizialketten.

2.4.16. Erkldare Randoperator bildlich: Dreieck mit Uhrzeiger-Drehsinn bzw. Dreieck mit Gegenuhrzeiger-
drehsinn werden auf die Kette ... bzw. deren Negatives abgebildet.
Gibt auch gleich Beispiel fiir Zykel: orientierter Dreiecksrand und illustriert damit 9% = 0.

Beweis. (a) Da die symmetrische Gruppe Sym({0,...,¢}) von den Transpositionen benachbarter Elemente
erzeugt wird, geniigt es zu zeigen, dass sich die Bilder von (so, . .., S;, Sj+1, .-, 8¢) und (So, ..., Sj+1, Sj, - -, Sq)
(2.4.8)

unter der Verkniipfung KC5"8 ZK3® — SgK um den Faktor (—1) unterscheiden; dabei ist j €
{0,...,q — 1} beliebig. Das Bild von (sg,...,8,8j+1,.-.,8q) ist aber

> (=150 Sire 085584150 50) (=1 (50,155, 85415 -1 8g)H(=1) T (50,1 85,5541, -+, 8g)
0<i<j

+ E so,...,sj7sj+1,...,si7...,sq)
]+1<Z<q
und das von (So,...,8;j4+1,5;,...,5¢) ist (in der folgenden Gleichung wird im zweiten Summanden ,nichts

vertauscht®, denn s;41 ist ja schon weg — analog im dritten Summanden)

D (1) S0, Sy 85015855 80) H(= 1) (S0, 8410855 ) H(= 1T (S0, 851,85, 59)
0<i<j

+ Z 507~-~7sj+135j7~~';§i,~-~75q)
J+1<i<q
= — Z S(),...7/8\2‘,...,8j,8j+1,...,Sq)—(—l)j+1(80,...7Sj7/8\j+1,...,Sq)—(—l)j(807...,/S\j,Sj+1,...,Sq)

0<i<y
— Z (—1)i(80,...,Sj,Sj_,_l,...,gi,...,Sq).
J+1<i<q

(b) Zu zeigen ist dy_1 09, = 0 fiir alle ¢ € Z. Die Rechnung (2.4.5) zeigt aber sogar, dass jede Verkniipfung
ZKE"e — LK™ — ZlCari% Null ist. O

Definition 2.4.17. Sei K ein Simplizialkomplex. Indem wir Definition B.1.5 auf den Komplex SK = (S, 0)
der Simplizialketten anwenden, erhalten wir diverse abelsche Gruppen. Wir nennen
o Z,K :=7,(8K) =Z,(SK,0) = ker(9,: S4K — S4-1K) die (abelsche) Gruppe der ¢-Simplizialzykel,
13



e B,K := B,(SK) = B4(SK,9) = im(9y+1: Sq+1K — S4K) die (abelsche) Gruppe der ¢-Simplizial-
rinder (englisch boundaries);

e H,K := Hy(SK,0) = Hy(SK) = é‘;ﬁ = Z,KC/ByK die g-te simpliziale Homologie(gruppe)

(ebenfalls eine abelsche Gruppe).

2.4.18. Wir verwenden dasselbe Symbol H, (manchmal mit, manchmal ohne Klammern) sowohl fiir die ¢-te
Homologie H;A = H,(A) eines Komplexes abelscher Gruppen A als auch fiir die g-te simpliziale Homologie
H,K = H,(K) eines Simplizialkomplexes und hoffen, dass dies nie zu Missversténdnissen fiihrt.

Beispiel 2.4.19. Male Beispiele: Rand einer 1-Kette. Schliele Kette: wird Zykel.
Male zwei homologe Zykel.

2.4.20. Der Leser mag sich fragen, ob zwei Simplizialkomplexe mit homdomorpher geometrischer Realisie-
rung isomorphe simpliziale Homologie haben. Dies ist in der Tat der Fall, siehe 4.8.15.

Proposition 2.4.21. Sei (E,K) ein Simplizialkomplez. Ist < eine Ordnung auf E, so ist der offensichtliche
(und im Beweis erklirte) Morphismus ein Isomorphismus

(2.4.11) ZICSmore = SC

in der Kategorie Kom(Z) (siehe Definition B.1.10).
Insbesondere induziert dieser Isomorphismus Isomorphismen

(2.4.12) H, (ZKC™or0) = H, (K)
fiir alle q € Z, wir kénnen also die simpliziale Homologie mit Hilfe des Komplexes ZK3"™°1° qusrechnen.

Beweis. Sei ¢ > 0. Die Inklusion K;t'mono — Kj"® erweitert zu einem (injektiven) Gruppenmorphismus
ZlCZt'mono — ZK3"8. Sei b, die Verkniipfung

(2.4.13) by: ZICZt'm"“" — ZKF"E — S K.
Fiir ¢ < 0 definieren wir b, := 0 und erhalten das offensichtlich kommutative Diagramm

st-mono st-mono st-mono

B Zlcat—mono 2 Z’Cit—mono 1 Zlcgt—mono 0 Z’Cs_t—lmono o
b l by \L bo l b_y \L
0. 1%} O
Sk - S1K - SoK =S,k

in Ab. Dieses Diagramm definiert den Morphismus (2.4.11). Um zu zeigen, dass er ein Isomorphismus ist,
reicht es zu zeigen, dass alle b, Isomorphismen sind (vgl. B.1.12), was fiir ¢ < 0 trivial ist.
Der Leser priift aber leicht, dass der Gruppenmorphismus'®

Z’C(aing N ZICZt_mOHO,

(t07 R 7tq) = Sgn(p)(tp(o)a R 7tp(q))
fiir die eindeutige Permutation p € Sym({0,...,q}) mit t,) < - < t,(g),

fiir ¢ > 0 einen Morphismus S, — ZK, abelscher Gruppen induziert, welcher invers zu b, ist.
Die letzte Aussage ist klar nach Lemma B.1.13, da H, wie jeder Funktor Isomorphismen auf Isomorphismen
abbildet. 0

2.4.22. Sei < eine Ordnung auf E. Die gerade bewiesene Aussage, dass (2.4.13) ein Isomorphismus ist,
besagt in anderen Worten, dass S,K eine freier Z-Modul mit Basis ((so, .. ist. Diese

Z-Basis besteht aus [, = [57™°"°| Elementen (siehe Fuinote 12) Der Ausdruck fiir das Differential eines
solchen Basiselements beziiglich der entsprechenden Basis von S,_; /K ist durch (2.4.8) gegeben.

15 Auch wenn wir hier und in dhnlichen Situationen den Wert eines bei einer freien abelschen Gruppe startenden Gruppen-
morphismus nur auf den Erzeugern angeben, verwenden wir implizit die universelle Eigenschaft der freien abelschen Gruppe
und meinen die offensichtliche Z-lineare Erweiterung.
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Statt eine Ordnung auf E zu verwenden, kénnen wir auch so vorgehen. Fiir jeden ¢-Simplex o fixieren
wir ein beliebiges (¢ + 1)-Tupel 7 = (00,...,04) mit 0 = {0y, ...,0,} und fassen 7 als Element von S¢K
auf. Dann ist (?)ae;gq eine Z-Basis von S,K, denn diese Basiselemente stimmen mit den zuvor erklédrten
Basiselementen jeweils bis auf einen Faktor +1 iiberein (vgl. 2.4.14).

Beispiel 2.4.23 (Fortsetzung von Beispiel 2.4.8). Wir berechnen die simpliziale Homologie des Simplizial-
komplexes (E,K) aus Beispiel 2.4.8. Nach 2.4.22 ist sie die Homologie des folgenden, in den Graden Null
und Eins konzentrierten Komplexes (vgl. (2.4.6))

(2.4.14) 05 Z(2,3) B Z(1,3) @ Z(1,2) 25 Z(1) B Z(2) ®Z(3) > 0 ...
(2,3) = (3) — (2),
(1,3) = (3) — (1),
(1,2) = (2) — (1)

Wir erhalten daraus
ker(9;) falls p =1,
H,(K) = ¢ cok(dy) falls p =0,
0 sonst.

Per Rechnung erhélt man Hy (K) = Z((2,3) — (1,3) + (1,2)) = Z und Hy(K) = Z induziert vom Aufsum-
mieren a(1) +b(2) + ¢(3) —» a+b+c.

Aufgabe 2.4.24 (Simpliziale Homologie des Randes eines Quadrats). Berechne die simpliziale Homologie
des folgenden Simplizialkomplexes (E, ), dessen geometrische Realisierung der Rand eines Quadrats ist.
Die Eckenmenge ist FE := {a, b, ¢, d}, die Simplexmenge besteht aus den vier 1-Simplizes {a, b}, {b, ¢}, {c,d},
{d,a} (alias Seiten des Quadrats) und allen nichtleeren Teilmengen dieser Simplizes.

Aufgabe 2.4.25 (Simpliziale Homologie des Kantengebildes eines Tetraeders). Berechne die simpliziale
Homologie des folgenden Simplizialkomplexes (F,K), dessen geometrische Realisierung das Kantengeriist
eines Tetraeders ist. Die Eckenmenge ist E := {a, b, ¢, d}, die Simplexmenge besteht aus den sechs 1-Simplizes
{a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d}, {c,d} (alias Kanten des Tetraeders) und allen einelementigen Teilmengen
von F.

Aufgabe 2.4.26. Berechne die simpliziale Homologie des folgenden Simplizialkomplexes (E,K), dessen
geometrische Realisierung die Oberfldche eines Tetraeders ist, an den in einem Eckpunkt der Rand eines
Dreiecks angeklebt ist - sie ist also homdmorph zur Verklebung der Kugelschale S? und der Kreislinie S in
einem Punkt. Die Eckenmenge ist E := {a,b,c¢,d, e, f}, die Simplexmenge besteht aus den vier 2-Simplizes
{b,¢,d}, {a,c,d}, {a,b,d}, {a,b,c} (alias Seiten des Tetraeders), den 1-Simplizes {e, f}, {a, f}, {a, e} (alias
Seiten des Dreiecks) und allen nichtleeren Teilmengen dieser Simplizes.

Aufgabe 2.4.27 (Funktorialitdt der simplizialen Homologie). Sei f: (E,K) — (F, L) eine simpliziale Ab-
bildung. Die Abbildungen

(2.4.15) Sqf: SgK — S,L,
fos={(f(s0),--.,f(sq)) falls f({so,..-,8¢}) ={f(s0),-..,f(sq)} € Ly

$=(80y.--18¢) — (dquivalent: f o s injektiv),

0 sonst,

fiir ¢ € Z, sind wohldefiniert und liefern einen Morphismus

(2.4.16) Sf = (Sqf)qez: SK — SL

von Komplexen. '

16 Man kann Sf natiirlich nach Wahl von Ordnungen auf F und F' mit Hilfe der Isomorphismen aus Proposition 2.4.21 in
einen Morphismus ZCSt-meno _y 7,£5t-mono jihersetzen, jedoch ist die komponentenweise Definition dieses Morphismus ziemlich
hisslich. Konzeptuell ist es also vorteilhaft, mit SK statt ZKS*™°R° zu arbeiten. (Der potentielle Ausweg, nur ,,ordnungserhal-
tende“ simpliziale Abbildungen zu betrachten, ist zu restriktiv; nur fiir Inklusionen von Unterkomplexen scheint er sinnvoll.)
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Damit wird S zu einem Funktor S: SimpKomp — Kom(Z). Weiter wird H,: SimpKomp — Mod(Z) = Ab
zu einem Funktor, fiir jedes ¢ € Z (nach Lemma B.1.13).

Ende der 4. Vorlesung am 06.11.2020.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 2.4.24
(2) Aufgabe 2.4.25
(3) Aufgabe B.1.14 (bei handschriftlicher Losung bitte f: A — C schreiben...)
(4) Aufgabe 2.4.27

2.4.28. Die simpliziale Homologie eines endlichen Simplizialkomplexes kann algorithmisch berechnet werden
(siehe | , Theorem 11.5]).

Lemma 2.4.29. Seien (E, <) eine nichtleere geordnete Menge und K der maximale Simplizialkomplex mit
Eckenmenge E (siehe 2.1.9). Dann ist

(2.4.17) ... = ZKsmono %2, g jest-mono. 01,y g pest-mono Yo, gy

ein azyklischer (siehe Definition B.1.8) Komplex,'” wobei 8y durch Aufsummieren ac(e) =  ace — 3. ae
der Koeffizienten definiert ist und 0y = 8;t-m°n0 fiir alle ¢ > 0 gilt.

Beweis. Das Diagramm (2.4.17) ist ein Komplex, denn es ist eine Variation des Komplexes ZXS*™°1° aus Pro-
position 2.4.6 (nur die Komponente im Grad -1 samt der dort ein- und ausgehenden Pfeile wurde verdndert)
und die Gleichheit dy o 9; = 0 ist klar.

Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass E endlich ist, denn ist die Aussage
in diesem Fall gezeigt, so folgt sofort allgemein, dass jeder Zykel ein Rand ist (denn jeder Zykel ist eine
Linearkombination endlich vieler Simplizes, deren Ecken eine endliche Teilmenge von E bilden (falls diese
leer ist, ist unser Zykel Null und sicherlich ein Rand)). Sei v das unter dieser Annahme existierende kleinste
Element von E. Fiir ¢ > 0 definiere

(2418) )= aq: Z’C;t—mono — ZK:ZE:{IOHO,
(v vg) (v,v0,...,v4) falls v # vy (oder dquivalent v < vy),
oo 0 sonst.

Definiere §_;: Z — ZK§™°"° durch 6_1(n) := n(v) und §, := 0 fiir ¢ < —1.
Wir behaupten fiir jedes g € Z die Gleichheit

(2.4.19) 06 + 900 =id oder genauer 0q+10q + 0g—10g = idzycst-mono.
Fiir ¢ < —1 ist das trivial und fiir ¢ = —1 eine einfache Rechnung. Fiir ¢ > 0 verifiziert man dies, indem
man fiir beliebiges (vo, .. .,vq) € K3 im Fall v # vy das Diagramm
o ; ~
(00, .. ) ——— >0 (=1)"(vo, ..., Vs, ..., 0q)
|
5 L o(=1)(v,v0, ..., Vs, -, vg)
) ; .
(0,00, .. .,0g) > (o, - - -, Vg) — Doi_o(=1)"(v,v0, ..., Vj,...,0q)

17 Er ist sogar nullhomotop (siehe Definition B.2.4): Unser Beweis zeigt dies im Fall |E| < co (vgl. FuBnote 18); sonst
modifiziere man den Beweis etwas (siche Aufgabe 2.4.32) oder verwende das spéter bewiesene Hauptlemma der homologischen
Algebra 7.1.5.
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und im Fall v = vy das Diagramm

o i ~
(o, -+, Vg) F— Zgzo(—l)l(vo, s Uiy, Ug)
o

d
5
0t
betrachtet

(v,v1,...,0q)
Ist nun z ein beliebiger ¢-Zykel unseres Komplexes, so gilt
z=0(0(z)) +6(0(z)) = 9(6(2))

was bedeutet, dass z der Rand von §(z) ist.'® O

2.4.30. Die beiden folgenden Varianten von Lemma 2.4.29, in denen streng monoton durch beliebig bzw.
monoton ersetzt wird (die Menge KC5'™™°" wird durch ICEel bzw. K" ersetzt), werden dhnlich bewiesen
(siehe Beweis unten).

Seien FE eine nichtleere Menge und K der maximale Simplizialkomplex mit Eckenmenge F.

(a) Sei g > 0 eine natiirliche Zahl. Wir definieren (vgl. (2.4.2))
IC';"1 = {s:{0,...,¢q} — E beliebige Abbildung | (ims) € K}
={(50,-..,8¢) € B | {s0,...,8,} €K}

YDann ist
Lo TR 22y gpchel Oy gpchel Doy g gy
ein azyklischer Komplex, wobei 9, fiir ¢ > 1 durch 9,(vo, ..., v,) = Zogigq(_l)i(voa e iy ey V)
definiert ist, Jy das Aufsummieren der Koeffizienten ist und alle anderen Abbildungen Null sind.
(b) Sei < eine Ordnung auf E. Sei ¢ > 0 eine natiirliche Zahl. Wir definieren

Kpere .= {s: {0,...,¢q} = E monotone Abbildung | (ims) € K}
={(50,-..,8¢) € B9 | 59 <-++ < s und {so,...,5,} € K}.

Dann ist
o ZiCyene B2y ggcpono By gpcmone Dy g g
ein azyklischer Komplex, wobei 9, fiir ¢ > 1 durch 9,(vo, ..., v,) = Zogigq(—l)i(vo, e Uiy ey Vg)

definiert ist, dy das Aufsummieren der Koeffizienten ist und alle anderen Abbildungen Null sind.?"

Beweis. Der Beweis beider Varianten geht analog zum Beweis von Lemma 2.4.29 und ist sogar etwas einfa-
cher: Der einzige Unterschied ist, dass wir d, nun statt durch (2.4.18) einfacher durch

dq(vo, ..., vq) == (v, 00, ...,74)

definieren (wobei E endlich ist und v das kleinste Element von E ist). O

Korollar 2.4.31. Sei E eine nichtleere Menge und KC der mazxzimale Simplizialkomplex mit Eckenmenge E.

(a) Simpliziale Homologie eines maximalen Simplizialkomplexes (dessen geometrische Realisie-
rung ein voller Simplex ist, falls E endlich ist): Es gilt

Z lls g =
S
0 sonst.

18 Die Gleichung (2.4.19) besagt, dass der Identitéitsmorphismus des Komplexes (2.4.17) nullhomotop ist, was wiederum
bedeutet, dass dieser Komplex nullhomotop ist (Definition B.2.10). Jeder nullhomotope Komplex ist azyklisch nach B.2.11.

19Beispielsweise darf sg = - -+ = sq € E gelten, dann ist {so,...,sq} € Ko.

20Dje Komplexe in beiden Teilaufgaben sind sogar nullhomotop: Die Bemerkungen aus der Fufinote 17 in Lemma 2.4.29
gelten analog.
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(b) Simpliziale Homologie eines mazimalen Simplizialkomplexes ohne den topdimensiona-
len Simplex (dessen geometrische Realisierung die Oberfliche eines vollen Simplex mit |E| Ecken
ist, welche homdomorph zur Sphire S\P1=2 der Dimension |E| — 2 ist): Sei E endlich mit |E| > 3
und set S = K\ {E}. Dann gilt

Z  falls q =0,
H,S=(Z fallsq=|E| -2,
0 sonst.
Aus dem Beweis folgt sofort: Gilt E = {vy,...,v,} mit paarweise verschiedenen vq, ..., v,, so gilt
Hip—2S = Hp, 1S = Z[0(vo, . .., vn)]-
(Der Leser mag sich selbst iiberlegen, was in den Fillen |E| = 1,2 passiert; vgl. (4.5.1) in Korol-
lar 4.7.7.)

Beweis. Wegen der Isomorphismen (2.4.12) aus Proposition 2.4.21 geniigt es, nach Wahl einer Ordnung <
auf E die Homologien von ZKS:m01° ynd ZSS™MO° auszurechnen.

Wir vergleichen den Komplex ZKS"™°" mit dem azyklischen Komplex (2.4.17) aus Lemma 2.4.29. In
nichtnegativen Graden stimmen beide Komplexe iiberein, so dass die positive Homologie von ZAst-mono
verschwindet. Die negative verschwindet eh. Exaktheit des Komplexes (2.4.17) in den Graden 0 und -1 zeigt,
dass das 0y dieses Komplexes einen Isomorphismus

Z’Cat—mono Z]Cst—mono -
imd;  kerdp —Z
induziert. Die linke Seite ist aber die nullte Homologie von Z

Analog vergleichen wir den Komplex ZS5"™°" mit dem azyklischen Komplex (2.4.17). Sei n := |E|.
Beachte, dass der ,,topdimensionale“ Simplex £ € K Dimension n — 1 hat und in S fehlt. In den Graden
n,n—1,n—2,n—32>0 sind der Komplex (2.4.17) durch

Icst—mono

0— ZE On—1 Z,cst—mono On—2 Z]Cst—mono
n—2

n—3
und der Komplex ZS3"-™°1° durch

On—
st-mono “Yn—2 st-mono
0 — 0 — ZiSt-mono 222, 7 jcst-m

n—2
gegeben. Der Rest des Beweises ist nun offensichtlich und dem Leser iiberlassen. O

Aufgabe 2.4.32 (Wie man im Beweis von Lemma 2.4.29 die Annahme, dass E endlich ist, vermeiden kann).
Im Setting von Lemma 2.4.29 sei v € E beliebig. Fiir ¢ > 0 definiere

_ . st-mono st-mono
§ =0, ZKS — ZRSene,

(=) (vo, ..., v, 0,041, ..., vq)  falls v & {vo, ..., v,}, wobei dann
te{-1,...,q} das eindeutige Element
mit v; < v < vgy ist,

0 sonst,

wobei im ersten Fall die Randfille v_; < v und v < v441 als wahr interpretiert werden, definiere § =
6_1: Z — ZK§™em° 1+ (v), und setze §, = 0 fiir ¢ < —1. Dann gilt 9§ 4+ §0 = id.
(Losung auskommentiert)

3. SINGULARE HOMOLOGIE
3.1. Definition der singulidren Homologie und erste Resultate.
Definition 3.1.1. Sei ¢ > 0. Sei e, ..., e, die Standardbasis des R*1 2! Der topologische Raum
q
A, = konv(eg,...,eq) = {(xo,...,mq) \ Zml =1und 0 <z; <1 fiir alle z}
i=0

21Im aktuellen Kontext ist es tiblich, die Koordinaten von 0 bis ¢ zu nummerieren.
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heifit der ¢g-te Standardsimplex.
3.1.2. Als Menge ist der ¢g-te Standardsimplex ein voller Simplex im Sinne der Definition 2.1.1.

Beispiel 3.1.3. Es ist Ag = {1} C R ein ,nulldimensionaler Punkt (genauer eine einpunktige Menge),
A C R? ein ,eindimensionales Geradensegment, Ay C R? ein ,zweidimensionales“ Dreieck (samt seinem
Inneren), Az C R* ein “dreidimensionaler® gefiillter Tetraeder etc.
Definition 3.1.4. Seien X ein topologischer Raum und ¢ > 0.

(a) Eine stetige Abbildung o: A; — X heifit ein singulirer ¢-Simplex von X.

Wir erinnern daran, dass Top die Kategorie der topologischen Rdume und stetigen Abbildungen ist. Insbe-
sondere ist Top(A,, X) die Menge aller singuldren Simplizes von X.

(b) Die freie abelsche Gruppe iiber der Menge aller singuldren Simplizes von X wird als
S¢X :=ZTop(Ag, X)
notiert. Thre Elemente konnen in eindeutiger Weise als Z-Linearkombinationen ZUGTOP( A, X) 00

geschreiben werden und heilen singulére ¢-Ketten von X (mit Koeffizienten in Z).
Definiere S, X := {0} fiir alle ¢ < 0.

Warnung 3.1.5. Das Wort Simplex ist begrifflich leider sehr iiberladen: volle Simplizes, Standardsimplizes,
Simplizes in Simplizialkomplexen, singuldre Simplizes. Manchmal spricht man einfach von Simplizes und
hofft, dass der Leser aus dem Kontext erschlieen kann, welche Art gemeint ist.

3.1.6. Aufler der Stetigkeit wird keine Forderung an einen singuléren Simplex o gestellt. Beispielsweise mag
o nicht injektiv sein, oder sogar konstant (auch werden keinerlei Differenzierbarkeitsforderungen gestellt, was
ja in diesem Kontext nicht moglich ist); daher rithrt das Adjektiv singuldr.

Beispiel 3.1.7. Singuldre Simplizes konnen sehr wild sein: Beispielsweise kann ein singulérer 1-Simplex von
R? als Bild durchaus das ganze Einheitsquadrat haben (vgl. [ , Raumfiillende Kurve]).

Beispiel 3.1.8. Eine singulire g-Kette von X ist eine Z-Linearkombination stetiger Abbildungen. Trotzdem
male Bild einer singuldren 1-Kette.

Beispiel 3.1.9. Die (abelsche) Gruppe S,X ist im Allgemeinen riesig. Schon die offensichtliche Bijektion
X =5 Top(Ay, X), die einem Punkt 2 die konstante Abbildung Ag = {1} — X, 1 + =, zuordnet, induziert
einen Gruppenisomorphismus

7ZX = SoX.
Definition 3.1.10. Fiir ¢ > 1 und 0 < i < ¢ nenne das Einfiigen einer Null an i-ter Position
(3.1.1) ki =k Ay 1 — Ay,
(o, .-y xg—1) = (Toy -, Tiz1,0, 24, ..., Tg—1)
die Inklusion der i-ten Seite (oder i-te Kanteninklusion®?). In den Extremfiillen i = 0 und i = ¢ gelten
also ko(zo,...,2q-1) = (0,20, ...,2¢—1) und kq¢(zo,...,2q-1) = (zo,...,2q—1,0).

Definition 3.1.11. Definiere Randoperatoren 0 = 9, = Q‘JX: S¢X — Sq—1X wie folgt. Fiir ¢ < 0 setze
0y :=0; fir ¢ > 1 sei 9, der eindeutige Gruppenmorphismus mit

q

(3.1.2) 04(0) =Y (-1) 5o k!

=0

fiir alle singuléren g-Simplizes o € Top(A4, X).

22Daher der Buchstabe k. Der Begriff Kante gefillt mir hier nicht so gut, denn ich wiirde die Seitenflichen eines Tetraeders
nicht als Kanten bezeichnen.
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Beispiel 3.1.12. Ist v: Ay = {(zo,71) € [0,1]> | z + y = 1} — X ein 1-Simplex (also wegen [0,1] = Ay,
t— (t —1,t), im Wesentlichen ein Weg in X), so gilt

8(’7) = ’YOkO _fyokl :’7(071) _7(170)
wobei wir Nullsimplizes mit Punkten von X identifizieren, wie in Beispiel 3.1.9 erklart. Der Rand eines
1-Simplex ist also ,,Endpunkt minus Anfangspunkt*.

3.1.13. Schreibt man 0: S, X — S;_1X wirklich ausnahmsweise einmal explizit auf singuldren ¢g-Ketten aus,
so erhiilt man (bitte nicht abschrecken lassen, insbesondere von der letzten Umformung): Fiir jede singulére

q-Kette f = deTop(Aq)X) foo € S¢X gilt

afy= >  fo> (-Diook

oc€Top(Ay,X) =0

> Y (Difeook

c€Top(Aq,X) i=0

> (X uin)n
T€Top(Ag—1,x) 1€{0,...,q},
oc€Top(Ag,X),

ook, =1

(3.1.3)

In Worten: Um den Koeffizienten von 9(f) bei 7 zu bestimmen, geht man die endlich vielen g-Simplizes
o mit f, # 0 durch. Fiir jeden solchen Simplex o betrachte man seine ¢ + 1 , Seitenfliichen“ o o k;. Bei
Ubereinstimmung einer solchen Seitenfléiche mit 7 erhélt man den Summanden (—1)¢f,.

Proposition 3.1.14. Sei X ein topologischer Raum Dann ist das Diagramm

(3.1.4) SX = (SX,8) == ( L9 X 28 x Iy gox Pys i x TS Lx )
—{0} —{0}

ein Komplex abelscher Gruppen, den sogenannten Komplex der singuldren Ketten von X.

Beweis. Der Fall ¢ <1 ist trivial. Gelte ¢ > 2 und sei o € Top(A,, X) ein beliebiger singuldrer g-Simplex.
Es gentigt, 0q—1(04(0)) = 0 zu zeigen. Wir berechnen

(3.1.5) 9(0(0)) = Z(—l)ia(aoki)

=0
q _q—l _
= Z(fl)’ (—1) cok;ok;
i=0 j=0

(—1)* gokiok;

(]

(4,5): 0<i<q,
0<j<g—1

Wegen der leicht zu priifenden Identitét k; o k; = kjok;_; fiir alle 4 > j heben sich die Summanden fiir ¢ > j
und die fiir ¢ < j gegenseitig auf. O
3.1.15 (Vergleich mit dem simplizialen Differential). Definiert man fiir ¢ > 1 und 0 < i < ¢ die i-te Inklusion
ki=k1:{0,...,q—1} = {0,...,q},
x falls x < i,
e d
r+1 falls x> 1,

so bildet, fiir jeden Simplizialkomplex K, das Simplizialketten-Differential (2.4.9) die Klasse s € Sy eines
Elements s = (so, ..., s,) € Kj"® auf die Summe



ab, was formal wie die Definition (3.1.2) des Singulire-Ketten-Differentials aussieht.*

Definition 3.1.16. Sei X ein topologischer Raum. Wir nennen
o Z,X = Z4,5X) = Z,(58X,0) = ker(9y: S4X — S4,-1X) die (abelsche) Gruppe der singuléren
q-Zykel,
e B, X := B,(SX) = B4(SX,0) = im(9g+1: Sg+1X — S¢X) die (abelsche) Gruppe der singuléren
g¢-Rénder (englisch boundaries);
e HyX = Hy(SX) = Hy(SX,0) = Z,X/B,X = g% die g-te singulire Homologie(gruppe)
(ebenfalls abelsch).
Die Nebenklasse in H, X eines Zykels z € Z,X heifit seine Homologieklasse und wird als [¢] € H, X notiert.

3.1.17 (vgl. 2.4.18). Wir verwenden dasselbe Symbol H, (manchmal mit, manchmal ohne Klammern) so-
wohl fiir die g-te Homologie HjA = H,(A) eines Komplexes abelscher Gruppen A als auch fiir die g-te
singuldre Homologie H,X = H,(X) = H,(SX) eines topologischen Raums X und hoffen, dass dies nie zu
Missverstandnissen fiihrt.

Ende der 5. Vorlesung am 12.11.2020.

3.1.18. Die Definition von H, X als Quotient einer Untergruppe Z,X einer im Allgemeinen riesigen abelschen
Gruppe S, X sieht a priori extrem unhandlich aus.

Trotzdem werden wir die Homologiegruppen H, X vieler interessanter R&ume explizit berechnen kénnen;
oft werden schéne, insbesondere endliche erzeugte Gruppen wie Z oder Z/mZ herauskommen.

Man mag sich auch fragen, wann Hy X eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist (solche Gruppen versteht
man gut, siehe | , Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen]). Beispielsweise besagt der Satz
von Wilder eventuell Referenz einfiigen, dass die Homologiegruppen H,M kompakter Mannigfaltigkeiten M
endlich erzeugt sind.

3.1.19. Die g-te singuldre Homologie H,X eines topologischen Raum heiflt genauer g-te singulére Ho-
mologie mit ganzzahligen Koeffizienten und wird auch als Hfzi“g(X ;Z) oder Hfzi“gX oder H,(X;Z)
notiert.

Statt mit ganzzahligen Koeffizienten kann man auch eine beliebige abelsche Gruppe A als Koeffizienten
nehmen: Wir erinnern an die Definition

S¢X =ZTop(Ag, X) :{f: Top(Ag, X) = Z | f hat endlichen Tréiger}

:{ Z foo | fo € Z, davon nur endlich viele # 0}.
oc€Top(Ay,X)

Ersetzen wir darin Z durch A, so erhalten wir die abelsche Gruppe
S¢(X;A) := ATop(A,, X) :{f: Top(Ay, X) — A | f hat endlichen Trager}

:{ Z foo | fo € A, davon nur endlich viele # 0}.
oc€Top(Ag,X)

der singuliiren ¢-Ketten von X mit Koeffizienten in A.?* Die Definiton 3.1.11 des Randoperators ver-
allgemeinert sich in offensichtlicher ,, A-linearer“?® Weise und ist explizit durch (3.1.3) gegeben. Wir erhalten
den Komplex S(X;A) = (S4(X;A),0,) abelscher Gruppen, den sogenannten Komplex der singuliren

23Ersetzt man in der Rechnung (3.1.5) alle Symbole k durch k und verwendet die Identitt %l oEj = %j oEi,1 fiir alle 2 > j,
so erhélt man 82 = 0 fiir das Simplizialketten-Differential; dies liefert eine Variante zum Beweis von Proposition 2.4.15.(b).

24Der aufmerksame Leser wird bemerken, dass A Top(Ag, X) eigentlich nicht definiert ist. Ist E eine beliebige Menge, so
definieren wir AFE als abelsche Gruppe aller Abbildungen F — A mit endlichem Triger. Im allgemeinen ist AE keine freie abel-
sche Gruppe. Sie hat jedoch E als ,,A-Basis“ in dem Sinne, dass jedes Element in eindeutiger Weise als ,, A-Linearkombination*
von Elementen von E geschrieben werden kann, also als (endliche) Summe }° . . fee mit eindeutigen fe € A, von denen nur
endlich viele von Null verschieden sind. (Aquivalent und formal wohl besser definiert man AFE als Koprodukt P.cp A in der
Kategorie Ab.) (Wer Tensorprodukte kennt, kann AE auch als A ®z ZE definieren.)

25Hijer stehen Anfiihrungszeichen, denn A ist nur eine abelsche Gruppe und kein Ring.
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Ketten von X mit Koeffizienten in A.%° Seine ¢-te Homologie ist per Definition die ¢-te singuliire
Homologie von X mit Koeffizienten in A und wird als Hy(X; A) oder H{™#(X; A) notiert.”’

Nimmt man statt der abelschen Gruppe A einen Ring R, so definiert man analog einen Komplex S(X; R)
von R-Moduln; seine Homologien H,(X; R) sind dann ebenfalls R-Moduln. Im Spezialfall eines Korpers k
erhilt man k-Vektorriume H,(X; k).*

Allgemeiner (und vielleicht besser nur dies erklidren?): Seien R ein Ring und M ein R-Modul. Dann ist
S(X; M) ein Komplex von R-Moduln. Seine Homologien H,(X'; M) sind ebenfalls R-Moduln. Der Spezialfall
R =7 und M = 7Z ist der bisher in diesem Skript behandelte, die Spezialfille R = Z und M = A eine
abelsche Gruppe bzw. R beliebig und M = R bzw. R = k und M = k liefern das soeben erklérte.

Beispiel 3.1.20. Sei = ein Punkt eines topologischen Raums X und sei¢ € N. Seic, =c: Ay = X, v — «x,
der , konstante g-Simplex mit Wert z“. Dann gilt

4 -1
(et = Z(—l)icg_l _ c? falls ¢ gerade,
= 0 falls ¢ ungerade,
fiir alle ¢ > 1. Alle konstanten ,ungeraden“ Simplizes c.,c2,c2,... sind also Zykel, aber auch Réiinder der
konstanten , positiven geraden“ Simplizes 2, ct, ¢S, ... (welche also keine Zykel sind). Alle Homologieklasen
[cl],[2],[c3], . .. sind also Null.

Beispiel 3.1.21. Sei X = pt = {*} ein einpunktiger Raum. Dann gilt nach Beispiel 3.1.20

(SX,8) = (...—>S4Xﬁ>sgxa—3>s2xa—2>slx3—1>Soxﬁ>s_lx—>...)
——
—{0}

~ (...—>Z 9i=id, 7 920, 7 8a=id 7y =0, 57 50=0 {o}—>...).

Notieren wir den eindeutigen 0-Simplex Ay — pt als ¢, so gilt also

Zey, 27 fiir q =0,

0 sonst.

Hq(pt) = {

Beispiel 3.1.22. H, (@) = 0 fiir alle ¢ € Z.

Beispiel 3.1.23. Ist X =| | X, die Zerlegung (als Menge) eines topologischen Raums in seine Wegzusam-
menhangskomponenten ([Sch20, Definition 2.6.12]), so ist die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

| | Top(Aq, Xuw) =+ Top(Ay, X)

fiir jedes ¢ > 0, denn das Bild des nichtleeren wegzusammenhédngenden A, unter jeder stetigen Abbildung
ist wegzusammenhingend. Wir folgern

P S Xw = 8, X

als abelsche Gruppen, nun fiir alle ¢ € Z, denn die freie abelsche Gruppe iiber einer beliebigen disjunkten
Vereinigung von Mengen E; ist die direkte Summe der freien abelschen Gruppen iiber den FE;, in Formeln
Z| |E; = € ZE;. Diese Zerlegung ist vertriglich mit den Randoperatoren, d.h. wir haben sogar einen
Isomorphismus

Psx., = sx

26Im Spezialfall A = Z gilt S,(X;Z) = SX.

27 Wer das Tensorprodukt M ®z N abelscher Gruppen kennt, wird bemerken, dass der Komplex S(X; A) aus dem Komplex
S(X;Z) = SX durch Anwenden des Funktors A®z —: Mod(Z) — Mod(Z) hervorgeht. Es ist aber im Allgemeinen nicht richtig,
dass Hq(X; A) aus Hg(X;Z) durch Anwenden dieses Funktors hervorgeht, denn Tensorieren ist im Allgemeinen nicht linksexakt.
Das universelle Koeffiziententheorem der Homologie, Satz 6.10.1, klirt die Beziehung zwischen Hq(X; A) und Hq(X;Z).

28Das Semikolon in S(X; A) und Hy(X; A) wird verwendet, um Verwechslungen mit dem spéter definierten Komplex S(X, Z)
der relativen Ketten und der relativen Homologie Hy (X, Z) zu vermeiden (siehe Definition 4.1.2).
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in Kom(Z) (die direkte Summe von Komplexen wird in Definition B.1.23 erklirt). Da die Homologie ei-
ner direkten Summe von Komplexen die direkte Summe der Homologien ist (Aufgabe B.1.24 erhalten wir
Isomorphismen

(3.1.6) PH, X = H X
fiir alle ¢ € Z.%°

Lemma 3.1.24 (Nullte Homologie). Sei X ein topologischer Raum und mo(X) die Menge seiner Wegzu-
sammenhangskomponenten. Dann induziert die Verkniipfung offensichtlicher Abbildungen Top(Ag) — X —»
mo(X) einen Isomorphismus

(3.1.7) Ho(X) = Zmo(X)
abelscher Gruppen.

Beweis. Wir erkliren die beiden Diagramme (deren nichtgepunktete Teile bis auf die Richtung der horizon-
talen Bijektion iibereinstimmen)

Top(Ag, X) X Top(Ag, X) 0;1 X
n n
S()X ’/T()(X) SoX W.(](X)
. I
» o
Z()X n ZOX n
H()X >Z7T0(X), H0X< Z’/T()(X)

Wir erkldren die gepunkteten Pfeile, die die Diagramme jeweils kommutativ machen. (Wegen S_1 X = 0 gilt
die Gleichheit ZoX = SoX.)

Links ist ¢ der eindeutige Gruppenmorphismus, der die Verkniipfung Top(Ag, X) — Zmo(X) auf die freie
abelsche Gruppe SoX fortsetzt. Wir wollen zeigen, dass 1/ den gepunkteten Gruppenmorphismus ¢ induziert.
Dazu ist zu zeigen, dass 1 auf der Untergruppe By X der 0-Rénder verschwindet. Da ein 1-Simplex alias Weg
in X als Rand ,,Endpunkt minus Anfangspunkt® hat (Beispiel 3.1.12), gilt

BoX = (z —y | z,y € X in derselben Wegzusammenhangskomponenten)
wobei rechts das Erzeugnis als abelsche Gruppe gemeint ist.? Da fiir alle z,y € X in derselben Wegzusam-
menhangskomponenten offensichtlich ¢(z — y) = 0 gilt, verschwindet ¢ auf By X.

Die eindeutige Existenz der Abbildung ¢ rechts mit der Eigenschaft, dass der obere Bereich des rechten
Diagramms kommutativ ist, kommt daher, dass fiir je zwei Punkte z,y € X in derselben Wegzusammen-
hangskomponenten die entsprechenden konstanten 0-Simplizes  und y sich um einen Rand unterscheiden
(wieder nach Beispiel 3.1.12), also dieselbe Homologieklasse [z] = [y] € HoX haben. Per Definition ist ¢ der
eindeutige Gruppenmorphismus, der ¢ auf die freie abelsche Gruppe Zmo(X) fortsetzt.

Nach Konstruktion sind die beiden Gruppenmorphismen 1 und @ invers zueinander. O

3.1.25. Fiir jeden topologischen Raum X nennt man den Morphismus

(3.1.8) e:S0X = Z,
anx — an,

29 Ist X ein topologischer Raum und gilt X = | | Y. als Mengen, wobei jedes Y, eine Vereinigung von Wegzusammen-
hangskomponenten von X ist (beispielsweise konnte jedes Y, offen in X sein (dann ist jedes Yo automatisch abgeschlossen in
X)), so liefert das analoge Argument oder zweimalige Anwendung des obigen Resultats Isomorphismen @ S,Yo = S¢X und
DH Yo = HeX.

30 Allgemein ist B4 X von allen 8(c), fiir o € Top(Ag+1,X) erzeugt.
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abelscher Gruppen Augmentation (oder Augmentationsabbildung). Es gilt € 0 9 = 0 wegen Bei-
spiel 3.1.12. Also verschwindet ¢ auf BgX und faktorisiert deswegen iiber SgX = Z¢X — HgX zu einem
Morphismus

EHo X = 7Z

abelscher Gruppen. Nach dem Beweis von Lemma 3.1.24 ist diese Abbildung genau dann ein Isomorphismus,
wenn X wegzusammenhéngend ist: Ist X wegzusammenhéngend, so ist € bis auf die offensichtliche Identifi-
kation Z = Znmo(X) der Isomorphismus 1) aus dem dortigen Beweis. Ist umgekehrt € ein Isomorphismus, so

haben wir Isomorphismen Zm(X) & HyX =5 Z abelscher Gruppen, und es folgt®! |mo(X)| = 1.
Die Gleichung € o 9; = 0 zeigt auch, dass

(3.1.9) §X::(...%SgX%SlXa—l)SOX@:—:—E%Zg{O}g{O}%...)

ein Komplex ist, der sogenannte augmentierte Komplex der singuliren Ketten von X (vgl. Lem-
ma 2.4.29).

Aufgabe 3.1.26 (Vgl. 3.4.3). Sei 0: A; — X ein singuldrer 1-Simplex. Sei 7 der ,umgedrehte“ 1-Simplex
7 (xo, 1) := o(x1,20). Dann gilt 0 = —7 + I7 fiir eine geeignete singulédre 2-Kette 7; mit anderen Worten
sind ¢ und —& homolog (siehe Definition B.1.5).

Hinweis: Betrachte den 2-Simplex pu(zg, 21, 22) = 0(z0 + 22, 21).

Bemerkung: Seip > 2,seio: A, — X ein p-Simplex und setze 7 (zo, €1, X2, . .., Tp) = o(T1, To, T2, - . ., Tp).
Dann gibt es im Allgemeinen keine (p+ 1)-Kette 7 mit 0 = —3 + 97, denn sonst wiirde folgen d(o) = —9(7)
was im Allgemeinen falsch ist (nimm etwa X = A, und o =id).

)

Satz 3.1.27 (Homologie konvexer Mengen). Ist K C R™ eine konveze Teilmenge, so gilt H,K = 0 fir alle
g > 0.2

Beweis. Ist K leer, so ist die Aussage klar. Sonst fixieren wir einen Punkt p € K und betrachten (ihnlich
wie im Beweis von Lemma 2.4.29) fiir ¢ > 0 den Prismen-Operator

(3.1.10) P=P@p)=P(p,K)y: SgK — Sg1K,

der ,,jeden ¢-Simplex durch Verbinden mit dem ausgezeichneten Punkt p zu einem g+ 1-Simplex macht* und
formal der eindeutige Morphismus abelscher Gruppen mit der folgenden Eigenschaft ist: Fiir jeden ¢-Simplex
o: Ay, — K ist Po der eindeutige (¢ + 1)-Simplex mit

(Po)(1—T,7x0,...,Txq) = (1 —T)p+ T0(20, ..., 2Zq) tir alle 7 € [0,1] und alle (zo,...,zq) € Ay
Man beachte, dass die Abbildung Po: A,11 — K stetig ist, denn die Abbildung

[O’ 1] x Aq - Aq-‘rl?

(1, (xos -y xq)) = (L= T, Tx0, ..., Tq),

ist final (nach [ , 2.8.81]), was bedeutet, dass die Topologie auf der Zielmenge die Finaltopologie
beziiglich dieser Abbildung ist.
Wir behaupten die Gleichheit

(3.1.11) OP +P0=00P;+P;_100=1id: S;K — S¢K fiir alle ¢ > 1.

317unschst muss mo(X) endlich sein, denn Zmo(X) ist von einem Element erzeugbar. Es folgt Z = ZIm0(X)| Ist R ein
kommutativer Ring, so folgt aber aus R™ = R™ als R-Moduln bereits m = n (Wohlbestimmtheit des Rangs). Beweis per Multi-
plikativitdt der Determinante oder per Reduktion modulo maximalem Ideal und der entsprechenden Aussage fiir Vektorrdume
(fiir R = Z kann auch iiber Z mit Q tensorieren).
32Dasselbe gilt fiir sternférmige Teilmengen mit demselben Beweis (p ist dann als ,,Zentrum des Sterns“ zu wihlen) — wir
zeigen jedoch bald eh eine allgemeinere Aussage, siehe Beispiel 3.3.2.
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Sei ¢ > 1. Nach Definition gelten

q+1

d(Po)=> (-1)" (Po)o kIt
=0

P(do) =Y (-1)" P(c o k)
=0

fiir jeden g-Simplex o. Leicht priift man die anschaulich hoffentlich evidenten Formeln
(Po)o kit =0,
(Po) o k™ = P(g okl ) fir alle s € {1,...,q+ 1}

und folgert daraus die gewiinschte Formel OP + P9 = idg k fiir ¢ > 1.
Jeder Zykel z € Z,K mit g > 1 ist somit wegen z = 9(P(z)) + P(9(z)) = 0(P(z)) ein Rand. O

3.1.28. Ist K C R" eine nichtleere kompakte Teilmenge, so ist der augmentierte Komplex SK der singulédren
Ketten (siehe (3.1.9)) nullhomotop, wie eine naheliegende Modifikation des Beweises von Satz 3.1.27 zeigt.

3.1.29 ((Weg-)Integral holomorpher Funktionen iiber Grad-1-Homologieklassen - setzt etwas Funktionen-
theorie voraus). Sei U C C eine offene Teilmenge und f: U — C eine holomorphe Funktion. Sei 0: Ay — U
ein singulérer 1-Simplex. Fasse o durch Vorschalten von [0,1] =5 Ay, ¢t — (1 —¢,t), als Weg in U auf und
bilde das Integral [ f(z)dz. Per Z-Linearer Fortsetzung definieren wir [ f(z)dz fiir alle 0 € S;X. Fiir
alle singuléren 2-Simplizes 7: Ay — U gilt far f(z)dz = 0 (wegen der Homotopie-Invarianz des Weginte-
grals). Also hingt fg f(2) dz nur von der Klasse von ¢ modulo By (U) ab, d. h. wir erhalten eine Z-bilineare>
Abbildung (auch Paarung genannt)

S1U
B.U

x O (U) —

C
(o], f) — / £(2)dz,

wobei O*"(U) den Ring er auf U holomorphen Funktionen bezeichnet. Wegen H; (U) = éllg C 1831115 kénnen
wir diese Paarung zu einer Paarung H; (U) x O**(U) — C einschriinken.

3.2. Funktorialitit der singuliren Homologie.

3.2.1. (Eventuell verwirrend — dann ignorieren und direkt Lemma 3.2.2 lesen.) Wir haben bisher S;X =
ZTop(Ag, X) nur fiir topologische Rdume X definiert. Die Zuordnung X +— S, X lisst sich aber leicht zu
einem Funktor machen: Definiere S, als Verkniipfung

Sq: Top Top(Ba: ), got 22y Ab

der Funktoren ,stetige Abbildungen aus A,“ Top(A,, —) (ein Spezialfall von Beispiel A.2.9) und ,freie
abelsche Gruppe® Z—; hier wird natiirlich ¢ > 0 angenommen. Was dieser Funktor auf Morphismen macht,
wird am Anfang von Lemma 3.2.2 noch einmal explizit erklart.

Lemma 3.2.2 (Singuldre Ketten als Funktor). Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Nachschalten von f
liefert fiir jedes ¢ > 0 eine Abbildung
fo: Top(Ag, X) — Top(A,,Y),
o foo.

Sei
Sqf:S¢X =ZTop(Ay, X) — S;Y = ZTop(A,,Y)

33Genauer Z-linear im ersten Argument fiir fixiertes zweites Argument, C-linear im zweiten Argument fiir fixiertes erstes
Argument.
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die Z-lineare Fortsetzung dieser Abbildung auf die entsprechenden freien abelschen Gruppen; setze Syf := 0
fir ¢ < 0. Dann definiert die Familie Sf := (Sqf)qez einen Morphismus

Sf:SX = (SX,0) — SY = (SY,9)

in Kom(Z). Genauer erhalten wir so einen Funktor S: Top — Kom(Z).*!

Beweis. Fiir jedes q € Z miissen wir zeigen, dass das Diagramm

(3.2.1) s, X — gy

|
Sq—1f

Sq_lX e Sq_1Y

kommutativ ist. Dies ist trivial fiir ¢ < 0. Sei ¢ > 1. Es geniigt, die Kommutativitat auf der Teilmenge
Top(Ag, X) C S¢X zu zeigen. Fiir jeden ¢-Simplex o: A, — X gilt aber

Dass S ein Funktor ist, ist offensichtlich. (Auch jedes S,;: Top — Ab ist ein Funktor.) O

3.2.3 (Singuldre Homologie als Funktor). Sei ¢ € Z. Verkniipfen der Funktoren S: Top — Kom(Z) und
Funktor H,: Kom(Z) — Ab (sieche Lemma B.1.13) liefert einen ebenfalls als H, notierten Funktor

Hy:=H,08S: Top — Ab,

denn er bildet das Objekt X € Top auf H,(SX) = H,(X) ab (vgl. 3.1.17).

Explizit bedeutet dies: Fiir jede stetige Abbildung f: X — Y erhalten wir eine Morphismus H,f =
H,(Sf): H, X — H,Y abelscher Gruppen. Ist g: Y — Z eine weitere stetige Abbildung, so gilt Hy(g o f) =
Hy(g) o Hy(f). AuBerdem gilt Hy(idx ) = idm, x.

(B.1.1)

Wir kénnen auch den Funktor totale Homologie H: Kom(Z) ———= Kom(Z) dahinterschalten und erhal-
ten den Funktor
H:=HoS: Top — Kom(Z).

3.2.4 (Homoomorphismus-Invarianz der singuliéren Ketten und der singuldren Homologie, vgl. Satz 3.3.1).
Da singuldre Ketten S und singulire Homologie H, Funktoren sind (Lemma 3.2.2, 3.2.3), liefert jeder

Homoéomorphismus f: X = Y topologischer Riume Isomorphismen Sf: SX = SY in Kom(Z) und
H,(f): H,X = H,Y in Ab.

Ende der 6. Vorlesung am 13.11.2020.
Hausaufgaben: Diesmal nur relativ elementare Aufgaben aus der homologischen Algebra — bitte die
relevanten Definitionen im Anhang nachlesen.

(1) Aufgabe B.1.22
(2) Aufgabe B.1.24
(3) Aufgabe B.2.2

34Bitte nicht mit dem Funktor S in Aufgabe 2.4.27 verwechseln. Die Beziehung zwischen diesen beiden Funktoren wird im
Wesentlichen in Satz 4.8.11 erklart.
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(4) Aufgaben B.2.3 und B.2.6 und B.2.8
(5) Bonusaufgabe B.1.25

Eventuell in Ubungsgruppe Aufgabe B.1.9 erkliren.

3.3. Homotopie-Invarianz der singuldren Homologie.

Satz 3.3.1 (Homotopie-Invarianz der singuldren Homologie). Homotope stetige Abbildungen induzieren die-
selbe Abbildung auf der singuliren Homologie (und sogar homotope Abbildungen auf den Komplexen singulirer
Ketten).

In Formeln: Sind f,g: X —'Y zwei homotope stetige Abbildungen, so gilt

Hq(f) = Hq(g): Hq(X) - Hq(Y)

fiir alle ¢ € 7. (und die beiden Morphismen Sf,Sg: SX — SY in Kom(Z) sind sogar homotop*®, werden also
gleich in der Homotopiekategorie Hot(Z) abelscher Gruppen (siehe Definition B.2.9)).

Beispiel 3.3.2. Beispielsweise hat jeder zusammenziehbare (siehe [Sch20, Definition 3.4.10]) topologische
Raum dieselbe Homologie wie ein einpunktiger Raum hat. Da jede nichtleere konvexe Teilmenge K C R"
zusammenziehbar ist, folgt Satz 3.1.27 sofort aus Satz 3.3.1.%

3.3.3 (Anschauung). Sei h eine Homotopie zwischen zwei stetigen Abbildungen f,g: X — Y. Die Gleichung
H, f = Hyg besagt, dass fiir jeden ¢-Zykel z € Z,X die beiden g-Zykel (S,f)(2) und (S49)(2) homolog sind,
dass es also eine (¢ + 1)-Kette 7 mit Rand 9(7) = (Sq9)(2) — (Sqf)(2) gibt. Anschaulich ist 7 ,das Gebiet in
Y, dass vom Bild des Zykels z wihrend der Homotopie h iiberstrichen wird“, der ,Rand dieses Gebiets* ist

(S49)(2) = (S4/)(2)-

Beweis. Seien f,g: X — Y zwei homotope stetige Abbildungen. Wir zeigen, dass die beiden Morphismen
Sf,Sg: SX — SY homotop sind. Daraus folgt H, f = H,g nach Aufgabe B.2.2.

Sei h: X x [0,1] = Y eine Homotopie von f nach g. Sei i;: X — X x [0,1], z — (z,t), die Inklusion ,in
Hohe ¢ € [0,1]“. Dann gelten f = hoig und g = hoi;.

Es geniigt zu zeigen, dass Sig und Si; homotop sind, denn dann sind auch Sf = S(h oig) = Sh o Sig und
Sg = S(h 0i1) = Sh o Si; homotop (siche Aufgabe B.2.8). (Im Rest des Beweises werden f, g und Y nicht
mehr auftauchen.)

Wir fithren zunichst etwas Notation ein. Fiir ¢ € N sei ¢ = (1,0,...,0), e5 = (0,1,0,...,0), ...,
eq = (0,...,0,1) die Standardbasis des R?9™!. Diese Vektoren sind die Ecken des ¢-Simplex A,. Gegeben

Vektoren vy, ..., vq in einem reellen Vektorraum V, definieren wir die Abbildung
(3.3.1) (Vo -+, 0q): Ag = konv(vg,...,vq) CV,
q q
Z tie; — Z tiv;.
i=0 i=0
Sie ist die Einschrénkung einer linearen Abbildung und bildet die Ecken ey, ..., e, des Standardsimplex A,
in dieser Reihenfolge auf vy, ...,v4 ab.

Mit dieser Notation definieren wir fiir 0 < v < g Abbildungen
wy, = wi™ = ((e,0),...,(e,,0), (es,1),...,(€g, 1)): Agy1 — A, x [0,1].

Diese Abbildungen sind stetig. Bild malen fiir ¢ = 1 (Zerlegung des Rechtecks Ay x [0, 1] in zwei Dreiecke)
und ¢ = 2 (Zerlegung des ,Box mit dreieckiger Grundseite® Ay x [0,1] in drei Tetraeder). Dass es sich
um (nicht ganz disjunkte) ,,Zerlegungen* handelt, ist hoffentlich anschaulich klar, jedoch fiir den Rest des
Beweises nicht relevant.

35 Das Wort homotop ist iiberladen: Sowohl stetige Abbildungen als auch Morphismen von Komplexen kénnen homotop
sein. Die Verwendung des Begriffs fiir Morphismen von Komplexen kommt historisch wohl aus der Erkenntnis dieses Satzes.

36Man beachte auch, dass der unten angegebene Beweis von Satz 3.3.1 nicht auf Satz 3.1.27 aufbaut.

Im Skript [Soe20] ist ein weiterer, abstrakterer Beweis von Satz 3.3.1 angegeben, der Satz 3.1.27 verwendet (siche zweiter
Beweis von [Soe20, Satz 1.4.1]).
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Betrachte den Morphismus

0g: SqX — Sgy1(X x [0,1]),
q
o d(0) = Z(—l)”(a X idjo,1)) © Wy

v=0

abelscher Gruppen. Fiir ¢ < 0 setze (notgedrungen) §, = 0. Zeichne im Fall ¢ = 1 Drehsinn in die Dreiecke
des Rechtecks.
Wir behaupten die Formel

(3.3.2) 8q+1(5q + (5q718q = Sqil — Sqi() fiir alle g € Z.

Diese besagt, dass (dq)qecz eine Homotopie von Sgi1 nach Sgig ist, diese beiden Morphismen also homotop
sind. Formel am Bild erklidren fiir ¢ = 1 und g = 2.

Um die folgende Rechnung kurz zu halten, definieren wir e} := (e;,0) € A, x [0,1] und €} := (e;,1) €
A4 x [0,1]. Ist nun o: A; — X ein beliebiger g-Simplex, so berechnen wir (die Farben werden spéter
verwendet)

q q+1
0y+1(64(0) =T S (1) Y (— 1) (o X ido1)) 0 (€ sl €ll) 0 kTT
v=0 pn=0
q v
= D (1" (=)o xidjg ) 0 (ehy 1€l sl el)
v=0 pn=0
q q
+ DS (1) o X idjg ) © (€ - € hrsn el )

v=0 p=v

und
(3.1.2) K 1
6,1_1(8,1(0')) = Z(fl)y Z(*l)#(((f ° kZ) X id[O,l]) © WNWWWWM
v=0 n=0
falls § = -
(3.1.1) | e alls @ < p, o v . -
(Verwe“de ules) = {em falls i > 0. ) = ;0(_1) ;“”“(" Xido.) 0 (€0 €l o)
q—1 q .
T2 DY > (D)Mo xidp) o (e ey -6y
v=0 p=v+1
q v—1
= D (D)"Y (=1 xidg ) 0 (€€l )
v=1 u=0 DO A
q—1 q -
+ Z(—l)” Z (=D (o x idjg,1)) © (€gs -1 €p €y vseh . sey)
v=0 p=v+1 DA

28



Aufsummieren liefert (die Summe der blauen Terme ist blau, die Summe der roten rot)

00:1(84(0)) + 84-1(04(0) = (0 g 1) > (G .}
q o~
2 (Do i) o ey )
v=1
qg—1
2 (DY) o < idp) o (eh -l ey - )
v=0

H(=D)U(=1)T (o x idjg 1) o (€h, - .-, €l €l))

= (o xidpy)e (e, eq) = (o x idp) e (g, )

=1100—100
= (Sq71)(9) = (Sqio)(0).

Damit ist (3.3.2) gezeigt und der Satz bewiesen. O

3.3.4. Ich erinnere an die Homotopiekategorie hTop topologischer Rdume und den kanonischen Funktor
Top — hTop (siehe | , Definition 3.4.8, 3.4.9)).

Ebenso kommt die Homotopiekategorie Hot(Z) der Komplexe abelscher Gruppen (= Z-Moduln) mit einem
kanonischen Funktor Kom(Z) — Hot(Z) (siehe Definition B.2.9 und B.2.11).

Nach Satz 3.3.1 liefern homotope Abbildungen f,g: X — Y homotope Abbildungen Sf,Sg: SX — SY;
dies zeigt, dass eine eindeutige gestrichelte Abbildung im Diagramm

Top(X,Y) —> Komgz(SX, SY)

| |

hTop(X,Y) - > Hotz(SX, SY)

von Mengen und Abbildungen existiert, so dass dieses Diagramm kommutativ ist. By abuse of notation wird
diese Abbildung wieder mit S bezeichnet.

Abstrakter formuliert — ohne X und Y zu fixieren — bedeutet dies, dass ein eindeutiger gestrichelter
Funktor, der wieder mit S bezeichnet wird, im Diagramm

Top S Kom(Z)

L,

hTop - > Hot(Z)

von Kategorien und Funktoren existiert, so dass dieses Diagramm kommutativ ist. Dieses Diagramm lebt in
der Kategorie der Kategorien (siehe | , A.2.15]).

Wer mag, kann hier noch rechts die Funktoren H, ergénzen und erhélt mit B.2.11 das kommutative
Diagramm

S Hy
Top —— Kom(Z) —— Ab

|, AT

hTop —>— Hot(Z)
in der Kategorie der Kategorien. Man kann also die g-te singuldre Homologie als Funktor H, := H, o
S: hTop — Ab auffassen. Insbesondere liefert jede Homotopiedquivalenz f: X — Y topologischer Riume
(siehe | , Definition 3.4.10]) Isomorphismen H,(f): Hy(X) = Hy(Y).
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3.4. Erste Homologie und Fundamentalgruppe.

3.4.1. Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dass der Leser die Definition der Fundamentalgruppe m (X, )
eines punktierten topologischen Raums (X,z) kennt (siehe | , Satz 3.1.16, Definition 3.1.14]). Wir
verwenden dieselbe Notation wie in loc. cit. — ist insbesondere ein Weg « in X gegeben, so bezeichnet @ den
riickwérts durchlaufenen Weg t — a(1 — ¢), und &, bezeichnet den konstanten Weg bei z € X.

Ist v: [0,1[— X ein Weg in einem topologischen Raum, so schreiben wir [v] (statt [vy] wie in loc. cit.)
fiir seine Klasse beziiglich Homotopie mit festen Endpunkten, um Verwechslungen mit Homologieklassen
[2] € Hi X fiir Zykel z € Z1 X zu vermeiden.

Satz 3.4.2 (Satz von Hurewicz (elementare Form), vgl. | , Der Satz von Hurewicz]). Sei (X,x) ein
punktierter topologischer Raum. Sei c: Ay = [0,1] die Projektion (s,t) — t auf die zweite Koordinate.

(a) Dann gibt es genau einen Morphismus
(3.4.1) m (X, z) = Hi (X)
von Gruppen von der Fundamentalgruppe in die erste singulire Homologiegruppe mit

V] = [yed
fiir alle geschlossenen Wege v € Q(X, x).
(b) Ist X wegzusammenhdingend, so ist der von (3.4.1) auf der Abelisierung w1 (X, z)*" induzierte Mor-
phismus ein Isomorphismus
7T1(X, I)ab :—) Hl(X)
und wird Hurewicz-Isomorphismus genannt (siehe | , Aufgabe 3.10.25] fiir Definition und
universelle Eigenschaft der Abelisierung G® einer Gruppe G).

Beweis. (a) Fiir jede Schleife v € Q(X,x) ist v o ¢ offensichtlich ein 1-Zykel, so dass Q(X,z) — H; X,
v = [yo¢], eine wohldefinierte Abbildung ist. Zu zeigen bleibt, dass mit-festen-Endpunkten-homotope Wege
auf dasselbe Element abgebildet werden.

Fiir jedes v € Q(X, x) gibt es genau eine Abbildung 7, so dass das folgende Diagramm kommutiert (die
Abbildung ¢ wird erst spéter bendtigt).

A —S5100,1] —= X

Exp:exp(27ri7)l /

Sl

Die Abbildung 7 ist stetig, denn die normale Topologie auf S' stimmt mit der Finaltopologie beziiglich der
Abbildung Exp iiberein (nach | , 2.8.81])).

Der singulire 1-Simplex Exp oc ist ein Zykel, so dass wir seine Klasse [Exp oc] € H;(S') betrachten kénnen.
Wir wenden darauf Hy (3): Hy(S!) — H;(X) an und erhalten die folgende Beschreibung von [y o ¢J:

(3.4.2) i (3) ([Expoc]) = [ o Expod] = [y d]

Sei nun S € Q(X,x) eine Schleife, die zu v mit-festen-Endpunkten-homotop ist. Wir behaupten, dass
dann 74 und das analog definierte 5 homotop sind.

Sei h: [0,1] X [0,1] — X eine Homotopie mit festen Endpunkten von 3 nach . Mit demselben Argument
wie oben induziert h genau eine stetige Abbildung E, so dass das Diagramm

0,1] x [0,1] > X
Exp Xidl -
h
St x [0,1]

kommutativ ist. Dann ist & offensichtlich eine Homotopie von 3 nach ¥ (die auf {1} x [0, 1] konstant ist, was
uns aber egal ist). Dies zeigt die Behauptung.
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Der Satz iiber die Homotopie-Invarianz der Homologie 3.3.1 liefert nun

(3.4.2)

(3.4.3) [yod Hi(9) ([EXP oc]) =Hy(B) ([Exp OC]) U2 150

in Hy (X). Dies zeigt die Existenz der Abbildung (3.4.1).

Wir miissen noch zeigen, dass sie ein Gruppenmorphismus ist. Sei p: Ay — [0, 1] die affine Abbildung
mit p(1,0,0) =0, p(0,1,0) = %, p(0,0,1) =1 (sie driickt das Dreieck flach auf das Intervall). Fiir beliebige
Schleifen 8, € Q(X,x) berechnen wir den Rand des 2-Simplex (v * 8) o p zu

(3.4.4) ((y*xpB)op)=voc—(y*xf)oc+foc.

(Dies gilt auch, falls v und 8 verkniipfbare Wege sind und zeigt, dass v * 8 o ¢ und 7 o ¢ + 8 o ¢ homolog
sind.) Fiir Schleifen 5,v € Q(X, x) gilt also in H; (X)

[yod +[Bod=[(v*B)od.

Also ist die Abbildung (3.4.1) ein Gruppenmorphismus (denn die Summe der Bilder von [y] und [3] ist das
Bild von [] * [5] = [ * 5])-

Da sein Zielbereich abelsch ist, induziert er nach der universellen Eigenschaft der Abelisierung einen
eindeutigen Morphismus

can: 71 (X, z)* — Hy(X)

abelscher Gruppen. )
Wir ziehen noch eine fiir den Beweis von (b) niitzliche Konsequenz aus diesen Uberlegungen. Sei f ein
beliebiger Weg in X (mit nicht notwendig demselben Start- wie Endpunkt hat). Wir erkléren die Gleichheiten

[Boc+Boc=[(B*B)oc]=lego)oc=0

in H; X. Die erste folgt aus (3.4.4) (beachte, dass 3o c+ B o c ein Zykel ist, auch wenn die Summanden dies
im Allgemeinen nicht sind). Die zweite folgt aus der Wohldefiniertheit der Abbildung (3.4.1) oder genauer
aus (3.4.3), da die Schleife § % 8 homotop zur konstanten Schleife £4(gy ist. Die dritte Gleichheit folgt, da
(3.4.1) ein Morphismus von Gruppen ist. Mit anderen Worten gilt:

(3.4.5) Boc+Boc ist nullhomolog.

(b) Sei nun X wegzusammenhingend. Wir konstruieren in diesem Fall die inverse Abbildung zu can und
fixieren dazu fiir jeden Punkt y € X einen Weg o, € Q(X, x,y) von x nach y. Sei 0: Ay — X ein 1-Simplex.
Betrachte die Schlaufe ,,gehe von z zum Startpunkt o(1,0) = o(c~1(0) von o o ¢~!, durchlaufe diesen Weg
bis zu seinem Endpunkt ¢(0,1) und gehe zuriick nach z*

(3.4.6) w(0) := (o) * (007 1) % Ap(1,0)-

Dehne die Zuordnung o — w(o) (wobei wir eigentlich die Klasse der Schleife w(o) in der Abelisierung
meinen, die strenggenommen als [w(o)] notiert wird) zu einem Morphismus

w: $1X — m (X, x)ab
abelscher Gruppen aus (dies funktioniert, da die Gruppe rechts abelsch ist). Wir behaupten, dass dieser

alle Rénder in B; X auf Null abbildet. Dazu geniigt es zu zeigen, dass in der Abelisierung w(9(7)) =1 (=
neutrales Element von 7 (X, x)*P) fiir alle 2-Simplizes 7 € Ay — X gilt. Wir berechnen

O(T)=Toky—Toky +Toks
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und erhalten (mit * als Verkniipfungssymbol in der abelschen Gruppe 7 (X, 2)*"), wobei man sich ¢ € [0, 1]
variabel denke,

—1
w(0(r)) = (a'r((] o) *7(0,1 —¢,1) 047(0,1,0)) * <57(0,0,1) *7(1—1,0,1) aT(I,O,O))
* ( Q01,00 % T(1 —,t,0) * ar(l,o,o))
1
(da abelsch) = (57(071)0) x7(1—¢,¢0)x* 047(1,0,0)) * (af(oﬁoyl) x7(1—¢0,1)* aT(l,O,O))

* (57(0,0,1) *7(0,1—t,1) * Oér(o,l,o))

= Qr(0,1,0) * T(L = £,1,0) * ar(1,0,0) * Tr(1,0,0) * T(£,0,1 — 1) * r(0,0,1) * Wr(0,0,1) * T(0, 1 —£,1) % ar(0,1,0)
= 0r(0,1,0) * (T(l —t,t,0) x7(¢,0,1 —¢) «7(0,1 — ¢, t)) * 0Ur(0,1,0)-

Der eingeklammerte Teilausdruck ist die ,, Einschrankung von 7 auf den Rand des Dreiecks As“, aufgefasst
als Schleife bei 7(0, 1,0) (nach Wahl einer geeigneten Parametrisierung des Dreiecksrandes). Diese Schleife ist
offensichtlich mit-festen-Endpunkten-homotop zur konstanten Schleife bei 7(0, 1,0), weswegen wir w(9(7) =
1 erhalten. Unsere Abbildung w oder genauer ihre Einschrankung auf Z; X induziert also einen Morphismus

w: 11 X — m (X, z)*

abelscher Gruppen.®”
Zu zeigen bleibt, dass can und w zueinander invers sind. Fiir jeden Weg v € Q(X, z) gilt

w(can([7]) = (v o)) = @y ¥V * ayq0) = @ T ¥ xy =7 =[]
Dies zeigt w o can = id.

Sei nun o: Ay — X wie oben ein 1-Simplex. Dann ist w(o) durch (3.4.6) gegeben. Durch zweimaliges Ver-
wenden der Klammerbemerkung nach (3.4.4) fiir verkniipfbare Wege erhalten wir, dass die beiden singuléren
1-Ketten

e w(c)ocund

° 60(071) oc+ o + Qg(1,0)°C
homolog sind. Da @y(g,1) © ¢ + @y(0,1) © ¢ nach (3.4.5) nullhomolog ist, kénnen wir im zweiten Ausdruck
Qg(0,1) © ¢ durch —ag (g1 o ¢ ersetzen. Subtraktion von o liefert dann, dass

e w(c)oc—o und

® —0y4y(0,1)0C+ Qg10)0C
homolog sind. Definieren wir §: SoX — S;X durch §(y) = o o c fiir alle y € X (alias 0-Simplizes) und
Z-lineare Fortsetzung, so sind

e 0 —w(o)ocund

® Qy(0,1) ©C— Qg(1,0) 0 ¢ =0(a(0,1) —o(1,0)) = 5(I(0))
homolog. Ist nun a € S; X eine beliebige 1-Kette, also eine Linearkombination von 1-Simplizes ¢ wie oben,
so sind also

e a — can(w(a)) und*®

* 5(9(a))
homolog. Ist nun a € Z; X ein 1-Zykel, so folgt [a] — can(w(a)) = 0 in Hy (X)) oder dquivalent can(w([a])) =
can(w(a)) = [a]. Dies zeigt can o w = id. O

3.4.3. Aus dem Beweis des Satzes von Hurewicz 3.4.2 sind die folgenden Eigenschaften von 1-Simplizes
merkenswert; man kann alle auch direkt beweisen, vgl. Aufgabe 3.1.26:

e Ist €,: Ay — X ein konstanter 1-Simplex mit Wert = € X, d.h. e(s,t) = x fiir alle (s,t) € Ay, so
ist £, nullhomolog (= ein Rand). Dies haben wir bereits in Beispiel 3.1.20 nachgerechnet, alternativ
folgt es aus der Tatsache , dass (3.4.1) ein Gruppenmorphismus ist.

S1X
B1X

38Das Element can(w(a)) lebt eigentlich in Hy X. Hier ist ein belicbiger Lift dieses Elements in Z1 X C S1.X gemeint.
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e Sei 0: A; — X ein 1-Simplex und & der ,umgedrehte* 1-Simplex &(s,t) = o(¢,s). Dann ist o
homolog zu —& (= die Differenz o — (—7) = o +7) ist ein Rand) (siehe Aufgabe 3.1.26 oder (3.4.5)).

e Seien o,7: A; — X zwei 1-Simplizes mit ¢(0,1) = 7(1,0), d.h. der Endpunkt von o ist der An-
fangspunkt von 7. Sei 7 *x0: — X der 1-Simplex, der ,zuerst ¢ und dann 7 durchlduft“. Dann sind
7T+ o und 7 * 0 homolog (= ihre Differenz ist ein Rand) (siehe (3.4.4)).

Beispiel 3.4.4. Fiir die Kreislinie S! haben wir Isomorphismen

Z =5 m (ST 1) S o (St 1)2P 5 Hi(SY).
Der erste Isomorphismus ist in | , Satz 3.2.14] erklért — damit ist die Fundamentalgruppe insbesondere
abelsch. Fiir jede Gruppe G ist der kanonische Morphismus G = G genau dann ein Isomorphismus, wenn
G abelsch ist — dies erkldart den zweiten Isomorphismus. Der dritte ist der Hurewicz-Isomorphismus aus
Satz 3.4.2.

Unter diesen Isomorphismen wird 1 € Z zuerst auf die Klasse des Wegs Exp: [0,1] — S! abgebildet
und dann auf die Homologieklasse des singuldren 1-Zykels [Exp oc]. Mit anderen Worten ist Hy (S!) die freie
abelsche Gruppe iiber [Exp oc|, in Formeln H!(S') = Z[Exp oc].

Analoges gilt fiir C* (mit beliebigem Basispunkt, etwa 1; siehe | , Beispiel 3.2.20]).%°

Beispiel 3.4.5. Die Fundamentalgruppe der Figur Acht X = in der Zeichenebene ist isomorph zur freien
Gruppe (a, b) in zwei Erzeugern (siche | , Bsp. 3.10.7]). Wegen (a, b)*® = Z{a, b} folgt Hy(X) = Z?* aus
Satz 3.4.2.

Beispiel 3.4.6. Sei n > 2. Da die Fundamentalgruppe 71 (S™, x) fiir jeden Basispunkt trivial ist (siehe
[ , Satz 3.1.25]), folgt Hy(S™) = {0} aus Satz 3.4.2.

Ende der 7. Vorlesung am 19.11.2020.

4. RELATIVE SINGULARE HOMOLOGIE

4.0.1. Relative singuldre Homologie wird sich als méchtiges Werkzeug zur Berechnung der singulédren Homo-
logie herausstellen. Singuldre Homologie ist ein Spezialfall der relativen singuldren Homologie. Die wichtigsten
Werkzeuge, die wir kennenlernen werden, sind gewisse lange exakte Sequenzen und Ausschneidung.

4.1. Definition der relativen singulidren Homologie.

Definition 4.1.1. Ein Raumpaar (X, Z) besteht aus einem topologischen Raum X und einer Teilmenge
ZCX.

Definition 4.1.2. Sei (X,Z) ein Raumpaar. Die Inklusion ¢ = iz: Z — X liefert einen Morphismus
Si: SZ — SX von Komplexen (durch Anwenden des Funktors S: Top — Kom(Z)). Fiir jedes ¢ € Z ist
seine ¢g-te Komponente S4i: SqZ — S, X offensichtlich injektivi® ist, so dass wir SZ C SX als Unterkomplex
auffassen kénnen (Definition B.1.19). Der Quotientenkomplex

SX
S(X,Z) = ——= =SX/SZ
(X,2) = 5 =SX/

heifit Komplex der singuliren Ketten von X relativ zu Z oder Komplex der relativen singulédren
Ketten von (X, Z). Seine g-te Komponente S(X, Z), wird meist als S,(X, Z) notiert, in Formeln
_5.X

18,z
Thre Elemente heilen relative singulire ¢g-Ketten von (X, Z7) oder genauer singulire ¢g-Ketten in X
relativ zu Z.

Die g-te Homologiegruppe

So(X, Z) :=S(X, Z) =S,X/S,Z

H,y(X, Z) := Hy(S(X, 2))

39Wer sich allgemeiner fiir die erste Homologie offener Teilmengen der Zeichenebene C interessiert, sei auf | , Satz 1.6.3]
verwiesen.

40 Zunschst ist izo0: Top(Agq, Z) — Top(Agq, X) injektiv. Ist E < F eine injektive Abbildung von Mengen, so ist auch die
induzierte Abbildung ZE — ZF auf den freien abelschen Gruppen injektiv, symbolisch ZE — ZF'.

33



heifit g-te relative singulire Homologie von (X, Z) oder ¢-te singuliire Homologie von X relativ zu
Z. Die Gruppen By(X, Z) der relativen singuliren ¢-Rénder und Z,(X, Z) der relativen singuléren
g-Zykel werden in offensichtlicher Weise definiert.

All diese Bezeichnungen sind etwas sperrig, so dass man sie oft verkiirzt und etwa von relativen Ketten
spricht.

4.1.3. Zur Hlustration ein Bild des Diagramms SZ C SX — S(X,Z) = 2—2{, in dem man sich die Komplexe
senkrecht ins unendliche ausgedehnt vorstelle.

SZ C  S,X —8,(X,2)

iaq la(, |o

Sq,lZ C Sq71X‘»Sq,1(X, Z)

4.1.4. ImFall Z = @ C X gilt kanonisch SX = S(X, @) und H, X = H, (X, @). Insbesondere verallgemeinert
die gerade definierte relative Theorie (Komplexe relativer singuldrer Ketten, relative singuldre Homologie)
die zuvor eingefiihrte Theorie (Komplexe singulidrer Ketten, singulidre Homologie).

4.1.5. Jedes Element von Hy (X, Z) kann durch eine ¢-Kette k € Sy(X) mit 9(k) € Sq—1(Z) représentiert
werden (denn solche Elemente repriisentieren relative g-Zykel.

4.1.6. Wir behaupten, dass S,(X, Z) eine freie abelsche Gruppe ist und als Z-Basis die Menge aller g-
Simplizes o: Ay — X hat, deren Bild nicht in Z enthalten ist.

Dies folgt aus der Inklusion Top(A,, Z) C Top(A,, X) und der folgenden allgemeinen Beobachtung: Ist
E C F die Inklusion einer Teilmenge, so gilt F = E U (F \ E) und somit ZF = ZE ® Z(F \ E). Also ist die
kanonische Verkniipfung Z(F\ E) C ZF — % ein Isomorphismus abelscher Gruppen; die Quotientengruppe
ist also eine freie abelsche Gruppe mit Z-Basis die Klassen aller Elemente von F' \ E.

Beispiel 4.1.7. Wir werden spéter sehen, dass Hy([a, b], {a,b}) = H1 (A1, {eo, e1}) = Z gilt (Beispiel 4.2.2,
Satz 4.7.5). Der Leser versuche, sich diese Aussage plausibel zu machen und einen Erzeuger dieser Homolo-
giegruppe zu finden.

Definition 4.1.8. Ein Morphismus von Raumpaaren f: (X, Z) — (Y, T) ist eine stetige Abbildung f: X —
Y mit f(Z) C T. Die Kategorie der Raumpaare wird als Top“ notiert.

4.1.9 (Relative Ketten und relative Homologie als Funktoren). Sei f: (X, Z) — (Y, T) ein Morphismus von
Raumpaaren. Dann gibt es genau einen Morphismus

(4.1.1) Sf:S(X,Z) = S(Y,T)
von Komplexen, der das rechte Quadrat im Diagramm
(4.1.2) SZ < SX—=S(X,2)

iSf lsf 3ISf
A

ST < SY —=S(®Y,T).

kommutativ macht, denn das linke Quadrat ist offensichtlich kommutativ und somit verschwindet die Ver-
kniipfung der beiden roten Pfeile auf SZ (universelle Eigenschaft des Quotienten B.1.20).
Anwenden des Funktors H,: Kom(Z) — Ab auf (4.1.1) liefert die Abbildung

H,f:=H,(Sf): Hy(X,Z) = H,(Y,T)

zwischen den relativen Homologien der beiden beteiligten Raumpaare.
In kategorieller Sprache erhalten wir Funktoren ,Komplex der relativen Ketten“

S: Top~ — Kom(Z)
und ,,¢q-te relative Homologie*

H, :=H,0S: Top~ 5 Kom(Z) Hay Ap.
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Aufgabe 4.1.10 (Variante von 3.1.23 fiir relative Homologie). Sei X ein topologischer Raum und gelte X =
| | X, als Mengen, wobei jede Teilmenge X, offen in X ist*! (oder allgemeiner jedes X,, eine Vereinigung von
Wegzusammenhangskomponenten von X ist). Seien Z,, C X,, beliebige Teilmengen und sei Z :=| | Z,, C X
ihre Vereinigung. Dann induzieren die Einbettungen X,, = X Isomorphismen @ S(X,, Z.) — S(X, Z) und
B Hy(Xu Zu) = Hy(X, 2).

Hinweis: 3.1.23.

Aufgabe 4.1.11 (Homotopie-Invarianz der relativen singulidren Homologie — , Relativisierung” von Satz 3.3.1).
Seien f,g: (X,Z) — (Y,T) zwei Morphismen von Raumpaaren. Eine Homotopie von f nach g ist ein
Morphismus

h: (X x[0,1],Z x [0,1]) — (Y, T)
von Raumpaaren mit hoig = f und hoi; = g, wobei i;: (X, Z) = (X x [0,1],Z x [0,1]), z — (x,t), die
Inklusion zur Zeit ¢ € [0, 1] ist. Existiert eine solche, nennt man f und g homotop.

Sind f und g homotop, so sind die beiden Morphismen Sf,Sg: S(X, Z) — S(Y,T) homotop und induzieren
dieselbe Abbildung

Hy(f) = Hy(g9): He(X, Z) = Hy (Y, T)
auf den relativen Homologien fiir alle ¢ € Z.

Hinweis: Passe den Beweis von Satz 3.3.1 an.

Bonusaufgabe: Sind f, g sowohl homotop als Morphismen X — Y als auch als Morphismen f,g: Z — T
(aber nicht als Morphismen von Raumpaaren), so gilt im Allgemeinen nicht H,(f) = Hy(9): Hy(X,Z) —
H,(Y,T) fir alle ¢ € Z. (Losung der Bonusaufgabe auskommentiert — vermutlich ist es aber nétig, Satz 4.2.1
zum Berechnen einige relativer Homologien zu verwenden)

Lésung 4.1.12 (der Bonusaufgabe). Sei f = Exp: X :=[0,1] = Y := S! und sei g: [0,1] — S!, z + 1. Seien
Z:={0,1} C X und T := {1} C S!. Dann sind f, g homotop als Morphismen X — Y und (sogar gleich) als
Morphismen Z — T, aber es gilt Hy(f) # Hi(g9): H1(X,Z) — H1(Y,T) — um dies zu sehen, verwende man
Beispiel 4.2.2 und berechne Hy (S!, {1}) in &hnlicher Weise mit Hilfe des Hurewicz-Isomorphismus (oder mit
Satz 4.5.1).

4.2. Lange exakte Homologie-Sequenz eines Raumpaares.
Satz 4.2.1 (Lange exakte Homologie-Sequenz eines Raumpaares).
(a) Sei (X,Z) ein Raumpaar. Dann ist
SZ — SX - S(X,Z)

eine kurze exakte Sequenz in Kom(Z) und liefert nach dem in Satz B.3.J beschriebenen Rezept eine
erakte Sequenz

.—H,1(X,2) )

5
(”_*L H,Z H, X H, (X, Z) )

14

Ip
Hy 17— ...

die sogenannte lange exakte Homologie-Sequenz des Raumpaares (X, 7).

Dabei ist 5p wie folgt definiert: Sei eine Homologieklasse [z] € H,(X,Z) durch einen relativen
p-Zykel z € Z,(X,Z) reprdsentiert. Reprdsentiere z durch eine p-Kette 2’ € S,X, d.h. 2/ = z.
Dessen Rand 9(2') € S,_1X liegt dann wegen 9(2') = 0(z') = d(z) = 0 bereits in der Teilmenge
Sp—1Z C Sp—1X und genauver in Z,_1Z. Dann gilt

Op([2]) = [0()].

Auf Grund dieser Formel nennt man den Verbindungmorphismus 5p auch Randoperator.

41Dann ist auch jedes X, abgeschlossen in X (und damit eine Vereinigung von Wegzusammenhangskomponenten von X).
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(b) ,Funktorialitit® in Raumpaaren: Fir eden Morphismus f: (X,Z) — (Y,T) von Raumpaaren ist das

Diagramm
(4.2.1) H,Z H,X H,(X,Z2) —2>H, 1 Z —>H, | X — ...
J{Hpm in(f) alm J/Hpm J/Hpm
H,T H,Y H,(Y,T) —2>H, T —=H, Y — > ...

kommutativ, wobei die Zeilen die langen exakten Homologie-Sequenzen der beiden Raumpaare sind.

(Die vertikalen Pfeile bilden einen Morphismus zwischen den horizontalen azyklischen Komplezen
—in diesem Sinne ist die lange exakte Homologie-Sequenz ein Funktor Top~ — Kom(Z ), der genauer
in der vollen Unterkategorie der azyklischen Komplexe landet (siehe | , Definition 4.3.5]).)

Beweis. (a) Nach Definition von S(X, Z) = 2—;{ (oder komponentenweise Sq(X, Z) = gz)zf fiir alle ¢ € Z) ist

klar, dass SZ < SX — S(X, Z) eine kurze exakte Sequenz ist, so dass wir in der Tat Satz B.3.4 anwenden
konnen.

(b) Unser Morphismus von Raumpaaren liefert einen ,,Morphismus (4.1.2) kurzer exakter Sequenzen®, so
dass Aufgabe B.3.6 das gesuchte kommutative Diagramm liefert (einzig die Kommutativitit der Quadrate

mit den Randoperatoren 0 als Horizontalen bendtigt eine kleine Rechnung, die Kommutativitat aller anderen
Quadrate folgt aus der Funktorialitéit der singuliren Homologie). O

Beispiel 4.2.2. Betrachte das Raumpaar ([a, b], {a, b}) bestehend aus einem kompakten Intervall und seinem
topologischen Rand. Die zugeordnete lange exakte Homologiesequenz hat die Gestalt

H2([a, b]a {CL, b}) )

(i) Hl{a7b} —_— Hl[a7b] —_— Hl([aab]a {CL?b}) )

Ca Hofa, ) ——= Holas b —Hof(a. ) {a.0)

O,
°>H_{a,b} — ...
Nach unseren bisherigen Erkenntnissen verschwinden in der

e linken Spalte alle Gruppen bis auf Ho{a, b} = Za @ Zb = Z* (Isomorphismus (3.1.6), Beispiel 3.1.21)
und
e in der mittleren Spalte alle Gruppen bis auf Hy[a,b] = Za = Z (Lemma 3.1.24, Satz 3.1.27).
Die rote Abbildung hat also Hy([a, b],{a,b}) als Kokern und H; ([a, b], {a, b}) als Kern (im kategoriellen Sinn,
sonst kanonisch isomorph zu Kokern bzw. Kern), und es gilt H,([a, ], {a,b}) = 0 fiir alle ¢ ¢ {0,1}. Die rote
Abbildung ist aber in Matrixschreibweise als
¢ 1

Ho{a,b} = Za & Zb —— Hyla, b] = Za
gegeben, hat Z(b — a) als Kern und ist surjektiv. Es folgt Ho([a,b],{a,b}) = 0 und H;([a,b], {a,b}) =
Z(b— a) = Z.
Die Klasse des relativen 1-Zykels o: Ay — [a,b], (x0,21) — zoa + 21b, in Hy([a, ], {a,b}) wird unter
dem Randoperator 0 : Hy([a,b], {a,b}) — Ho({a,b}) auf b — a abgebildet und ist somit eine Z-Basis von
Hl([aa b}’ {a7 b})

Korollar 4.2.3. Sei f: (X,Z) — (Y,T) ein Morphismus von Raumpaaren. Induziert f Isomorphismen
Hyf: HyZ = H,T und Hy f: Hy X = H,Y fiir alle q € Z, so induziert f auch Isomorphismen

H,f: Hy(X, Z) = Hy (Y, T)

auf den relativen Homologien fiir alle q € 7.
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Beweis. In dem explizit angegebenen Ausschnitt des kommutativen Diagramms (4.2.1) aus Satz 4.2.1.(b)
sind die beiden &dufleren Vertikalen nach Annahme Isomorphismen. Da die Zeilen exakt sind, zeigt das
Fiinferlemma B.4.1, dass auch die mittlere Vertikale ein Isomorphismus ist. Wer mag, kann auch Aufga-
be B.3.7 auf das Diagramm (4.1.2) anwenden, in dem die beiden linken Vertikalen Quasi-Isomorphismen
sind. (]

4.2.4 (Lange exakte Homologiesequenz eines Raumtripels). Sei X ein topologischer Raum mit Teilmengen
Z CY C X; man nennt (X,Y, Z) ein Raumtripel. Dann liefern die offensichtlichen Abbildungen eine kurze
exakte Sequenz

SY SX SX

Siz‘—)siz—»siy alias S(KZ);)S(X7Z)—»S(X7Y)

A
7 — ¥ fiir Unterkomplexe V C U C A eines Komplexes A beweisen und verwenden) und damit nach
)%

Satz B.3.4 eine lange exakte Sequenz

.—H,1(X)Y) >

Op+1

H,(Y,Z)——H,(X, 2)

G,z

Fiir Z = @ spezialisiert diese zur langen exakten Homologisequenz des Raumpaars (X,Y") aus Satz 4.2.1.

H,(X,Y) >

Ende der 8. Vorlesung am 20.11.2020.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 4.1.11

(2) Aufgabe B.3.5 (Beweis lange exakte Homologie-Sequenz, Satz B.3.4 )
(3) Aufgabe B.3.6 (Funktorialitét lange exakte Homologie-Sequenz)

(4) Aufgabe B.4.2 (Beweis Fiinferlemma B.4.1)

Olaf: Erklire auch Aufgabe B.3.7.

4.3. Satz tiber feine Ketten.

4.3.1. Unser Nahziel ist der eher technische Satz iiber feine Ketten 4.3.10, aus dem wir einerseits den Satz
iiber die Mayer-Vietoris-Sequenz 4.4.1 und andererseits den Ausschneidungssatz 4.7.1 herleiten. Diese beiden
Sétze bilden starke Hilfsmittel zur Berechnung der singuldren Homologie; beispielsweise erlauben beide die
Berechnung der singuléiren Homologie der Sphéren (Satz 4.5.1 oder alternativ 4.7.8); eine weitere Anwendung
ist der Fixpunktsatz von Brouwer 4.5.8. Wer Motivation benttigt, moge sich zunéchst den Abschnitt 4.4 {iber
die Mayer-Vietoris-Sequenz oder den Abschnitt 4.7 iiber Ausschneidung ansehen.

4.3.2. Wir werden im Folgenden etwas Kategorientheorie benétigen, die wir in Appendix A erkldren.

Lemma 4.3.3 (Variante des Yoneda-Lemmas A.0.13). Fir alle ¢ € N und alle Funktoren G: Top — Ab =
Mod(Z) (alias Objekte G € AbT°P) ist die Abbildung

AbTP(S,, ) = G(A,),
T = TAq(iqu) = T(iqu),

eine Bijektion. Das Element ida, € Top(Ag, Ay) C S48, wird als tautologischer q-Simplex bezeichnet.
In Worten ist also eine natirliche Transformation 7: Sq — G eindeutig durch ihren Wert 7(ida,) am
tautologischen q-Simplex bestimmt und definierbar.

Die Umkehrabbildung bildet ein Element g € G(A,) auf diejenige Transformation 7: S, = G ab, fiir die
Tx: S¢X — GX der eindeutige Gruppenmorphismus mit 7x (o) = G(o)(g) fir alle topologischen Réiume X
und alle g-Simplizes o: Ay — X ist.
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Beweis. Betrachte das Diagramm

Top

Top(A,, —
(4.3.1) o q/z&

Set — = Ab

v
von Kategorien und Funktoren, wobei V' der Vergiss-Funktor ist, Z— der Freie-abelsche-Gruppe-Funktor und
Top(Ay, —) der durch das Objekt A, € Top dargestellte Funktor (siche Definition A.0.12).
Lemma A.0.22 liefert in dieser Situation wegen S, = ZTop(Ay, —) = (Z—) o Top(A,, —) die erste der
beiden folgenden Bijektionen, die zweite ist eine Anwendung des Yoneda-Lemmas A.0.13.

AbTP(S,, G) =5 Set™P(Top(A,, —), VG) =5 V(G(A,)) = G(A,).
Ein Element 7 = (7x)xeTop der linken Menge hat als Komponenten Morphismen 7x: S, X — G(X).
Sein Bild in der Mitte hat als Komponenten die Einschrankungen Tx‘TOp(Aq’ x) entlang der Inklusionen
Top(Ag, X) C SyX. Die Yoneda-Bijektion nimmt dann das Bild von ida, € Top(4A,, A,) unter der Ag-

Komponente
TAq|Top(Aq,Aq): Top(Aqv Aq) - V(G(Aq)) = G(Aq)

Die Aussage iiber die Umkehrabbildung ist nun klar. O
Beispiel 4.3.4. Die natiirliche Transformation 0 = 0;: S; = Sy—1 (siehe Beispiel A.0.7) entspricht unter
der Bijektion aus Lemma 4.3.3 dem Element 9,(ida,) = &,Aq(iqu) S 1 o(=1)" kI € Sq—1(4y), also

der alternierenden Summe der ,,Seitenflichen® des Standard-g-Simplex.
Ende der 9. Vorlesung am 26.11.2020.
Definition 4.3.5. Wie definieren im Folgenden natiirliche Transformationen
Ug: Sq = Sq: Top — Ab
fiir alle ¢ € Z und nennen diese (baryzentrische) Unterteilungsoperatoren; diese fiithren bei jedem
singuldren Simplex eine ,baryzentrische Unterteilung® durch, vgl. | , Barycentric subdivision]. Setze
U, := 0 fiir ¢ < 0 (einzige Moglichkeit) und Uy = idg,. Um die Transformationen U, fiir ¢ > 0 zu definieren,

geniigt es nach Lemma 4.3.3, die Werte (Uqy)a, (ida,) € S¢(4A,) auf dem tautologischen Simplex vorzugeben.
Induktiv definieren wir U, durch

:Z(_l)ikgesq—lAq
——
(4.3.2) (Uy)a, (ida,) = q,l( Uy-)a,( 0(da,) ) >€Sq(Aq),

=5 (- 1)iSg (k) (Ug—1)a,_, (ida,_,))€Sq-12,

wobei

Py1 = P(sq,A)g-1: Sq—18¢ = 5S¢4,
der Prismen-Operator (3.1.10) zum Schwerpunkt s, := #(1, 1,...,1) der konvexen Teilmenge A, C R?*!
ist.

Beispiel 4.3.6. Es gilt

(U1)a, (ida,) = Po((Uo)a, ((0,1) = (1,0)) ) = Po((0,1) = (1,0))
=, 1-Simplex von (3, 1) nach (0,1)* — ,1-Simplex von (1, 1) nach (1,0)*
und somit
(Uh)x (o) =S1(0)((U1)a, (ida,)) = ,1-Simplex in X von o(3, 3) nach o(0,1)*
— ,,1-Simplex in X von O’(%, %) nach o(1,0)¢

fiir alle topologischen Rdume X und 1-Simplizes o: A; — X.

Baryzentrische Unterteilungen U, durch Bilder erkléren fiir ¢ = 1,2, vgl. | , S. 60].
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Lemma 4.3.7. Fiir jeden topologischen Raum X € Top kommutieren die Abbildungen (Uy)x: SqX — S¢X
mit den Differentialen 0y: Sq X — Sq—1.X und definieren somit einen Morphismus

Ux :=((Ug)x)qez: SX — SX
von Komplexen. In kategorieller Sprache ist also
(4.3.3) U:=(Uy)gez: S=S: Top — Kom(Z)
eine natirliche Transformation.

Beweis. Zu zeigen ist, dass fiir alle ¢ € Z das Diagramm

Uq
SgX — 5, X

|
Ug—1
Sq_lX e Sq_lX

in Ab kommutiert (eigentlich sollte man (Uy)x und 8,° schreiben). Wir zeigen, dass das Diagramm von
natiirlichen Transformationen zwischen Funktoren Top — Ab

Uq
Sy =—= 15,

|,

Sqfl B Sq71

kommutiert (dieses Diagramm lebt in der Kategorie Ab™°P: seine Auswertung bei X € Top ist das vorige
Diagramm).

Nach Lemma 4.3.3 reicht es zu zeigen, dass die beiden bei S, startenden natiirlichen Transformationen
00U, und U, o 0 auf dem tautologischen Simplex ida, € S;4, iibereinstimmen.

Wir zeigen dies per Induktion iiber g. Die Fille ¢ < 0 sind trivial, der Fall ¢ = 1 folgt sofort aus
Beispiel 4.3.6. Fiir ¢ > 2 haben wir

(4.3.2)

(Uy(ida,)) =" 9(Py-1(Uy-1(9(ida,))))
= (=Py—20 +id) (Uy—1(0(ida,))) wegen (3.1.11) und ¢ > 2
= —P; 2U; 200(ida,) + Uy—1(0(ida,))  da OU,—1 = U;_20 per Induktionsannahme
= U,-1(0(ida,)). O

Lemma 4.3.8. Die beiden natiirlichen Transformationen U, idg: S = S sind im folgenden Sinne homotop:
Es gibt eine natirliche Transformationen Ty : Sq = Sqy1, fir alle ¢ € Z, mit

(4.3.4) Ty + T, 10 = U, —id

fiir alle q € Z.

Insbesondere sind fiir jeden topologischen Raum die beiden Morphismen Ux,idgx: SX — SX in Kom(Z)
homotop (mit der Familie Tx = ((Ty)x)qez als moglicher Homotopie) und somit induziert Ux die Identitit
auf allen Homologien, in Formeln

Hy,(Ux) = Hy(idsx) = idm, (x): Hp(X) — Hy(X).
Beweis. Wir definieren die T, induktiv, so dass (4.3.4) fiir alle ¢ € Z gilt.

Wir setzen T, := 0 fiir alle ¢ < 0 (die einzige Moglichkeit) und T := 0 (dann gilt (4.3.4) fiir ¢ = 0). Sei
@ > 0 und gelte (4.3.4) bereits fiir alle ¢ < Q. Dann miissen wir Ty definieren mit

(9TQ + TQ_13 =Uqg — idsQ.

42Wer sich fragt, was + und — hier bedeuten: Sind F,G: C — Ab Funktoren mit Zielkategorie Ab, so bildet die Menge
aller natiirlichen Transformatioenn F = G eine abelsche Gruppe: Gegeben o,7: F = G ist 0 + 7 durch (0 + 7)¢ := o¢ + 7¢
definiert. Dies verwendet, dass die Morphismenmengen in Ab selbst abelsche Gruppen sind.
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Nach Lemma 4.3.3 gentigt es dafiir ein Element ¢ € Sq1(Aq) (alias Tg(ida,,)) mit
ot = UQ(idAQ) — idAQ — TQ_la(idAQ)
zu finden. Es ist also zu zeigen, dass die rechte Seite ein Rand ist, d. h. in Bg(Ag) liegt. Weil Ag konvex

ist und @ > 0 gilt, ist dies aber dquivalent dazu, dass die rechte Seite ein Zykel ist, also in Zg(Ag) liegt
(Satz 3.1.27). Dies stimmt aber wegen

a(UQ(idAQ) —ida, — TQ_la(idAQ)) = Uqg_1(8(ida,)) — d(ida,) — 0Tg_10(ida,) nach Lemma 4.3.7

= (Ug-1 —ids,_, — 0Tg-1)(0(ida,))
= Tg-20(9(ida,)) per Induktion
=0. O

Definition 4.3.9. Sei ¥V C P(X) ein System von Teilmengen eines topologischen Raums X. Sei S);X die
freie abelsche Gruppe iiber all denjenigen ¢-Simplizes von X, deren Bild ganz in einer der Teilmengen aus V
liegt, in Formeln

S}; :=Z{o € Top(Ay, X) | es gibt ein V' € V mit im(0) C V}.
Die Elemente dieser Gruppe heilen V-feine singulidre Ketten in X. Offensichtlich gilt S};X C S¢X und
VX .= (S};X)qez ist ein Unterkomplex von SX. Er heiit Komplex der V-feinen Ketten in X.

Satz 4.3.10 (iiber feine Ketten). SeiV eine Uberdeckung eines topologischen Raums X mit X = Uvev V©,
wobei V° das Innere von V in X ist (beispielsweise eine offene Uberdeckung). Dann ist die Inklusion S¥X C
SX ein Quasi-Isomorphismus (Definition B.1.16)", induziert also Isomorphismen H,(SYX) = H,X auf
allen Homologiegruppen; dquivalent: Der Quotientenkomplex Ssv)g( ist azyklisch.

Insbesondere berechnet SY X bereits die singulire Homologie.

Beweis. Der Unterkomplex SYX C SX liefert die kurze exakte Sequenz von Komplexen SYX C SX — 3%

SV
(Beispiel B.3.3). Nach der langen exakten Homologiesequenz (Satz B.3.4) sind die beiden Aussagen

e SYX C SX ist ein Quasi-Isomorphismus und

) SSV); ist azyklisch

dquivalent.

Der Unterteilungsoperator Uy = (Ug)x : S¢X — Sy X bildet die Untergruppe SY X in sich selbst ab (nach
Definition 4.3.5 und Lemma 4.3.3). Also induziert er einen Gruppenmorphismus Uq: SSS))(( — Ss\q;))(( Genauer

ist U := (U,)4ez ein Endomorphismus des Komplexes SSV);

Analog induzieren die im Beweis von Lemma 4.3.8 definierten Morphismen T, = (Ty)x: 54X — Sq11X
S¢X

Gruppenmorphismen 7, : ¥y — 2?,“§ und wir folgern aus (4.3.4), dass U homotop zur Identitit von SSV—XX
q q+1

ist.

Behauptung A: Fiir jedes ¢ € Z und jede singulére ¢-Kette v € S, X gibt esein n € Nmit (U,)"y € S};X,
d.h. es gilt UZ(W) =0in g{ﬂi

Beweis der BehaupthJng A: Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass v: A, — X ein ¢-
Simplex ist. Wir betrachten die (nach Annahme) offene Uberdeckung (y~'(V°))yey von A,. Nach dem
Uberdeckungssatz von Lebesgue [ , 2.7.18] gibt es ein € > 0, so dass jeder e-Ball in A, bereits in einer
Menge dieser Uberdeckung enthalten ist. Lemma 4.3.13 zeigt, dass es ein n € N gibt, so dass jeder Simplex der
n-ten baryzentrischen Unterteilung Ug' (ida,) von ida, Durchmesser < ¢ hat, also ganz im e-Ball um jeden
seiner Punkte liegt. Daraus folgt U;'(v) = (S47) (Ug(iqu)) € SYX (nach Lemma 4.3.3 und der Definition
des Funktors S, in Lemma 3.2.2). Dies zeigt Behauptung A.

Wir wissen somit, dass der Endomorphismus U : SS{,—XX — SSV); einerseits homotop zur Identitdt ist und
andererseits ,,lokal“ (= ,elementweise®) ,nilpotent“ in dem Sinne, ist dass fiir jedes ¢ € Z und jedes Element

43Sie wird zu einem Isomorphismus in der Homotopiekategorie Hot(Z), was aus einem spéteren Resultat folgt (gegeben zwei
in Pfeilrichtung beschrinkte Komplexe P, Q projektiver Moduln, ist die kanonische Abbildung Hot g (P, Q) — Dg(P, Q) bijektiv
(wobei D(R) die derivierte Kategorie ist).
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T € (Sf&)q ein n € N mit Un(x) = 0 existiert. Daraus folgt bereits, dass der Komplex SSV); azyklisch ist,
denn allgemein gilt:

Behauptung B: Ist f: A — A ein lokal nilpotenter, zur Identitéit id 4 homotoper Endomorphismus in
Kom(Z), so ist A azyklisch.

Beweis der Behauptung B: Da f homotop zu id, ist, folgt H,(f) = Hy(ida) = idn, 4 fiir alle p € Z.
Seien p € Z und a € A, beliebig. Lokale Nilpotenz liefert ein n € N mit f™(a) = 0. Ist nun a sogar ein Zykel

mit Homologieklasse [a ] € H, A, so folgt

la] = idjy, a([a]) = (H,(£))" (la]) = Hp(£")([al) = [f"(a)] = [0] = 0,
also H,A = 0 fiir alle p € Z. O

4.3.1. Durchmesser der Simplizes der baryzentrischen Unterteilung.

Definition 4.3.11. Der Durchmesser diam(F) einer Teilmenge E C R™ ist durch

diam(E) := sup |jv—w| € Ryo U {£oo}
v,wekE

definiert, wobei ||z|| = /Y 7 die euklidische Norm ist. (Dies ist ein Spezialfall der allgemeinen Definition
des Durchmessers eines metrischen Raums.)

Lemma 4.3.12. Seien vg,...,vq € R™ Vektoren, wobei ¢ > 0. Dann gilt fir alle w € R™ und alle v €
konv(vg, ..., v,)
lw —vl < max flw—wl].

yeeny

Insbesondere gilt

diam (konv (v, . .., vq)) = ijer?oax » [lv; — ;]

Beweis. Schreibe v = Z?:o tjv; fiir eindeutige ¢; € [0,1] mit 3, ¢; = 1. Dann gilt

o=l = | X tsw = ]| < Yotilhe —wsll < _max o~ vi].

Dies zeigt die erste Ungleichung. Zweimaliges Anwenden dieser Ungleichung zeigt

[w—vl| < max [lo; — v

1,7€{0,...,q}
fiir alle v, w € konv(vy, .. ., vy, ), woraus sofort die behauptete Gleichheit folgt. O

Lemma 4.3.13. Seien vg,...,v, € R™ Vektoren mit ¢ > 0. Sei 0 := (vo,...,vq): Ay = R™ der in (3.3.1)

definierte singuldre g-Simplex mit Ecken vy, . ..,vq. Dann hat jeder Simplex der baryzentrischen Unterteilung
von o Durchmesser < ;ﬁdiam(im(a)).

Formal meint dies: Sei T ein singulirer g-Simplex, der mit Koeffizient # 0 in Uy(0) vorkommt. Dann gilt
diam(im(7)) < Iy diam(im(0)).

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion iiber g. Die Féll ¢ = 0 und ¢ = 1 sind offensichtlich.

Sei s = - +1(v0 + -+ 4 v,) der Schwerpunkt des Bildes konv(v,...,v,) unseres Simplex o. Sei T ein
Simplex in der baryzentrischen Unterteilung von o. Dann ist im(7) die konvexe Hiille von s und einem
»(¢ — 1)-Simplex v der baryzentrischen Unterteilung einer Seitenfliche p von o“; seien wy,...,wye—1 die

»Ecken“ von v in beliebiger Reihenfolge. Bild malen. Dann gilt nach Lemma 4.3.12 mindestens eine der
beiden folgenden Aussagen:
(a) diam(im(7)) = ||s — w;| fiir ein geeignetes i € {0,...,q — 1}.
(b) diam(im(7)) = ||lw; — w;|| fiir geeignete ¢,5 € {0,...,¢ — 1}.
Die Aussage (b) impliziert diam(im(7)) = diam(im(»)) (nach Lemma 4.3.12). Da v ein Simplex in der
baryzentrischer Unterteilung des (¢ — 1)-Simplex p ist, folgt per Induktion und wegen im(u) C im(o)
L diam(im(p)) <

diam(im(r)) = diam(im(v)) < 1=

q . .
diam(im(o
L diam(im(o)

wie gewiinscht.
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Gelte nun Aussage (a) und sei i wie dort gewihlt. Wegen w; € im(v) C im(p) folgt diam(im(7)) =
|s — w;|| < ||s — vj|| fiir ein j € {0,...,q} nach Lemma 4.3.12. Wir erhalten wie gewiinscht

diam(im(7)) < ||s — vj]|
q

ol et q+1§q3“‘H
_q+1szq: H

q
<L q+1 > o vl
<1 Z lok = s
k#]
< diam(im(o)). O

qg+1
Ende der 10. Vorlesung am 27.11.2020.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe A.0.11
(2) Aufgabe A.0.15
(3) Aufgabe A.0.16
(4) Aufgabe B.2.13 (Knobelaufgabe!)

4.4. Mayer-Vietoris-Sequenz.

Satz 4.4.1 (Mayer**-Vietoris**-Sequenz). Seien U, V Teilmengen eines topologischen Raums X mit X =
U°UuVe (oftist X =UUYV eine offene Uberdeckung). Dann ist

(4.4.1) .. H, 1 X >

[ (i) (H,G0) ~H,Gv))

H, (U N V) H,U @ H,V HpX>

[ H, ((UNV)

eine exakte Sequenz, die sogenannte Mayer-Vietoris-Sequenz, wobei das Diagramm

c/\

uny,

o

1V Jjv

die Benennung der Inklusionen erkldrt und die Definition der Verbindungsmorphismen aus dem Beweis
hervorgeht (siehe auch 4.4.2 fir eine Art Algorithmus).

Nachirdiglich erginzt: ,Funktorialitit in Tripeln (X, U, V). Sei X' ein weiterer topologischer Raum mit
Teilmengen U', V' und gelte X' = U UV, Ist f: X — X' eine stetige Abbildung mit f(U) C U und
F(V)y C f(V'), so liefern die durch f induzierten Abbildungen einen Morphismus von der Mayer-Vietoris-
Sequenz (4.4.1) zu (X, U, V) in diejenige zu (X', U", V).

44[\\'11{2(), Walther Mayer]
45[\\'11(21), Leopold Vietoris]
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Beweis. Sei V = {U,V'} unsere Uberdeckung von X. Dann ist

Siy
i Sin S
(4.4.2) S(UN V)cM) SU @Sy ) vy

eine kurze exakte Sequenz in Kom(Z) (offensichtlich bzw. Aufgabe 4.4.3). Wir erhalten eine zugehorige lange
exakte Homologiesequenz (Satz B.3.4). Nach unserer Annahme X = U° U V° und dem Satz iiber feine
Ketten 4.3.10 ist S¥YX < SX ein Quasi-Isomorphismus und liefert also Isomorphismen H,(SVX) = H, X,
mit deren Hilfe wir unsere lange exakte Sequenz zur behaupteten Mayer-Vietoris-Sequenz umschreiben. [

4.4.2. Um den Wert des Verbindugsmorphismus auf einer Homologieklasse ¢ € H, X zu berechnen, muss man
ein Urbild von ¢ unter dem Isomorphismus Hp(SVX ) = H, X finden, auf das man dann das allgemeine Rezept
aus Satz B.3.4.(a) anwenden kann. Eine rechnerische Moglichkeit hierfiir ist baryzentrische Unterteilung:
Wihle einen p-Zykel v mit ¢ = [y]. Nach Behauptung A im Beweis des Satzes iiber feine Ketten 4.3.10 gibt
es ein n, so dass die n-fache baryzentrische Unterteilung U () in SY X liegt. Dieses Element ist wieder ein p-
Zykel und es gilt [y] = [U™ ()] in H, X (denn nach (4.3.4) in Lemma 4.3.8 bildet baryzentrische Unterteilung
U Zykel auf Zykel ab und erhélt Homologieklassen). Also ist die Homologieklasse des p-Zykels U™ (y) € SXX
das gesuchte Urbild von c.

Aufgabe 4.4.3. Seien A, B C X Teilmengen eines topologischen Raums X. Dann ist

1
S(AN B)CQ) sAespMgianx
eine kurze exakte Sequenz in Kom(Z).
Hinweis: Verwende 4.1.6.

Aufgabe 4.4.4 (Mayer-Vietoris-Sequenz fiir simpliziale Homologie). Sei K ein Simplizialkomplex und seien

U,V C K Untersimplizialkomplexe mit X = L/UV. Dann gibt es eine Mayer-Vietoris-Sequenz wie in Satz 4.4.1,

wobei UNV,U,V, X durch U NV, U, V, K zu ersetzen sind und H,(—) fiir simpliziale Homologie steht.
Hinweis: Verwende Proposition 2.4.21 und zeige, dass

(1)

Z(Z/[ N V)st-mono( 5 Zust—mono fa) szt—mono (1 _31)

Z,cst—mono

eine kurze exakte Sequenz ist.
Bonus: Lose damit Aufgabe 2.4.26.

4.5. Homologie der Sphéren.

Satz 4.5.1 (singuldre Homologie der Sphéren). Die singuliren Homologiegruppen der n-dimensionalen
Sphére S" = {x € R"*1 | ||z|| = 1} sind wie folgt gegeben: Im Falln > 1 gilt

Z falls g =n,
(4.5.1) H,(S") = (Z falls =0,
0 sonst.

Im Falln =0 hat S° = {—1,1} als einzige nichtverschwindende Homologie Ho(S°) = Z[—1] ® Z[1] =2 Z>. Im
Fall n = —1 verschwinden alle Homologien von S° = @.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber n. Die Fille n = —1,0 sind klar.

Sein > 1. Da S™ wegzusammenhingend ist, gilt schon einmal Hy(S™) 2 Z. Betrachte die offene Uberdeckung
von S™ durch die beiden offenen, etwas vergroferten Hemisphdren U und V (etwa U = S™ \ {ent1},
V = S"\ {—en+1}). Bild malen. Die beiden Rédume U und V sind jeweils zusammenziehbar und haben
somit nur Homologie Z im Grad Null. Die Inklusion S"~* = S"~! x {0} € U NV des Aquators ist offen-
sichtlich die eines Deformationsretrakts und somit eine Homotopieiquivalenz (siehe | , Lemma 3.5.4]),
induziert also Isomorphismen auf allen Homologien nach 3.3.4. Mit diesen Erkenntnissen verwandelt sich die
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Mayer-Vietoris-Sequenz aus Satz 4.4.1 in eine exakte Sequenz

0 H,(S") y

(—>Hn,1(8”71) 0

0 Hp(S™) D

C_> H,_1(S"1) 0

0 H,(S") )

C—>H()(ST“1) YASY/ Ho(S™) ——0.

Fall n = 1: Die linke Spalte dieser exakten Sequenz lebt nur in Grad Null. Daraus folgt H,(S') = 0
fir alle p > 2. Es bleibt H;(S') = Z zu zeigen (was wir schon aus Beispiel 3.4.4 wissen, aber nun noch
einmal zeigen). Die obige exakte Sequenz zeigt, dass H!(S') isomorph zum Kern der Abbildung Ho(SY) =
Z[-1] ® Z[+1] — Z & Z ist; diese Abbildung ist durch a[—1] 4+ b[+1] — (a + b,a + b) gegeben und hat als
Kern Z([-1] — [+1]) ¢ Z.

Fall n > 2: Per Induktion lebt die linke Spalte des obigen Diagramms nur in den Graden 0 und n—1 >'1
ist dort jeweils isomorph zu Z. Daraus folgt H,,(S") = Z und H,(S™) = 0 fiir alle p > 2 mit p # n. Zu
bestimmen bleibt H;(S™), was isomorph zum Kern der Abbildung Hy(S"~!) — Z @ Z ist. Diese Abbildung
ist aber offensichtlich injektiv, so dass Hy (S™) = 0 folgt (dies folgt auch aus Beispiel 3.4.6). O

4.5.2. Diese Berechnung der Homologie der Sphéren ist relativ leicht merkbar, jedoch ist im Vergleich zur
spéter erklirten Berechnung 4.7.8 mit Hilfe des Korollars 4.7.7 (und stereographischer Projektion) ziemlich
unklar, was ein Erzeuger von H,,(S") ist, jedenfalls fiir n > 3.

In Vorlesung Erzeuger von H; (S') 22 Z und Hy(S?) = Z erkliirt per Verbindungsmorphismus MV-Sequenz.
Das Resultat fiir Hi(S') benstigen wir spiiter: Jeder 1-Zykel, der sich einmal (im Uhrzeiger oder Gegenuhr-
zeigersinn) um die Kreislinie S! aufwickelt, liefert einen Erzeuger von H;(S!') (auch klar nach Hurewicz).
Man kann einen solchen 1-Zykel auch durch homologe 1-Ketten ersetzen: Nach 3.4.3 kann man etwa die
Summe 7, + 7 + 73 von drei 1-Simplizes nehmen, wobei sich 7; ,um das i-te Drittel der Kreislinie windet*.
Den Summanden 7; kann man auch durch —7; ersetzen.

Aufgabe 4.5.3.

(a) Es ist nicht moglich, die Kreislinie S' durch zwei zusammenziehbare offene Teilmengen U, V mit
wegzusammenhédngendem Schnitt U NV zu iiberdecken.
(b) Es ist nicht moglich, die Kugelschale S? durch zwei zusammenziehbare offene Teilmengen U, V' zu
iiberdecken, deren Schnitt verschwindende erste singuldre Homologie Hy (U N V') = 0 hat.
Diejenigen, die Fundamentalgruppen kennen, diirfen folgern: Es ist nicht mdglich, die Kugelschale
S? durch zwei zusammenziehbare offene Teilmengen U, V mit einfach zusammenhingendem Schnitt
U NV zu iiberdecken.

Hinweis: Mayer-Vietoris.

Aufgabe 4.5.4. Berechne mit Mayer-Vietoris die singuldre Homologie der folgenden topologischen Riume
X und finde jeweils eine explizite Z-Basis.

(a) Sei X ein Bouquet von n Kreislinien St.*°
(b) Sei X eine Kugelschale S?, die von einer Kreislinie S in einem Punkt beriihrt wird.

46D h. X ist der Quotient der disjunkten Vereinigung von n Kopien von S! modulo der Aquivalenzrelation, die die n
Basispunkte 1 € S! dieser Kreislinien zu einem Punkt identifiziert. Im Fall n = 1 gilt X = S!, im Fall n = 2 ist X eine Figur
Acht ,,00“, im Fall n = 3 sind es drei Kreislinine, die sich in einem Punkt beriihren (der Rand einer Blume mit drei Bldttern),
usw.
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(¢) Bonus: Seien A und B topologischer Réume mit Punkten a € A und b € B. Sei X die Verklebung von
A und B in diesen ausgezeichneten Punkten, also der Quotient von ALl B modulo der Identifizierung
a = b. Ergiinze und beweise (eventuell modulo mengentheoretischer Details): Falls ... gilt, so kann
man H,(X) wie folgt durch H,(A) und H,(B) ausdriicken: ...
Bemerkung: Wir haben hier Einpunktvereinigungen oder Wegde-Produkte betrachtet, siehe | , Wedge-
Produkt (Topologie)].

4.5.5. Der topologische Rand der n-dimensionalen abgeschlossenen Vollkugel/Disk D™ = {z € R"™ | ||z|| < 1}
als Teilmenge von R"™ ist

S" ! =9D" = {z e R" | ||z| = 1}.
Spezialfiille sind S® = {—1,1} und S7! = 2.

4.5.6. Das folgende Korollar 4.5.7 verallgemeinert | , Satz 3.3.6].

Korollar 4.5.7 (Nicht-Existenz einer Retraktion der Vollkugel auf ihren Rand). Fiir n > 0 gibt es keine
stetige Abbildung D™ — S"~1 der Vollkugel auf ihren Rand, deren Einschrinkung auf S"~1 die Identitdit ist.
In anderen Worten gibt es keine Retraktion von D™ auf ihren Rand S"~' (siehe Definition | , 3.3.1]).

Beweis. Der Fall n = 0 ist wegen D° = {0} und S™! = @ trivial. Gelte n > 1. Nehmen wir an, dass
r: D" — S"~! eine stetige Abbildung mit r|gn—1 = idgn—1 ist. In anderen Worten ist das linke der beiden
folgenden Diagramme kommutativ.

Hp—1(3)

Snfl(—i> Dn anl(Snil) H,_.(D")
R ‘Lr x J/Hnl(r)
Snfl anl(Sn_l)

Das rechte Diagramm entsteht aus dem linken durch Anwenden des Funktors H,,_;: Top — Ab und ist
deswegen ebenfalls kommutativ. Dies widerspricht aber Satz 4.5.1, denn
e im Fall n > 2 gilt H,,_(S"!) 2 Z und H,,_;(D") = 0;
e im Fall n = 1 gilt Hy(S") = Z2 und Hy(D™) = Z, es gibt aber keinen surjektiven Gruppenmorphismus
7 — 72. O

Satz 4.5.8 (Fixpunktsatz von Brouwer). Jede stetige Selbstabbildung f: D™ — D™ der abgeschlossenen
Vollkugel besitzt einen Fizpunkt.

Beweis. Wie im Beweis von | , Satz 3.3.7] erhalten wir sonst eine Retraktion D" — S"~! was Korol-
lar 4.5.7 widerspricht.

(In | , Theorem 21.2] findet sich ein Alternativbeweis, der nur das elementare Lemma 4.15.2 benutzt
und wohl etwas einfacher ist: Die Stetigkeit der obigen Retraktion muss nicht bewiesen werden.) ]

4.5.9. An dieser Stelle schlieit sich Abschnitt 4.15 ebenfalls sinnvoll an (von den drei Beweisen von Satz 4.15.5
ist jedoch dann nur derjenige mit Mayer-Vietoris mit dem aktuellen Wissen verstéindlich).

4.6. Homologie von Flichen.
Definition 4.6.1. Eine Fliche ist eine topologische Mannifaltigkeit der Dimension zwei.

4.6.2. Wir erinnern an die Klassifikation zusammenhiingender kompakter (= geschlossener) Fléchen | ,
Satz 3.10.22] durch zwei abzihlbare Familien. Jede solche Fliche ist zu genau einer aus der folgenden Liste
homd&omorph:
e ciner 2-Sphére mit g > 0 Henkeln*’;
e die verbundene/zusammenhiingende Summe von g > 1 reell projektiven Ebenen P?R (siehe [ ,
Verbundene Summe])*®. Fiir g = 1 erhilt man die Kleinsche Flasche.

4Tgg geht hier nur um die Oberfliche. Wie man die Henkel einklebt ist unerheblich, da alle Moglichkeiten homdomorphe
Flachen liefern.
48 Aych hier ist es unerheblich, wie man die verbundenen Summen bildet: Alle Moglichkeiten liefern homéomorphe Fléichen.
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Eine Sphire mit ¢ > 1 Henkeln ist homéomorph zur verbundenen Summe von g Tori S' x S' und zum
topologischen Raum, der dem Flichenwort w = a1biay *by 'agboay 105t . .. agbgag_lbs;1 zugeordnet ist (siehe
[Sch20, Definition 3.10.17]). Die verbundene Summe von g > 1 reell projektiven Ebenen ist homdomorph
zum topologischen Raum des Flachenworts ajaiazas . .. agay.

Satz 4.6.3 (singulire Homologie zusammenhéngender kompakter Flichen).
(a) Ist X eine 2-Sphdre mit g > 0 Henkeln, so gilt

Z falls ¢ = 2,

729 falls q =1,

/ falls ¢ =0,

0 sonst.

(b) Ist X eine verbundene Summe von g > 1 reell projektiven Ebenen PR, so gilt

0 falls ¢ =2,

L =79V @ 7,/27  falls ¢ =1,
Hq(X) ~ ) Z(2,...,2)

Z falls g =0,

0 sonst.

Achtung, arbeitet man hier statt mit ganzzahligen Koeffizienten mit Koeffizienten in einem beliebigen
Modul M iber einem Ring R, wie in 4.9.1 beschrieben, so gilt

{meM|2m=m+m =0} fallsq=2,

MD9 o
Hq(X, M) ~ {(2m,....2m)|meM } falls q=1
M falls ¢ =0,
0 sonst,

die zweite Homologie ist also die 2-Torsionsuntergruppe von M.

Kleine Beispiele hier oder nach/wéhrend Beweis explizit erkléren:

e Henkelsphire: g = 0 Sphére, g = 1 Torus, g = 2 verbundene Summe zweier Tori (Schneide Funda-
mentalpolygon in zwei Teile, jeder Teil liefert Torus mit Loch, verklebe).

e Verbundene Summe von g reell projektiven Ebenen: g = 1 reell projektive Ebene, g = 2 Kleinsche
Flasche.

Beweis. Der folgende Beweis dhnelt dem Beweis von [Sch20, Satz 3.10.22], jedoch verwenden wir statt des
Satzes von Seifert-van Kampen den Satz iiber die Mayer-Vietoris-Sequenz (die Menge Z° dort nennen wir
unten V', die Menge F'(w) \ z dort ist ein mogliches U unten).

(Die Aussage iiber Hy ist jeweils klar, die iiber H; folgt aus dem Hurewicz-Isomorphismus (Satz 3.4.2)
zusammen mit den Isomorphismen (3.10.4) und (3.10.5) vom Ende des Beweises von [Sch20, Satz 3.10.22],
sobald man X = F(w) wie unten annimmt. Wir geben jedoch einen direkteren Beweis.)

(a): Der Fall der Sphére ohne Henkel wurde bereits in Satz 4.5.1 bewiesen. Gelte also g > 1. Male Bilder
fiir g = 1,2. Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dass X = F(w) fiir ein Flichenwort

w = abiay b tagbeay 1oyt . .. agbgaglbgl
gilt (siehe [Sch20, Satz 3.10.22]). Der Raum X = F(w) entsteht aus dem ,,Fundamentalpolygon“ durch
geeignete Identifizierung von Kanten; die Bilder der Kanten des Fundamentalpolygons bezeichnen wir als
»Kantengeriist“. Seien

e U das ,zu einer offenen Teilmenge verdickte Kantengeriist“ (welches das Kantengeriist als Deforma-
tionsretrakt hat) und
e V das Komplement des Kantengeriists.
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Dann ist X = F(w) = U UV eine offene Uberdeckung. Wir bilden die zugehorige Mayer-Vietoris-Sequenz
(Satz 4.4.1).

Weil V homéomorph zum Inneren des Fundamentalpolygons und somit zusammenziehbar ist, lebt H(V)
nur im Grad Null und ist dort Z. Weil U das Kantengeriist als Deformationsretrakt hat, ist dessen Inklu-
sion nach U eine Homotopiedquivalenz, induziert also Isomorphismen auf allen singuldren Homologien. Das
Kantengeriist ist ein Bouquet von 2g Kreislinien S' (denn das Alphabet unseres Flichenworts besteht aus
den 2g Buchstaben ai,bq,...,a4,b, und alle Ecken des Fundamentalpolygons gehen auf denselben Punkt
in X), so dass wir seine Homologie nach Aufgabe 4.5.4 kennen: Sie ist Z in Grad Null, isomorph zu Z29
in Grad Eins und verschwindet in allen anderen Graden. Genauer ist [a1], [b1], [a2], [b2], .. ., [ag], [by] €ine
Z-Basis der ersten Homologie, wobei wir die mit ai, b1,. .., a4, by markierten Kanten unseres Fundamental-
polygons in offensichtlicher Weise als 1-Zykel im Kantengeriist auffassen. Ausserdem ist U NV offensichtlich
homotopiedquivalent zu S'. Mit diesen Erkenntnissen wird unsere Mayer-Vietoris-Sequenz zu einer exakten
Sequenz

0 Ho X >

[ D H, (4 Hi(j
0 z tw) Z[a) ®Z[b1) B - - - ® Za,) @ Zb,] vv) HiX

[ b z (1) 7o (HoGiv) —HoGiv)) Hox

Die linke Abbildung in der unteren Zeile ist injektiv, weshalb 51 = 0 folgt. Weiter gilt H;(iy) = 0, denn der
,»Gegenuhrzeigersinn“-Erzeuger von Z = H;(S') = Hy (U N V) wird auf [a1] + [b1] — [a1] — [b1] + - - — [bg] = 0
abgebildet, denn er kann in U nach auBen auf das Kantengeriist geschoben werden (die Homologieklasse
dndert sich dabei nicht wegen Homotopieinvarianz); (hier verwenden wir den roten Text in 4.5.2, der einerseits
einen Erzeuger beschreibt und andererseits erklirt, wie man einen solchen aufsplitten und veriindern darf).
Also sind 52 und H; (jy) Isomorphismen. Natiirlich gilt HyX 2 Z. Da in der obigen Sequenz in den linken
beiden Spalten in allen Graden > 2 nur Nullen stehen, folgt H,(X) = 0 fiir alle p > 3.

Male Bild im Fall g = 2, sowohl als verbundene Summe zweier Tori als auch als Sphére mit zwei Henkeln.
Erklédre, wo die Erzeuger liegen.

Erklire auch den Fundamentalzykel! D.h. rate ihn und zeige (per feine Ketten), dass er unter 52 wie
gewiinscht abgebildet wird. War gar nicht so leicht: Man zerlegt das Fundamentalpolygon in Kuchenstiicke ali-
as 2-Simplizes (im Video Quadrat in vier Dreiecke zerlegt). Um das Bild unter dem MV-Verbindugsmorphismus
auszurechnen, muss man einmal baryzentrisch unterteilen (habe dies skizziert, dabei zuerst Nummerierungs-
fehler gemacht, den ich spéter bemerkt habe), vgl. 4.4.2, dann aufteilen in Summand, der von U kommt,
und Summand, der von V kommt...

(b) Der Beweis geht analog wie oben. Wir kénnen ohne Einschrinkung X = F(w) fir w = ayaiazas . . . agag
annehmen. Mal Bild fiir ¢ = 1, reell projektive Ebene, und g = 2, Kleinsche Flasche. Der Schnitt U NV ist
nun ein Bouquet von g Kreislinien. Die Mayer-Vietoris-Sequenz liefert die folgende exakte Sequenz

0 H, X )
[ 02 7 Hi (iv) Zla] @ - @ Zjay) Hi (Gu) H,X )
[ b, (1) (HoGu) —HoGiv))
Z ZDL HoX 0

Die linke Abbildung in der unteren Zeile ist injektiv, weshalb ; = 0 folgt. Weiter gilt (fiir 1 € Z = H,(UNV)
den Gegenuhrzeigersinn-Erzeuger)

Hi(iv)(1) = [a1] + [a1] + [a2] + [az] + -+ - + [ag] + [ag].
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Wir folgern einerseits Ho X = 0, weil H; (i) injektiv ist, und andererseits

g1 N 7.9 N Zia) & - - & Zlag] ~
L OLPL= 555 % B+ 2laa] + -+ 2ag)

da 51 = 0. Natiirlich gilt HyX = Z. Da in der obigen Sequenz in den linken beiden Spalten in allen Graden
> 2 nur Nullen stehen, folgt H,(X) = 0 fiir alle p > 3.
Bei Koeffizienten in einem R-Modul M ist Hy(iyy) die Abbildung

Hi(iv): M — Mai] @ - & M[ag) = M®9 := MY,
m— (2m,2m,...,2m).

Sie ist im allgemeinen nicht injektiv (etwa fir M = Fy = R). Ihr Kern ist (isomorph zu) Ha(X; M), ihr
Kokern ist (isomorph zu) Hy (X; M).

Male Bild im Fall g = 1 und g = 2. Erkére jeweils Erzeuger. Erklére 2-Torsion!

Erkldre, warum es keinen Fundamentalzykel gibt! O

4.6.4. Sei w = a(1)*Ma(2)*@ ... a(2r)*?") ein Flichenwort iiber einem r-elementigen Alphabet A. Die
wesentliche Idee des obigen Beweises funktioniert, falls beim Ubergang vom Fundamentalpolygon zum to-
pologischen Raum X = F(w) alle Ecken auf denselben Punkt gehen und somit das Kantengeriist von X ein
Bouquet von Kreislinien ist (wir hiitten den Beweis auch in dieser Allgemeinheit beginnen kénnen): Dann
erhalten wir eine Mayer-Vietoris-Sequenz

0 Ho X )

- Hq (2 Hq(j
[ 0o 7 1(iv) @(ZEA Z[a] 1(Jv)

HlX )

5 ! Ho(ju) —Ho(jv)
[ 5 7 () 767 (Hotir) ~Hotsv)) Ho X 0.

Die linke Abbildung in der unteren Zeile ist injektiv, weshalb o =0 folgt. Also ist Ho X der Kern bzw. H; X
ist der Kokern der Abbildung

H(iy): Z — P Zla] = 24 = 7",
acA
1= e()]a(l)] +e(2)[a(2)] +...e2r)[a(2r))].

Das Element rechts unten ist die ,additive Version“ von w. Natiirlich gilt HyX = Z und H>3X = 0.
Kleinsche Flasche, anschauliche Darstellung mit Quadrat, dann Zylinder und dann Randkreise falsch
herum verkleben. Erklart Z-Basis H; besonders anschaulich.

Aufgabe 4.6.5. Berechne die singuldre Homologie einer Sphére mit ¢ = 2 Henkeln direkt mit Mayer-Vietoris
(ohne Darstellung dieser Fliche durch ein Flichenwort)! Beschreibe Z-Basen der Homologiegruppen Hy, Hy
und Hs geometrisch. Hm, mir schwebte da eigentlich sowas wie in 4.8.14 beschrieben vor, was aber an dieser
Stelle noch nicht verfiigbar ist ...

Hinweis: Starte mit der Sphére; entferne vier offene Kreisscheiben und klebe zwei Zylinder an, indem
deren Rénder mit den Réndern der offenen Kreisscheiben identifiziert werden. Nimm als Menge U eine
offene Verdickung der Sphére ohne die Kreisscheiben und als Menge V eine offene Verdickung der disjunkten
Vereinigung der beiden Zylinder. Bestimme explizit die ,linken horizontalen“ Morphismen in der Mayer-
Vietoris-Sequenz. Spalte die lange exakte Sequenz in kurze exakte Sequenzen auf (was konnte damit gemeint
sein?). Dies liefert eine kurze exakte Sequenz Z9 — H; — Z9. Folgere H; =2 Z?9 (beispielsweise kann man eine
Z-Basis von H; konstruieren, indem man die Standard-Z-Basis der Untergruppe Z¢9 mit Lifts der Elemente
der Standard-Z-Basis des Quotienten Z¢ kombiniert).*’

49 A bstrakter folgt dies aus der Tatsache, dass jede kurze exakte Sequenz A — B — C abelscher Gruppen mit C einer freien
(oder allgemeiner projektiven) abelschen Gruppe spaltet.
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Beschreibe explizit 1-Zykel, die eine Z-Basis von H; bilden (hierzu ist der Verbindungsmorphismus mit
Hilfe des Satze iiber feine Ketten zu analysieren).
Bemerkung: Dasselbe Verfahren funktioniert fiir ¢ > 1 Henkel.

Aufgabe 4.6.6. Berechne die singuldre Homologie der Kleinschen Flasche mit Mayer-Vietoris und der in
[ , Mayer-Vietoris sequence, Klein bottle] erklarten Uberdeckung durch zwei Mébiusbénder.
Hier http://www.math.tu-dresden.de/modellsammlung/karte.php?ID=9 ein nettes Modell.

Ende der 11. Vorlesung am 03.12.2020. Ende der 12. Vorlesung am 04.12.2020 (war eher eine lange Vor-
lesung...).
Hausaufgaben:
(1) (a) Aufgabe 4.4.3
(b) Aufgabe 4.4.4 (Mayer-Vietoris simplizial)
(2) (a) Aufgabe 4.5.3 (gewisse Uberdeckungen von S' und S? existieren nicht)
(b) Aufgabe 4.5.4 (Bouquet von Kreislinien und &hnliches)
(3) mein Favorit diese Woche (beim Rechnen nicht die Geometrie vergessen!): Aufgabe 4.6.5 (singuliire
Homologie der Sphére mit zwei Henkeln, direkt ohne Flichenwort)
(4) Aufgabe 4.6.6 (singuldre Homologie der Kleinschen Flasche, ebenfalls direkt ohne Flichenwort)

4.7. Ausschneidung.

Satz 4.7.1 (Ausschneidung). Seien (X, Z) ein Raumpaar und E C Z eine Teilmenge mit E C Z°, wobei
Abschluss und Inneres in X gebildet werden. Dann liefert die Inklusion X \ E — X oder genauer der
entsprechende Morphismus (X \ E,Z \ E) — (X, Z) von Raumpaaren Isomorphismen

(4.7.1) H,(X\E,Z\ E) = Hy(X, Z)
auf den relativen Homologiegruppen fiir alle q € Z.

4.7.2. Gleichzeitiges ,, Ausschneiden” von E aus X und Z &ndert die relative Homologie nicht. In Anwen-
dungen sind oft Z offen in X und E abgeschlossen in X. Dann vereinfacht sich die Bedingung £ C Z° zu
EcZ.

Beweis. Betrachte die Uberdeckung V = {Z, X \ E} von X. Dann gilt X = Z°U (X \ E)°® wegen (X \ E)° =
X\ E (siehe | , Lemma 2.5.6]) und unserer Annahme E C Z°, so dass der Satz iiber feine Ketten 4.3.10
anwendbar ist und zeigt, dass SYX C SX ein Quasi-Isomorphismus ist.

Zunichst die gestrichelten Pfeile ignorierend, betrachte das kommutative Diagramm

S(Z\ E)C(—%)> szes(x\B) L vy

y ot
(1)

S(x\ B~ sxa@sx\ B) L sx

T

S(X\E,Z\E) >S(X,Z) >SSV—XX

in Kom(Z) mit hoffentlich offensichtlichen, teilweise in Matrixschreibweise gegebenen Abbildungen, wobei
wir Elemente der direkten Summen als Spaltenvektoren schreiben; die horizontale Abbildung links oben
bildet etwa s auf (})s = (%) ab. Die Spalten dieses Diagramms sind offensichtlich kurze exakte Sequenzen.
Dies samt Kommutativitit zeigt, dass die mittleren horizontalen Abbildungen die gestrichelten horizonta-
len Abbildungen induzieren, so dass die beiden unteren Quadrate kommutativ sind. Die linke horizontale
Abbildung ist die in 4.1.9 erkldrte Abbildung fiir unseren Morphismus von Raumpaaren.

Die oberen beiden Zeilen dieses Diagramms sind ebenfalls kurze exakte Sequenzen (offensichtlich bzw.
Aufgabe 4.4.3 fiir die Uberdeckungen V und {X, X \ E}).

Das komponentenweise angewandte Neunerlemma B.4.3 (oder seine Version B.4.5 fiir Komplexe) zeigt
nun, dass auch die dritte Zeile eine kurze exakte Sequenz ist. Da nach dem Satz iiber feine Ketten 4.3.10
der Komplex Ssi,)g( azyklisch ist, zeigt die lange exakte Homologiesequenz (Satz B.3.4) zur dritten Zeile, dass
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S(X\E,Z\FE) <= S(X, Z) ein Quasi-Isomorphismus ist. Die induzierten Isomorphismen auf den Homologien
sind die behaupteten Isomorphismen (4.7.1). O

4.7.1. Anwendungen der Ausschneidung.

4.7.3. Bezeichne A, den topologischen Rand des n-ten Standardsimplex A,, = {(zo,...,x,) € [0,1]" ! |
" a; = 1} als Teilmenge des R"*1, d.h.

oA, = {(zo,...,xn) € Ay | 2; =0 fiir ein 4}.

4.7.4. Offensichtlich gibt es einen Homomorphismus A,, — D", der einen Homomorphismus dA, —»
dD™ = S"~1 induziert (stereographische Projektion).”® Jeder solche Homdomorphismus induziert Isomor-
phismen H,(0A,) = H,(S""!) auf den Homologiegruppen bzw. H,(A,,0A,) = Hy(D",S" 1) auf den
relativen Homologiegruppen (3.2.4, 4.1.9). Dies sorgt fiir die ,,doppelte Formulierung desselben Resultats“
in Satz 4.7.5.

Satz 4.7.5. Sein > 0. Die singuldren Homologiegruppen der Standardsimplizes relativ zu ihrem Rand sind
durch
Z[ida, ) 2 Z  falls g =n,

Hq(Am O8n) = 0 sonst

gegeben, wobei ida, der tautologische n-Simplex ist.
Analog sind die singuldren Homologiegruppen der Vollkugeln relativ zu ihrem Rand durch

Z falls g =n,

0 sonst,

H, (D", "7 1) =

gegeben.
4.7.6. Den Fall n =1 haben wir in Beispiel 4.2.2 von Hand erledigt.

Beweis. Wir zeigen dies durch vollstindige Induktion iiber n. Fiir n = 0 gilt Ag = {1} D 90Ag = & und
somit Hq(Ag, 0A¢) = Hy({1}, @) = Hy({1}), die Aussage ist also trivial nach Beispiel 3.1.21.

Induktionsschritt von n > 0 auf n + 1: Wir fassen A,, C A, 41 als Teilmenge auf vermoge der (n + 1)-ten
Seiteninklusion kpn41: Ap = Apt1, (To, .- 2n) — (Zo, ..., %y, 0). Die Ecke p := e,,11 von A, liegt dann
A, gegeniiber. Sei A, die Vereinigung aller Seitenflachen von A, 1, die p enthalten. Male Bilder!

Die Beweisidee wird durch Abbildung 2 (und die Isomorphismen in (4.7.5)) illustriert: Die Inklusionen
der drei rechts untereinanderstehenden Raumtripel induzieren Isomorphismen auf der relativen Homologie.
Im Raumtripel in der obersten Zeile verschwindet die relative Homologie des #ufleren Paares, weswegen die
q + 1-te relative Homologie des linken Paares unter dem Randoperator isomorph auf die g-te des rechten
Paares geht.

50 Wer dies konkret sehen méchte: Betrachte den Homdbomorphismus

(—e1—e2— - —en,e1,€2,...,6n): Ay > K :=konv(—(e1 + ez + -+ +en) e1,e2,...,en) CR",

wobei die Koordinaten von A,, C R*»*1 von 0 bis n durchnummeriert sind und die von R™ von 1 bis n. Weiter sei

o: K = D,
die ,,stereographische Projektion“ vom Ursprung 0 = —%_H(el + -+ en)+ %—»—161 + "'n%'—le"’ der im Inneren unserer
konvexen Hiille liegt, auf die n-dimensionale Kreisscheibe D™. Die Stetigkeit dieser Abbildung sieht man wie folgt. Zunéchst ist
¢ = plog: OK = S*1 x> HOZTH’ sicherlich stetig und bijektiv, also ein Homéomorphismus nach [ , Satz 2.7.15]. Damit
kennen wir den Streckfaktor in jeder Richtung und es gilt
falls  # 0,
o) = 3 |lo (i
0 falls z = 0.

Dieser Ausdruck ist offensichtlich in «x stetig, insbesondere im Ursprung. Damit ist ¢ stetig und bijektiv, also ein
Homdomorphismus nach dem soeben zitierten Resultat. Die Verkniipfung unsere beiden Homdomorphismen ist der gesuch-
te Homdomorphismus A, — D,,.

Allgemeiner gilt (Ubung 1.4.12 in Soergel, Topologie und kompakte Gruppen): Sind K, L C R™ zwei nichtleere offene kon-
vexe Teilmengen, so gibt es einen Homdomorphismus K — L. Sind K und L zusitzlich beschrinkt, so gibt es sogar einen
Homéomorphismus K — L zwischen ihren Abschliissen, der einen Homéomorphimsus zwischen ihren Réndern induziert.
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AL\ {p} Ant1 \ {p}
i E 5 / \
A, A,
D)

ABBILDUNG 2. Illustration zum Beweis von Satz 4.7.5 im Falln =1

Wir geben zwei Begriindungen, warum die Inklusion (A, 0A,) C (0An+1 \ {p}, An+1 \ {p}) von Raum-
paaren Isomorphismen

(4.7.2) Hq(AmaAn) = Hq(aAnJrl \{p}, A1 \ {p})

auf allen relativen Homologien induziert:®!

(a) Beide (an unserer Inklusion von Raumpaaren beteiligten) Inklusionen A,, C dA, 41\ {p} und A, C
An11\{p}) sind Inklusionen von Deformationsretrakten, somit Homotopiedquivalenzen (siehe | ,
Lemma 3.5.4]), und induzieren also Isomorphismen auf der singuldren Homologie nach 3.3.4. Nun
verwende Korollar 4.2.3

(b) (Gefillt mir eigentlich besser, aber streng genommen ist nicht alles definiert.) Mit den nahelie-
genden Definitionen ist das Raumpaar (A,,, dA,,) ein ,Deformationsretrakt von Raumpaaren® des
Raumpaares (0A,+1 \ {p}, Ans1 \ {p}), somit ist unsere Inklusion von Raumpaaren eine ,, Homo-
topiedquivalenz von Raumpaaren“ und induziert somit Isomorphismen auf der relativen Homologie
nach Aufgabe 4.1.11.

Ausschneiden von {p} aus dem Raumpaar (0A,+1, Any1) liefert nach Satz 4.7.1 Isomorphismen
(4.7.3) Hy (0211 \ {p}, A1 \ {p}) = Hg(0An+1, Apsa)

auf allen Homologien. Schliefllich liefert das Raumtripel (A,11, 0,41, Ay11) nach 4.2.4 eine lange exakte
Homologiesequenz

(4.7.4)

Hyp1(Apg1,0An41) )

Og+1

Hq(aAn+1u An+1) —_— Hq(AnJrla AnJrl) —_— Hq(An+1u 8An+1) )

By
(—> qul(aArH,l, An+1) —_— ...

in der alle Terme der mittleren Spalte Null sind, also Hy(Ap41, Apy1) = 0 fiir alle ¢ € Z gilt: Dies folgt
aus der langen exakten Homologie-Sequenz 4.2.1 fiir das Raumpaar (A,41,A,+1), denn alle Morphismen
Hy(Ant1) = Hy(Ap41) sind Isomorphismen, denn A,, 1 und A, sind zusammenziehbar, vgl. Beispiel 3.3.2.
Die lange exakte Sequenz (4.7.4) schrumpft deswegen zu Isomorphismen

Og+1: Hoy1 (A1, 08041) = He(0An 41, Arp)

51Ausschneidung 4.7.1 ist hier nicht andwendbar!
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zusammen. Zusammengefasst haben wir Isomorphismen

(4_7_2) (473)
(4.7.5) Hy(Ap, 0A,) ——= Hg(0An 1 \ {p}, Ant1 \ {p}) —=—=> Hg(0An 11, Apt1)

5q+1TN
Hyq1(Ang1,00041)

Per Induktion zeigt dies, dass die Homologie rechts unten nur fiir ¢ + 1 = n + 1 von Null verschieden und
dann isomorph zu Z ist.

Im Fall ¢ = n wird der Erzeuger [ida,] von H,(A,,dA,) unter der Verkniipfung der beiden hori-
zontalen Abbildungen auf [k,4+1] € H,(0An+1,Ant1) abgebildet. Der potentielle Erzeuger [ida von

Hyr1(Ang1,0A,41) wird unter dem Randisomorphismus 5q+1 auf die Homologieklasse von 0ida, ,, =
Z?:Jrol(—l)iki abgebildet, welche mit der Homologieklasse von (—1)"*1k, ;1 iibereinstimmt (die beiden Ele-
mente stimmen genauer schon in S, (A, 11, A,+1) iiberein), denn die anderen Summanden haben Bild in
Ay 41, und ist somit in der Tat ein Erzeuger.

Die Behauptung fiir H, (D™, S" 1) folgt aus 4.7.4. a

n+1]

Korollar 4.7.7. Die singuliren Homologiegruppen des ,n-dimensionalen® Randes 0A,11 des (n + 1)-ten
Standardsimplex A, 11 sind wie folgt gegeben: Im Falln > 1 gilt

Z[0idA, | = Z  falls g =n,
Hy(0An41) = { Zleo| = Z falls ¢ =0,
0 sonst.

Hier istida, ., € Top(Apt1, Apt1) C Spy1(Angr) der tautologische (n+1)-Simplex; wir fassen seinen Rand
als Element von S, (0An+1) auf.

Im Fall n = 0 besteht der Rand 0A; = {eg,e1} des 1-Simplex aus zwei Punkten und seine einzige
nichtverschwindende Homologie ist Ho(OA1) = Zleo) @ Zle1] = Z2.

4.7.8 (Homologie der Sphiren). Satz 4.5.1 folgt sofort aus Korollar 4.7.7 mit Hilfe von 4.7.4. Als Zusatz-
information bekommt man einen Erzeuger von H,,(S") = Z: Sei p: 0A,;1 — S™ ein Homéomorphismus

(beispielsweise herriihrend von dem Homomorphismus stereographische Projektion A, ; — D"T! aus
Fufinote 50). Setze e := S,,(p)(dida Dann gilt H,,(S™) = Z[e].

n+1)

Beweis. Der Fall n = 0 ist klar. Im Fall n > 1 folgt dies aus Satz 4.7.5 und der langen exakten Homologie-
Sequenz 4.2.1 des Raumpaars (A 41,0A,4+1) (die mittlere Spalte lebt nur im Grad Null, die rechte nur in
den beiden Graden 0 und n+ 1 > 2). O

Definition 4.7.9. Ist x ein Punkt eines topologischen Raums, so heif3t
Hy (X, X\ {z})

g-te lokale Homologie von X bei z (vgl. | , Relative homology, Local homology]). Ich fithre (vor-
erst?) keine eigenstéindige Notation dafiir ein.

Korollar 4.7.10. Fir allen >0 und x € R™ gilt fir die lokale Homologie von R™ bei x

Z falls g =n,

0 sonst.

Hy(R™, R\ {z}) = {

2 Invarianz der Dimension: Insbesondere sind R™ und R™ fiir m # n nicht homéomorph.

Beweis. Wir kénnen ohne Einschrankung z = 0 annehmen. Die Inklusion D" <— R"™ konvexer Mengen
liefert Isomorphismen auf den singuldren Homologien (die beide nur in Grad Null leben und dort isomorph
zu Z sind). Da S"~! ein Deformationsretrakt von R™ \ {0}) ist, liefert die Inklusion S"~! — R™\ {0})

52Der Beweis zeigt auch, wie man einen Erzeuger von Hy(R™,R™ \ {z}) bekommt.
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Isomorphismen zwischen den singuliren Homologien. Die Inklusion (D" S"~1) < (R™ R" \ {0}) liefert
somit nach Korollar 4.2.3 Isomorphismen

Hy (D", 8"71) = Hy(R",R™\ {0})

fir alle ¢ € Z. Nun verwende Satz 4.7.5.

Die letzte Aussage ist klar, denn jeder Homéomorphismus ¢: R™ =3 R™ induziert einen Isomorphismus
o: (R™R™\ {z}) = (R",R"\ {p(x)}) von Raumpaaren fiir beliebiges € R™. Nimm die m-te relative
Homologie. |

Aufgabe 4.7.11. Die (im Beweis von Korollar 4.7.10 betrachtete) Inklusion i: (D™, S"~1) < (R",R™\ {0})
ist keine , Homotopiedquivalenz von Raumpaaren“, denn es gibt nicht einmal einen Morphismus g: (R™, R™\
{0}) = (D™, S""!) von Raumpaaren, so dass g o4 homotop zur Identitdt von (D™, S"~1) ist (homotop ist
hier im Sinne von Aufgabe 4.1.11 zu verstehen).

(Losung auskommentiert)

Aufgabe 4.7.12.

(a) Ist u ein Punkt einer (nichtleeren) offenen Teilmenge U C R™, so gilt

Z falls ¢ = n,

H,(U.U\ {u}) = {0
sonst.
Hinweis: Ausschneidungssatz 4.7.1 und Korollar 4.7.10.

(b) Wenn nichtleere Teilmengen U C R™ und V' C R™ homdomorph sind, so gilt m = n.

(c) Sind allgemeiner M und N homoomorphe nichtleere topologische Mannigfaltigkeit der Dimensionen
m und n (siehe | , Definition 3.10.18]), so gilt m = n.

(d) In jeder Triangulierung einer nichtleeren m-dimensionalen Mannigflatigkeit kommen nur Simplizes
der Dimension < m vor: Sei f: A(K) = M eine Triangulierung einer nichtleeren m-dimensionalen
topologischen Mannigfaltigkeit M. Wer mag, darf zusétzlich annehmen, dass es ein s € N mit K =
K<, gibt. Dann gilt K = K<,.

Bemerkung: Wer dies mit den aktuellen Mitteln ohne die Zusatzannahme beweisen kann, bekommt
Bonuspunkte! Wir werden die allgemeine Aussage spéter als Korollar 5.2.11 beweisen.

Aufgabe 4.7.13 (Relative Homologie als (reduzierte) Homologie der Einpunktidentifizierung). Sei (X, A)
ein Raumpaar. Sei X/A die Menge, die aus X entsteht, indem man A zu einem Punkt identifiziert.”® Wir
versehen X /A mit der Finaltopologie beziiglich der offensichtlichen Abbildung X — X/A.

Sei A C X abgeschlossen und existiere eine Teilmenge U C X mit A C U°, so dass die Inklusionen A < U
und A/A — U/A Isomorphismen auf allen singuldren Homologien induzieren (diese Inklusionen kénnten
beispielsweise Homotopiedquivalenzen sein — dies ist beispielsweise der Fall, wenn A ein Deformationsretrakt
von U ist®®). Dann ist fiir alle ¢ € Z die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus

Hy (X, A) = Hy(X/A, A/A).
Folgere fiir alle ¢ # 0 kanonische Isomorphismen
H, (X, A) = H,(X/A).

Bemerkung: Der letzte kanonische Isomorphismus gilt auch fiir ¢ = 0, wenn wir die rechte Seite durch die
spéter definierte reduzierte singuldre Homologie H,(X/A) von X/A ersetzen (siehe 5.1.10).

53 Formal betrachtet man die Aquivalenzrelation @ ~ y <> (z =y oder (x € A und y € A)) und setzt X/A := X/~.

54 Dies wird im Beweis von | , Proposition 2.22] einfach behauptet: ,, The deformation retraction of V onto A induces a
deformation retraction of V/A onto A/A ... “. Das stimmt zwar, scheint mir aber nicht so offensichtlich — ich denke, man sollte
dafiir ein Resultat wie Proposition C.0.4 zitieren, aus dem es in offensichtlicher Weise folgt.
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Hinweis: Betrachte das folgende kommutative Diagramm von Raumpaaren (fiir implizit verwendete topo-
logische Feinheiten beachte | , Aufgabe 2.8.50]).

(X, A) ——— (X U)=—— (X \ A, U\ 4)

| | |

(X/AAJA) —— (X/A,UJA) <— (X/A\ AJ/A,U/A\ A/A)

Bemerkung: Ein gutes Beispiel zur Veranschaulichung ist X = D? D A = S! und U eine e-Umgebung von
A.

Ende der 13. Vorlesung am 10.12.2020.

4.8. Vergleichsisomorphismus zwischen simplizialer Homologie eines Simplizialkomplexes und
singuldrer Homologie seiner geometrischen Realisierung.

4.8.1. Ziel dieses Abschnitts ist Satz 4.8.11: Die simpliziale Homologie eines Simplizialkomplexes I stimmt
bis auf einen kanonischen natiirlichen Isomorphismus mit der singuldren Homologie seiner geometrischen
Realisierung A(K) iiberein. (Wer bereit ist, auf die Worte kanonisch und natirlich zu verzichten, kann den
Beweis abkiirzen, wie in 4.8.12 erklért.)

Um dies zu sehen, betrachten wir einen weiteren Komplex ZKP¢! abelscher Gruppen, der zwischen den bei-
den Komplexen SK (zur Berechnung der simplizialen Homologie) und SA(K) (zur Berechnung der singuléren
Homologie) vermittelt.

Definition 4.8.2. Sei K = (K, F) ein Simplizialkomplex. Fiir ¢ > 0 definiere®®

(4.8.1) Kpeh:= {s:{0,...,q} — E beliebige Abbildung | (ims) € K}
={(50,--.,8¢) € B9 | {s0,...,8,} €K}

4.8.3. Ist e € F eine Ecke von K, so gilt beispielsweise (e, e, ..., e) € IC};el fiir alle ¢ > 0.

4.8.4. Sei K = (F,K) ein Simplizialkomplex. Ersetzen wir in Definition 2.4.4 und Proposition 2.4.6 samt
Beweis K5tmom° durch KP¢! (und natiirlich (2.4.2) durch (4.8.1)), so erhalten wir einen Komplex

(4.8.2) ZKP! = (ZKP | 9) = ( L= TR 22 zichel 2 el 2=0s 7pc |y )
{0}

abelscher Gruppen. Dieser Komplex lebt (im Gegensatz zu ZKS:mO1°) wegen 4.8.3 in allen nichtnegativen
Graden, falls £ # @ gilt. Man beachte, dass wir zur Definition von ZKP"®! keine Ordnung auf E benétigen. Fi-
xieren wir aber eine solche, so induzieren die Inklusionen ICZt'mono C IC};E1 einen komponentenweise injektiven
Morphismus

(4.8.3) ZKSmene .y 7kchel

von Komplexen, der sich im Beweis von Proposition 4.8.5 als Quasi-Isomorphismus erweisen wird.

Proposition 4.8.5. Sei K ein Simplizialkomplex. Dann definieren die (offensichtlich surjektiven) Gruppen-
morphismen

D, ZKX — Sk,

Kbl 5 5 = (s 5) > (505---58¢) falls {s0,...,54} € Kq (dquivalent: s injektiv, d. h. s € Ki"8),
q 0y+-+595q
0 sonst,
fiir ¢ > 0 und ®, := 0 fiir ¢ <0 einen Quasi-Isomorphismus
(4.8.4) ® = O: ZKP — SK
in Kom(Z).”° Insbesondere berechnet ZKP e die simpliziale Homologie von K.
55 Diese Definition tauchte bereits in 2.4.30.(a) auf, dort jedoch nur fiir einen maximalen Simplizialkomplex.

56Djese Aussage ist im Wesentlichen [ , Theorem 13.6, S. 77] oder [ , Theorem 8, S. 171], wo der Komplex ZKP¢!
als ordered chain compler und der Komplex SKC als oriented chain complex bezeichnet werden.
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Beweis. Behauptung 1: ®: ZKP®' — SK ist ein Morphismus von Komplexen.’” Die Vertriglichkeit
der ®, mit den Differentialen ist zu zeigen. Fiir beliebiges ¢ > 1 und s = (sg,...,84) € lCZ‘el ist also
®(9(s)) = O(P(s)) zu zeigen. Nur im Fall {sq,...,s,} € K41 ist dies nicht offensichtlich. In diesem Fall
gibt es genau zwei verschiedene Indizes a < b mit s, = 5. Wegen ®(s) = 0 ist nur zu zeigen, dass ®(9(s))
verschwindet (die vorletzte Gleichung verwendet die Definition (2.4.7)):

B(3(s)) = @(i(—l)i(so, ) 851,50, Sia1, - .,sq)

i=0
= (—1)%(50,---,Sa—1,8asSat1,---sSb—1, b, Sb+1,-- -, Sq)
+ (—1)b(50 e 38a—155a, Sat1s -+ Sb—1,8b; Sbt1s- -1 8q)
= (=1)*(805---,Sa—155asSat1y-- s Sb—1, Sby Sb+1s - - - Sq)
+ (=1)°(=1)"79 (S0, . .+, Sa1,Bas Sat1s- -+ s Sb1sSarSbils - Sq)
=0.

Behauptung 2: ®: ZKP®' — SK ist ein Quasi-Isomorphismus. Sei E die Eckenmenge von K und <
eine Ordnung auf E (existiert stets). Dann ist das Diagramm

(4.8.5) ZKbe 2= g

(4.8.3)}@%%1)

ZICst—mono

offensichtlich kommutativ.’® Da der diagonale Pfeil nach Proposition 2.4.21 ein Isomorphismus (und insbe-
sondere ein Quasi-Isomorphismus) ist, ist ® genau dann ein Quasi-Isomorphismus, wenn der vertikale Pfeil
O ein solcher ist. Wir zeigen letzteres mit einer Art Induktion.

e Im Fall K = @ ist O offensichtlich ein Quasi-Isomorphismus.

e Ist K ein maximaler Simplizialkomplex mit nichtleerer Eckenmenge®®, so leben sowohl die Homo-
logie von ZKS+m°1° als auch die von ZKP®! nur in Grad Null und sind dort isomorph zu Z (nach
Lemma 2.4.29 und 2.4.30.(a) und dem Argument im Beweis von Korollar 2.4.31.(a)). Da Hy(Ox)
offensichtlich ein Isomorphismus ist, ist Ox ein Quasi-Isomorphismus.

e Sind U C W C K beliebige Unterkomplexe von I, so ist das Diagramm

Zubel c Zwbel

@u @W

Zust-mono c Zwst-mono

offensichtlich kommutativ, wobei die in der unteren Zeile verwendeten Ordnungen auf den Ecken-
mengen die Einschrinkungen der Ordnung < auf E sind.®"
e Seien U,V C K zwei Untersimplizialkomplexe. Dann ist das Diagramm

(1)

(4.8.6) ZU AVl el gy (TD

Z(U U V)Pbe

Ounv OudOyv Ouuv

(1)

Z(u n V)St‘monoc_> ZUSt-mono gy 7 st-mono (1;;)

) Z(U U V)st—mono

57Der Beweis erinnert mich an die Losung von Aufgabe 2.4.27.

58Daraus folgt, dass SK ein direkter Summand von ZKP®! ist (®x ist eine spaltende Surjektion/ein spaltender
Epimorphismus).

59Diese darf sogar unendlich sein, auch wenn wir im aktuellen Beweis nur den endlichen Fall benétigen.

6OKa‘cegoriell gesagt ist © eine natiirliche Transformation zwischen Funktoren, die auf der Kategorie der Unterkomplexe von
K = (K, E,<) (samt Inklusionen als Morphismen) definiert sind.
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von Komplexen kommutativ und seine Zeilen sind kurze exakte Sequenzen (fiir die untere Zeile wurde
dies vermutlich in der Losung von Aufgabe 4.4.4 gezeigt, der Beweis fiir die obere Zeile geht analog).
Aufgabe B.3.7 zeigt somit:‘!

(4.8.7) Sind Oyny, Oy und Oy Quasi-Isomorphismen, so ist auch Oy ein Quasi-Isomorphismus.

e Ist K endlich, so ist Ok ein Quasi-Isomorphismus. Dies folgt per Induktion iiber die Kardinalitéit |K]|
aus den vorherigen Uberlegungen: Genauer kann man K, ausgehend vom leeren Simplizialkomplex,
durch sukzessives Hinzufiigen neuer Simplizes (samt aller nichtleeren Teilmengen) in endlich vielen
Schritten aufbauen. Im Induktionsschritt verwendet man (4.8.7): Dabei sei U der bisher aufgebaute
Unterkomplex und V der maximale Simplizialkomplex des neu hinzugefiigten Simplex, aufgefasst
als Unterkomplex von K. Dann sind ©y, nach dem obigen und ©;; und ©yny per Induktion Quasi-
Isomorphismen; also ist nach (4.8.7) auch Oy ein Quasi-Isomorphismus.

e Sei nun K unendlich. Zu zeigen ist, dass fiir jedes ¢ € Z die induzierte Abbildung

(4.8.8) H,(Ox): Hy(ZK™mem) — H, (ZK )

bijektiv ist.%> Sowohl bei der Surjektivitdt als auch bei der Injektivitit kann man sich dabei auf
den Fall eines endlichen Unterkomplexes U C K zuriickziehen, den wir bereits behandelt haben. Im
Detail:
— Surjektivitéit: Sei ¢ € Hy(ZKP®!) eine Homologieklasse. Gelte ¢ = [2] fiir einen g-Zykel Z,(ZK ).
Da z eine (endliche) Linearkombination ist, gibt es einen endlichen Untersimplizialkomplex
U C K mit z € ZUP® und genauer mit z € Zg(ZU'). Also konnen wir [2] als Element von
H, (ZUPe!) auffassen. Da H,(©y) surjektiv ist, gibt es ein Urbild e € H,(ZU**™°") von [2]. Das
Bild von e in H,(ZKs*m°m°) jst dann das gesuchte Urbild von ¢ = [2] € H,(ZKPe).
— Injektivitét: Sei ¢ € H,y(ZKs"™°"°) eine Homologieklasse, die auf Null geht. Gelte ¢ = [z] fiir
einen g¢-Zykel z € Zg(ZKs"™°"°). Dann ist O(z) ein Rand, d.h. es gibt eine (¢ + 1)-Kette
k € ZKPS, mit d(k) = z. Da sowohl k als auch z (endliche) Linearkombinationen sind, gibt es
einen endlichen Untersimplizialkomplex U C I, mit k € ZZ/{;’jll und z € ZZ/{;t‘mono. Sicherlich

gelten aZ“'”l(k) =z und z € Z,(ZU?*™°"°). Dies bedeutet, dass [z], nun aufgefasst als Element
von H, (ZUs™°"°) unter der bereits als injektiv bekannten Abbildung H,(©y,) nach Null geht,
also Null ist. Dann gilt aber erst recht ¢ = [z] = 0 in Hy(ZKStm000), O

Aufgabe 4.8.6. Nach Aufgabe 2.4.27 ist S: SimpKomp — Kom(Z) ein Funktor. In naheliegender Weise
(und schrecklicher Notation) fassen wir & — ZKP! als Funktor Z(—)P°!': SimpKomp — Kom(Z) auf. Zeige,

61Wir verwenden auch: Sind f: A— Bund g: A’ — B’ zwei Quasi-Isomorphismen von Komplexen, so ist auch f @ g: A®

A" — B @ B’ ein Quasi-Isomorphismus, denn Hq(f @ g): Hg(A @ B) — Hq(A’ @ B’) und Hy(f) @ Hq(g): Hg(A) @ He(B) —

Hy(A")®Hg(B') stimmen modulo der naheliegenden Isomorphismen iiberein, vgl. Aufgabe B.1.24. (Der Funktor Hy ist additiv.)

Formal ist das eine Konsequenz aus der Exaktheit filtrierter Kolimiten in der Kategorie Ab der abelschen Gruppen, die

wir moglicherweise spéter behandeln Referenz einfiigen: Die Kategorie I aller endlichen Unterkomplexe U C K (mit Inklusionen
als Morphismen) ist filtriert. Fiir jeden Unterkomplex ¢ haben wir ein kommutatives Diagramm

st-mono st-mono st-mono
—_—
Uy — = U TUT
7 ( Zust—mono )
q

/ \
0 Hq (Zust—mono) =0

in Ab. Die rote Sequenz (vier Objekte, drei Morphismen) ist exakt (d.h. exakt bei Zg(ZU™°"°) und ZUZ"™°"°). Ebenso ist
die blaue Sequenz exakt. Geht man zum Kolimes dieses I-Diagramms tiber, so erhélt man das kommutative Diagramm

colim Zust_'rf‘ono colim Zugt'mono - & colim Zu;'j;‘f“)“o
\ /

colim Zg (ZU4st-mono)

/ —_—
0 colim Hy (Zust-mone) 5

mit exakten roten und blauen Sequenzen, weil filtrierte Kolimiten exakt sind. Die oberste Zeile ist kanonisch isomorph zu
ZKCst-mono - Fg folgt colim Hy (ZUSt™o0) =5 H, (ZSE™O10) (analoges gilt auch fiir Zykel und Bilder). Analoges gilt, wenn
man iiberall den oberen Index st-mono durch bel ersetzt; alles ist kompatibel mit den Morphismen ©;,. Sind nun alle
Hy(Oy): Hy(ZUSt™om0) 5 Hy (ZUP®') Tsomorphismen, so ist auch ihr Kolimes ein Isomorphismus, also Hq(Ox).
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dass die Familie ® := (Px)cesimpkomp der (Quasi-Iso)Morphismen (4.8.4) eine natiirliche Transformation
®: Z(-)"! = S
definiert.
Ende der 14. Vorlesung am 11.12.2020.

Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 4.7.12 (lokale Homologie von offener Teilmenge U@ R™ an einem Punkt)

(2) Aufgabe 4.7.13 (relative Homologie versus reduzierte Homologie von , Einpunktidentifizierung®)
(3) Aufgabe 4.8.6 (natiirliche Trafo ®: Z(—)"*! = S)

(4) Aufgabe 4.7.11

4.8.7. Sei K ein Simplizialkomplex. Jedem Element s = (sg,...,s4) € ICEGI ordnen wir mit Hilfe der in
(3.3.1) erkldrten Notation einen singuléiren ¢-Simplex

$:=1(80,..-,8¢): Ay = A(K)

der geometrischen Realisierung A(K) zu. Diese Zuordnung definiert eine offensichtlich injektive Abbildung®’
Kpeh — Top(Ag, A(K))

und per Z-linearer Ausdehung einen injektiven Gruppenmorphismus

(4.8.9) Ug: ZK — SA(K)

Proposition 4.8.8. Sei K ein Simplizialkomplex. Die Abbildungen ¥, aus (4.8.9) definieren einen (kompo-

nentenweise injektiven) Quasi-Isomorphismus

(4.8.10) U= Ug = (V,)gez: ZKP — SA(K)

in Kom(Z). Insbesondere rechnet ZKP®' die singulire Homologie der geometrischen Realisierung A(K) un-
seres Simplizialkomplezes aus.

Beweis. Dass die ¥, mit den Differentialen kommutieren und somit einen Morphismus ¥ von Komplexen
definieren, ist offensichtlich. Sei < eine Ordnung auf der Eckenmenge von KC (existiert stets). Wir explandieren
das kommutative Diagramm (4.8.5) aus dem Beweis von Proposition 4.8.5 zu

(4.8.11) SA(K) =& JZKCP! ®e | gx
(/14843)J\@;c/
Ti:i=UoOr (2.4.11)
K:st—mono
Es geniigt zu zeigen, dass die linke diagonal Verkniipfung
(4.8.12) T = Uy 0Ok ZICSmono <y SA(IC),
s=(S0,...,8¢) — 8= M,

ein Quasi-Isomorphismus ist, denn Oy ist ein Quasi-Isomorphismus, wie wir im Beweis von Proposition 2.4.21

gezeigt haben (wer nicht in den Beweis schauen mochte: Nach der zitierten Proposition ist ®x ein Quasi-

Isomorphismus; da der rechte diagonale Pfeil (2.4.11) ein Isomorphismus ist, ist © ein Quasi-Isomorphismus)
Fir m € Z sei K<, das m-Skelett von X (Beispiel 2.1.14). Diese Skelette bilden eine aufsteigende Folge

@=K<_1 CK<coCK<y C... von Untersimplizialkomplexen von K, deren Vereinigung ganz K ist.
Analog bilden die geometrischen Realisierungen

Xem=AK<m)= |J Al0)
o€ <m

dieser Skelette eine aufsteigende Folge @ = X<_ 1 C X<o C X<1 C ... von nach 2.2.6 abgeschlossenen
Teilmengen von X := A(K), deren Vereinigung ganz X ist.

63Elemente im Bild kénnte man als ist simplizialsingulire ¢-Simplizes von A(K) bezichnen.
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Behauptung 1: Fiir alle m € Z ist
FKgnL: Z(’CSm)St_mono — SXSm

ein Quasi-Isomorphismus.®*
Wir zeigen dies per Induktion iiber m. Fiir m < —1 sind Start- und Zielkomplex Null, so dass die

Behauptung trivial ist. Fiir m € Z betrachte das Diagramm (es ist nur fiir m > —1 interessant)

5 _ Z K . st-mono
Z(K:gm)St mono( 5 Z(Kgm—i-l)St mono é(é:;:)ls)t_mono

FKSm F’C§1n+1 FKSWHJ
c SX<my1
SXSm SX§77L+1 >
SX<m

———
S(X<m+41,X<m)

in Kom(Z) mit offensichtlichen kurzen exakten Zeilen, dessen linkes Quadrat offensichtlich kommutativ
ist (abtrakt ist T’ natiirlich auf Unterkomplexen von K), und dessen rechte Vertikale T'x <m4: der eindeutige
Morphismus ist, der das rechte Quadrat kommutativ macht (diese Vertikale ist injektiv (= komponentenweise
injektiv), was uns aber hier nicht weiter interessiert).

Per Induktion kénnen wir annehmen, dass die linke Vertikale I'x._, =~ ein Quasi-Isomorphismus ist. Um wie
gelinscht zu zeigen, dass die mittlere Vertikale I'c_, , ein Quasi-Isomorphismus ist, geniigt es somit nach
Aufgabe B.3.7, die folgende Hilfsbehauptung zu zeigen:

Hilfsbehauptung: Fiir alle m € Z ist

o . Z(’Cgm+1)5t—mono
P’CSerl' Z(IC <y )3tmm0m0

= S(X<ma1, X<m)
ein Quasi-Isomorphismus.% B
Fiir m < —2 ist die Aussage trivial, denn Start- und Zielkomplex von I'c_, ., sind Null. Gelte m > —1.

Wir analysieren zuerst den Start- und dann den Zielkomplex.
Z(KSm+1)st-xx\ono

Analyse des Startkomplexes: Der Komplex T yermo lebt nur in Grad m + 1 und hat dort (die

Klassen der Elemente von) K51 als Z-Basis. Seine totale Homologie hat somit dieselbe Eigenschaft, in
Formeln

Z(K<pmyr)stmone  JZKFE = @ epesvmone Zs  falls g =m + 1,
(4.8.13) Ho (e _ w
Sm st-mono

0 sonst.

Analyse des Zielkomplexes: Sei Uy, die ,,Verdickung“ der geometrischen Realisierung X<, des m-Skeletts,
die wir erhalten, indem wir aus X<,,4+1 die ,,Schwerpunkte“ aller (m + 1)-Simplizes entfernen.
Wir behaupten, dass die beiden Einbettungen

(X<ma1, Xam) > (X<mi1, Un) =——(X<ms1 \ X<m, U \ X<m)

von Raumpaaren Isomorphismen auf der relativen singuldren Homologie induzieren. Fiir die rechte Einbet-
tung ist dies klar nach Aussschneidung (Satz 4.7.1 — U, @ X5y, 41 ist eine offene Teilmenge, X<, @ X<uy1
ist eine abgeschlossene Teilmenge, X<, C Uy,). Fir die linke Einbettung sieht man dies folgendermafen.
Da X<, < U, eine Homotopiedquivalenz ist (anschaulich ist klar, dass X<, ein Deformationsretrakt von
U,, ist, jedoch ist die Stetigkeit des naheliegenden Kandidaten fiir eine Deformationsretraktion etwas subtil
— wir zeigen diese in 4.8.9), induziert sie Isomorphismen auf der singuldren Homologie (Satz 3.3.1), und wir
konnen Korollar 4.2.3 anwenden.

64pjie Klammersetzung soll deutlich machen, dass Z(ICS,,L)St’mO"O ein Komplex ist (und nicht etwa der ,< m-Teil“ des
Komplexes ZKSt-m0n0)  Seine g-te Komponente ist Z(Kgm)flt‘mono‘ Auf der rechten Seite ist das nicht so kritisch, da man den
Grad-Index hier traditionell meist als Index bei S notiert: Die g-te Komponente von SX<,, ist SqX<,,.

65Der Beweis wird zeigen, dass die linke Seite ein Komplex mit verschwindendem Differential ist (der deswegen mit seiner
Homologie ,iibereinstimmt*), der isomorph auf die Homologie des rechten Komplexes geht. Insbesondere ist unsere Abbildung
komponentenweise injektiv und wir kénnen den linken Komplex als Unterkomplex des rechten auffassen.
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Das rechte Raumpaar (X <11\ X<m, Un\X<m ) ist aber die disjunkte Vereinigung Raumpaare (A(o)’, A(o)’\

b(c)), wobei o € K41 alle abstrakten (m + 1)-Simplizes durchlduft, A(c)’ den offenen Simplex zu o be-

zeichnet (siehe 2.2.13) und b(o) der Schwerpunkt/das Baryzentrum von A(o) ist, in Formeln

66

(4.8.14) (Xemer \ Xem: Un \ X<m) = || (A(0), A(0)\ b(0)).

o mt1

Das obige Diagramm von Raumpaaren kénnen wir fiir jeden abstrakten Simplex o € K,;,+1 zum kommu-

tativen Diagramm

(A(0),0A(0))—— (A(0), Alg) \ b(0)) <———(A(0)'; Alg)" \ b(0))

|

(X§m+17 Xgm)c—> (X§7n+1a Um) <—)(X§m+1 \ X§m7 Un, \ Xgm)

erginzen, wobei OA(c) die offensichtliche Bedeutung hat®”. Wir wenden darauf den Funktor relative Homo-
logie H,: Top~ — Ab an und erhalten das kommutative Diagramm

Hy(A(0),0A(0)) —— Hy(A(0), A0) \ b(0) <——— Hy(A(0)', A(0)" \ b(0))

i i |

Hy(X<mi1, Xam) —— Hy(X<mg1, Un) =————Hy(X<mp1 \ X<m, U \ X<m).

Wir haben bereits erklart, dass seine unteren Horizontalen Isomorphismen sind. Dasselbe Argument zeigt
auch (hier ist es einfacher, man benétigt 4.8.9 nicht), dass seine oberen Horizontalen Isomorphismen sind.

Indem wir die direkte Summe der oberen Zeile diese Diagramms fiir variables o € K,,+1 nehmen und die

untere Zeile beibehalten, erhalten wir das kommutative Diagramm

Doex,., Ho(A(0),0A(0) —— Doexc,,,, Ha(A(0), A(0) \ b(0)) <—— Diexc,,,, Ha(A(0), A(0) \ b(0))

| i I

Hq(XSerleSm) Hq(X§m+1aUm) = Hq(XSerl \Xﬁvam\XSm)a

dessen Horizontalen natiirlich immer noch Isomorphismen sind (jede Vertikale ist auf der o-Komponente die
Vertikale des obigen Diagramms). Die rechte Vertikale ist wegen (4.8.14) und Aufgabe 4.1.10 (offensichtlich
ist jedes A(o)’ sogar offen in X<,,4+1) ebenfalls ein Isomorphismus.

Folglich ist auch die linke Vertikale ein Isomorphismus

@ Hy(A(0),0A(0)) = Hy(X<mt1, X<m).

o€ mt1
Fiir jedes 0 € K41 gibt es ein eindeutiges Element (0g, ..., 0m41) € K3 mit 0 = {o0,...,0m41}-
Die Abbildung (cq,...,0m+1): Ams1 — A(o) ist ein Homdomorphismus und restringiert zu einen Homo-

omorphismus zwischen den Rindern dieser vollen Simplizes, ist also ein Isomorphismus (A, 1, 00,41) —
(A(0),0A(0)) von Raumpaaren. Nach Satz 4.7.5 gilt

Z(o0y - y0me1)| 2Z fallsg=m+1,
Hy(A(0),0A(0)) = § 77

0 sonst.

66TFormal haben wir nicht definiert, was eine disjunkte Vereinigung von Raumpaaren ist: Man nehme in beiden Komponenten

die disjunkte Vereinigung und versehe diese jeweils mit der Finaltopologie. (Kategoriell beschreibt dies das Koprodukt in der
Kategorie der Raumpaare.)

67Es ist der Rand von A(o) (im umgebenden Raum Ro) oder dquivalent die geometrische Realisierung des m-Skeletts von

o, wobei o als maximaler Simplizialkomplex aufgefasst wird.
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Wir folgern, dass die totale relative Homologie H(X <41, X<m) nur in Grad m+ 1 lebt und dort die Z-Basis
((ooy - .- 7O-m+1))o.€’<:i§$110no hat, in Formeln

Doex,,., L(oo,---,0my1) falls g=m+1,
Hy(X<mi1, Xm) = e
0 sonst.

Vergleichen wir dies mit (4.8.13) und beachten, dass Hp,1(Tkc_ ., ) beziiglich der durch 5i 1" indizier-

ten Z-Basen (S)Se](:it{rllono des Startbereichs bzw. (MQ)(50,...,s7n+1)€’€i,§‘$‘1°“° des Zielbereichs durch

die Einheitsmatrix dargestellt wird (was nur bedeutet, dass H,,41(Tx <ms1) das Element s auf das Element
s := (S0,-...,8q) abbildet (vgl. 4.8.7) und diese Elemente jeweils Z-Basen bilden), so zeigt dies die Hilfsbe-

~

hauptung. Insgesamt ist damit Behauptung 1 bewiesen; damit ist der Beweis der Propositin fiir alle endlichen
Simplizialkomplexe und allgemeiener fiir all solche Simplizialkomplexe IC, die K = K<, fiir ein geeignetes
m € N erfiillen, erledigt.

Behauptung 2: Die Abbildung (4.8.12) ist ein Quasi-Isomorphismus.

Zu zeigen ist, dass

H,(Tk): Hq(Z’CSt_mono) — Hy(SA(K)) = Hyg(A(K))

bijektiv ist. Dies folgern wir aus Behauptung 1 in &hnlicher Weise, wie wir die Bijektivitit von (4.8.8)
gezeigt haben — statt endlicher Unterkomplexe betrachten wir jedoch geeignete m-Skelette K<,,. Sowohl bei
Surjektivitit wie auch bei Injektivitdt muss man jedoch etwas aufpassen.

Surjektivitét: Ist ¢ € Hy(A(K)) eine beliebige Homologieklasse, so kann man diese natiirlich durch einen
singuldren ¢-Zykel z € Z,(A(K)) reprisentieren. Da z eine (endliche) Linearkombination von singuldren g-
Simplizes 7 ist und jeder solche kompaktes Bild 7(A,) hat (Bilder von Kompakta unter stetigen Abbildungen
sind kompakt), gibt es nach Proposition 2.2.15 ein m € N, so dass die endlich vielen beteiligten 7 bereits
in A(K<,,) landen. Dies zeigt, dass z bereits als Element von S;(A(K<;,)) und genauer als Element von
Z4(A(K<y,)) aufgefasst werden kann.

Injektivitéit: Sei z ein g-Zykel von ZKs™™°°  dessen Homologieklasse [z] € H,(ZK5™°°) unter H,(T'x)
auf Null abgebildet wird, d.h. es gilt [['x(z)] = 0. Dann gibt es eine Kette z € S;4+1A(K) mit d(z) = I (2).
Wie oben finden wir mit Proposition 2.2.15 ein m € N mit z € Sq41A(K<y,).

Wir kénnen ohne Einschréankung annehmen, dass m > ¢ gilt. Dann kénnen wir z bereits als g-Zykel
in Z(K<p,)¥™"° auffassen (beachte, dass der Unterkomplex Z(K<,, )%™ von ZKS™™O" mit letzterem

(samt Differentialen) in allen Graden < m iibereinstimmt.’® Es gilt dann bereits d(z) = Tx_, (2) in
S¢A(K<m), d-h. [Tk_,,(2)] = 0. Da Hy(Tx_,,) aber bereits als Isomorphismus bekannt ist, folgt [2] = 0
in Hy(Z(K<,)*™°°) und dann erst recht in Hy(ZKStmon0), O

4.8.9. Wir erkldren, warum die Inklusion X<,, < U,, aus dem vorhergehenden Beweis eine Homoto-
piediquivalenz ist. Genauer zeigen wir, dass X<,, ein Deformationsretrakt von U, ist. Dazu ben6tigen wir
einige Aussagen aus der mengentheoretischen Topologie, die wir in Appendix C bereitstellen.

Sei IC ein Simplizialkomplex. Dann ist die offensichtliche Abbildung

(4.8.15) | | Ale) » AK)
cel

surjektiv und final (letzteres ist nur eine Umformulierung der Tatsache, dass A(K) die Finaltopologie
beziiglich aller Inklusionen A(c) = A(K), C A(K) trigt). Proposition C.0.4 samt dem banalen Lemma C.0.1
zeigt dann, dass auch

(4.8.16) | | (A(e) x [0,1]) > A(K) x [0,1]
ce

final und surjektiv ist.%

68Der Komplex Z(K<,,)S™°2 ist eine ,dumme Abschneidung (stupid truncation) von ZKst-mene,
69Die beiden Abbildungen (4.8.15) und (4.8.16) sind sogar abgeschlossen (was fiir surjektive Abbildungen Finalitét impliziert,
siehe [ , 2.8.81]). Dies sieht man fiir (4.8.16) wie folgt (der Beweis fiir (4.8.15) geht analog):
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Ersetzen wir K in (4.8.16) durch K<;,4+1 und restringieren diese Abbildung im Zielraum zur offenen
Teilmenge Uy, X [0,1]@ A(K<m41) X [0,1] = X<pmt1 X [0,1], so zeigt Lemma C.0.3, dass
(4.8.17) L] Q@) <010 [ (A©)\{ss}) x [0,1]) = Un x [0,1]
UEK:SWL O'EICWL+1
final (und natiirlich weiterhin surjektiv) ist, wobei s, der Schwerpunkt von A(c) ist. Sei nun H die eindeutige
Abbildung von der disjunkten Vereinigung auf der linken Seite nach U,, mit den folgenden Eigenschaften:
e Fiir alle 0 € K<, ist Ha(o)x[0,1] die Verkniipfung
A(o) x 0,1 &5 A(0) = X<m < Un
der Projektion mit den offensichtlichen Inklusionen.
e Fiir alle 0 € ICyp 41 ist H(A(g)\{sg})x[o’l] die Verkniipfung
(A(e) \ {s0}) x [0,1] = A(o) \ {30} = Un
der naheliegenden ,stereographischen® (oder einer beliebigen) Deformationsretraktion auf den ,, Rand*
Ureor|=jo—1 A(7) von A(c) mit der offensichtliche Inklusion.

Die so definierte Abbildung faktorisiert eindeutig iiber (4.8.17) zu einer Abbildung H: U,, x [0,1] — U,,.
Da H offensichtlich stetig ist, ist H wegen der Finalitit von (4.8.17) ebenfalls stetig. Nach Konstruktion ist
H eine Deformationsretraktion von U,, auf X<m. Somit ist X<, <= Uy, eine Homotopiedquivalenz (siche
[ , Lemma 3.5.4]).

4.8.10. Die Familie ¥ := (Ui )xesimpKomp der (Quasi-Iso-)Morphismen (4.8.10) definiert eine natiirliche
Transformation
U: Z(—)" = So A: SimpKomp — Kom(Z),
wobei der Funktor Z(—)P®! wie in Aufgabe 4.8.6 definiert ist.
Satz 4.8.11 (Vergleichsisomorphismus zwischen simplizialer Homologie eines Simplizialkomplexes und sin-

gulirer Homologie seiner geometrischen Realisierung). Fiir jeden Simplizialkomplex KC liefern die Quasi-
Isomorphismen™

Stz Y5 _gA(K)

(4.8.4) (4.8.10)
kanonische Isomorphismen
Hy(®x) ely Hq(¥x)
(4.8.18) H, K = H, (ZK"") =% H,(A(K))

~ ~

fiir alle g € Z.
Genauer sind diese Quasi-Isomorphismen bzw. Isomorphismen natirlich in K (in dem Sinne, dass sie
natiirliche Transformationen bzw. Isotransformationen zwischen den offensichtlichen Funktoren definieren).

Beweis. Dies ist schlicht die Zusammenfassung der Propositionen 4.8.5 und 4.8.8. Natiirlichkeit folgt aus
Aufgabe 4.8.6 und 4.8.10. ]

4.8.12 (Kurze Beweisalternative fiir eine Teilaussage von Satz 4.8.11). Sei (E,K) ein Simplizialkomplex.
Fixiere eine Ordnung < auf der Eckenmenge FE und betrachte die Morphismen

(4.8.19) sic 221 7 gestmono X g (1)

von Komplexen. Diese tauchen ,gespiegelt“ als ,untere® Zeile des Diagramms (4.8.11) auf. Der linke Pfeil ist
nach Proposition 2.4.21 ein Isomorphismus (und insbesondere ein Quasi-Isomorphismus), der rechte Pfeil ',

Sei AA |,ecx(A(o) x [0,1]) abgeschlossen. Dann gilt A = | | As mit Ay := AN (A(0) x [0,1])A A(o) x [0, 1]. Fiir jedes
o € K gilt
mA)N(A@e) x [0,1) = |J A-
G#TCo
wobei wir A; via A(r) x [0,1] C A(o) x [0,1] als Teilmenge von A(o) x [0,1] auffassen. Die rechte Seite ist als endliche
Vereinigung abgeschlossener Teilmengen abgeschlossen in A(c) X [0, 1]. Da (4.8.16) final ist, ist m(A) abgeschlossen in A(K).
70 ynd sogar Homotopiedquivalenzen, wie aus ... folgen wird.
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der in (4.8.12) erklért ist, ist nach Behauptung 2 im Beweis von Proposition 4.8.8 ein Quasi-Isomorphismus.
Wir erhalten somit Isomorphismen

H, (Tx)
—_—

~

(4.8.20) H,K < H,(ZK3more) H,(A(K))
fiir alle ¢ € Z. Hierfiir wurde weder die Definition von ZXP"®! noch Proposition 4.8.5 benétigt.

A priori hiingt der Vergleichsisomorphismus (4.8.20) (:= die ,,Verkniipfung® von links nach rechts) von
der Wahl der Ordnung < auf F ab und es ist auch nicht klar, dass er natiirlich in K ist. Da aber im
kommutativen Diagramm (4.8.11) das dortige ©x nach (dem Beweis von) Proposition 4.8.5 ebenfalls ein
Quasi-Isomorphismus ist, stimmt der Vergleichsisomorphismus (4.8.20) mit dem kanonischen natiirlichen
Vergleichsisomorphismus (4.8.11) iiberein und ist somit unabhéngig von der Ordnung < auf E und natiirlich
in K.

4.8.13. Mit Satz 4.8.11 und 2.4.28 kann man die singulire Homologie aller topologischen Rdume X aus-
rechnen, die zur geometrischen Realisierung A(K) eines endlichen Simplizialkomplexes homdomorph sind.

Beispiel 4.8.14. Die Homologie der Sphiren haben wir bereits zweimal berechnet (Satz 4.5.1 und Korol-
lar 4.7.7 bzw. 4.7.8). Eine dritte Berechnung folgt nun aus Korollar 2.4.31.(b).

Wer fleiflig genug Flichen (2-Sphére, Torus, ..., reell projektive Ebene, Kleinsche Flasche, ...) triangu-
liert, kann nun endlich viele (oder gar alle?) Ergebnisse aus Satz 4.6.3 bestétigen. Fiir meinen Geschmack sind
etwa die beiden Erzeuger der zweiten Homologie eines Torus (mit Triangulierung) im simplizialen Bild viel
leichter vorstellbar als im singuldren: Die Summe der ,,kompatibel orientierten Dreiecke der Triangulierung*
ist ein Erzeuger; der andere Erzeuger ist sein negatives, was auch die Summe der andersherum orientierten
Dreiecke ist. Analoges gilt fiir die anderen ,orientierbaren“ Fldchen, also die Sphéiren mit Henkeln. Bei den
,nicht orientierbaren® Flichen (reell projektive Ebene, Kleinsche Flasche, ...) ist es in keiner Triangulie-
rung moglich, fiir jedes Dreieck eine Orientierung so zu wéhlen, dass die Summe (oder auch eine positive
Linearkombination) iiber all diese orientierten Dreiecke ein Zykel ist (denn nach Satz 4.6.3 und Satz 4.8.11
verschwindet die zweite simpliziale Homologie); in Beispielen mag man sich explizit davon iiberzeugen: Man
orientiert ein beliebiges Dreieck; damit ist die Orientierung aller Nachbardreiecke festgelegt usw.; jedoch geht
es am Ende nicht auf.

4.8.15 (Verschiedene Triangulierungen liefern kanonisch isomorphe simpliziale Homologien). Trigt ein topo-
logischer Raum verschiedene Triangulierungen, so war vor den Resultaten dieses Abschnitts keineswegs klar,
was die Beziehung zwischen den entsprechenden simplizialen Homologien ist. Die Hoffnung war vermutlich,
dass sie isomorph sind. Dies ist in der Tat der Fall, wie wir nun mit Hilfe der singuléren Homologie zeigen
kénnen: !

Sei X ein topologischer Raum und seien (K, f: A(K) = X)und (£, g: A(L) = X) zwei Triangulierungen
von X. Sei g € Z. Dann ist

ek = ’ygﬁ,g),(lC,f) 1= Hy(®r) 0 Hy (W) ™" 0 Hy(Uic) o Hy(Pxc) '+ HoK = HoL

nach Satz 4.8.11 ein Isomorphismus zwischen den g-ten singuliren Homologien von K und £.7
Insbesondere gilt: Haben zwei Simplizialkomplexe hombomorphe geometrische Realisierungen, so stimmen
ihre simplizialen Homologien bis auf Isomorphismus iiberein.

Ende der 15. Vorlesung am 17.12.2020.

Korollar 4.8.16. Seien K ein Simplizialkomplex und q € Z eine ganze Zahl. Ist K, endlich, so kann die
abelsche Gruppe Hy(A(K)) stets von |KCy| Elementen erzeugt werden.

Insbesondere gilt fir jeden endlichen Simplizialkomplex KC: Alle Hy(A(K)) sind endlich erzeugt und nur
endlich viele davon sind von Null verschieden.

"L Alternativ kénnte man versuchen, zu je zwei Triangulierungen eine gemeinsame ,, Verfeinerung® zu konstruieren und iiber
diese die simplizialen Homologien zu vergleichen, vgl. aber Triangulierung (Topologie) Hauptvermutung. Siehe auch Pachner-
Zug.

T2t (M,h: A(M) =5 X) eine weitere Triangulierung von X, so gelten YM, 2 ° Ve, k = Ym,k und v x = id. Die Familie
(ve,k) (K, 5),(c,g) all dieser Isomorphismen ist also bestmoglich kompatibel.
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Beweis. Nach Satz 4.8.11 geniigt es zu zeigen, dass H,K von |[KC,;| Elementen erzeugt werden kann. Nach
2.4.22 ist SyK durch |KC;| Elemente erzeugbar. Wegen Lemma 4.8.17 ist die Untergruppe B K von |IC,]

Elementen erzeugbar, und dies iibertrégt sich offensichtlich auf den Quotienten H K = Z%¢. O
q

Lemma 4.8.17. Ist eine abelsche Gruppe A durch n Elemente erzeugbar, so ist jede Untergruppe von A
auch durch n Elemente erzeugbar.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber n. Der Fall n = 0 ist trivial.

Im Fall n = 1 ist A zyklisch, also isomorph zu Z/mZ fiir ein m € N, und die Aussage ist wohlbekannt: Jede
Untergruppe von Z (auch die triviale) ist durch ein Element erzeugbar, und dies iibertrigt sich auf jeden
Quotienten Z/mZ, denn die Untergruppen von Z/mZ stehen (per Urbildnehmen) in kanonischer Bijektion
zu den Untergruppen von Z, die mZ enthalten.

Gelte n > 1. Gelte A = {ay,...,a,) (die Klammern meinen hier ,Erzeugnis als abelsche Gruppe“ —
man koénnte auch A = Za; + - - + Za,, schreiben) fiir geeignete Elemente ay,...,a, € A. Sei U C A eine
Untergruppe. Betrachte das kommutative Diagramm

(1) jl o
U J<a1><—> U *»i’

abelcher Gruppen, wobei U’ per Definition das Bild von U in (TAl) ist. Beide Zeilen sind kurze exakte
Sequenzen. Da «;4;1) durch die n—1 Elemente ao, . . . @,, erzeugt ist, gibt es per Induktion Elemente us, ..., u, €
U mit U' = (ug,...,u,). Die Untergruppe U N (a;) der zyklischen Gruppe (a1) ist (nach dem Fall n = 1)
von einem Element u; erzeugt. Dann sind die Elemente uy,uo, ..., u, Erzeuger von U, wie man sofort mit
Hilfe der unteren exakten Sequenz beweist. O

4.9. Euler-Charakteristik.

4.9.1. Wir haben in 3.1.19 erklart, wie man die singuléire Homologie H,(X; A) eines topologischen Raums X
mit Koeflizienten in einer abelschen Gruppe A definiert; sie ist funktoriell in X € Top: Jede stetige Abbilung
f: X =Y induziert Gruppenmorphismen H,(f): H,(X; A) — H,(Y; A).

Ahnlich kann man simpliziale Homologie Hy(K; A) eines Simplizialkomplexes IC mit Koeffizienten in A
definieren; sie ist funktoriell in L € SimpKomp, vgl. Aufgabe 2.4.27. Fast alle bisherigen Behauptungen
samt ihrer Beweise gelten mutatis mutandis auch in diesem Kontext (folgende Ausnahmen sind mir bisher
aufgefallen: Bei Satz 4.6.3 sind in Teil (b) Formulierung und Beweis anzupassen, was nun in blauer Farbe
geschehen ist; Korollar 4.8.16 sei ausgenommen, jedoch gilt die analoge Aussage fiir Koeffizienten in einem
Korper (und auch etwas allgemeiner), wie wir in 4.9.3 erkldren); wenn wir sie in Zukunft zitieren, meinen wir
oft die entsprechende Variante, ohne dies explizit zu sagen. Beispielsweise liefert die entsprechende Variante
von Satz 4.8.11 Isomorphismen

(4.9.1) H,(K; A) = Hy(A(K); A)

Habe in 3.1.19 roten Text ergénzt. Dann hier besser: Seien R ein Ring und M ein R-Modul. Dann gilt obiges
sinngem&f und wir erhalten etwa R-Moduln H,(X; M) und H,(K; M), beides funktoriell in X (und auch in
M € Mod(R)). Ist insbesondere k ein Korper, so ist H,(X; k) ein k-Vektorraum.

Beispiel 4.9.2. Wir illustrieren die allgemeine blaue Version in Satz 4.6.3.(b). Sei X wie dort eine ver-
bundene Summe von g > 1 reell projektiven Ebenen P2R. Ihre singulire Homologie mit Koeffizienten in
verschiedenen Korpern ist wie folgt gegeben:
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e Sei k ein Korper der Charakteristik # 2 (also 2 # 0 in k), etwa Q, R, C oder ein endlicher Kérper F,,
oder F,r mit p # 2 eine Primzahl):

0 falls g = 2,

kP9 _ kD9 ~ 1 _
H, (X: k) & 4 (@5 20feh) ~ (e = & fallsg=1,
q ? k

falls ¢ = 0,
0 sonst.
e Sei k ein Korper der Charakteristik 2, etwa Fo:
k falls ¢ = 2,
k% @y — _
H,(X; k) = { (O onpeery = K20 = falls g =1,
k falls ¢ = 0,
0 sonst.

4.9.3. Ist k ein Korper und K ein endlicher Simplizialkomplex, so gilt fiir seine geometrische Realisierung
X = A(K): Alle Homologien H,(X; k) sind endlich-dimensionale k-Vektorrdume und nur endlich viele davon
sind von Null verschieden. Der Beweis geht analog zu dem von Korollar 4.8.16, jedoch verwendet man statt
Lemma 4.8.17 die wohlbekannte Aussage, dass jeder Untervektorraum eines endlichdimensionalen Vektor-
raums kleiner-gleiche Dimension hat.”

Dieselbe Aussage stimmt dann automatisch auch fiir jeden kompakten, triangulierbaren topologischen
Raum (siehe Definition 2.2.17 und 2.2.18) und allgemeiner fiir jeden topologischen Raum, der zu einem kom-
pakten, triangulierbaren topologischen Raum homotopiediquivalent ist (wegen Satz 3.3.1 {iber die Homotopie-
Invarianz der singuliiren Homologie).

Definition 4.9.4. Ist X ein topologischer Raum, so heif}t
by(X) :=by(X;Q) := dimg Hy(X;Q) € NU {00}

g-te Betti-Zahl von X. Sind alle Betti-Zahlen endlich und verschwinden fiir hinreichend grofles ¢, so heifit
die alternierende Summe

X(X) == x(X;Q) := Y (=1)%y(X) = > _(~1)% dimg Hy(X;Q) € Z
q€eN q€eN
die (topologische) Euler-Charakteristik von X und man sagt, dass X eine ,wohldefinierte Euler-
Charakteristik hat“.
Statt mit Q kann man hier mit einem beliebigen Ko6rper k arbeiten und analog die ¢-te Betti-Zahl
(iiber k)
by(X; k) := dimy Hy(X; k) € NU {oo}

und, falls die folgende Summe sinnvoll ist, die Euler-Charakteristik (iiber k)

XX k) = (=1)Ty(X; k) = (—1)9 dimy Hy(X; k) € Z

qeN g€eN

betrachten.

4.9.5. Euler-Charakteristik und Betti-Zahlen sind invariant unter Homotopieiiquivalenzen (und insbesondere
unter Homéomorphismen) (nach Satz 3.3.1): Ist f: X — Y eine stetige Abbildung, die in hTop invertierbar
wird, so gelten x(X; k) = x(Y; k) und by (X; k) = by(Y'; k) fur alle Kérper k und alle ¢ € Z.

Ausblick 4.9.6. Aus dem universellen Koeffiziententheorem der Homologie, Satz 6.10.1, (und etwas Wissen
iiber Tensorprodukte (Flachheit)) wird folgen:

"3Lemma 4.8.17 gilt sinngemif fiir jeden Hauptidealring R (mit ,,demselben“ Beweis): Ist ein R-Modul durch n Elemente
erzeugbar (also M = Rmj + ... Rm, fiir geeignete mi,...,mn € M), so ist jeder Untermodul ebenfalls durch n Elemente
erzeugbar.

Somit gilt auch Korollar 4.8.16 ebenfalls in diesem Kontext: Ist g endlich, so kann der R-Modul Hy(A(K); R) stets von
|Kq| Elementen erzeugt werden.
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e Man kann b,(X) = b,(X;Q) alternativ als Rang der abelschen Gruppe H,(X) = H,(X,Z) definie-

ren.”

Betti-Zahlen und Euler-Charakteristik hingen nur von der Charakteristik des Korpers ab: Sind k& und
I zwei Korper derselben Charakteristik (die Null oder eine Primzahl ist), so gilt b,(X; k) = by(X;1)
fiir alle ¢ und insbesondere x(X; k) = x(X;1).

Kennt man also die Betti-Zahlen bzw. Euler-Charakteristiken fiir alle Primkérper Q und Fp, so
kennt man sie fiir alle Korper.

Nachtriiglich Verbesserung eingefiigt: Ist fiir jedes n die abelsche Gruppe H,,(X) endlich erzeug-

bar und verschwinden alle bis auf endlich viele der H,,(X), so hingt die Euler-Charakteristik gar
nicht vom Koérper ab, siehe Proposition 6.10.4. Eventuell brauche ich diese (bei uns meist erfiillte)
Voraussetzung auch fiir die anderen Aussagen in diesem Ausblick...
Sind alle H,(X) torsionsfrei, so stimmem alle Betti-Zahlen und die Euler-Charakteristik fiir alle
Kérper iiberein, denn ein Z-Modul ist genau dann torsionsfrei, wenn er flach ist (siehe Propositi-
on 6.4.7 oder per Overkill [Stal8, 0AUW]; noch allgemeiner stimmt das wohl fiir sogenannte Priifer-
Ringe).

Beispiele 4.9.7.

e Die n-Sphire S nichtverschwindende Bettizahlen by(S™) = 1 = b,(S™) und Euler-Charakteristik

X(S™) = 14(—1)" (nach Satz 4.5.1). Die Sphiren gerader Dimension haben also Euler-Charakteristik
2, die ungerader Dimension Euler-Charakteristik 0. Dasselbe gilt fiir Betti-Zahlen bzw. Euler-Cha-
rakteristik beziiglich einem beliebigen Korper k statt Q.
Eine Sphére X mit g Henkeln hat nichtverschwindende Bettizahlen by(X) = 1, b1(X) = 2¢ und
b2(X) = 1 und Euler-Charakteristik x(X) =1—2¢g+ 1 = 2 — 2¢ (nach Satz 4.6.3). Dasselbe gilt fiir
Betti-Zahlen bzw. Euler-Charakteristik beziiglich einem beliebigen Korper k statt Q.
Eine verbundene Summe X von g > 1 reell projektiven Ebenen hat nach 4.9.2
— iiber jedem Korper k der Charakteristik # 2 nichtverschwindende Bett-Zahlen bg(X; k) = 1 und
b1(X;k) =g —1und
— iiber jedem Kérper k der Charakteristik zwei nichtverschwindende Bett-Zahlen bo(X; k) =1 =
ba(X; k) und b1 (X3 k) =g
und iiber jedem Koérper k Euler-Charakteristik x(X;k)=1—-(9—1)=1—-g+1=2—g.
Die Betti-Zahlen héingen hier also vom Korper k ab, die Euler-Charakteristik aber nicht (vgl. das
spétere Korollar 4.9.9).

4.9.8. Nach 4.9.3 hat die geometrische Realisierung jedes endlichen Simplizialkomplexes wohldefinierte
Euler-Charakteristik x(A(K)). Genauer ist x(A(K); k) fiir jeden Korper k wohldefiniert. Die analoge Aus-
sage gilt fiir jeden kompakten, triangulierbaren topologischen Raum und jeden zu einem solchen homoto-
piedquivalenten Raum.

Korollar 4.9.9 (von Satz 4.8.11). Fliir jeden endlichen Simplizialkomplex K und jeden Korper k gilt

X(A(K); k) = Z(—l)q|ICq| = #{Simplizes gerader Dimension} — #{Simplizes ungerader Dimension}.

qeN

Insbesondere ist die Euler-Charakteristik von A(K) unabhingig vom Kdérper, in Formeln

(4.9.2)

X(A(K); k) = x(A(K); Q) = x(A(K)).

Der Rang einer beliebigen abelschen Gruppe A ist definiert als der Rang der torsionsfreien abelschen Gruppe A/T(A),
wobei T(A) := {a € A | In € N5¢ : na = 0} die Torsionsuntergruppe von A ist. Ist A eine torsionsfreie abelsche Gruppe (d. h.
T(A) = 0), so definieren wir den Rang von A als

r  falls es ein r € N mit A =2 Z" gibt;
rg(A) :=
00 sonst

(es gibt héchstens ein solches 7; es gibt ein solches r, falls A endlich erzeugt ist (vgl. Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche
Gruppen)).
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Man bezeichnet x(K) := 3 7(=1)|Kq| = > cn(=1)1|Kq| als (simpliziale) Euler-Charakteristik
von K. Damit verkiirzt sich die obige Gleichheit zu

X(A(K); k) = x(K)

und besagt in Worten, dass topologische Euler-Charakteristik von A(KC) und simpliziale Euler-Charakteristik
von K dbereinstimmen.

Beweis. Wir betrachten den Komplex S(K; k) der Simplizialketten von K mit Koeffizienten in k, der in
offensichtlicher Weise definiert ist (ersetze Z durch k in Definition 2.4.10 und Proposition 2.4.15). Da S, (K; k)
Dimension |KC,;| hat (wegen 2.4.22 mit Z ersetzt durch k), gilt

D DK =D (R =) (—1)7 dim S, (K k)

qeN qEL qEL

(da K endlich ist, sind nur endlich viele Summanden von Null verschieden). Zu zeigen ist, dass dies mit

X(AR); k) = D (1)1 dimy Hy(AG); ) = DT (1) dim By (s k) = D7 (—1)7 dimi Hy(S(K: )

qEZ q€EZ qEZ

iibereinstimmt, wobei wir Satz 4.8.11 (mit Z ersetzt durch k) fiir die markierte Gleichheit verwenden. Zu
zeigen ist also fiir den Komplex S(K; k), dass die alternierende Summe der Dimensionen seiner Komponen-
ten mit der alternierenden Summe der Dimensionen seiner Homologien iibereinstimmt. Das nachfolgende
Lemma 4.9.13 (zusammen mit Definition 4.9.11) zeigt genau diese Aussage. |

Definition 4.9.10. Eine Familie A = (A,), von Moduln iiber eine Ring R heilt beschrénkt, wenn nur
endlich viele 4, von Null verschieden sind. Ein Komplex A = ((A4,),, (dp),) von Moduln iiber eine Ring
heiBit beschrénkt, wenn die Familie (A,), beschrinkt ist.

Definition 4.9.11. Sei k ein Kérper. Sei A = (A4,)pez eine beschrénkte Familie endlichdimensionaler k-
Vektorrdumen.”® Dann heif}t

X(A) := Z dimy A,

PEL

(algebraische) Euler-Charakteristik von A. Dieselbe Formel definiert die Euler-Charakteristik ei-
nes beschrinkten Komplexes A endlichdimensionaler k-Vektorriume. (Letztere hiingt also nicht von den
Differentialen d,, des Komplexes ab.)

4.9.12. Ist X ein topologischer Raum, so gilt
(4.9.3) (X3 k) = X(H(X: ),

falls beide Seiten wohldefiniert sind, falls also die (totale) singuldre Homologie H(X; k) von X mit Koeffizi-
enten in k beschrinkt ist und alle H,(X; k) endlichdimensional sind.

Lemma 4.9.13 (Homologische Berechnung der Euler-Charakteristik). Fiir jeden beschrinkten Komplex
endlichdimensionaler k- Vektorrdume A gilt

X(A) = x(H(4))

In Worten hat also A dieselbe Euler-Charakteristik wie seine totale Homologie H(A).
Insbesondere gilt: Ist A azyklisch, so gilt x(A) = 0.

75Man kénnte eine Familie A = (Ap)pez von Vektorrdumen endlichdimensional nennen, wenn €, 7 Ap endliche Dimension
hat. Dies ist dquivalent zur Forderung, dass die Familie beschrénkt ist und aus endlichdimensionalen Vektorrdumen besteht.
Zur Zeit bleibe ich bei der langen Variante...
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Beweis. Das rote bzw. blaue Teildiagramm des kommutativen Diagramms

(4.9.4) . Apiq A,
By (A)———=7Z,(4) B,-1(4)
Hp(A)

ist eine kurze exakte Sequenz von Vektorrdumen; alle beteiligten Vektorrdume sind endlichdimensional. Da
die k-Dimension dim = dimy, offensichtlich additiv’® auf kurzen exakten Sequenzen von endlichdimensionalen
Vektorrdumen ist, folgt

dim(Ap) = dim(Zp(A)) + dim(Bp—l(A))v
dim(Z,(A)) = dim(B,(A4)) + dim(H,(A))

fir alle p € Z. Fiir hinreichend grofles |p| verschwinden alle A,, Z,(A), B,(A), H,(A), so dass die folgenden
unendlichen Summen nur endlich viele Summanden ungleich Null haben.

(4.9.5)
X(4) = (1) dim(A) = 3 (-1 dim(Z,(4)) + 3 (~1)" dim(B, 1(4))
pEZL PEL PEL
= (-1)7dim(B,(4)) + > (~1)? dim(H,(4)) + > (=1)? dim(B,_ (4))
pezZ PEL PEZL
= (~1)?dim(H,(A)) = x(H(A)). -
PEZL

Aufgabe 4.9.14 (Additivitit der topologischen Euler-Charakteristik). Sei X = UUV eine offene Uberdeckung
eines topologischen Raums. Seien die Euler-Charakteristiken x(U), x(V) und x(U N V') wohldefiniert. Dann
ist auch die Euler-Charakteristik x(X) wohldefiniert und es gilt

(4.9.6) X(X)+x(UNV)=x(U)+ x(V).

Hinweis: Mayer-Vietoris und Lemma 4.9.13.

Bemerkung: Fiir endliche topologische Rdume D mit der diskreten Topologie gilt x(D) = |D|, weswegen
man die Euler-Charakteristik als Verallgemeinerung der ,,Zahl der Punkte“ auffassen kann. Ist eine endliche
Menge X die Vereinigung zweier Teilmengen U und V, so gilt die Formel | X |+ |[UNV| = |U| + |V]. Die
verallgemeinerte ,,Zahl der Punkte“ x hat nach (4.9.6) die analoge Additivititseigenschat.

Aufgabe 4.9.15 (Additivitat der Euler-Charakteristik fiir Komplexe). Sei A < B — C' eine kurze exakte
Sequenz von beschrinkten Komplexen (oder Familien) endlichdimensionaler Vektorrdume. Dann gilt x(B) =
x(4) +x(C).

Korollar 4.9.16. Sei A(K) = M eine Triangulierung einer kompakten topologische Mannigfaltigkeit der

Dimension m. Dann gilt’"
m

Z )1I1Cql-

=0

Beweis. Nach Korollar 2.2.16 muss K endlich sein. Somit zeigen 4.9.5 und Korollar 4.9.9

X(M) = x(A(K)) = x(K) = (=1 = Y (~1)1[K, -

qEZ qeN

"6Eine Funktion f: Mod(k) = Obj(Mod(k)) — Z heift additiv, wenn f(M) = f(M') + f(M") fiir jede kurze exakte
Sequenz M’ «— M — M" von Vektorrdumen gilt (das geht natiirlich allgemeiner fiir Mod(R)).
7TWegen (4.9.2) kann man x(M) = x(M; Q) durch x(M;k) fiir einen beliebigen Kérper k ersetzen.
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Es bleibt also K, = @ fiir alle ¢ > m zu zeigen. Dies stimmt nach Aufgabe 4.7.12.(d) (die dortige Zusatzan-
nahme ist hier erfiillt). Alternativ folgt dies aus dem spéteren, unabhingig bewiesenen Korollar 5.2.11. O

Beispiel 4.9.17. Besonders anschaulich ist der Fall m = 2 von Korollar 4.9.16: Ist F' eine triangulierte
kompakte Fliche, so gilt
X(F) = |Ecken| — |Kanten| 4 |Fléchen)|.

Der Leser mag sich dies an einigen Triangulierungen der Flichen in Beispiele 4.9.7 veranschaulichen (vgl.
Satz 4.6.3 und 4.6.2). Beispielsweise gelten:

e Eulerscher Polyedersatz’®: Fiir jede Triangulierung der Kugelschale S? gilt
2 = |Ecken| — |Kanten| 4 |Fléchen)|.

Oft schreibt man dies kurz als E + F = K + 2.
e Fiir jede Triangulierung des 2-Torus S! x S gilt

|Ecken| + |Flichen| = |Kanten]|.

Aufgabe 4.9.18. Zuniichst eine etwas vage’” Definition: Ein konvexer regulirer Polyeder ist eine kompakte
Teilmenge des euklidischen Raums R3, die durch reguliire n-Ecke derart begrenzt wird, dass der Durchschnitt
je zweier verschiedener regulidrer begrenzender n-Ecke leer ist oder aus genau einem gemeinsamen Eckpunkt
oder aus genau einer gemeinsamen Kante besteht; auflerdem sollen an jeder Ecke genau m Kanten zusam-
menstoflen; hier sind m,n > 3 geeignete natiirliche Zahlen.

(a) Gib fiir die fiinf platonischen Kérper (welche reguliire konvexe Polyeder sind) in einer Tabelle die
Werte von m, n, E (= Anzahl der Ecken), K (= Anzahl der Kanten), F' (= Anzahl der Flichen) an
und bestétige den klassischen Eulerschen Polyedersatz E + F = K + 2.

(b) Verwende den klassischen Eulerschen Polyedersatz E + F = K + 2 um zu zeigen, dass es keine
weiteren reguliren konvexen Polyeder gibt (bis auf den offensichtlichen® Isomorphiebegriff).

Hinweis: Finde zwei weitere Abhéngigkeiten zwischen m,n, E, F, K.

4.10. Super-Spur.

4.10.1. Sei R ein Ring. Dann kénnen wir die Kategorie Mod(R)? aller Funktoren A: Z — Mod(R) betrachten
(siehe Definition A.0.4), wobei wir Z als diskrete Kategorie auffassen (siehe | , Beispiel A.1.5.(f)]). Dies
klingt vielleicht kompliziert, ist aber eigentlich ganz einfach: Ein Objekt A € Mod(R)? ist nichts anderes
als eine (durch Z indizierte) Familie A = (A4,)pecz von R-Moduln A,. Ein Morphismus f: A — B ist eine
Familie f = (fp)pez von R-Modulmorphismen f,: A, — B,. Die Verkniipfung von Morphismen ist die
offensichtliche.

Die Kategorie Mod(R)% mag man als Kategorie Z-indizierter R-Moduln bezeichnen.

4.10.2. Der offensichtliche Vergiss-Funktor Kom(R) — Mod(R)% bildet einen Komplex ((4,),, (dp),) auf
die unterliegende Familie (4,), von R-Moduln ab. Ein solcher Komplex ist genau dann beschrénkt, wenn
seine unterliegende Familie beschrénkt ist (siehe Definition 4.9.10).

4.10.3. Wenn wir im Folgenden von Vektorrdumen und Morphismen (= linearen Abbildungen) von Vek-
torrdumen und Dimensionen von Vektorrdumen sprechen, fixieren wir implizit einen Korper.

78 Klassisch wird der Eulersche Polyedersatz fiir konvexe Polyeder formuliert, siehe | , Eulerscher Polyedersatz].

— Unsere Version impliziert die klassische Version: Zerlege die (konvexen) Seitenflichen eines gegebenen konvexen Poly-
eders durch geeignete Diagonalen in Dreiecke (dabei éndert sich die GréBle £ — K + F nicht); auBerdem liefert dies
eine Triangulierung der Polyederoberfliche nach Proposition 2.2.8. Die Polyederoberfliche ist homdéomorph zur 2-Sphire
(stereographische Projektion).

— Die klassische Version sollte auch unsere implizieren: Eine Triangulierung der S? liefert wie folgt einen konvexen Polyeder.
Behalte die Ecken, plitte alle gebogenen Kanten bzw. Dreicke auf der Kugelschale zu gerade Segmenten bzw. flachen
Dreiecken. Dadurch erhalten wir einen Polyeder, dessen Seitenflichen Dreiecke sind (manche Dreiecke sind eventuell in
derselben Ebene — man konnte diese zusammenfassen, wobei sich E — K + F nicht dndert). Leider ist dieser Polyeder im
Allgemeinen nicht konvex — man muss also wohl noch ein bisschen basteln, was ich mir jetzt nicht genauer iiberlege.

79Vgl. [ , Polyeder] und [ , Polyhedron, Definition und Regular polyhedron]
SOSkalierung, Translation, Rotation
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4.10.4. Ich erinnere an die Spur (englisch trace)
tr(f) = trg(f) = te(f]V) = te(f: V = V)

eines Endomorphismus f: V' — V eines endlichdimensionalen Vektorraums iiber einem Korper k.5! Ist ist

f beziiglich einer Basis von V durch eine Matrix M dargestellt, so ist tr(f) = > M;; die Summe der
Diagonalelemente. Abstrakter ist die offensichtlich Abbildung ¢: V @ V* = V @ Homg(V, k) — End(V)

-1
ein Isomorphismus, da V endlichdimensional ist, und die Spur ist die Verkniipfung End(V) RAREN VY.

VA A(
—

V= 2 k des Inversen dieser Abbildung mit der Verjiingung.

4.10.5. Es gilt dim(V') = tr(idy) fiir endlichdimensionales V.

Definition 4.10.6. Ist f = (f,)pez: A — A ein Endomorphismus einer beschrinkten Familie A = (A,)pez
Z-indizierter endlichdimensionaler Vektorrdume, so heif3t die alternierende Summe

str(f) = str(f|A) =str(f: A— A):=Y (~1)Ptr(f,)

PEZ

die Super-Spur von f%2. Dieselbe Formel definiert die Super-Spur eines Endomorphismus f: A — A
eines beschrinkten Komplexes endlichdimensionaler k-Vektorrdume. (Man konnte auch sagen, dass wir die
Definition mit Hilfe des Vergiss-Funktors Kom(k) — Mod(k)? auf solche Endomorphismen ausdehnen.)

4.10.7. Ist A ein beschrinkter Komplex (oder eine beschriinkte Familie) endlichdimensionaler Vektorrdume,
so gilt®?

(4.10.1) X(A) = str(ida).

Lemma 4.9.13 besagt also str(ids) = str(idg(a)) = str(H(id4)). Dies verallgemeinern wir nun in Lem-
ma 4.10.8 zu beliebigen Endomorphismen.

Lemma 4.10.8 (Homologische Berechnung der Super-Spur; Hopfsche Spurformel). Ist f: A — A ein En-
domorphismus eines beschrinkten Komplexes endlichdimensionaler Vektorrdume, so gilt

str(f) = str(H(f)).

Hier ist H(f) = (Hp(f))pez der von f induzierte Endomorphismus der totalen Homologie H(A), welche
offensichtlich ebenfalls beschrdnkt ist und aus endlichdimensionalen Vektorrdumen besteht.
Insbesondere gilt: Ist A azyklisch, so gilt str(f) = 0.

Beweis. Sei U — V — W eine kurze exakte Sequenz von Vektorrdumen. Sei g: V' — V ein Endomorphismus
mit g(U) C U, so dass wir mit den induzierten Abbildungen ¢’': U — U und ¢”: W — W ein kommutatives
Diagramm

UV —=W

g,l gi g”l
Ue—sV —=W

von Vektorrdumen erhalten; dquivalent sind einfach lineare Abbildungen g,¢’,¢” gegeben, so dass dieses
Diagramm kommutativ ist. Ist V' endlichdimensional, so gilt die folgende ,, Additivitit der Spur auf Endo-
morphismen kurzer exakten Sequenzen*

tr(g) = tr(g') + tr(g”).

Dies zeigt man, indem man eine Basis von U zu einer Basis von V ergénzt und ¢ beziiglich dieser Basis als
Matrix darstellt.

81Bej uns wird wohl immer klar sein, iiber welchem Korper wir arbeiten, aber genau genommen héngt die Spur vom Koérper
ab. Beispielsweise hat Multiplikation i-: C — C mit ¢ iiber den komplexen Zahlen Spur ¢, iiber den reellen Zahlen Spur 0.
821 [ , Definition 4.15] wir diese Zahl Lefschetz-Zahl von f genannt, vgl. Definition 4.14.1.
83 Motiviert durch 4.10.5 kénnte man X (A) auch als Super-Dimension von A bezeichnen (oder die rechte Seite als Euler-
Spur?).
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In der Situation des Lemmas wenden wir diese Erkenntnis auf die beiden kommutativen Diagramme

(4.10.2) Zp(A)—— A, —=B,_1(4) und B, (A)C Z,(A) H,(A)
Zp(f)l fpl prl(f) Bp(f)i Zp(f)l Hp(f)
Zp(A) —= A, —>B,1(4) B, (A) Zp(A) H,(A)
(sieche Lemma B.1.13) endlichdimensionaler Vektorrdume mit kurzen exakten Zeilen an (vgl. (4.9.4)) und

erhalten

tr(fp) = tr(Zp(f)) + tr(Bp-1(f)),
tr(Zy(f)) = tr(Bp(f)) + tr(Hp(f))
fiir alle p € Z. Analog wie in (4.9.5) folgt daraus sofort die behauptete Gleichheit. ]

Aufgabe 4.10.9 (Eigenschaften der Super-Spur und Folgerungen). Seien A, B,C beschrinkte Komplexe
endlichdimensionaler k-Vektorraume.
(a) Invarianz unter (zyklischer®!) Vertauschung: Sind f: A — B und g: B — A Morphismen von Kom-
plexen, so gilt str(f o g) = str(go f).
(b) ,,Isomorphe Endomorphismen haben dieselbe Super-Spur:“ Sind f: A — A und ¢g: B — B Endo-
morphismen und existiert ein Isomorphismus v: A = B, so dass das Diagramm

AT a

Ulw le

B—?-B

kommutiert, so gilt str(g) = str(f). (Die ,undiagrammatische* Version benétigt nur f und v und
behauptet str(vo fouv™1) = str(f).)

(c) Linearitéit: str: Kom(A, A) — k ist eine k-lineare Abbildung.

(d) Additivitit: Seien A < B — C eine kurze exakte Sequenz und

AA— > B — s (C

fl gl hi
AA— > B— s (C

ein kommutatives Diagramm von Komplexen (also ein Endomorphismus unserer kurzen exakten
Sequenz). Dann gilt str(g) = str(f) + str(h).

(e) Folgere Aufgabe 4.9.15 aus (d).

(f) Sei f: A — A ein Endomorphismus von Komplexen und f': A” — A’ seine ,, Verschiebung um eins
gegen die Pfeilrichtung®, d.h. A} := A,y und f} = f, 1 fiir alle p € Z%°. Dann gilt str(f') =
—str(f).

(g) Homologische Berechnung; Hopfsche Spurformel: Folgere Lemma 4.10.8 aus (d) und (f).

Hinweis: Verwende die Diagramme in (4.10.2).

g
(h) Invarianz unter Homotop-Sein: Sind A = A homotope Morphismen von Komplexen, so gilt str(f) =

f
str(g).
Bemerkung: Somit ist str: Hoty(A, A) — k wohldefiniert (und k-linear).

Bemerkung: Bis auf die beiden Punkte (g) und (h) (die sinnlos wiirden) gelten alle Aussagen analog fiir
beschrinkte Familien A, B, C' endlichdimensionaler Vektorraume und Morphismen solcher Familien.

Ende der 16. Vorlesung am 18.12.2020.
Hausaufgaben:

84Weil beispielsweise str(e o fogohoj) =str(fogohojoe) folgt.
85und iiblicherweise dem Differential d;‘/ = —d;fl, was aber in dieser Aufgabe keine Rolle spielt.
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(1) Aufgabe 4.9.14 (Additivitéit der topologischen Euler-Charakteristik)
(2) Aufgabe 4.9.18 (platonische Kérper)

(3) 8 Punkte: Aufgabe 4.10.9 (Eigenschaften der Super-Spur)

(4) Wiederhole den Stoff! Melde jeden noch so kleinen Fehler im Skript!
(5) Frohe Weihnachten und ein gutes neues Jahr und gute Gesundheit!

4.11. Simplizialer Fixpunktsatz.

4.11.1. Als erste Anwendung der Super-Spur zeigen wir den simplizialen Fixpunktsatz 4.11.2.%6 Meist wird
nur seine Teilaussage (b) als simplizialer Fixpunktsatz bezeichnet.

Satz 4.11.2 (Simplizialer Fixpunktsatz - rein kombinatorische Aussage!). Sei ¢: (E,K) — (E,K) ein En-
domorphismus (= eine simpliziale Selbstabbildung) eines endlichen Simplizialkomplexes. Seien k ein Korper
und
H(p; k) = H(p) = (Hq(p))gez: H(K; k) — H(K; k)
die induzierte Abbildung auf der (totalen) simplizialen Homologie von KC mit Koeffizienten in k (siehe Auf-
gabe 2.4.27).
(a) Ink gilt

(4.11.1) str(H(p; k)) = Z(—l)q Z sgn(p: 0 — o),
qeN ceR,
e(o)=0c
wobei sgn(p: o — o) die Signatur der Permutation (= bijektiven Selbstabbildung) der endlichen
Menge o = p(0) meint.
Insbesondere gilt str(H(p; Q)) € Z C Q und fiir jeden Kérper k ist str(H(p;k)) das Bild dieser
ganzen Zahl unter dem eindeutigen Ringmorphismus Z — k. Insbesondere folgt aus str(H(yp;k)) # 0

bereits str(H(p; Q)) # 0.
(b) Fiziert ¢ keinen Simplex der Dimension > 1 fiziert, in Formeln p(o) # o fiir alle o € K>1, so gilt

str(H(p; k) = [E7|

wobei E¥ ={e € E | p(e) = e} die Menge der Fizpunkte von ¢ ist.
Ist insbesondere die Super-Spur von H(p; Q) von Null verschieden, in Formeln str(H(p; Q)) # 0,
so hat p: E — E einen Fizpunkt, d. h. ¢ fiziert eine Ecke.

Beweis. Da K endlich ist, ist S(K;k) nach 2.4.22 ein beschrinkter Komplex endlichdimensionaler Vek-
torrdume. Die Hopfsche Spurformel aus Lemma 4.10.8 ist also anwendbar und zeigt

str(H()) = str(H(S(¢))) = str(S()) = Y (=1)%x(Sq(0)[S4(K; k).
q€eN
(a) Sei < eine Ordnung auf F und sei ¢ € N fixiert. Nach 2.4.22 ist ((50, .. .,sq))( . Jekcst-mono eine
50,.-+,8¢ pA
k-Basis von S, (KC; k). Die lineare Abbildung S,(¢) ist beziiglich dieser Basis nach (2.4.15) durch eine Matrix
dargestellt, die in jeder Spalte maximal einen von Null verschiedenen Eintrag hat, welcher £1. Wir erhalten

tr(Sq(p)) = Z sgn(@: {80,841 = {505+, 84})-
(SO)<~'7SQ)E]CZt’m0no

({e(50),--9(s9) }={s0,-,54}
Daraus folgt sofort (4.11.1).
(b) Die Annahme, dass kein Simplex der Dimension > 1 von ¢ fixiert wird, zeigt, dass auf der rechten

Seite von (4.11.1) alle Summanden fiir ¢ > 0 verschwinden. Der Summand fiir ¢ = 0 ist aber |E%|, denn jede
Permutation einer einelementigen Menge hat Signatur Eins. (]

86Wenn ich es recht sehe, wird dieser Satz im weiteren Verlauf dieses Skripts nicht verwendet.
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Beispiel 4.11.3. Sei K der maximale Simplizialkomplex mit Eckenmenge E = {a,b,c}. Sei p: K — K die
durch zyklische Vertauschung a +% b > ¢ 5 a gegebene simpliziale Abbildung. Dann lebt H(K; Q) nur im
Grad Null (per Rechnung oder kombinatorisch wegen Korollar 2.4.31.(a) oder topologisch wegen Satz 4.8.11)
und es gilt Ho(KC; Q) = Q[a] und Ho(p) = idp,i,q) (Wegen [b] = [a] in Ho(K;Q) oder Natiirlichkeit in
Satz 4.8.11). Dies zeigt str(H(y)) = 1 # 0 = |E¥|. Dies widerspricht aber nicht dem simplizialen Fixpunkt-
satz 4.11.2.(b), denn ¢ fixiert den 3-Simplex {a, b, c} (Teilaussage (a) gilt aber, wie man leicht priift). Wir
entfernen diesen nun.

Betrachte den Unterkomplex U := K\ {{a, b, c}} und die induzierte simpliziale Abbildung ¢: U — U, auf
die der simpliziale Fixpunktsatz 4.11.2.(b) anwendbar ist. Mit Korollar 2.4.31.(b) berechnen wir Ho(U; Q) =
Q[a] und Hy(U;Q) = Q[d(a,b,c)] = Q[(adb) + (bc) + (ca)] und str(H(p)) = 1 -1 = 0 = |E¥| wie vom
Fixpunktsatz vorausgesagt.

Beispiel 4.11.4. Uberpriife den simplizialen Fixpunktsatz 4.11.2.(b) fiir diverse simpliziale Selbstabbildun-
gen des ,simplizialen Quadrat(rand)s“ aus Aufgabe 2.4.24, etwa die ,,Spiegelung an der Diagonalen®.

Wer mag kann, kann analoges fiir das das volle Quadrat oder den Tetraeder (ohne topdimensionalen
Simplex, ohne 2-Simplizes, ...) tun.

Aufgabe 4.11.5. Sei K ein endlicher Simplizialkomplex, dessen simpliziale Homologie H(K; Q) nur in Grad
Null lebt und dort isomorph zu Q ist (beispielsweise weil seine geometrische Realisierung A(K) zusammen-
ziehbar ist). Sei ¢: K — K eine simpliziale Abbildung. Dann gelten:

(a) Die Abbildung ¢ hat einen Fix-Simplex: Es gibt einen Simplex o € K mit ¢(0) = 0.
(b) Folgere: Die Abbildung A(p): A(K) — A(K) hat einen Fixpunkt.
Bemerkung: Ist A(K) = D,, eine Triangulierung, so zeigt dies den Brouwerschen Fixpunkt-
satz 4.5.8 fiir stetige Abbildungen D,, — D,, der Form A(yp).
(¢) Teilaussage (a) folgt im Fall A(K) = D,, aus dem Brouwerschen Fixpunktsatz 4.5.8.

4.12. Baryzentrische Unterteilung fiir Simplizialkomplexe.
Definition 4.12.1. Sei K = (F, K) ein Simplizialkomplex. Wir definieren einen neuen Simplizialkomplex
BK = K = (E,K),

seine baryzentrische Unterteilung, wie folgt. Seine Fcken sind die Simplizes von K, in Formeln

FE =K.

Seine ¢-Simplizes sind alle (g 4 1)-elementigen Teilmengen der durch die Inklusionsrelation C partiell geord-
neten Menge K, die (total)geordnet sind, in Formeln

(BK), =K, :={xs C E=K||x| = ¢+ 1 und die Inklusionsrelation C definiert eine (totale) Ordnung auf «}
={(c0,...,04) EK™ |00 C 01 S ... C oy}
= {Ketten 0p C 01 < ... C 0, der Lange ¢ in K},

wobei das zweite Gleichheitszeichen genauer die durch {oy,...,04} < (00,...,0,) gegebene Bijektion ist.
Wir schreiben Elemente von K, meist als (o9 C ... C gy).

Beispiel 4.12.2. Ist K der maximale Simplizialkomplex mit Eckenmenge {a, b, ¢}, so hat seine baryzentrische
Unterteilung 7 Ecken

@:={a}, b:=1{b}, ¢:={c}, ab:={a,b}, ac:={a,c}, bc:={bc}, abc:={a,b,c},

7 Null-Simplizes

@), (b), (©), (ab), (ac), (bc), (abe),
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12 Eins-Simplizes®”

(@< ab), (a ¢ ac), (@ < abo),
(b < ab), (b < be), (b < abo),
(c C @), (c S be), (¢ < abo),
(ab € ab), (@  abe), (be < abo),
und 6 Zwei-Simplizes
(@& ab C abe), (@ C ac S abe),
(b < ab S abe), (b S be S abe),
(¢ C @c C abc), (¢ C be C abe).

Vergleiche mit ,,geometrischer” baryzentrischer Unterteilung eines singuléiren 2-Simplex (6 Dreiecke, 12 Kan-
ten, 7 Ecken), siche Abbildung 3. Male Bild von BX. Male auch Bild von A(K) und ,;schlechtes® Bild von
A(BK), in dem die sechs Dreiecke wir ein Sechseck bilden. Dies illustriert dann gleich die folgende Definition
von u.

4.12.3. Seien K = (E,K) ein Simplizialkomplex und BK = (E, K) seine baryzentrische Unterteilung. Sei
u=ux: ABK) = A(K)
die von der linearen Abbildung RE — RE mit
u(o) = I%I Z e fiir alle Ecken o € E = K von BK,

eco

———
Schwerpunkt von A(o) C A(K)

induzierte Abbildung (dies ist wohldefiniert, vgl. (4.12.1)).

Beispiel 4.12.4 (Fortsetzung von Beispiel 4.12.2). Wir wollen das unten angegebene Lemma 4.12.5 irﬂesem
Beispiel plausibel machen. Die Einschédnkung der Abbildung u: A(BK) — A(K) auf A((¢ € ac C abe)) ist
durch

T = taC + tzzac + tpzabe — u(w) = tze + taz5C + t-0tbte

abc abce

gegeben und landet also in Abbildung 3 im abgeschlossenen grauen Dreieck. Man beachte, dass mit a, b, ¢

ABBILDUNG 3. Illustration zur baryzentrischen Unterteilung und zum Beweis von Lemma 4.12.5

87 Der 1-Simplex (a C ab) ist (@,ab) = ({a},{a,b}) in Tupelschreibweise und {a@,ab} = {{a},{a,b}} = {{a,b},{a}} in
Teilmengenschreibweise.
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auch a, “Ter7 %b'” linear unabhéngig sind. Unsere Einschrinkung ist also eine injektive Abbildung

A({z ¢ @e C abe}) — A({a,b,c}) = A(K).

Die beiden folgenden Rechnungen zeigen, dass die wie folgt definierten und in Abbildung 3 angedeuteten
»beliebigen“ Punkte p,q € A(K) im Bild unserer Abbildung u liegen:

_ 5 12 83

P = 10@ + 1600t 100¢
_ 5 7 78
—m(a+b+0)+mb+mc
_ 15 atbte |, T 1
= 1065+ 1050+ ) + 755¢

— 15 atbtc | 14 btc | 71 .
— 100 3 100 2 100

_ 1 8 1
q= 150+ 150+ 15¢
=(@+b+c)+5b

_ 3 atb+tc e
10 3 + 10b

Dabei haben wir den folgenden Algorithmus verwendet, den wir am Beispiel des Punktes p erkléren: Bestimme
den Tréiger von p, hier {a,b, c}. Sei m der minimale vorkommende (positive) Koeffizient, hier . Schreibe p
als Summe des m-fachen der Summe der Elemente des Trégers (hier der Summand %(a +b+¢)) und des
Restes. Der Rest hat kleineren Trager und kann mit demselben Verfahren behandelt werden.

Lemma 4.12.5. Ist K ein Simplizialkomplex, so ist u: A(BK) — A(K) ein Homdomorphismus.

Beweis. (1) Sei k = (00 ... € 0,) € BK = K ein ¢g-Simplex. Dann ist u auf A(x) C A(BK) durch die
Verkniipfung

(4.12.1) A(r) = Alog) € AK),

q q
Z tio; — Z tiboi s
=0 =0

gegeben, wobei b,, der Schwerpunkt von A(o;) ist; da all diese Schwerpunkte in A(g,) liegen (=
Konvexkombinationen der Elemente von o4 sind), liegt auch die Konvexkombination )" t;b,, dieser
Schwerpunkte wie behauptet in A(oy).
Da die Einschrinkung von u auf A(k) offensichtlich stetig ist und x beliebig war, ist u stetig.
(2) Sei k= (09 ... < 0,) € BK = K wie eben ein g-Simplex. Sei z € A(x)’ (dquivalent: z € A(x) und
Supp(z) = k, siehe (2.2.3)). Schreiben wir z = Y_7_ #;0;, so sind also alle ¢; positiv. Wir berechnen
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(mit der Konvention o_1 = &)

>e)

eco;

1l
t1|< e+ Z e+---+ Z e—i—Ze)
(=

Sl

60'1\01 1 e€o;i—1\0i—2 e€oi\oo e€op

‘)

Q

j=0e€o; \07 1

t,
ol 2 ¢

>

Sz oo
i<i
S(X) XY
= e
j=0 i=j ‘ai‘ ecoj\oj_1
t K KIS ¢
() X (X ) X e () X e (i) X
fg'_,e&fq\aqfl 1=q—1 |0’l‘ e€og_1\0g—2 i=1 |UZ| e€or\og i:0| e€oo
=g T = =50

Beachte 0 < 54 < $4-1 < -+ < 51 < S¢. Fassen wir u(x) als Funktion £ — [0, 1] mit endlichem
Tréger auf, so sind die so, ..., s, genau die positiven Werte von u(z), die Zahl ¢ + 1 ist die Anzahl
der positiven Werte und es gilt

uw(z) H(s;) =05 \ i1,

Also bestimmt u(x) zuerst ¢, dann alle 0 < s, < s4-1 < -++ < 81 < $¢ und dann alle o; (und damit
k). Daraus konnen wir zuerst t,, dann ¢,_1, usw. und schliefilich ¢y berechnen. Also ist x = Zgzo tio;
vollsténdig durch u(x) bestimmt.

Aus der obigen Rechnung ist klar, dass o, der Tréger von u(z) ist, in Formeln u(z) € A(oy)".

Insgesamt zeigt dies, dass die Einschrénkung u: A(k)" < A(oy)" injektiv ist.
Injektivitit von u: Sei # € A(BK) beliebig. Dann gibt es genau ein x = (69 € ... £ 0,) € BC =K
mit z € A(k)’, ndmlich den Triiger von z. Wir haben gerade gesehen, wie man alle o; und damit x
aus u(x) berechnet.

Gilt also u(z) = u(y) fiir zwei beliebige Elemente z,y € A(BK), so haben 2 und y also denselben
Triager x, d.h. z,y € A(k)". Da u: A(k) — A(oy) injektiv ist, folgt z = y.
Surjektivitit von u (in gewisser Weise klar durch Beispiel 4.12.4): Wir lesen den Beweis der Injekti-
vitét riickwérts. Sei v € A(K) gegeben. Sei ¢ so gewihlt, dass ¢ + 1 die Anzahl positiver Werte von
v: E — [0,1] ist und seien 0 < s4 < s4-1 < -+- < §1 < s¢ die positiven Werte. Definiere Teilmen-
gen oy, ...,0, C E durch v=1(sg) = 09, v 1(s1) = 01 \ 00, ..., v (84) = 04 — 74—1 (Aquivalent:
o; :=v"1([ss,1])). Da o, der Tréiger von v ist und 09 C 01 C - -+ € 0, gilt, sind alle o; in K und damit
ist K :=(so & -+ € 0q) € BK ein Simplex von BK. Es gilt v =543 c, \,, €+ 50D ceq, €
=i oo

Wir behaupten, dass dann z := ! t,0; das gesuchte Urbild von v ist. Dies scheint klar nach
der obigen Rechnung (4.12.2), jedoch sollte man sich {iberzeugen dass z € A(BK) gilt (und nicht
nur x € RE). Zu zeigen ist also >°7_,; = 1. Wir fiihren diese Rechnung exemplarisch im Fall ¢ = 2
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durch; die folgende erste Gleichung besagt schlicht, dass die Summe der Koeffizienten von v Eins ist.

1252-|O'2\0'1|+81"0’1\0’0|+80~|0'0|

to to i to t1 to
:7-|02\01‘+(7+7)'|01\00|+<7+7+7)"O’0‘
|2 loa| o] loa| ~ [o1] ool
to tq to
= lo2l+ — - lo1] + — - |oo]
|2 o] ool
—ty 4+t + 1.

Der allgemeine Fall geht vollkommen analog.
(5) Nun ist klar, dass fiir jedes o € K die Bijektion u die Abbildung

L] A(k) = Ao
qeN
k=(00C...Coq)EBK=K

0q=0

induziert und dass diese bijektiv ist. Wegen A(o) = | |, A(7)" ist auch

TCOo
(4.12.3) L(o) :== U A(k) = | | A(k) — A(o)
geN qeN
k=(00C...Coq)EBL=K k=(00C...Coq)EBL=K
oqCo gqCo

bijektiv. Beiden Seiten sind Hausdorff (nach Proposition 2.2.11) und kompakt (die linke Seite als
endliche Vereinigung der Kompakta A(k)). Als bijektive stetige Abbildung zwischen kompakten
Hausdorffriumen ist unsere Abbildung automatisch ein Homdomorphismus ([ , Satz 2.7.15)).
(6) Offensichtlich ist A(BK) die Vereinigung aller Teilmengen A(x), fiir k € BK, und auch die Ver-
einigung aller Teilmengen L(c), fiir o € K. Fiir eine beliebige Teilmenge U C A(BK) gelten die
folgenden Implikationen (die letzte gilt auf Grund der Definition der Topologie von A(BK)

Uc ABK) = UnlL(o)e L(o) Yoek
= UNA(k)e A(k) Vke€BK
= Uac A(BK).

Dies bedeutet, dass A(BK) die Finaltopologie beziiglich aller Inklusionen L(c) C A(BK) trégt, fiir
o € K. Da A(K) per Definition die Finaltopologie beziiglich aller Inklusionen A(o) C A(K) trigt,
da alle Abbildungen (4.12.3) Homsomorphismen sind und da w: A(BK) — A(K) bijektiv ist, ist u
ein HomGomorphismus. |

Aufgabe 4.12.6.

(a) Sei ¢: K = (E,K) — L = (F,L) eine simpliziale Abbildung (= ein Morphismus in SimpKomp),
also eine Abbildung ¢: E — F, so dass die induzierte Abbildung P(¢): P(E) — P(F), o — (o),
zwischen den Potenzmengen K C P(E) nach £ C P(F) abbildet. Dann definiert P () eine simpliziale
Abbildung B — BL, die wir als By notieren.

(b) Die Zuordnungen K — BK und ¢ — By definieren einen Endofunktor

B: SimpKomp — SimpKomp

der Kategorie der Simplizialkomplexe.
(c) Die Familie der Homdomorphismen ux: A(BK) = A(K) ist KEINE Isotransformation

u = (uK)KeSimpKomp: A 0B = A: SimpKomp — Top .

Ende der 17. Vorlesung am 07.01.2021.
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4.13. Simpliziale Approximation.

4.13.1. Die n-fache baryzentrische Unterteilung von K wird als B*/IC = B - - - BK notiert. Die Verkniipfung
der Hombomorphismen u = ugix: A(BT1K) = A(B'K) (aus Lemma 4.12.5) wird als

u" :=wuo---ou: A(B"K) = A(K)
notiert.

Definition 4.13.2. Seien K und £ Simplizialkomplexe und sei f: A(K) — A(L) eine stetige Abbildung
zwischen ihren geometrischen Realisierungen. Eine simpliziale Approximation an f ist ein Paar (n,p)
bestehend aus einer natiirlichen Zahl n € N und einer simplizialen Abbildung

¢:B"K — L

mit der Eigenschaft, dass fiir alle z € A(B"K) ein Simplex o = 0, € L existiert, dessen voller Simplex A(o)
sowohl f(u"(x)) als auch (A(p))(x) enthilt,®® wie im folgenden Diagramm illustriert.

u(@) € AKK) ! AL) 5 Ale) 3 fu'(x))

b .

r € A(B"K) (A(p))()

Dieses Diagramm ist im Allgemeinen nicht kommutativ in Top®® — der Punkt ist ja gerade, dass man die
(im Allgemeinen nicht kombinatorisch gegebene) Abbildung f kombinatorisch durch ¢ approzimieren kann.

Aufgabe 4.13.3. Finde simpliziale Approximationen der Identitdtsabbildung f = id: [0,1] — [0,1] in
den vier Situationen aus Abbildung 4, die die jeweilige Triangulierung von Ausgangs- bzw. Zielintervall
beschreiben. Wie oft muss man jeweils mindestens baryzentrisch unterteilen.

1 1 1 1 1 1 1 1
f=id f=id I=id I=1d
0 0 0 0 0 0 0 0

ABBILDUNG 4. Bilder zu Aufgabe 4.13.3

Bemerkung: Eine Lehre aus dieser Aufgabe ist, dass die geometrische Realisierung A(y) einer simplizialen
Approximation ¢ an einen Hom6omorphismus im Allgemeinen kein Hom6omorphismus ist.

Proposition 4.13.4. Sei p: K — L eine simpliziale Approxzimation an f: A(K) — A(L). Dann sind fou™
und A(p) homotop vermdige der (stetigen!) Homotopie

H: AB"K) x [0,1] = A(L),
(z,1) = t(A(p))(z) + (1 — 1) f(u"(2)),
homotop.

Beweis. Zunichst ist zu beachten, dass H als Abbildung von Mengen wohldefiniert ist: Fiir jedes z € A(B"K)
gibt es einen Simplex o, € £ mit f(u"(z)), (A(p))(z) € A(o,). Damit liegt auch fiir jedes ¢ € [0, 1] die
Konvexkombination ¢(A(p))(z) + (1 — ) f(u™(x)) in A(oz) C A(L).

Wir zeigen nun, dass H stetig ist, falls £ = (F, £) endlich ist (vermutlich brauchen wir eh nur diesen Fall
in der Vorlesung). Dann trigt A(L£) C RF als geometrische Realisierung eines endlichen Simplizialkomplexes
die induzierte Topologie (siehe 2.2.5). Es geniigt also zu zeigen, dass H, aufgefasst als Abbildung nach RF,

880ft wird die stéirkere Bedingung (A(p))(z) € A(Supp(f(u™(z)))) gefordert, siche etwa | , Kapitel 3, Abschnitt 4]
oder | , Simplicial approximation theorem; Achtung, vermutlich fehlen da gewisse Endlichkeitsannahmen!]. Die simpliziale
Approximation, die wir in Satz 4.13.8 konstruieren, erfiillt diese Bedingung wegen (4.13.3).

89 Aber es wird kommutativ in hTop nach Proposition 4.13.4!
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stetig ist. Dies ist aber trivial, denn A(¢) und f ou™ sind stetig als Abbildungen A(B"K) — RF, und H ist
dann die Verkniipfung stetiger Abbildungen

(z,8) = ((A(p)) (@), f(u" (x)),1) (z,y,t)—ta+(1-t)y

A(B"K) x [0,1] RF x RF x [0,1] RF.

Nun sei £ beliebig. Wie in 4.8.9 sehen wir, dass

| ] (A() x[0,1]) = AB"K) x [0,1]
TEB"K

final und surjektiv ist. Es geniigt also zu zeigen, dass alle Restriktionen A(7) x [0,1] — A(L) von H stetig
sind. Da die Bilder des Kompaktums A(7) unter den stetigen Abbildungen f o u™ und A(yp) kompakt sind,
sind diese Bilder nach Proposition 2.2.15 fiir einen geeigneten endlichen Unterkomplex £ C £ in A(L')
enthalten. Es geniigt also zu zeigen, dass die induzierte Abbildung A(7) x [0,1] — A(L’) stetig ist. Dies folgt
aber aus dem obigen Argument.”’’ O

Definition 4.13.5. Sei K = (F, K) ein Simplizialkomplex. Gegeben ein Simplex o € K definieren wir seinen
offenen Stern als

St(o) :={f € A(K) |o CSupp(f)} = (J{f € AK) | fle) #0} = || A@)

e€o TEK: oCT

wobei die rechte Gleichheit aus (2.2.3) folgt. In Worten ist er die Vereinigung der offenen Simplizes A(7)" zu
all denjenigen 7, die o als Seite haben, fiir die also A(g) C A(7) gilt (vgl. 2.2.4).

4.13.6. Der offene Stern St(c) ist in der Tat offen in A(K), denn fiir jedes pu € K ist

St(o) NA(u) = ({f € Aw) | f(e) # 0}

eco

offen in A(y) als endlicher Schnitt offener Teilmengen.

4.13.7. Fiir jedes f € A(K) gilt
Supp(f) ={e € E| f € St({e})}.

Dies ist nur eine Umformulierung der offensichtlichen Aussage e € Supp(f) <= f € St({e}) fiir jedes e € E.
Wegen Supp(f) # @ liegt f im offenen Stern eines geeigneten 0-Simplex. Die offenen Sterne aller 0-Simplizes
bilden also bereits eine offene Uberdeckung von A(K). Fiir jede Ecke e gilt offensichtlich e € St({e}).

Satz 4.13.8 (Simpliziale Approximation). Seien K und L Simplizialkompleze und sei f: A(K) — A(L)
eine stetige Abbildung zwischen ihren geometrischen Realisierungen. Ist IC endlich, so hat f eine simpliziale
Approzimation (n,¢: B"K — L).

Erkliare Beweis durch Bild!

Beweis. Wie in 4.13.7 bemerkt ist A(L) = U, geke von £ St(2) die Vereinigung der offenen Sterne St(z) :=
St({z}) aller Ecken z von L. Da f stetig ist, ist A(K) = U, pere von £/ (St(2)) eine offene Uberdeckung.

Da K endlich ist, ist A(K) kompakt. Sei E die endliche Eckenmenge von K. Betrachte RE wie im Beweis
von Proposition 2.2.11 als normierten und dann als metrischen Raum. Nach 2.2.5 trigt A(K) C RE die Teil-
mengentopologie und ist somit ein kompakter metrischer Raum. Nach dem Uberdeckungssatz von Lebesgue
[ , Satz 2.7.18] gibt es ein € > 0, so dass fiir jedes y € A(K) eine Ecke z von £ mit B.(y) C f~1(St(z))
existiert.

90Allgemeiner zeigt dieser Beweis: Gegeben zwei stetige Abbildungen f, g: A(K) — A(L) mit der Eigenschaft, dass fiir jedes
z € A(K) die Elemente f(z) und g(x) in einem geeigneten A(o) liegen, ist das Analogon der obigen Abbildung eine stetige
Homotopie.
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Nach Lemma 4.3.13%!, und weil K endlich”? ist, gibt es ein n € N, so dass jeder volle Simplex der n-
fachen baryzentrischen Unterteilung A(B™K) Durchmesser < & hat — wir identifizieren hier und im Folgenden
A(B"K) = A(K) entlang des Homéomorphismus ™.

Fiir jede Ecke e von B"IC gibt es dann eine Ecke ¢(e) von £ mit St(e) = | |,epnx A(T) C Be(e) C

ecTt

F(St(p(e))) (die erste Inklusion gilt wegen e € A(7) und der Wahl von n, die zweite wegen der Wahl von
e fiir ein geeignetes p(e)), also

(4.13.1) f(St(e)) C St(e(e)).

Wir erhalten so eine Abbildung ¢ von der Eckenmenge von B"K in die Eckenmenge von L.

Wir behaupten, dass diese Abbildung einen Morphismus von Simplizialkomplexen B"C — £ definiert und
sogar eine simpliziale Approximation ist.

Fiir jedes x € A(B"K) behaupten wir

(4.13.2) ¢(Supp(z)) C Supp(f(z)).

In der Tat, sei e eine Ecke von B"IC mit e € Supp(z). Nach 4.13.7 ist dies #quivalent zu x € St(e). Wegen
(4.13.1) folgt daraus f(x) € St(p(e)), was wieder wegen 4.13.7 zu p(e) € Supp(f(x)) dquivalent ist. Dies
zeigt (4.13.2).

Da jeder Simplex o € B"K die Gestalt o = Supp(x) fiir ein geeignetes x € A(B"K) hat (genauer ist dies
der Fall fiir alle Elemente z des offenen Simplex A(o)’), folgt

(4.13.2)
¢(0) = ¢(Supp(z)) < Supp(f(z)) € L.
Dies zeigt, dass ¢ einen Morphismus ¢: B"K — £ von Simplizialkomplexen definiert.
Sei nun z € A(B"K). Dann gilt @ = 3 g, () te€ fiir eindeutige ¢, > 0 mit 3t = 1. Nach Definition
von A(p) in Lemma 2.3.6 gilt

(4.13.3) BN = Y teple) €7 ASupp(f(@))) 3 F(@) = [ (@)
e€Supp(z) 7

Dies zeigt, dass ¢ eine simpliziale Approximation ist. (Als o, in Definition 4.13.2 kann man also Supp(f(x))
wiihlen.”?) O

4.14. Lefschetzscher Fixpunktsatz.

Definition 4.14.1. Sei f: X — X eine stetige Selbstabbildung eines topologischen Raums und sei k ein
Korper. Ist H(X; k) eine beschréinkte Familie endlichdimensionaler k-Vektorrdume, so heifit die Super-Spur

A = ste(H(AHX:R) = 30 (1) (H, ()H, (X3 b)) € &

qEZ

Lefschetz-Zahl von f (beziiglich Koeffizienten in k). Erwéihnt man keinen Korper, so ist mit der
Lefschetz-Zahl A; := Aj g gemeint.

Ausblick 4.14.2. Ist fiir jedes n die abelsche Gruppe H,,(X) endlich erzeugbar und verschwinden alle bis
auf endlich viele der H, (X), so hingt die Lefschetz-Zahl fast gar nicht vom Koérper ab und ,ist iiber Z
definiert®, sieche Proposition 6.10.4. Diese Voraussetzung wird vermutlich in (fast?) allen unserer Beispiele
erfiillt sein. Insofern wére es didaktisch vielleicht besser, zuerst nur Ay g zu definieren.

91 Anschaulich ist hoffentlich klar, dass das so geht. Ganz zufrieden bin ich mit der Formulierung des Lemmas bzw. der Be-
handlung all dieser baryzentrischen Unterteilungen aber nicht. Vielleicht wére es in einer zukiinftigen Vorlesung besser, zuerst
die kombinatorische baryzentrische Unterteilung fiir Simplizialkomplexe einzufithren und dann das zitierte Lemma in diesem
Kontext zu formulieren (der Beweis sollte im Wesentlichen unveréindert bleiben). Wenn man dann die singuléren Unterteilungs-
operatoren U einfiihrt, sollte man die Diskussion 4.14.10 dort einfiigen.

92Fs reicht wohl aus, dass KK = K<, fiir ein m € N gilt, denn alle ¢-Simplizes in A(K) sind metrisch isomorph und haben
somit denselben Durchmesser.

93Das bedeutet insbesondere: Ist z eine Ecke von £, so werden alle Elemente z € f~1(z) unter A(y) auf z abgebildet.

Genauer gilt fiir jede Ecke z von £: Ist o € B™K ein Simplex mit A(c)' N f~1(2) # @, so wird ganz A(c) auf z abgebildet.

Beweis: Sei z € A(o)’ N f~1(2), d.h. Supp(z) = o und f(z) = 2. Nach (4.13.2) folgt ¢(c) = {z}. Somit bildet A(y) den
vollen Simplex A(c) auf z ab.

79



g
4.14.3. Homotope stetige Selbstabbildungen X = X haben dieselbe Lefschetz-Zahl beziiglich jedem Korper

k, in Formeln Ay = Ay 1, falls eine dieser Zahlen wohldefiniert ist; dies ist eine offensichtliche Konsequenz
der Homotopie-Invarianz der singuléren Homologie 3.3.1.

4.14.4. Die Lefschetz-Zahl der Identitdt ist die Euler-Charakteristik, in Formeln Ajq, x» = x(X;k), falls
letztere wohldefiniert ist, denn

. . (4.10.1
Nia e = str(H(idx)) = str(iduoer) © = X (H(XR))
4.14.5. Ist X ein kompakter, triangulierbarer topologischer Raum (oder homotopiedquivalent zu einem
solchen), so ist die Lefschetz-Zahl Ay, fiir jede stetige Selbstabbildung f: X — X und jeden Kérper k nach
4.9.3 wohldefiniert (und hiingt nach Proposition 6.10.4 fast gar nicht vom Korper ab — diese Proposition ist
wegen Korollar 4.8.16 anwendbar).

(4.9.3)
=" x(X).

4.14.6. Sei k ein Korper. Sei ein kommutatives Diagramm

(4.14.1) x—tox

Ul U\L

y 2oV
topologischer Rdume gegeben. Wir nehmen an, dass v ein Homomorphismus ist (oder dass allgemeiner v
eine Homotopiesiquivalenz ist oder dass noch allgemeiner alle Hy(v): Hy(X; k) — H,(Y; k) Isomorphismen
sind). Ist eine der Lefschetz-Zahlen Ay, Ay, wohldefiniert, so ist auch die andere wohldefiniert und diese
beiden Lefschetz-Zahlen stimmen iiberein, in Formeln

Af/k - Ag7k».

Der Beweis ist offensichtlich: Nach Voraussetzung sind alle Hy(v) Isomorphismen (Homotopie-Invarianz der
singuldren Homologie, Satz 3.3.1), so dass mit H(X; k) bzw. H(Y; k) auch H(Y"; k) bzw. H(X; k) beschrénkt ist
und endlichdimensionale Komponenten hat. Also ist mit einer auch die andere Lefschetz-Zahl wohldefiniert.
Da die Spur ,invariant unter zyklischen Vertauschungen ist* gilt tr(H,(f)) = tr(H,(v) ™! o Hy(g) o Hy(v)) =
tr(Hq(g)), was sofort Ay, = Ay liefert. (Wer will, kann auch direkt Aufgabe 4.10.9.(b) verwenden.)

Satz 4.14.7 (Fixpunktsatz von Lefschetz”). Sei f: X — X eine stetige Selbstabbildung eines kompakten,
triangulierbaren topologischer Raums X . Ist die (nach 4.14.5 wohldefinierte) Lefschetz-Zahl von f beziiglich
Koeffizienten in einem Kdrper k von Null verschieden, in Formeln Ay ) # 0,% so0 hat f einen Fizpunkt.

4.14.8. Ich finde es sehr bemerkenswert, dass die Theorie der singuliéiren Homologie manchmal (= wenn die
Lefschetz-Zahl nicht verschwindet) eine so naheliegende Frage wie die nach der Existenz eines Fixpunktes
beantworten kann. Allgemein ist es immer eine gute Eigenschaft einer mathematischen Theorie, wenn sie in-
teressante Fragen beantworten kann, die man zuvor hatte (deren Formulierung also nicht das neue Vokabular
benotigt).

4.14.9. Die umgekehrte Implikation in Satz 4.14.7 ist nicht richtig: Ist X ein nicht-leerer, kompakter, tri-
angulierbarer topologischer Raum mit (wohldefinierter) Euler-Charakteristik x(X;k) = 0 fiir alle Korper
k, etwa X = S!,S3,§% ... oder X = S' x S! (Beispiele 4.9.7 und Ausblick 4.9.6), so verschwindet die
Lefschetz-Zahl Ajqy 1 = x(X; k) der Identitét idx (sieche 4.14.4), aber alle Elemente von X sind Fixpunkte.

Auch die Voraussetzung, dass X kompakt ist, ist unverzichtbar: Beispielsweise ist X = R? triangulierbar
(Beispiel 2.2.19.(a)), aber fiir jeden Vektor v € R?\ {0} hat die Translation f = (+v): R? — R?, 2 — x + v,
keinen Fixpunkt, obwohl Ay, = str(H(f)[H(R?; k)) = tr(id|k) = 1 # 0 gilt.

94Dje hier gegebene Version wird in der Literatur manchmal als Fixpunktsatz von Lefschetz bezeichnet (etwa Hatcher,
deutsche Wikipedia), manchmal als eine einfache Version (englische Wikipedia) oder als eine erste Annéherung (Soergel) an
diesen.

95 Nach Proposition 6.10.4 ist dies genau dann der Fall, wenn A g # 0 gilt.
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Beweis. Wir kénnen ohne Einschrinkung”® annehmen, dass X = A(K) gilt, wobei K ein endlicher Simplizi-
alkomplex ist (vgl. 2.2.18).

Wir nehmen an, dass f keinen Fixpunkt hat, und zeigen Ay, = 0, wobei k ein beliebiger Korper ist.
Sei E die endliche Eckenmenge von K. Betrachte RE wie im Beweis von Proposition 2.2.11 als normierten
und dann als metrischen Raum mit Metrix d; dort haben wir gesehen, dass die Inklusion X C RE stetig ist
(nach 2.2.5 tragt X C RE sogar die Teilmengentopologie). Insbesondere ist die Metrik d: X x X — R>q
stetig. Somit ist X — R>¢, x — d(z, f(z)), eine stetige Funktion auf einem Kompaktum und nimmt somit
ihr Minimum a an. Da f keinen Fixpunkt hat, gilt a > 0.

Weil K endlich ist, zeigt Lemma 4.3.13, dass es ein m € N gibt, so dass fiir alle Simplizes p der m-fachen
baryzentrischen Unterteilung K’ := B™KC

diam(A(u)) <

e

gilt; hier identifizieren wir A(K’) = A(K) = X entlang u™: A(K') = A(K) und verwenden die oben
eingefiihrte Metrik d fiir die Definition des Durchmessers. Natiirlich ist auch K’ endlich. Im folgenden iden-
tifizieren wir weiterhin X = A(K') (der Simplizialkomplex K wird nicht weiter benotigt).

Sei nun p: B’ — K’ eine simpliziale Approximation an f: X = A(K') = X = A(K'), fiir ein geeignetes
n € N (sie existiert nach Satz 4.13.8).

Behauptung A: Fiir alle Simplizes ¢ € K’ und alle Simplizes 7 € B"o C B"K’ der n-fachen baryzentri-
schen Unterteilung von o gilt ¢(7) ¢ o.

Sei z € A(7), also Supp(z) = 7. Daraus folgt Supp ((A(p))(x)) = ¢(7) nach Definition von A(yp) in
Lemma 2.3.6, d.h. A(¢)(z) € A(e(7)). Da ¢ eine simpliziale Approximation an f ist, gibt es einen Simplex
p € K" mit (A(p))(z), f(z) € A(p). Insbesondere gilt ¢(7) = Supp ((A(p))(x)) C p, also A(p(T)) C A(w).
Da 7 in der baryzentrischen Unterteilung von o liegt, gilt € A(7)" C A(7) C A(o) (wobei bei der letzten

Inklusion der Homéomorphismus A(B"K’) AN A(K') als Gleichheit aufgefasst wird). Nehmen wir nun

©(7) C o an, so folgt

o z,A(p)(x) € A(o) und es gilt eh
* A(p)(2), f(z) € A(p).

Somit erhalten wir (wegen o, € K')
d(z, f(z)) < d(z, A(p)(x)) + d(A(p) (), f(2)) < diam(A(0)) + diam(A(u) < a

im Widerspruch zur Definition von a. Dies zeigt Behauptung A.

96 Sei v: X =5 A(K) ein Isomorphismus. Setze g := vo f ov~!. Dann ist

X4f>X
v

g9

A(K) —L = A(K)

~

ein kommutatives Diagramm. Nach 4.14.6 gilt Ay = Ay ;. AuBerdem induziert v eine Bijektion zwischen der Menge xXf .=
{z € X | f(z) = «} der Fixpunkte von f und der Menge Y9 der Fixpunkte von g (dies ist eine rein mengentheoretische
Aussage). Somit ist die Aussage Ay #0 = XF # @ squivalent zur Aussage Ay #0 = Y9 # .
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Betrachte das Diagramm (die roten Pfeile sind zunéchst zu ignorieren)

S(X: k) — D g(x k) —Y o S(Xs k)
S(u™) |~ D=4 Il S(u™) |~
S(AB K S AR K SABK):k)
Vpn s s Vpn s
k(Bn“]C/)bel k(e)! picbel V" k(Bn“]C/)bel

S(¢)

S(B"K'; k) —2 > S(K'; k) — -

S(B"K'; k).

Der zweimal auftauchende Isomorphismus S(u™) kommt vom Homdomorphismus u”: A(B"K’) = A(K') aus
Lemma 4.12.5. Die die unteren drei Zeilen verbindenden vertikalen Morphismen sind die Quasi-Isomorphismen
aus Satz 4.8.11 (oder genauer aus Proposition 4.8.5 und Proposition 4.8.8), wobei wir hier Koeffizienten in
k statt in Z verwenden (wofiir diese Resultate analog gelten). Links sind die beiden unteren Quadrate
kommutativ, da ¥ und ® natiirlich sind (siche Aufgabe 4.8.6 und 4.8.10). Das mit X markierte Quadrat
kommutiert im Allgemeinen nicht. Die horizontale Abbildung U™ rechts oben ist die n-fache Iteration des
Unterteilungsoperators U (4.3.3).

Die roten Abbildungen V" sind n-fache Iterationen des ,,kombinatorischen Unterteilungsoperators® V', der
in 4.14.10 erklért werden; dort erkléren wir auch, warum der rechte Teil des obigen Diagramms kommutativ
ist. Vielleicht ist dem Leser zumindest anschaulich klar/plausibel, dass U™ die obere der beiden Abbildungen
V™ eindeutig induziert, so dass das rechte obere Quadrat kommutativ ist. Weiter mag es zumindest plausibel
sein, dass dieses V" das untere V" induziert.

Anwenden des Funktors totale Homologie H(—): Kom(k) — Mod(k) liefert das Diagramm

H(f) H(U™)=id
_—

H(X;k) ————— H(X; k) H(X; k)
H(u") | ~ I H(u™) | ~
H(ABK): k) S LHAGK): k) H(ABK): k)
H(Wgne) | ~ H(Z) |~ (W) | ~
H(k(Br K)oty E O Dy gemery ML gy
H(@ ) | ~ H@) | ~ H(@ ) | ~
H(B K k) — 2 1k k) —Y ) HBrK; k).

Dieses Diagramm, also insbesondere sein Quadrat links oben, ist kommutativ, da f o u™ und A(y) homotop
sind (Proposition 4.13.4) und somit dieselbe Abbildung auf der Homologie induzieren (Homotopie-Invarianz
der singuldren Homologie, Satz 3.3.1). Die Gleichheit H(U™) = id am horizontalen Pfeil rechts oben gilt
nach Lemma 4.3.8. Da alle Vertikalen Pfeile Isomorphismen sind und H(X;k) eine beschriinkte Familie
endlichdimensionaler Vektorrdume ist, sind auch alle anderen Objekte in diesem Diagramm beschréinkte
Familien endlichdimensionaler Vektorrdume. Wir behaupten die Gleichheiten

Agp, = str(H(f)) = str(H(V™) o H(p)) = str(H(V" 0 S(p))) = str(V" o S(¢)).

Die zweite Gleichheit folgt aus Aufgabe 4.10.9.(b), die letzte ist die Hopfsche Spurformel (Lemma 4.10.8)
— diese ist anwendbar, denn S(B"/C; k) ist 7 ein beschrinkter Komplex endlichdimensionaler Vektorriume
nach 2.4.22), da mit K’ auch B"K’ endlich ist. Die anderen Gleichheiten sind offensichtlich.

97im Gegensatz zu k(B"K')Pe!)
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Wir erinnern daran, dass Ay = 0 zu zeigen ist, oder nun édquivalent str (V" o S(gp)) = 0. Wir zeigen nun
genauer sogar, dass fiir jedes ¢ € Z die Spur von

(V™ 0S(p))q: Sq(B"K'; k) — S,(B"K'; k)
verschwindet.
Fixiere wie in 2.4.22 fiir jeden ¢-Simplex 7 € (B"K'), ein (¢ + 1)-Tupel 7 = (10, -..,7q) von Ecken von
B"K' mit 7 = {79, ..., 74}. Dann ist (?)TE(BTL,C)(I eine k-Basis von S, (B"K'),.
Sei 7 € (B"K'), ein ¢-Simplex. Es geniigt zu zeigen, dass der Koeffizient bei 7 in V" (S(gp)(?)) Null ist.
Es gibt einen Simplex ¢ € K’ mit 7 € B"o € B"K’.”® Nach Definition von S(y) in Aufgabe 2.4.27 gilt bei
analoger Wahl einer ,, Uberpfeil-Notation“ fiir ¢-Simplizes in K’

S()(7) = {(:)tﬁ falls (1) € Ky;

sonst.

Was unsere Koeffizientenbestimmung angeht, reicht es also, den Fall (1) € K zu betrachten. Dann ist
V™ (S(p) (7)) = :tvn(QD(T;) eine {£1}-Linearkombination mit Pfeilen versehener ¢-Simplizes von B"p(7) =
(B™¢(7))<,. Wenn dabei +£7 vorkommt, so gilt 7 € B"¢(7) und ¢(7) ist das kleinste aller Elemente x € K’
mit 7 € B"x.”Y Wegen 7 € B"o folgt (7) C o im Widerspruch zu Behauptung A. Dies zeigt wie gewiinscht,
dass der Koeffizient bei 7 verschwindet. O

Ende der 18. Vorlesung am 08.01.2021.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 4.11.5 (Anwendung des simplizialen Fixpunktsatzes)

(2) Aufgabe 4.12.6 (baryzentrische Unterteilung als Funktor; die ux definieren keine Isotransformation
u: AB=AoB= A)

(3) Aufgabe 4.13.3 (finde simpliziale Approximationen)

(4) Aufgabe 4.14.12 (Fixpunktsatz von Lefschetz impliziert den von Brouwer)

4.14.10. Sei K ein Simplizialkomplex. Unser Ziel ist einerseits die Definition eines Morphismus kombina-
torischer Unterteilungsoperator

V = Vi: ZK* — Z(BK)",

von Komplexen abelscher Gruppen; andererseits wollen wir ein kommutatives Diagramm

(4.14.2) S(A(K))
/;(u) ~
S(A(K)) S(A(BK))

‘I)ICL Ppic

S(K) -V = S(BK)

98Das scheint mir klar; im Fall n = 1 mag man sich davon in Beispiel 4.12.2 {iberzeugen: Gilt etwa 7 = (@ C %) =
({a},{a,b}) = {{a},{a,b}}, so kann man ¢ = {a,b} oder o = {a,b,c} nehmen. Gilt etwa 7 = (@ < abc) = ({a}, {a,b,c}) =
{{a},{a,b,c}}, so muss man o = {a, b, c} nehmen. Ein mogliches (und wohl das kleinstmégliche, vgl. niichste Fussnote) o ist
also die Vereinigung tiber die Elemente von 7. Im Fall n > 1 muss man eben n-fach vereinigen...

9Das scheint mir wieder ziemlich klar: Sicherlich gibt es so ein kleinstes Element (Schnitt iiber alle, die die gesuchte
Bedingung erfiillen). Andererseits muss dieses kleinste Element im Fall n = 1 die Vereinigung aller Elemente von 7 enthalten,
vgl. vorige Fussnote; da 7 aus ¢ + 1 Elementen besteht, muss diese Vereinigung ganz ¢(7) sein. Im Fall n > 1 muss man wieder
n-fach vereinigen.
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etablieren (das die Kompatibilitdt von V und dem ,singuéren Unterteilungsoperator® U erklért); der untere
horizontale Morphismus V' ist dabei eindeutig durch den mittleren Morphismus V' induziert. All diese Kon-
struktionen werden natiirlich in K sein. Wir arbeiten hier mit Koeffizienten in Z (alles geht aber genauso
mit Koeffizienten in einem Korper k oder gar einem beliebigen R-Modul M).

Wir folgen im Wesentlichen der Definition 4.3.5 der Unterteilungsoperatoren Uy, jedoch ersetzen wir die
Kategorie Top durch die Kategorie SimpKomp der Simplizialkomplexe. Als Analogen zum Standardsimplex
A, € Top sei A, € SimpKomp der maximale Simplizialkomplex mit Eckenmenge {0,1,...,¢}. Ist K ein
Simplizialkomplex, so gilt

SimpKomp(Ay, K) = ICEel
und somit
Z SimpKomp(A4, K) = ZIC};CI
(vgl. S¢X = ZTop(Ay, X) in Definition 3.1.4) oder als Gleichheit von Funktoren
Z(—)E’el = Z SimpKomp(A4, —): SimpKomp — Ab.

Wir kénnen somit (den Beweis von) Lemma 4.3.3 anpassen (ersetze etwa Top und A, in Diagramm (4.3.1)
durch SimpKomp und A,) und erhalten: Fiir alle ¢ € N und alle Funktoren G: SimpKomp — Ab = Mod(Z)
(alias Objekte G € AbS™PEOmP) st die Abbildung
SimpKom be ~
(4.14.3) ApSmpRomp(7,(_bel () = G(Ay),
T+ 7a,(da,) = 7(ida,),

eine Bijektion.
Wir passen nun Definition 4.3.5 an und definieren natiirliche Transformationen

Vg Z(—)Z’el = Z(B—)Selz SimpKomp — Ab

fiir alle ¢ € Z und nennen diese (kombinatorische baryzentrische) Unterteilungsoperatoren. Fiir
g < 0 setze V, := 0 (einzige Moglichkeit). Um die Transformationen V, fiir ¢ > 0 zu definieren, geniigt es
nach der , Yoneda-Bijektion* (4.14.3), die Werte (Vy)a,(ida,) € Z(Bay)p® aufidy, = (0,1,...,q) € Z(A)p*
vorzugeben. Wir definieren V durch!'®’
(Vo) ao (ida) = (V0) 4o ((0)) := ({0}) € Z(Bao)g"
Induktiv definieren wir V, durch
=32 (=1 (0,0017,0,q) EZ(Ag) 5%

(4.14.4) (Vo)a, (ida,) = Pq_l( (Va=1)a, ( d(ida,) ) ) € Z(Bag);,

=S (1) BB (Vam1)ay_y (ida,_,)) €L(BAG)E,

wobei der , kombinatorische Prismenoperator P,_; wie folgt durch , Vornedranschreiben der (den Schwer-
punkt représentierenden) Ecke {0,1,...,¢q} von BA,“ definiert ist:

Py1: Z(BAg)o®y — Z(Bag)o®,

(SOa ) Sq—l) = ({0? la ) Q}a 50, Sq—l)'

100pas sieht seltsam aus, aber meiner Meinung nach hat Ag = ({0}, {{0}}) als baryzentrische Unterteilung BAo =
({{0}},{{{0}}}). Konkret bedeutet diese Definition, dass Vp auf einem Simplizialkomplex K = (E,K) ausgewertet die Ab-
bildung
(Vo)x = Z(K)§* — Z(BK)g®,
(e) = ({e}),
ist.
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Zum besseren Versténdnis einige Beispiele, vgl. auch Abbildung 3 (wo “T“ kombinatorisch als {a,c} zu
lesen ist etc.) und 4.3.6. Der Unterteilungsoperator V; wurde bereits in der Fuinote erldutert. Der Untertei-
lungsoperator V; ist durch

(4.14.5) (Vi)k: ZKY — Z(BK)b,
(a,0) = ({a,0},{b}) — ({a, b}, {a}),
gegeben, V; ist wie folgt gegeben.
(4.14.6) (Vo) : ZKE® — Z(BK)5e!,
(a,b,¢) = ({a,b,¢}, {b, ¢}, {c}) — ({a, b, ¢}, {b, ¢}, {b})
— ({a,b,¢},{a, ¢}, {c}) + ({a,b, ¢}, {a, ¢}, {a})
+ ({a,b, ¢}, {a, b}, {b}) — ({a, b, ¢}, {a, b}, {a}).

Der allgemeine Unterteilungsoperator V; bildet ein Z-Basiselement s = (so,...,s4) € /C';el wie folgt ab (die
Zwichenschritte gehoren eigentlich nicht dazu):
(4.14.7) $=(50,-,89) > () = _(=1)"(50,- -, 85,59

= Vao1(0(5)) = D (=1)"Va1(s0, -+, i+, 8g)
— V,(s) = (s,vq,l(a(s») - Z(—ni(s, Vo1 (S0s- s Biens sq>),

wobei bei der letzten Abbildung unsere ad hoc Notation andeuten soll, dass das Element S := {sq,...,s4}
an jeden Summanden von V,_1(9(s)) vorne drangeschrieben wird — dies ist sozusagen der Prismenoperator
zu S, der aber von s abhéngt (formal verwendet das die Umkehrabbildung von (4.14.3)).

Als néchster Schritt wire eigentlich das Analogon zu Lemma 4.3.7 zu zeigen, dass also die (V) mit den
Differentialen kommutieren und somit einen Morphismus von Komplexen Vi definieren'®!. Wir zeigen dies
spéater indirekt.

Als Einschub, den wir gleich benétigen, erklire ich ein Analogon von (4.14.7) fiir den ,,geometrischen
Unterteilungsoperator” U, auf gewissen singuléren Simplizes. Wir nehmen dazu an, dass X ein topologischer
Raum ist, der in einem reellen Vektorraum V als Teilmenge enthalten ist. Seien vy,...,v, € X Punkte, so
dass die in (3.3.1) definierte Abbildung

V= (vo,...,0q): Dy =V

~

in X landet und als Abbildung nach X stetig ist und somit einen ¢-Simplex

v = (v, %) €S¢X
definiert. Dann gilt die Formel
(4.14.8) Ug() = Uyl v)) = (g (0 + -+ 00 Uaa (00
wobei die Notation rechts das , Davorschreiben von qjll(vo + .-+ + vg) samt Unterschlangeln“ andeuten
soll: Das Element U,_1(d(v)) ist eine Z-Linearkombination von singuldren (¢ — 1)-Simplizes der Form
W, und jeder solche ist durch (#(vo + -+ vg),Wo, ..., We—1) ZU ersetzen.

Man beweist die Formel (4.14.8) per Induktion tiber ¢ (mit Hilfe der induktiven Definition der U, und der
Umkehrabbildung der in Lemma 4.3.3 beschriebenen Bijektion) und beweist dabei simultan mit, dass alle
U, singuldre Simplizes der Form (wy, ..., w,) auf Z-Linearkombinationen ebensolcher abbilden. Dies ist das

Ende des Einschubs.

101pas sollte analog gehen, sobald man ein Analogon von (3.1.11) fiir den kombinatorischen Prismenoperator gezeigt hat.
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Um das kommutative Diagramm (4.14.2) zu etablieren, kiimmern wir uns zuerst um seine g-te Kompo-
nente. Wir wollen also zeigen, dass der obere Teil des folgenden Diagramms

(4.14.9) S,(A(K))
U‘I
%1(“) ~
Sq(A(K)) Sq(A(BK))
Wi Vi

v, o
ZKPe! Z(BK)be!

fI’/ci P
|

S,(KC) " = S,(BK)

kommutativ ist und dass der horizontale Pfeil V, den unteren horizontalen Pfeil (automatisch eindeutig)
induziert. Zuerst kiilmmern wir uns um Kommutativitdt des oberen Teildiagramms und zeigen diese per
Induktion iiber ¢. Fiir ¢ < 0 ist dies trivial, fiir ¢ = 0 folgt es direkt aus den Definitionen. Sei nun ¢ > 0.
Betrachte das Diagramm

Wir wollen zeigen, dass das ,duflere Rechteck® kommutativ ist. Per Induktion ist das ,jinnere Rechteck*
kommutativ. Auflerdem ist das linke Quadrat nach 4.8.10 kommutativ. Fiir beliebiges s = (so, ..., S4) € IC}I’QI
berechnen wir einerseits

(04 + 50 Us-1(9.5) )

(qi 50+ 50). 81 (1) (@B,C(Vql(a(s))))>

und andererseits

(4.14.7)

Sy (P (6) 27 8,00 (B (o050, Via 006))
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Da das (von s abhéngige) Diagramm

(B leotts0).-)

Sq-1(A(K))
Sg—1(u) |~ Sq(u
( )T fsovensalre) a )T
Sq—1(A(BK)) J(A(BK))
Y
{S 7"'75(1}7_
(BK)bel ( © ) BIC bel

offensichtlich kommutativ ist, folgt aus den beiden obigen Rechnungen

Ua(Wic(s) = Sy(w) (Wpr(Vy(s)) ).

Dies zeigt, dass der obere Teil des Diagramms (4.14.9) kommutativ ist. Da in diesem Teildiagramm alle
Abbildungen bis auf V; mit den Differentialen vertraglich sind und die vertikalen Abbildungen injektiv sind,
sind auch die Abblldungen V, mit den Differentialen vertréglich. Also definieren die (V;)4ez in der Tat einen
Morphismus von Komplexen (dies ist der oben angedeutete indirekte Beweis fiir das Analogon zu Lem-
ma 4.3.7). (Wir haben im Grunde verwendet: Schrinkt ein Morphismus von Komplexen komponentenweise
zu Unterkomplexen ein, so bilden diese komponentenweisen Einschrankungen einen Morphismus zwischen
den Unterkomplexen.)

Damit ist der obere Teil des Diagramms (4.14.2) als kommutatives Diagramm etabliert. Um seinen unteren
Teil zu etablieren (also die eindeutige Existenz des gestrichelten Morphismus V' zu zeigen), geniigt es zu zeigen
(da die Vertikale ®x komponentenweise surjektiv ist), den unteren Teil des Diagramms (4.14.9) zu etablieren,
das wir hier noch einmal wiedergeben:

v
ZKh — = Z(BK)b!

‘I’Ki ‘I’Bni
vV,

S¢(K) "> 84(BK)

Nur die Existenz des gestrichelten V, bleibt also zu zeigen (die Eindeutigkeit ist klar wegen der Surjektivitét
von ®x). Dafiir ist zu zeigen, dass die Verkniipfung ®gx o V; auf dem Kern von ®x verschwindet.

Sei U C Z3"® der Kern von ZKj"® — S K, also der ,Nenner” in (2.4.7). Es gilt K" C ICEel. Sei
ngiCht inj. — ICE’E1 \ Ki"¢ das entsprechende Komplement. Aus der Definition von ®x in Proposition 4.8.5
folgen die Kommutativitit des Diagramms

Zlczng - Z’C};el — Z’C;ng &) Z]CEiCht inj.
i A
S,k

und die Gleichheit
ker(®x) = U @ ZKyH ™,

Es reicht also zu zeigen, dass ®px o V, verschwindet einerseits auf allen Elementen von Kfl‘iCht nj- ynd
andererseits auf allen Elementen der Form

(50,...,Si,SH_l,...,Sq)—|—(SQ,...7Si+1,SIL‘,...,Sq)

(nur i-ter und j-ter Eintrag vertauscht) fiir (so,...,s,) € K3"*® und alle i = 0,...,¢ — 1 (denn die Transpo-
sitionen benachbarter Elemente erzeugen die symmetrische Gruppe).
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Sei s = (s, ... ,5¢) € K2M* M- Dann existiert eine simpliziale Abbildung ¢: A,—1 — K und eine Element
t € (Ag—1)p®, das unter

bel
pel 1 ZKP!
auf s abgebildet wird. Da V; und @ natiirlich in Simplizialkomplexen sind, haben wir ein kommutatives
Diagramm

ol Z(¥)
Z(‘q—l)b !

bel _Va bel _ TB(g-1)
Z(Aqfl)q HZ(B(Aqfl))q Sq(B(Aqfl))
lZ(w)};el iz(&ﬁ)sel lsq(B%@)
zZKb — s 7(BK)be fex S,(BK).

Da B(4A,—1) keine ¢g-Simplizes hat, gilt S,(B(A4—1)) = 0. Somit verschwindet das Bild von s unter der unteren
horizontalen Verkniipfung.
Nun betrachten wir Elemente der Form

(4.14.10) (80, -+ 86y Sidtly s Sq) + (80, e 3 Sid 15 Siy s Sq)

fir (sg,...,8q) € K58 und ¢ = 0,...,q — 1. Wir behaupten, dass ein solches Element bereits unter V; auf
Null geht, und zeigen dies per Induktion iiber g. Fiir ¢ < 0 ist nichts zu zeigen. (Der Leser mag die Fille
¢ = 1,2 mit Hilfe von (4.14.5) und (4.14.6) tiberpriifen.) Gelte ¢ > 1. Nach der Beschreibung (4.14.7) von V
wird das obige Element (4.14.10) zunéichst unter 9 auf

Z (—1)j<(so,...,@,...,si7si+1,...,sq)—|—(807...,@,...752-“,31-,...,8(1))

§=0,...i—1

+ Z (_1)j((80a"'a3i78i+17"'7‘§\j7"'7sq)+(807"'7Si+1,s’ia"'a‘§\j7"'a5l1))
J=i+2,...,q

+ (—1)1‘(807 ey 8y Siddy s Sq) + (—1)i+1(80, ey 85y 8ty s Sq)

+ (—1)%807 ey 8ia1, Siy e s Sq) + (—1)i+1(80, ey 8id1y Siye s Sq)

abgebildet. Die letzten vier Summanden heben sich auf. Jeder der in den beiden oberen Summen vorkom-
mende Summanden geht per Induktion unter V,_; auf Null. Also geht das Element (4.14.10) unter V, auf
Null. Dies zeigt unsere Behauptung.

Dies zeigt die Existenz der gestrichelten Abbildung V, in (4.14.9). Insgesamt zeigt dies alle am Anfang
dieses Abschnitt getroffenen Behauptungen iiber den Unterteilungsoperator V = (V,),.

Korollar 4.14.11. Sei f: X — X eine stetige Selbstabbildung eines kompakten, triangulierbaren wegzusam-
menhdngenden'? topologischer Raums X . Gibt es einen Korper k mit H,(X;k) =0 fiir alle ¢ > 0, so hat f
einen Fixpunkt.

Beweis. Nach 4.9.3 ist Ho(X; k) endlichdimensional und nach Annahme gilt Ay = tr(Ho(f)[Ho(X;k)). Da

X wegzusammenhéngend ist, gilt Ho(X; k) — kmo(X) 2 k nach Lemma 3.1.24 (fiir k statt Z). Der dortige
Isomorphismus (3.1.7) ist natiirlich in X (aber damals stand diese Terminologie noch nicht zur Verfiigung),
weshalb Ho(f) = id und daraus Ay = 1 folgen. Der Fixpunktsatz von Lefschetz 4.14.7 liefert die Existenz
eines Fixpunkts. O

Aufgabe 4.14.12. Der Brouwersche Fixpunktsatz 4.5.8 folgt aus dem Lefschetzschen Fixpunktsatz 4.14.7.
Aufgabe 4.14.13. Jede stetige Selbstabbildung der reell projektiven Ebene P2R hat einen Fixpunkt.

1021gt, x triangulierbar, so stimmt die Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X mit der Menge der Zusammen-
hangskomponenten iiberein. Insbesondere ist X genau dann wegzusammenhingend, wenn es zusammenhéngend ist. Dies folgt
aus [ , Lemma 2.6.17], denn wir kénnen ohne Einschrinkung X = A(K) annehmen. Dann ist fiir jedes z € X = A(K)
der offene Stern St(Supp(zx)) eine offene Umgebung von z in X (siche 4.13.6), die wegzusammenhingend ist: Fiir jedes
y € St(Supp(z)) = I_l-reIC:Supp(z)C-r A7) ist t — tz + (1 — t)y ein (stetiger) Weg von y nach z in A(Supp(y)) und dann
auch in A(K) = X.
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Aufgabe 4.14.14. Sei f: X — X eine stetige Selbstabbildung eines kompakten, triangulierbaren topologi-
scher Raums X.

(a) Ist f zu einer konstanten Selbstabbildung homotop, so hat f einen Fixpunkt.

(b) Ist f zu idx homotop und gilt x(X) # 0, so hat f einen Fixpunkt.

Aufgabe 4.14.15. Sei M eine kompakte glatte Mannigfaltigkeit (wie in der Differentialgeometrie defi-
niert). Sei V ein glattes (Tangential-)Vektorfeld auf M. Ein Satz der Differentialgeometrie bzw. der Theorie
gewohnlicher Differentialgleichungen (siehe | , Satz von Picard-Lindelsf]) besagt, dass es ein € > 0 und
eine differenzierbare Abbildung
F:Mx(—ee) > M
mit den folgenden Eigenschaften gibt (man kann sogar € = 400 annehmen):
o F(-,0) =idy;
o fiir jedes m € M ist die Kurve v, := F(m,-): (—&,e) — M differenzierbar und erfiillt (v,,)'(s) =
V(vm(9)) fiir alle s € (—¢,¢); insbesondere gilt (v,,)"(0) = V(m).
Uberdies gilt: Hat V keine Nullstelle, so gibt es ein § > 0 mit F(m,t) # m fiir allem € M und t € (—6,6)\{0}.
(a) Gibt es ein Vektorfeld V' ohne Nullstelle auf M und ist M triangulierbar, so gilt x(M; k) = 0 fiir alle
Korper k.
Bemerkung: Dies liefert insbesondere Korollar 4.15.15 (vgl. 4.15.14).
(b) Welche kompakten Flichen besitzen ein nirgends verschwindendes Vektorfeld? (Man darf annehmen,
dass all diese Flichen triangulierbar sind.)

4.15. Abbildungsgrad fiir Selbstabbildungen von Sphiren samt Anwendungen.

Definition 4.15.1. Sei n > 1. Sei f: S® — S™ eine stetige Abbildung. Thr Abbildungsgrad ist die
eindeutige ganze Zahl
deg(f) € Z,

mit

deg(f). = Hn(f): Hn(S") — Hn(S").
Diese Definition ist sinnvoll, denn nach Satz 4.5.1 ist H,,(S®) & Z eine freie abelsche Gruppe vom Rang
Eins und jeder Gruppenendomorphismus einer solchen abelschen Gruppe ist durch Multiplikation mit einer
eindeutigen ganzen Zahl gegeben.

Lemma 4.15.2 (Eigenschaften des Abbildunggrades). Sein > 1.
(a) Die Abbildung
(4.15.1) deg: Top(S",S"™) — (Z,-)
ist ein Monoidmorphismus:
o deg(idgn) = 1;
o SindS* % s stetig, so gilt deg(f o g) = deg(f) - deg(g).
(b) Hat eine stetige Abbildung f: S™ — S™ eine stetige Ausdehnung D" — S™, so gilt deg(f) = 0.

g
(¢) Homotopie-Invarianz: Sind zwei stetige Abbildungen S™ = S™ homotop, so gilt deg(f) = deg(g).
f
Der Monoidmorphismus (4.15.1) induziert somit einen Monoidmorphismus deg: hTop(S™,S™) —

Z, [f] > deg(f)-

Beweis. Dies folgt aus der Funktorialitit und der Homotopie-Invarianz von H,: Top — Mod(Z) unter
Verwendung von H,,(D"!) = 0. O

Ausblick 4.15.3. Der | , Satz von Hopf] von Hopf besagt insbesondere, dass der Abbildungsgrad eine
Bijektion
deg: hTop(S™,S") = Z

g
induziert. Wer mag, kann sich die Surjektivitét iiberlegen. Insbesondere sind zwei stetige S™ = S™ genau

dann homotop, wenn deg(f) = deg(g) gilt (vgl. Lemma 4.15.2.(c)).
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4.15.4. Ist f: S" — S™ ein Hom6omorphismus, so ist deg(f) € Z* = {£1} eine Einheit von Z (nach
Lemma 4.15.2.(a)).

Satz 4.15.5. Sein > 1. Betrachte die Antipodenabbildung a und die Spiegelung s an der Hyperebene R™ x0 C

R
a=agn:S" — S, s =sgn:S" = S",
T -, (1, oy Ty Tg1) > (T, oy Ty —Tpg1)-
Dann gelten
deg(agn) = (—1)"™1, deg(sgn) = —1.

4.15.6. Da a und s Involutionen sind, d.h. a® = ids» = s erfiillen, gilt sicherlich deg(a), deg(s) € {&1}.

4.15.7. Aus deg(s) = —1 folgt sofort deg(a) = (—1)"*! (siche Aufgabe 4.15.8); wir beweisen trotzdem beide
Aussagen simultan.

Beweis. (per Mayer-Vietoris)'%* In gewisser Weise ist dies eine Fortsetzung des Beweises von Satz 4.5.1. Wie
dort betrachten wir die offene Uberdeckung von S™ durch U = S™\ {e, 11} und V =S"\ {—e,41}.

Sei f: S™ — S™ eine stetige (nicht notwendig bijektive) Selbstabbildung mit f(U) C V und f(V) C U.
(Sowohl a als auch s haben diese Eigenschaft.) Die Funktorialitit der Mayer-Vietoris-Sequenz 4.4.1 liefert
ein kommutatives Diagramm

(4.15.2)
(H.G0) ~1.Gv)) ()
n(Ju) —HaQv é Hy (@
H,(U) ® H, (V) H,(S") —% H,_,(UNV) s Hy 1 (U) @ H,o 1 (V)
(H"o( D Hf(f)) J, J,H”(f ) lH“(f ) (HyGv) i (H"’ol(f) Hn_01(f))
(Hn(jV) _Hn(jU)) Sv,u (Hp(iu)>
H, (V) ® H, (V) H,(S") —% H, ,(VNU) ——"2 5 H, (V) @& H,_1(U)

dessen erste Zeile die Mayer-Vietoris-Sequenz zu U,V ist und dessen zweite die zu V,U ist. Hier ist zu
beachten, dass sich die beiden Randabbildungen unserer Mayer-Vietoris-Sequenzen um ein Vorzeichen un-
terscheiden, in Formeln 6y = —dy,7, wie man dem Beweis von Satz 4.4.1 und der Definition des Verbin-
dungsmorphismus in Satz B.3.4 entnimmt.

Wir nehmen nun zusétzlich an, dass das Deformationsretrakt S"~! = S"=! x {0} < U NV unter f
invariant ist, also f(S"~!) C S"7! gilt (wie das fiir Antipodenabbildung @ und Spiegelung s gilt). Damit
kénnen wir im obigen Diagramm U NV =V N U durch S"~! ersetzen (dabei werden iy und 4y durch ihre
Restriktionen auf S*~! ersetzt; ebenso werden 0y,v und dy,y durch ihre Verkniipfungen mit den von der
Inklusion S"~! < U NV induzierten Isomorphismen ersetzt).

Fiir n > 2 verschwinden die vier dufleren Terme unseres Diagramms und unser Diagramm schrumpft zu
einem kommutativen Quadrat

)
H,(S") +> Hn—l(Snil)

Hn(f)—deg(f)l \LHn1(.f|§n—1)_deg(f§n—1)

H,(87) 0 i, ()

~

1031y [ ]| werden drei Beweise fiir den Grad der Antipodenabbildung gegeben:

e Theorem 21.3 in loc. cit. simplizial per Spiegelung s.

e Theorem 22.6 per Lefschetzschem Fixpunktsatz 4.14.7 (eigentlich reicht der simpliziale Fixpunktsatz 4.11.2.(b)).

e Corollary 31.9. Davor wird in Theorem 31.8 der Grad der Spiegelung s ausgerechnet. Der Beweis dort ist wohl im
wesentlichen der hier gegebene Beweis (den ich unabhingig gefunden habe). Jedoch spiegelt Munkres in der ersten
Koordinate, was dann wirklich einen Induktionsbeweis fiir s ergibt. Spiegelt man in der letzten Koordinate, so kommt
man fiir s ohne Induktion aus.
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mit horizontalen Isomorphismen. Da die Vertikalen wie angedeutet durch Multiplikation mit dem jeweiligen
Grad gegeben sind und die Horizontalen sich um ein Vorzeichen unterscheiden und Isomorphismen sind, folgt

deg(f) = —deg(flsn-1))-

Konkret fiir f = a baw. f = s ergeben sich

deg(agn) = — deg(agn|gn-1) = — deg(agn-1), deg(ssn) = — deg(ssn|gn-1) = — deg(idgn-1) = —1.
104

Es bleibt der Fall n = 1 zu betrachten (per Induktion im Fall f = a; im Fall f = s fehlt nur noch dieser
Fall). Dann stehen in beiden Zeilen des Diagramms (4.15.2) links Nullen und die Verbindungsmorphismen
Su.v und dy,y = —dy,y sind injektiv mit Bild Z([-1] — [+1]) C Z[-1] & Z[1] = Ho(S") = Ho({£1}) (siehe
Beweis von Satz 4.5.1). Wir erhalten das kommutative Quadrat

du,v

[
Hi(S) —— 2= 2((—1] - [+1]) € Ho(s")
Hl(f)—deg(f)l lHo(flgO)

Sv,u=—9Idu,v

H,(S') ~ Z([-1] = [+1]) < Hy(s").
\—/
dv,u=—du,v

Der rechte vertikale Pfeil ist

e im Fall f = s die Identitdt und es folgt deg(s) = —1;
e im Fall f = a die Vertauschung von [+1] und [—1] und induziert somit auf der angegebenen Unter-

gruppe die Abbildung —id; es folgt deg(a) = 1 = (—1)**1. O
Aufgabe 4.15.8. Seien s und a wie in Satz 4.15.5 Spiegelung bzw. Antipodenabbildung. Nimm an, dass
deg(s) = —1 bekannt ist. Folgere deg(a) = (—1)"*!, ohne den zitierten Satz zu verwenden.

4.15.1

4.15.9. Auf Seite 94 beginnend erkldre ich, wie man Satz 4.15.5 mit dem Lefschetzschem bzw. dem sim-
plizialem Fixpunktsatz beweisen kann. Dazu benétigt man jedoch die Aussage von Lemma 4.15.11, die sich
spéter als einfache Folgerung aus dem universellen Koeffiziententheorem der Homologie 6.10.1 herausstellen
wird. Wir bereiten nun den Beweis dieses Lemmas vor.

4.15.10 (Singulire Homologie als Bifunktor). Wir benétigen eine Art Nachtrag fiir den Beweis von Lem-
ma 4.15.11. Sei ein Ring R fixiert (etwa R = Z). Sei X ein topologischer Raum. Ist M — N ein R-
Modulmorphismus, so sind die R-Modulmorphismen

Sq(X5¢): Sq(X; M) = M Top(Ag, X) = @ M — Sq(X;N) = N Top(Ag, X) = @ N,
oc€Top(Ag,X) oc€Top(Ag,X)
S mer (e X o= (o) cna,
oc€Top(Ag,X) oc€Top(Ag,X)

fiir ¢ € Z, mit den Differentialen vertréglich und definieren einen Morphismus

(X50)

S(x: M) 29 g x; N)

104WWer nun noch deg(s|g1) = —1 berechnet, etwa mit dem Satz von Hurewicz 3.4.2 oder iiber simpliziale Homologie, ist
nach 4.15.7 fertig.
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von Komplexen. Ist iiberdies f: X — Y eine stetige Abbildung, so ist das Diagramm (seine Vertikalen sind
analog zu Lemma 3.2.2 definiert, mit Z durch M bzw. N ersetzt)

S(X;
(4.15.3) S(X; M) — X g(x, )
S(f;
smzvnl (i) lswv)
S(Y;
S(v: M) —9 gy )

in Kom(R) (ohne den roten Pfeil) kommutativ. Sei der rote Pfeil S(f; ) die eindeutige Abbildung, so dass
das Diagramm kommutativ bleibt. Wir erhalten so offensichtlich einen Funktor

S =S(—;?7): Top x Mod(R) — Kom(R).
195 Verkniipfen mit H,: Kom(R) — Mod(R) liefert den Funktor
H,=H,(—;?) =H,0S(—;?): Top x Mod(R) — Mod(R).

Lemma 4.15.11. Sei n > 1. Ist k ein Korper, so gilt fir jede stetige Selbstabbildung f: S™ — S™ der
n-Sphire'’°
H, (f) = Ho(f; k) = deg(f)-: Hn(S"; k) — Hn(S"; k).
Allgemeiner gilt H,(f) = deg(f)-: H,(S™; M) — H,,(S™; M) fiir jeden Modul M iiber jedem Ring R.

Beweis. Diese Aussage wird trivial, wenn man die kurze exakte Sequenz aus dem universellen Koeffizien-
tentheorem der Homologie, Satz 6.10.1, verwendet (wobei hier eh das Torsionsprodukt verschwindet), denn
diese ist natiirlich in X € Top. Wir erkliren das in dieser FuBinote!?”. Es folgt ein Ad-hoc-Beweis.

Wir verwenden 4.15.10 mit R = Z und fassen k als abelsche Gruppe auf (was nach B.1.15 fiir die Behaup-
tung des Lemmas keinen Unterschied macht'’®).

105pje Abbildungen S(f; M),S(f;N),S(X;¢),S(Y;¢) 1im obigen Diagramm kann man nun alternativ als
S(f7 ldM)v S(f7 1dN)9 S(ldX7 ‘P)v S(ldYa 90) notieren.
10615t v/ ein k-Vektorraum und n € Z, so bezeichnet n-: V — V (ist n. bessere Notation?) dquivalent

e Skalarmultiplikation mit dem Bild von n in k unter dem eindeutigen Ringmorphismus Z — k oder
e die Abbildung, die v auf v + - - - + v (n Summanden) abbildet (zumindest fiir n > 0; sonst —n Summanden —v).

Die zweite Interpretation ist ,besser®, da sie analog fiir jeden R-Modul M funktioniert.
107 wir behaupten, dass die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus

Hnp(S™) ®z k — Hp(S™; k)

ist. Im Fall n = 1 ist dies der Isomorphismus (6.10.1) aus 6.10.3. Im Fall n > 2 folgt dies aus Satz 6.10.1 wegen H,,_1(S™) =0
(auch der Fall n =1 folgt daraus, wie in 6.10.3 erkléirt).
Da die kurze exakte Sequenz in Satz 6.10.1 natiirlich in X € Top ist, erhalten wir ein kommutatives Diagramm

H,(S"?) ® k ——= H,(S™; k)
Hn(f)®idk—(deg(f)»)®idk—deg(f)-l lﬂnmk)
Hp(S") ® k ——= H,,(S™; k)

Dies zeigt das Lemma.
108Genauer fiir diejenigen, die es ganz genau wissen wollen): Wir behaupten, dass das Diagramm

S

H
Top x Mod(k) Kom (k) ——> Mod(k)

| .

H
Top x Mod(Z) —>—> Kom(Z) —~> Mod(Z)

mit Vertikalen induziert von ,Nimm unterliegende abelsche Gruppe® res: Mod(k) — Mod(Z) kommutativ ist. Fiir das rechte
Quadrat folgt dies aus B.1.15. Fiir das linke Quadrat folgt das im Wesentlichen aus der trivialen Gleichheit

res( @ M) = @ res(M)
o€Top(Ag,M) o€Top(Ag,M)

fiir alle X € Top und M € Mod(k).
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Zuerst ersetzen wir f wie folgt durch eine Selbstabbildung von A, 1: Sei p: A, ;1 — S™ ein beliebiger
Homdoomorphismus und definiere g durch Kommutativitidt des Quadrats

Oy —>S"

gl lf
Oy —>S"

oder algebraisch durch g = p~! o f o p. Anwenden des Funktors H, (—; k) zeigt, dass es geniigt, H,(g; k) =
deg(f)- zu zeigen. Anwenden des Funktors H,, = H,,(—;Z) zeigt H,(g;Z) = deg(f)-. Damit der Rest des
Beweises leichter lesbar ist, schreiben wir S™ := 0A,11.

Korollar 4.7.7 liefert den Isomorphismus

az: Z = H,(S8") = H,(S™;Z),
n+1
2 = afdida, ] = [:c Z(—wk;”l],
i=0
wobei wir Z mitdefinieren. Das analoge Resultat (samt Beweis) mit Z ersetzt durch k gilt und zeigt, dass

ag: k= H,(S"; k),
n+1
© = T = 2]dida,,,] = [20ida, ] = [0(zida, )] = [g; Z(—l)i’“?“]
i=0
ein Isomorphismus ist, wobei wir wiederum Z mitdefinieren.'?’
Fiir jedes a € k betrachten wir den eindeutigen Gruppenmorphismus ¢, : Z — k mit 1 — a. Das kommu-
tative Quadrat (4.15.3) spezialisiert zum kommutativen Diagramm

« H,(S™;0a ag
7" H, (") = Ho(S"7Z) — ) g gm ) <2,
Hn(g)—Hn(g;Z)—deg(f)-l lHn(g;k)
H,(S™;0a
H, (S 2) — ), (57 k),

wobei wir auch die soeben erklidrten Isomorphismen eingezeichnet haben und die obige Erkenntnis H,,(g) =
deg(f)-. Verfolgt man die Eins 1 € Z durch das obige Diagramm, so wird sie wie folgt abgebildet:

T

deg(f)1 —— deg(f)a = H,(g; k)(a)

1+

Lassen wir a € k variieren, so durchléuft @ alle Elemente von H, (S™; k), so dass die Gleichheit rechts unten
die gewiinschte Behauptung deg(f) = H,(g; k) zeigt.
(Der Beweis fiir M statt k geht analog.) O

B
Will man nun zeigen, dass zwei Abbildungen V' == W in Mod(k) gleich sind (in unserem Fall H,, (f) und deg(f)-), so geniigt
[e3
es zu zeigen, dass sie in Mod(Z) gleich werden (mit anderen Worten verwenden wir, dass der Funktor Mod (k) — Mod(Z) treu
ist).
109pas analoge Resultat gilt auch fiir jeden R-Modul M, jedoch muss man bei der Formulierung etwas aufpassen: Der
tautologische Simplex ida, , ist kein Element von Sp41(An41; M) (denn in M ,gibt gibt es kein Einselement). Fiir jedes
m € M ist aber mida,,, ein Element von Sp41(Ap41; M) mit Rand in S, (S™; M). Das analoge Resultat ist, dass
M =5 H, (S5 k),
m > [B(midAn+1 )]
ein Isomorphismus ist.
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Zweiter Beweis von Satz /.15.5 (deg(agn) = (—1)"*1 wird sogar auf zwei Arten bewiesen). Offensichtlich ist
S™ kompakt und triangulierbar (vgl. die weiter unten beschriebene Triangulierung). Da a: S™ — S™ keinen
Fixpunkt hat, muss

Af7@ == 0

nach dem Lefschetzschem Fixpunktsatz 4.14.7 gelten. Da andererseits wegen Lemma 4.15.11 (und unserem
Wissen, dass H(S™; k) nur in den beiden Graden 0 und n lebt und dort zu Q isomorph ist und Hy(a) die
Identitét ist)

(415.4) Nog = tr(Ho(a) Ho(S"; @) + (~1)"tr(Ho(a)|H,(5%: @)
— 1+ (~1)" deg(a)

gilt, folgt deg(a) = (—1)*1.110

Statt dem Lefschetzschen Fixpunktsatz geniigt eigentlich der simpliziale Fixpunktsatz 4.11.2: Die Kreis-
linie S hat eine offensichtliche Triangulierung in 4 Viertelkreise alias (anschauliche) 1-Simplizes. Analog hat
die Kugeloberfliche S? C R? eine offensichtliche Triangulierung in acht ,,Dreiecke® alias Achtelkugeln alias
(anschauliche) 2-Simplizes. Analog hat S™ eine Triangulierung in 2"*! (anschauliche) n-Simplizes. Wenn
wir S" stereographisch mit der Oberfliche der konvexen Hiille der Vektoren +eq, +eq,...,+e, 1 identifi-
zieren, so liefert jede Vorzeichenwahl e = (g(1),...,e(n + 1)) € {£1}"*! einen n-Simplex mit den Ecken
e(1)ey,...,e(n+1)e,41. Damit ist die Triangulierung hoffentlich anschaulich klar. Der zugehérige Simplizi-
alkomplex hat als Eckenmenge

E = {+tey,..., ey}

und seine Simplexmenge K besteht aus allen nichtleeren Teilmengen von
Kn={{eWey,...,e(n+ ey} | e € {£1}"1

Wer genau zeigen will, dass es sich um eine Triangulierung handelt, verwende Proposition 2.2.8 und Aufga-
be 2.2.10.

Die (involutive) Abbildung «: E — E, x — —x, definiert eine (involutive) simpliziale Abbildung a: I —
KC, deren geometrische Realisierung A(a): A(K) — A(K) via unserer ,stereographischen Triangulierung®
A(K) = S™ der Antipodenabbildung entspricht. Wir diirfen den simplizialen Fixpunktsatz 4.11.2 (Aussage (b)
oder (a)) anwenden, denn « fixiert iiberhaupt kein Element von K. Es folgt die erste der Gleichungen

0 = str(H(e)) = str(H(A(a)) = str(H(a)) = Aq k.

Die zweite folgt aus der Natiirlichkeit der Vergleichsisomorphismen aus Satz 4.8.11, die dritte dann aus der
obigen Identifizierung von A(a) und a, und die letzte ist die Definition der Lefschetz-Zahl, wobei k ein
beliebiger Korper ist (implizit ist dieser in allen obigen Super-Spuren verwendet).

Dies zeigt Aq . = 0 (ohne den Lefschetzschen Fixpunktsatz), so dass wir nun wie oben mit Lemma 4.15.11
und (4.15.4) deg(a) = (—1)"*! erhalten.

Dieselbe Beweisstrategie funktioniert auch fiir die Spiegelung s: S — S™. Diese wird simplizial durch die
Abbildung ¢: E — FE beschrieben, die alle teq, ..., te, fixiert und e,4+1 mit —e,41 vertauscht. Nur die

110BeaLchte, dass man deg(s) = —1 nicht analog beweisen kann, denn s hat unendlich viele Fixpunkte.
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Teilaussage (a) des simplizialen Fixpunktsatzes 4.11.2 ist jetzt anwendbar. Sie liefert die erste Gleichung in

str(H(o)) = Z(—l)q Z sgn(p: Kk — K)

q€eN KEK,
o(r)=kr
n—1
=Y (-1) > 1
q=0 REK,

k{ent1,—€nt1}=9

-xe(;)

q
=1-(1-2)"=1—(-1)",

die anderen Gleichheiten bis auf den binomischen Lehrsatz seien dem Leser {iberlassen. Wie oben gilt

str(H(o)) = Agr = 1+ (—1)"deg(s), wobei die zweite Gleichung Lemma 4.15.11 verwendet. Es folgt

deg(s) = —1. O

4.15.1. Anwendungen des Abbildungsgrades.

Satz 4.15.12. Sein > 1. Sei g € O(n+1) eine orthogonale Matrixz alias orthogonale Abbildung g: R" 1 —
R"*1. Dann hat ihre Einschrinkung g: S™ — S™ als Abbildungsgrad die Determinante von g, in Formeln

deg(g) = det(g).

Beweis. Wir setzen voraus, dass der Leser weif}, dass O(n + 1) aus genau zwei Wegzusammenhangskom-
ponenten besteht, namlich den beiden Fasern der (stetigen) Determinante det: O(n + 1) — {%1}. Ist
~v:[0,1] = O(n + 1) ein (stetiger) Weg zwischen A, B € O(n + 1), so ist
H:S" % [0,1] — S™,
(z,) = (1) (),
eine Homotopie zwischen A und B, aufgefasst als Selbstabbildungen der Sphére. Aufgrund der Homotopie-
Invarianz des Abbildungsgrades (siehe Lemma 4.15.2) folgt deg(A) = deg(B). Im Fall det(g) = 1 ist g durch
einen Weg in O(n+ 1) mit der Einheitsmatrix alias Identitéit verbindbar und es folgt deg(g) = deg(id) =1 =

det(g). Im Fall det(g) = —1 ist g durch einen Weg in O(n + 1) mit der Spiegelung s (aufgefasst als lineare
Abbildung) aus Satz 4.15.5 verbindbar, und dieser Satz zeigt deg(g) = deg(s) = —1 = det(g). O

Satz 4.15.13. Sein > 1. Sei f: S” — S™ eine stetige Selbstabbildung der Sphdre.

(a) Giltdeg(f) # (=1)"! (= der Grad der fizpunktfreien Antipodenabbildung), so hat f einen Fizpunkt.
(b) Gilt deg(f) # 1 (= der Grad der Identitit), so bildet f einen Punkt x auf seinen Antipodenpunkt
—x ab, in Formeln f(x) = —x.

Beweis. (a) Wir nehmen an, dass f keinen Fixpunkt hat. Dann ist f wie folgt zur Antipodenabbildung a
homotop. Anschaulich bewegen wir fiir jeden Punkt x € S™ den Punkt f(z) entlang des Grofikreises
(durch f(z) und —z) nach —x = a(x), und zwar auf dem kleineren Grokreisbogen (dieser Grofikreis
ist eindeutig, falls f(z) # —x gilt; im Fall f(z) = —z lassen wir den Punkt f(x) einfach fix). Formal
tut es die wie folgt definierte Homotopie H: S™ x [0, 1] — S™.

Hiz.t) = (1 —t)f(z) + ta(x) .

(1 =) f () + ta(x)]|
Diese ist sicherlich wohldefiniert und stetig, falls der Nenner nirgends verschwindet. Aus 0 = (1 —
t) f(z) + ta(x) = (1 —t) f(z) — ta folgt aber (1 —¢t)f(x) = tx und per Norm-Nehmen 1 — ¢ = ¢, also
(t =1 und) f(z) =  im Widerspruch zur Annahme.

Dies zeigt, dass f und a homotop sind. Also haben sie denselben Abbildungsgrad (Lemma 4.15.2),
was zusammen mit Satz 4.15.5 deg(f) = deg(a) = (—1)""! zeigt.
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(b) Gelte deg(f) # 1. Dann gilt deg(foa) = deg(f) deg(a) = deg(f)(—1)"T! # (—1)"*! nach Satz 4.15.5
(und Lemma 4.15.2). Nach Teil (a) hat f oa einen Fixpunkt x, d. h. f(—z) = f(a(z)) = 2 = —(—x).
Dies zeigt die Behauptung.

]

4.15.14. Ein (Tangential-)Vektorfeld auf der Sphire S™ ist eine stetige Abbildung V:S" — R"! mit
V(z) L x fiir alle 2 € S (hier arbeiten wir mit dem euklidischen Standardskalarprodukt auf R®+1))!!,
Anschauung: Stellt man sich den Vektor V' (z) als Pfeil vor und verschiebt ihn um z, so startet er bei z und
liegt tangential zur Sphére.

Eine Nullstelle eines solchen Vektorfeldes ist ein Punkt x € S™ mit V(x) = 0. Auf den Sphéren S',S3, ...
ungerader Dimension gibt es Vektorfelder ohne Nullstellen, etwa

VC 82k+1 N SZk+1 C R2k+2,
(71,22, 73, T4, -+, Toky 1, Takt2) = (T2, 21, =24, T3, .. ., —T2p 42, T2kt1)-
Korollar 4.15.15. Auf den Sphiren S?,S%,... gerader Dimension hat jedes Vektorfeld eine Nullstelle (vgl.
Aufgabe /.14.15).

Beweis. Sei sonst V: S?¥ — R2**1 eine Vektorfeld ohne Nullstelle. Indem wir V(z) durch % ersetzen
(was wohldefiniert ist), kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass unser Vektorfeld V in S?* landet
und somit eine stetige Selbstabbildung V' : S?¢ — S2* definiert. Wegen = | V (x) fiir alle z € S?* hat V weder
einen Fixpunkt # = V/(x) noch einen , Antipodalpunkt“ x € S?* mit V(x) = —x. Die beiden Aussagen von

Satz 4.15.13 liefern den Widerspruch —1 = (—1)2%*! = deg(V) = 1. O
Ende der 19. Vorlesung am 14.01.2021.

5. REDUZIERTE SINGULARE HOMOLOGIE

5.1. Erste Eigenschaften.

Definition 5.1.1. Sei X ein topologischer Raum. Wir erinnern an den in 3.1.25 definierten augmentierten
Komplex

§X:(...—>SQX8—2>81XE>SOXE>Z${O}3{0}—%--)

der singuléren Ketten von X.
Die Zuordnung X — SX lésst sich wie folgt zu einem Funktor

S: Top — Kom(Z)

machen: Gegeben eine stetige Abbildung f: X — Y, definiere S f: SX — SY durch §_1 f = idz und
Sqf =Sy f fiir alle ¢ # —1.
Die ¢-te reduzierte (singulire) Homologie von X ist

ﬁq(X) = Hq(g(X))

Die (totale) reduzierte Homologie von X ist H(X) := H(SX). Offensichtlich sind ¢-te reduzierte Ho-
mologie und totale reduzierte Homologie Funktoren H,: Top — Mod(Z) und H: Top — Kom(Z).''?

5.1.2. Unsere Definition der reduzierten Homologie unterscheidet sich im Fall X = @& von der in der Literatur
iiblichen Konvention.

Definition 5.1.3. Gegeben eine eine abelsche Gruppe M und ¢ € Z bezeichne M|q] sowohl denjenigen
Komplex abelscher Gruppen, dessen ¢-te Komponente M ist und dessen sonstige Komponenten Null sind,
als auch diejenige Familie abelscher Gruppen, deren ¢-te Komponente M ist und deren sonstige Komponenten
Null sind.**?

Hlwer etwas Differentialgeometrie kennt, sieht sofort, dass dies zur abstrakten Definition eines Vektorfeldes dquivalent ist

H2Tgtale reduzierte Homologie kann auch als Funktor H: Top — Mod(Z)Z aufgefasst werden, vgl. Fufinote 172.

113Bjsweilen gibt es hier Konflikte in der Notation: Die Homologie von S® = {#1} haben wir als Ho(S?) = Z[—1] ® Z[+1]
geschrieben, wobei [£1] die Homologieklasse von &1 € SY, aufgefasst als singulirer 0-Simplex, ist. In der gerade eingefiihrten
Notation wiirde Z[—1] ® Z[+1] jedoch den Komplex meinen, der Z als Komponente in den Graden —1 und 1 hat und sonstwo
verschwindet.
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Beispiel 5.1.4. Die reduzierte Homologie der leeren Menge lebt nur in Grad —1 und ist dort isomorph zu
Z, in Formeln H(@) = Z[-1].

Lemma 5.1.5 (Beziehung zwischen gewohnlicher und reduzierter Homologie). Sei X # & ein nichtleerer
topologischer Raum. Dann gilt

H,(X) = ﬁq(X) fiir alle ¢ # 04

und es gibt eine (in X natiirliche) kurze exakte Sequenz

Ho(X) = Ho(X)>Z,

deren Abbildungen die offensichtlichen sind (siche Beweis). Die Abbildung g ist von der Augmentation indu-
ziert, so dass also Ho(X) der Kern/kanonisch isomorph zum Kern von € ist. Insbesondere (da diese exakte
Sequenz spaltet, vgl. Aufgabe 5.1.8) gibt es einen Isomorphismus''®

Ho(X) = Ho(X) @ Z.

5.1.6. Salopp gesprochen entsteht ﬁ(X) also durch ,Loschen von Z“ im Grad Null aus H(X), falls X # &.
Insofern ist die reduzierte Homologie eine reduzierte Version der gewohnlichen Homologie.

Beweis. Fiir jeden topologischen Raum X haben wir eine offensichtliche kurze exakte Sequenz
Z[-1] < SX — SX

von Komplexen abelscher Gruppen. Da die Augmentation dy = ¢: SoX — Z im Fall X # 0 surjektiv ist,
folgen alle Behauptungen aus der langen exakten Homologie-Sequenz B.3.4. ]

Beispiel 5.1.7. Die reduzierte Homologie der Sphéren ist fiir alle n > —1 wie folgt gegeben:

~ Z falls n = q;
H,(S") = ’
q( ) {0 sonst.

Dies folgt aus Satz 4.5.1 und Lemma 5.1.5. Man beachte, dass wir hier die Spezialfille S™' = @ und
SY = {—1,1} nicht separat behandeln miissen. In der kompakten Notation von Definition 5.1.3 gilt also

(5.1.1) H(S") = Z[n)].

Aufgabe 5.1.8 (Spaltungen kurzer exakter Sequenzen). Sei Ai>B 2,.C eine kurze exakte Sequenz abelscher
Gruppen (oder von Moduln iiber einem Ring R).

a 1e folgenden drei Bedingungen sind dquivalent.
Die folgenden drei Bedingungen sind ival
i) Es gibt einen Gruppenmorphismus s: C — B mit p o s = id¢. Ein solches s heifit Spaltung
i) Es gibt ei G hi C — B mi idc. Ei Ich heifit Spalt
der Surjektion p.
(ii) Es gibt einen Gruppenmorphismus o: B — A mit o o7 = id 4. Ein solches ¢ heifit Spaltung
der Injektion 1.
(ili) Es gibt einen Isomorphismus ¢: A @& C' = B, so dass das Diagramm

1
A0 4000
idAJ/ @i/\/ idcl
At BT

kommutiert.
Bemerkung: Sind diese Bedingungen erfiillt, sagt man auch, dass die kurze exakte Sequenz spaltet
(besser wire: spaltbar ist).

H4wobei beide Seiten fiir q < 0 verschwinden

115gg gibt aber (ziemlich sicher, auch wenn ich mir das wohl noch iiberlegen sollte ...) keine Wahl solcher Isomorphismen
fiir jedes nichtleere X € Top, die natiirlich in nichtleeren X € Top ist.
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(b) Ist C eine freie abelsche Gruppe (oder ein freier R-Modul), so sind die obigen drei Bedingungen
erfiillt.
Bemerkung: Allgemeiner gilt das fiir jede projektive abelsche Gruppe C (fiir jeden projektiven
R-Modul; vgl. Definition 7.1.1).

5.1.9 (Lange exakte Sequenz der reduzierten Homologie fiir Raumpaare). Sei (X, Z) ein Raumpaar. Analog
zur Definition 4.1.2 von S(X, Z) = 2—)2( mag man S(X, Z) := %—)Z( und dann H(X, Z) := H(S(X, Z)) definieren.
Dies liefert jedoch nichts Neues, denn offensichtlich gilt S(X, Z) = S(X, Z) und somit H(X, Z) = H(X, Z)
(genauer sind diese Gleichheiten kanonische Isomorphismen).

Satz 4.2.1 (samt Beweis) bleibt giiltig, wenn man alle Symbole S bzw. H durch S bzw. H ersetzt, falls
diese Symbole vor Z oder X stehen, aber nicht vor (X, Z). Natiirlich heifit die so erhaltene exakte Sequenz

HHP_A'_l(X,Z) )

Bpi1 ~ -
(A H,Z H,X H,(X,Z2) D
5, =~
H, 17— ...

lange exakte reduzierte Homologie-Sequenz des Raumpaares (X, 7). Man beachte, dass nur in den
beiden ,linken Spalten* Tilden iiber den H stehen.

5.1.10. Sei X ein nichtleerer topologischer Raum und z € X. Dann gilt H(z) := H({z}) = 0 nach Lem-
ma 5.1.5. Folglich verschwinden in (5.1.9) alle Terme der ,linken Spalte“ und wir erhalten fur alle p € Z
Isomorphismen

H,(X) = Hy(X, ) := H,(X, {z}).
Diese Isomorphismen hatten wir in Aufgabe 4.7.13 angekiindigt. Sie sind natiirlich in X € Top.

5.1.11 (Homotopie-Invarianz der reduzierten Homologie). Satz 3.3.1 bleibt korrekt, wenn man S durch S
und H durch H ersetzt. Dies folgt schlicht daraus, dass (3.3.2) sofort

Oy1104 + 04104 = Syir — Syio fir alleg € Z

liefert (mit ,,denselben Abbildungen &,, wobei sich eigentlich nur bei 6_; = 0: S_; X = Z — So(X x [0,1])
der Definitionsbereich dndert), denn fiir ¢ = —1 steht auf der rechten Seite Sgi; — Sgip = idz — idz = 0.

5.1.12 (Mayer-Vietoris-Sequenz der reduzierten Homologie). Der Satz iiber die Mayer-Vietoris-Sequenz 4.4.1
samt Beweis bleibt korrekt, wenn man S durch S und H durch H ersetzt und im Beweis die entsprechend
modifizierte Version des Satzes iiber feine Ketten 4.3.10 verwendet. Diese besagt, dass SYX < SX ein Quasi-
Isomorphismus ist, wobei SY X in offensichtlicher Weise definiert ist (ergéinze SY X im Grad —1 durch Z samt
Augmentation ¢ als Differential dorthin), und kann beispielsweise wie folgt bewiesen werden. Betrachte das
offensichtliche kommutative Diagramm

Z[-1]C Svx VX
T
Z][-1)C SX SX

in Kom(Z) mit kurzen exakten Sequenzen als Zeilen. Mit rechter und linker Vertikale ist nach Aufgabe B.3.7
auch die mittlere ein Quasi-Isomorphismen.

5.2. Einbettungen von Sphiren und der Jordansche Kurvensatz.

5.2.1. Unser Ziel ist der Satz von Jordan-Brouwer 5.2.6. Ein Konsequenz ist der Jordansche Kurvensatz 5.2.9.
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5.2.2. Stellt man sich einen Wiirfel in einer Sphére vor, so ist intuitiv plausibel, dass die reduzierte Homo-
logie seines Komplements verschwindet, wie wir das in Proposition 5.2.3 beweisen. Man beachte aber, dass
das homoomorphe Bild eines Wiirfels in einer Sphére sehr kompliziert aussehen kann; beispielsweise kann
das hom&omorphe Bild eines 1-dimensionalen Wiirfels alias Einheitsintervalls [0,1] in S? sehr kompliziert
aussehen, man denke etwa an Osgood-Kurven, siehe [ , Osgood curve]. Raumfiillende Kurven sind im
Gegensatz dazu nicht injektiv, siehe [ , Space-filling curve].

Proposition 5.2.3 (Reduzierte Homologie des Komplements eines Wiirfels in einer Sphéire). Seien r,n > 0
natiirliche Zahlen und sei @: W™ := [0,1]" — S™ eine stetige Injektion vom r-dimensionalen Wiirfel (=
Hyperkubus) in die n-dimensionale Sphdre (welche automatisch eine abgeschlossene Einbettung ist, siehe
[ , Satz 2.7.15])'°. Dann verschwindet die reduzierte Homologie des Komplements ihres Bildes in der
Sphdre, in Formeln

(s \ (W) =0

5.2.4 (Reduzierte Homologie des Komplements einer Disk/abgeschlossenen Kreisscheibe in einer Sphire
— Variante von Proposition 5.2.3). Da [0,1]" und D" fiir » > 0 homdomorph sind (wer konkret einen
Homdoomorphismus konstruieren mochte, mag wie in Fufinote 50 vorgehen), gilt

H(s"\ p(D7)) =0
fiir jede stetige injektive Abbildung ¢: D" < S".

Beweis. Als injektive stetige Abbildung zwischen kompakten Hausdorffraumen ist unsere Abbildung ¢ auto-
matisch eine abgeschlossene Einbettung (| , Satz 2.7.15]). Sei V" := (W) das (zu W" homdomorphe
abgeschlossene) Bild von ¢. Da W" zusammenziehbar ist, S™ aber nicht (etwa wegen Satz 4.5.1), folgt
V" C S™ Daalso S" \ V" # & gilt, geniigt es,

Aussage A(r): H,(S*\ V") =0 fiir alle ¢ > 0

zu zeigen. Fiir fixiertes n zeigen wir die Aussage A(r) per Induktion iiber 7.

Sicherlich gilt A(0), denn dann besteht VO = [0,1]° = {0} aus einem Punkt z € S™ und S"\ V° =
S™\ {«} ist homdomorph zu R™ (etwa per sterographischer Projektion), also zusammenziehbar; somit gelten
H(S™ \ V°) = Z[0] und H(S™ \ V°) = 0 nach Lemma 5.1.5.

Sei die Aussage A(r — 1) fur r > 1 als Induktionsannahme bereits bewiesen. Fiir I C [0, 1] setze

Ur:=S™\ oI x [0,1]"71).
Beispielsweise gilt Ujg q = S" \ V.

Hilfsaussage: Seien 0 < a < b < ¢ < 1 reelle Zahlen und ¢ > 0. Sind A € Sy41(Upap)) und g € Sqy1(Upp,q)
singulére (¢-+1)-Ketten mit d(A) = d(u), so gibt es eine (¢+1)-Kette k € Sqy1(Uq,q) mit (k) = I(\) = ().

Zur Erléduterung: Die erste Gleichheit O(\) = 9(p) gilt a priori in S, (Ugpy ), sie gilt dann jedoch automatisch

bereits in Sq(Ujg,), wo auch die anderen Gleichheiten d(k) = 9(\) = O(u) gelten; dies folgt aus den
kommutativen Diagrammen

Ula,b)
Uael = Ul NUp, Uap) YU = Upy

Ulp,q)

116 Ayus der Existenz einer solchen Injektion folgt » < n, wie leicht aus dem spéter bewiesenen Satz von Jordan-Brouwer 5.2.6
folgt: Der Wiirfel W™ enthélt S"~1, so dass dieser Satz r — 1 < n liefert; auferdem zeigt er, dass im Fall = n + 1 die Sphére
S™=1 bereist bijektiv (und homdomorph) auf S™ geht, was aber der Injektivitit von ¢: W7 < S™ entspricht.
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und
S(Ula.p))
C C
S(Uiap) NSWUp,e)) = S(Upa,q)) S(Ugsy)
< C
S(Ub,q))
samt der angegebenen Gleichheiten.

Beweis der Hilfsaussage: Alle Mengen im oberen Diagramm sind offen in S™. Die Mayer-Vietoris-
Sequenz der reduzierten Homologie 5.1.12 zur offenen Uberdeckung Uy, = Ulap U Upp () enthélt die exakte
Sequenz

~ 5 ~ - - ~
Hor1(Ugy) = He(Uja,e) = Hg(Ujap)) © He(Upp,e) = He(Ugny) -
———— ——

~0 =0

Die beiden Gruppen links und rechts verschwinden wie angedeutet, da Aussage A(r—1) gilt und auf [0, 1]"~! =
{b} x [0,1]"~1 < S™ angewendet werden kann. Also ist der mittlere Pfeil ein Isomorphismus. Die singuléire
Kette z := 9(A) = d(p) € Sq(Ua,)) = Sq(Uja,e)) ist ein Zykel im augmentierten Komplex S(Uj, )"

seine Homologieklasse [z] geht unter unserem Isomorphismus auf (ED = ({ggzﬂ) = 0. Es folgt [2] = 0 in

ﬁq(U[a,C]) und somit z = 9(k) fiir ein geeignetes k € §q+1(U[a,c]) = S¢+1(Ula,q))- Dies zeigt die Hilfsaussage.

Nun zeigen wir die Aussage A(r). Seien ¢ > 0 eine natiirliche Zahl und z € Sy(S™\ V") = S,(S™\ V") ein
q-Zykel des Komplexes g(S" \ V7). Zu zeigen ist, dass z ein Rand ist.

Fiir jedes t € [0, 1] ist das Bild von z in gq(U{t}) nach Induktionsannahme A(r — 1) ein Rand, es gibt also
ein w; € §q+1(U{t}) = S¢+1(Ugsy) mit d(w;) = 2. Da w; eine Z-Linearkombination endlich vieler singulérer
Simplizes 7 ist, deren Bild im 7 kompakt und somit abgeschlossen in Uy ist, gibt es mit dem naheliegenden
Kompaktheitsargument bereits eine offene Umgebung By von ¢ in [0,1] mit w; € Sy41(Up,) und d(w;) = 2
in S,(Ug,) (beide male kénnte man Hquivalent auch S statt S schreiben; analoges gilt bis zum Ende dieses
Beweises).

Da bereits endlich viele der offenen Mengen B; das kompakte Intervall [0, 1] {iberdecken, gibt es endlich
viele reelle Zahlen 0 = sp < s1 < -+ < 8, = 1, so dass fiir alle : = 1,...,m ein w; € §q+1(U[s,3_1,s7¢]) mit
d(w;) = z existiert. Die Hilfsaussage zeigt dann, dass es ein w € §q+1(U[0’1]) mit d(w) = z gibt. Also ist z
wie gewiinscht ein Rand. U

Ende der 20. Vorlesung am 15.01.2021.
Hausaufgaben:

(1) e Aufgabe 4.14.13 (jede stetig Selbstabbildung der reell projektiven Ebene hat einen Fixpunkt)
e Aufgabe 4.14.14

(2) Aufgabe 4.14.15 (Vektorfelder ohne Nullstelle und Euler-Charakteristik)

(3) Aufgabe 4.15.8 (Grad der Antipodenabbildung aus Grad der Spiegelung)

(4) Aufgabe 5.1.8 (spaltbare kurze exakte Sequenzen)

Satz 5.2.5 (Reduzierte Homologie des Komplements einer Sphére in einer Sphire). Seien r,n > —1 und
sei @: 8" — S™ eine stetige Injektion einer r-dimensionalen Sphire in eine n-dimensionale Sphdre (welche
automatisch eine abgeschlossene Einbettung ist, siehe [ , Satz 2.7.15]). Dann lebt die reduzierte Homo-
logie des Komplements ihres Bildes in der n-Sphdre nur im Grad n —r — 1 und ist dort zu Z isomorph, in
Formeln

ﬁ(S" \ @(S’")) = Zn—r—1]
oder ausfihrlich

~ (on " ~ )2 fallsg=n—r—1,
Hq<S \@(S ))_{0 sonst.

17 Auch wenn die Definition dies suggeriert, ist noch nicht klar, dass z ein Rand ist.
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Insbesondere gilt r < n.

Beweis. Als injektive stetige Abbildung zwischen kompakten Hausdorffraumen ist unsere Abbildung ¢ au-
tomatisch eine abgeschlossene Einbettung (] , Satz 2.7.15]).

Wir fithren Induktion iiber r > —1. Im Fall r = —1 gilt S” = @ und somit ist H(S") = Z[n — (—1) —1)] =
Z[n] zu zeigen, was wir schon in Beispiel 5.1.7 erledigt haben.

Gelte nun r > 0. Mit S" ist dann auch S™ nicht-leer und somit gilt n > 0. Schreibe S = H_ U Hy als
Vereinigung der beiden abgeschlossenen, wie folgt gegebenen Hemisphéren H_ und H:

Hy ={z€S" | £z,1 > 0}.

Thr Schnitt H_ N Hy =S""! x {0} 2 S~ ist ,der Aquator*.

Beachte, dass H; und H_ jeweils zur abgeschlossenen Kreisscheibe D" und damit zu [0, 1]” hom&omorph
sind. Deswegen verschwindet die reduzierte Homologie der beiden ,, Wiirfel-Komplemente* Xy := S™\ p(H4)
nach Proposition 5.2.3 (und wegen r,n > 0).

In der reduzierten Mayer-Vietoris-Sequenz 5.1.12 zur offenen Uberdeckung

X UX- =S\ oY),

wobel man Xy NX_ =8S"\ ¢(S") beachte, sind deshalb alle Verbindungsmorphismen Isomorphismen
0 n r— 5q T n r
Hg1(S™ \ @(S771)) = Hy(S™ \ ¢(S")

wobei g € Z beliebig ist. Die linke Seite ist per Induktionsannahme nur fir g+ 1=n—(r—1)—1=n—r
von Null verschieden; in diesem Fall ist sie isomorp zu Z. Dasselbe gilt dann wie gewiinscht fiir die rechte
Seite. N

Falls r > n gelten wiirde, so wiire H(S” \ @(Sﬂ) >~ Z[n —r — 1] im Grad n —r — 1 < —1 konzentriert,

was der Tatsache widerspricht, dass reduzierte Homologie in Graden < —1 stets verschwindet. ([l

Satz 5.2.6 (Satz von Jordan-Brouwer). Seien r,n > —1 und sei ¢: S" < S" eine stetige Injektion einer
r-dimensionalen Sphdre in eine n-dimensionale Sphére (welche automatisch eine abgeschlossene Einbettung
ist, siehe | , Satz 2.7.15]). Dann folgt r < n und es gelten

er=n = st ein Homdomorphismus;

er=n—1 = S"\ p(S") hat genau zwei Zusammenhangskomponenten, die jeweils (S™) als Rand
haben (und die auch die Wegzusammenhangskomponenten sind und die beide offen und abgeschlossen
in S™\ p(S") sind);

e r<n—2 = S"\ ¢(S") ist wegzusammenhdingend" .

Beweis. Zuniichst sei bemerkt, dass ¢(S") als kompakte Teilmenge des Hausdorffraums S™ abgeschlossen
ist. Somit ist S™ \ p(S") eine topologische Mannigfaltigkeit (als offene Teilmenge einer solchen). Die Menge
ihrer Wegzusammenhangskomponenten stimmt folglich mit der Menge ihrer Zusammenhangskomponenten
iiberein, und iiberdies sind alle (Weg-)Zusammenhangskomponenten offen und abgeschlossen, siehe | ,
Lemma 2.6.17].

Wir haben bereits in Satz 5.2.5 gesehen, dass r < n gilt. Dieser Satz liefert

ﬁ(S” \ QD(ST)) >~ Zn—r—1].

Im Fall 7 = n ist also ﬁ(S” \ <p(ST)) im Grad n — 7 — 1 = —1 konzentriert. Nur die leere Menge hat aber

reduzierte Homologie in Grad —1. Es folgt S™ = ¢(S"). Als bijektive stetige Abbildung zwischen kompakten
Hausdorffriumen ist ¢ automatisch ein Homéomorphismus (] , Satz 2.7.15]).

Im Fall » < n — 2 ist ﬁ(S" \ QD(ST>) im Grad n — r — 1 > 1 konzentriert und insbesondere gilt
H, (S” \ @(ST)) = 0. Also ist Hy (S” \ 4,0(87")> nach Lemma 5.1.5 isomorph zu Z; andererseits ist es nach

1.
Lemma 3.1.24 eine freie abelsche Gruppe iiber der Menge 7o(X) der Wegzusammenhangskomponenten von

184nd dann natiirlich auch zusammenhingend, siehe | , Satz 2.6.10]
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X. Aus Z = Zmo(X) = Deny(x) Z folgt aber zundchst mo(X) < oo und dann |mo(X)| = 19 d.h. X ist
wegzusammenhéngend.
Im Fall r =n — 1 lebt ﬁ(S" \ @(S”)) nur im Grad n —r —1 = 0 und ist dort isomorph zu Z. Folglich

gilt Hy (S” \ @(Sr)) >~ 7 @ 7 nach Lemma 5.1.5. Andererseits gilt wie oben Hg (S” \ @(ST)) >~ Zmo(X)

und nach Fufinote 119 folgt |mo(X)| = 2. Also hat S" \ ¢(S") zwei (Weg)zusammenhangskomponenten.
Beide sind offen in der offenen Teilmenge S™ \ ¢(S") von S™ und somit selbst offen in S™. Der Rand einer
solchen Komponente K ist somit 0K = K \ K° = K \ K. Wir miissen also nur noch zeigen, dass jeder
Punkt € ¢(S™) im Abschluss jeder Komponente liegt. Sei U@ S™ eine beliebige offene Umgebung von
x. Zu zeigen ist, dass sie beide Komponenten trifft. Sicherlich gibt es eine Teilmenge A C ¢(S™) mit = €
A, AC Uund o(S")\ A = o(S" 1)\ A4 = D1 = [0,1]*1; man kann als A fiir geniigend kleines e
etwa einen offenen e-Ball um z in S™ = S"~! %) ©(S™!) nehmen. Setze B := ¢(S"7!) \ A. Als ,Disk-

Komplement*/,, Wiirfel-Komplement“ ist dann S™ \ B wegzusammenhéngend (da seine nullte reduzierte
Homologie nach 5.2.4/Proposition 5.2.3 verschwindet und somit seine nullte Homologie isomorph zu Z ist,
was wie oben den Wegzusammenhang liefert). Wegen S™ \ ¢(S™) C S™ \ B enthélt S \ B zwei Punkte aus
den beiden verschiedenen Wegzusammenhangskomponenten von S™ \@(ST), die wir durch einen Weg v in
S™ \ B miteinander verbinden kénnen. Dieser Weg muss A treffen (denn sonst wiirde es sich um einen Weg
in S" \ ¢(S”) handeln). Seien s < ¢ in [0, 1] so gewéhlt, dass ¥(s) der erste und y(¢) der letzte Punkt von v
in A ist (d.h. s bzw. t ist das kleinste bzw. gréfite Element der abgeschlossenen Teilmenge v~ 1(A) C [0, 1]).
Wegen A C ¢(S™) = p(S"1) gilt 0 < s <t < 1. Fiir geniigend kleines € > 0 liegen dann aber (s — &) und
~(t+¢€) in U, aber in verschiedenen Wegzusammenhangskomponenten von S™ \ @(S"‘l). Also trifft U beide
Wegzusammenhangskomponenten. a

Korollar 5.2.7. Sein > 2 und sei S"~1 C R" eine Teilmenge, die zur (n — 1)-Sphdire S"~! homdéomorph
ist, es gibt also einen Homdomorphismus S"~1 = S"~1. Dann hat ihr Komplement R™ \ S"~! genau zwei
Zusammenhangskomponenten, deren jede S"' als Rand hat (und die auch die Wegzusammenhangskompo-

nenten sind und die auch offen und abgeschlossen in R™ \ S"~1 sind).
5.2.8. Im Fall S7~! = S"~1 ist dies trivial.

Beweis. Fasse R™ als das Komplement eines Punktes p in S™ auf (etwa per stereographischer Projektion).
Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von Jordan-Brouwer 5.2.6: Ist K die Komponente des Punktes p
in S*\ S~ ! und L die andere Komponente, so enthilt K einen kleinen e-Ball um p; man folgert sofort,
dass dann K \ {p} und L die beiden Komponenten von R™ \ S”~! sind und die behaupteten Eigenschaften

haben. |
5.2.9. Der Spezialfall von Korollar 5.2.7 fiir n = 2 heiit der Jordanscher Kurvensatz, vgl. | ,
Jordanscher Kurvensatz]. Der Satz von Schoenflies | , Satz von Schoenflies] verbessert den Jordan-
schen Kurvensatz (in | , Schoenflies problem] wird mit Hilfe von Alexanders gehérnter Sphiire | ,
Alexander horned sphere] angedeutet, dass die entsprechende Aussage in Dimension n = 3 nicht mehr
stimmt).

Eine Verallgemeinerung von Korollar 5.2.7 (nun fiir beliebiges n) ist [ , Jordan-Brouwer-Zerlegungssatz].

Hier noch ein weiterer netter Link: | , Seen des Wada].

Korollar 5.2.10 (Plattdriicken einer Kugelschale ist nie injektiv). Firn > 0 gibt es keine injektive stetige
Abbildung S™ — R™.120

Beweis. Per stereographischer Projektion is R™ homdomorph zum Komplement eines Punktes p in S™. Ist
nun S” < R™ injektiv und stetig, so ist die Verkniipfung S" < R™ = S" \ {p} — S" injektiv und stetig,
aber nicht surjektiv, was dem Satz von Jordan-Brouwer 5.2.6 widerspricht. O

119 Denn aus Z™ = Z™ als abelsche Gruppen folgt m = n, was wir hier eigentlich nur fiir n = 1 benétigen, wo es eh
offensichtlich ist. Gleich benétigen wir dies aber auch fiir n = 2.

120pjeses Resultat ist ein einfaches Korollar des Satzes von Borsuk-Ulam [ , Satz von Borsuk-Ulam]. Wir haben diesen
im zweidimensionalen Fall bewiesen, siehe ,, Plattdriicken einer Kugelschale ist nie injektiv* | , Korollar 3.4.27].
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Korollar 5.2.11 (Vgl. Aufgabe 4.7.12.(d)). In jeder Triangulierung einer m-dimensionalen Mannigfaltig-
keit kommen nur Simplizes der Dimension < m wvor: Sei f: A(K) = M eine Triangulierung einer m-
dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit M. Dann gilt K = K<.,.

Beweis. Sei sonst o0 € K11 ein (m + 1)-Simplex (denn jeder Simplex der Dimension > m enthiilt einen
Simplex der Dimension m+1). Sei p € A(o) der Schwerpunkt und sei U@ M eine offene, zu R™ homéomorphe
offene Umgebung von f(p) in M. Die offene Umgebung A(c) N f~1(U) von p im vollen (m + 1)-Simplex
A(o) enthilt sicherlich eine zu ™ homéomorphe Teilmenge S. Insgesamt haben wir Homéomorphismen und
injektive stetige Abbildungen

§™ 2§ oy A(o) N fHU)DU 2 R™,
Dies liefert eine injektive stetige Abbildung S™ < R™, was Korollar 5.2.10 widerspricht.?! O

Korollar 5.2.12 (Invarianz von Gebieten). Sein > 0. Ist U@ R" eine offene Teilmenge, so ist jede stetige
ingektive Abbildung U — R™ offen.
Insbesondere gelten:

o Ist U = V ein Homdéomorphismus zwischen zwei Teilmengen U,V C R™, deren eine offen in R™
ist, so ist auch die andere offen in R™.
Da in der Funktionentheorie offene Teilmengen der komplexen Zahlenebene C klassisch als Gebiete
bezeichnet werden, erklirt dies den Namen des Satzes.
o Jede stetige Injektion R™ — R™ ist offen.
o Jede stetige Injektion M — N zwischen topologischen Mannigfaltigkeiten derselben Dimension ist

offen.
Beweis. Seien Uc R”™ offen und f: U — R" stetig und injektiv. Beachte:

e Die Mengen der Form B (z), fiir alle z € U und € > 0 mit B.(z) C U, bilden eine Basis der Topologie
von U.

e Fassen wir R™ per stereographische Projektion als offene Teilmenge von S™ auf, so ist f genau dann
offen, wenn die Verkniipfung

URr g S”
offen ist.

Es geniigt deswegen zu zeigen, dass fiir jede stetige injektive Abbildung ¢: D™ — S™ die Menge ¢(B1(0))
offen in S™ ist; beachte D™ = B;(0) US™ ! als Mengen. Wer mag, kann im Folgenden n > 1 annehmen, da
der Fall n = 0 eh trivial ist.

Nach dem Satz von Jordan-Brouwer 5.2.6 hat S\ ¢(S"~!) genau zwei darin offene (und abgeschlossene)
Wegzusammenhangskomponenten Wy und Wa, es gilt also

(5.2.1) S"\ (S" ) = Wy LU,

(als Mengen und als topologische Rdume). Beachte, dass W7 und W5 auch offen in S” sind. Andererseits gilt
offensichtlich

(5.2.2) S"\ @(8"71) = (8" \ (D)) U (B1(0)).

Da die reduzierte Homologie des Komplements einer Disk in einer Sphére verschwindet (Variante 5.2.4
von Proposition 5.2.3), ist die Teilmenge S™ \ p(D") C S" \ ¢(S""!) wegzusammenhingend und muss
deswegen in einer der beiden Wegzusammenhangskomponenten Wy, Wy von S™ \ ¢(S"~!) liegen. Gelte ohne
Einschrankung

(5.2.3) S\ (D) © W.

Offensichtlich ist die Teilmenge ¢(B1(0)) C S™ \ ¢(S"™!) wegzusammenhingend und muss deswegen
ebenfalls in einer der beiden Wegzusammenhangskomponenten Wy, Wo von S™ \ ¢(S"~!) liegen, genauer
muss

121\Wer nur an dem Resultat fiir Flichen interessiert ist, also dem Fall m = 2, kann sich mit [ , Korollar 3.4.27] begniigen.
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gelten, denn der andere Fall ¢(B1(0)) C Wi fiithrt mit der Inklusion (5.2.3) und den beiden Gleichheiten
(5.2.1) und (5.2.2) sofort zum Widerspruch W5 = @& (Wegzusammenhangskomponenten sind aber nie leer).
Diese beiden Gleichheiten zeigen nun sofort, dass die Inklusionen (5.2.4) und (5.2.3) Gleichheiten sein
miissen. Also ist ¢(B1(0)) = Wo© S™ eine offene Teilmenge.
Die ,, Insbesondere-Aussagen“ sind nun alle offensichtlich (nur die dritte ist vielleicht nicht ganz so offen-
sichtlich und deswegen als Aufgabe 5.2.13 gestellt). O

Aufgabe 5.2.13. Zeige die dritte , Insbesondere-Aussage® aus Korollar 5.2.12: Jede stetige Injektion M —
N zwischen topologischen Mannigfaltigkeiten derselben Dimension ist offen.

Korollar 5.2.14. Seien M und N topologische Mannigfaltigkeiten derselben Dimension. Sei M kompakt
und nicht-leer und sei N zusammenhdngend. Dann ist jede injektive stetige Abbildung M — N ein Homdo-
morphismus.

Insbesondere gilt die folgende Verallgemeinerung von Korollar 5.2.10: (Unmdglichkeit des injektiven Platt-
driickens kompakter nicht-leerer in nicht-kompakte zusammenhdngende Mannigfaltigkeiten derselben Dimen-
sion): Ist N nicht-kompakt, so gibt es keine injektive stetige Abbildung M < N.

Beweis. Sei f: M — N injektiv und stetig. Dann ist f nach | , Satz 2.7.15] eine abgeschlossene Ein-
bettung. Nach Korollar 5.2.12 ist f eine offene Abbildung. Also ist ihr nicht-leeres Bild f(M) offen und
abgeschlossen in N. Da N zusammenhéngend ist, ist f surjektiv (sonst wire N = f(M)U (N \ f(M)) eine
disjunkte Zerlegung in zwei nicht-leere, offene Teilmengen), also ein Homdomorphismus. O

Beispiele 5.2.15. Die , Insbesondere-Aussage* von Korollar 5.2.14 zeigt:

(a) Keine der (kompakten, zusammenhingenden) Flichen aus 4.6.2 kann injektiv stetig nach R? abge-
bildet werden.

(b) Fiir n > 1 gibt es keine injektive stetige Abbildung S™ — R™, wie wir bereits in Korollar 5.2.10
bewiesen haben (diese Aussage gilt natiirlich auch fiir n = 0, jedoch ist R® kompakt).

(¢) Fiir n > 1 gibt es keine injektive stetige Abbildung P*"R < R™ des n-dimensionalen reell projektiven
Raumes P"R nach R".

(d) Fiir n > 1 gibt es keine injektive stetige Abbildung P"C — C" =2 R?" des (komplex n-dimensionalen)
komplex projektiven Raumes P"C nach C™ (alle Akteure sind topologische Mannigfaltigkeiten der
Dimension 2n).

Aufgabe 5.2.16. Ist X ein topologischer Raum, so ist seine Suspension oder Einhéingung ¥(X) der wie
folgt als Quotient definierte topologische Raum'??

_ Lo U (X X0, 1) U {a}

~

(X)) :

wobei {#o} und {*;} einpunktige topologische Réume sind (mit %o # #;) und die Aquivalenzrelation alle

Punkte von X x {0} mit %o und alle Punkte von X x {1} mit *; identifiziert, vgl. | , Einhdngung).
Konstruiere Isomorphismen
(5~2-5) Hp-i-l(Z(X)) = H;D(X)

fir alle p € Z.

Bonus: Diese (hoffentlich in der beabsichtigten Weise konstruierten) Isomorphismen sind natiirlich in
X e Top.

Hinweis: Zwei mogliche Losungswege:

(a) Mayer-Vietoris-Sequenz der reduzierten Homologie
(b) Der Quotientenraum

X x[0,1]) U {1}

~

(5.2.6) o) =

122nsere Definition unterscheidet sich im Fall X = & von der iiblichen Definition 3(X) = Xx[0.1]

Unsere Definition hat den Vorteil, dass (5.2.5) auch im Fall X = & gilt.
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wobei {*;} ein einpunktiger topologischer Raum ist und die Aquivalenzrelation ~ alle Punkte von
X x {1} mit #; identifiziert, heifit Kegel iiber X (englisch cone)'** vgl. | , Kegel (Topologie)].
Betrachte die lange exakte Sequenz der reduzierten Homologie 5.1.9 zum Raumpaar (C(X), X x {0})
und verwende Aufgabe 4.7.13 samt 5.1.10.

Losung auskommentiert.
Ende der 21. Vorlesung am 21.01.2021.

5.3. Homologie endlicher Zellkomplexe.

Definition 5.3.1. Der Abbildungskegel (englisch mapping cone) einer stetigen Abbildung f: Z — X ist
der wie folgt als Quotient definierte topologische Raum!?*

C(f) = XU (Z x [EJDU{*I}v
wobei {#;} ein einpunktiger topologischer Raum ist'?° und die Aquivalenzrelation ~ durch
f(z) ~ (2,0) und
(z,1) ~ xq fiir alle z € Z
erzeugt ist, vgl. | , Abbildungskegel], wo aktuell die englische Version ein schoneres Bild enthélt.

5.3.2. Der Leser iiberlege sich, dass einerseits jeder Punkt x € mit allen Punkten von f~!(z) x {0} und
andererseits *; mit allen Punkte von Z x {1} identifiziert werden.

5.3.3. Offensichtlich ist {*1} < C(f) eine abgeschlossene Einbettung und Z x (0,1) < C(f) ist eine offene
Einbettung.

Lemma 5.3.4. Die offensichtliche Abbildung ist eine abgeschlossene Einbettung ix: X < C(f).

Beweis. Sicherlich ist ix injektiv und stetig. Sei 7: X U(Z x [0,1])U{*;} — C(f) die kanonische Abbildung.
Weil 771(ix (X)) = X U(Z x {0}) U@ abgeschlossen in X U (Z x [0,1]) U {x;} ist, ist ix (X ) abgeschlossen in
C(f). Sei nun U@ X offen. Die offene Teilmenge W := U L (f~*(U) x [0, 3)) U@ von X U (Z x [0,1]) U {*1}
erfiillt 7=1(m(W)) = W. Somit ist 7(W) offen in C(f). Wegen ix(U) = ix(X) N w(W) ist ix(U) offen in
ix(X). Dies zeigt, dass ix ein Homéomorphismus auf sein abgeschlossenes Bild i x (X) ist. ]

5.3.5. Der in (5.2.6) definierte Kegel von Z ist der Abbildungskegel der Identitit idz: Z — Z, in For-
meln C(Z) = C(idz) (genauer handelt es sich um einen kanonischen Isomorphismus). Die abgeschlossene
Einbettung iz: Z — C(Z) ist die Einbettung z — (z,0) von Z in die ,Basis des Kegels C(Z)“.

5.3.6 (Fiir die Horer der Vorlesung | D. Ist f: Z — X stetig, so ist das Diagramm

f

———X

I

C(2) —=C(f)

offensichtlich kokartesisch; mit anderen Worten ist C(f) der Pushout von iz und f.

123Unsere Definition unterscheidet sich im Fall X = o von der iiblichen Definition C(X) := X {1} als
Einpunktidentifizierung.
124Unsere  Definition unterscheidet sich im Fall Z = @ von der iiblichen Definition 3(X) =

X |(Zx[0,1])
f(z)~(2,0) Vz€Z; (2,1)=(z',1) Vz,2’€Z}’
Unsere Definition hat den beispielsweise Vorteil, dass in Beispiel 5.3.9 im Fall n = 0 ein neuer Punkt entsteht. Auch im
Beweis der langen exakten Abbildungskegelsequenz 5.3.10 ist unsere Definition vorteilhaft.
125D abei ist implizit mitverstanden, dass *; ein ,neuer Punkt“ ist.
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Im Fall Z = S"~! ist der Kegel C(Z) in offensichtlicher Weise zu D™ homoomorph!*®. Das obige Diagramm
wird so zu einem kokartesischen Diagramm

(5.3.1) s T x
D" —— C(f).

Dies bedeutet, dass ix die Hinzufiigung einer n-Zelle bzw. dass C(f) aus X durch Hinzufiigen einer n-Zelle
yentlang f“ entsteht im Sinne von [ , Definition 2.8.63] und zeigt, dass die soeben zitierte Definition
mit der folgenden Definition 5.3.7 kompatibel ist.

Definition 5.3.7. Seien n > 0 und f: S"~! — X eine stetige Abbildung. Dann sagt man, dass C(f) aus X
durch Ankleben einer n-Zelle vermittels f entsteht.

Im Fall f: Z — X mit beliebigem Z mag man analog sagen, dass C(f) aus X durch Ankleben des (offenen) Kegels iiber Z entsteht.
5.3.8. Die Terminologie kommt daher, dass die offensichtliche Abbildung ein Hom6omorphismus

S x (0,1] ~ .
e N\ ix(X)

ist und der Definitionsbereich als ,,offener Kegel iiber der Sphire S* !¢ in offensichtlicher Weise zur n-Zelle
B1(0) hom&omorph ist (vgl. Fufinote 126). Die Abbildung f: S*! — X kodiert, wie der Rand S"~! dieser
n-Zelle an X angeklebt wird.

Beispiele 5.3.9. Sei f: S*~! — X stetig fiir n > 0.

e Im Fall n = 0 ist C(f) die disjunkte Vereinigung X U {*;} mit einem (neuen) Punkt bzw. genauer
einem einpunktigen Raum.

e Im Fall n =1 entsteht C(f) aus X durch Ankleben einer Kante [—1, 1], wobei —1 mit f(—1) und 1
mit f(1) identifiziert wird.

e Im Fall n = 2 entsteht C(f) aus X durch Ankleben einer Kreisscheibe lings ihres Randkreises in der
durch f beschriebenen Weise.

o Undsoweiter.

Satz 5.3.10 (Lange exakte Abbildungskegelsequenz / lange exakte Anklebesequenz (letzteres besonders im
Fall Z =S™)). Sei f: Z — X eine stetige Abbildung. Seiix: X — K := C(f) die offensichtliche abgeschlos-
sene Finbettung in den Abbildungskegel (siehe Lemma 5.5./). Dann gibt es eine lange exakte Sequenz

(5.3.2) e g1 (K) >

in der reduzierten Homologie.

Beweis. Nach 5.3.3 und Lemma 5.3.4 kénnen wir X und {+; } als abgeschlossene Teilmengen von K auffassen.
Setze U := K \ {#1} und V := K \ X. Dann ist K = U UV eine offene Uberdeckung.

126 pie Abbildung C(Z) — D™, [z, t] — (1 —t)x ist offensichtlich stetig und bijektiv und dann sogar ein Homomorphismus
nach [ , Satz 2.7.15], denn C(Z) ist quasi-kompakt als Quotient des Kompaktums Z x [0, 1].
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Anschaulich ist klar, dass V' zusammenziehbar ist, denn {*;} < V ist ein Deformationsretrakt von V' —
genau argumentiert man wie folgt. Betrachte das Diagramm

(2 x 1)U fra}) x [0,1] == (2 x (0,1])) U {1}

|

V x [0,1] I

> V.
Seine obere Horizontale H ist die offensichtliche Deformationsretraktion auf (Z x {1}) U {*;}. Die rechte
Vertikale ist final nach Lemma C.0.3, die linke ist somit final nach Proposition C.0.4. Also induziert H
eindeutig die gestrichelte untere Horizontale H, so dass das Diagramm kommutativ ist, und H ist stetig und
genauer die gesuchte Deformationsretraktion auf {+;} C V.

In der Mayer-Vietoris-Sequenz der reduzierten Homologie zur offenen Uberdeckung K = U UV verschwin-
den also alle Summanden ﬁq(V) und wir erhalten die exakte Sequenz

.. HHq—I—l(K) >

( ﬁq(UﬂV) Hq(iv) ﬁq(U) Hq(jv) i
C»ﬁ?ﬂUﬂV)»”.

Betrachte nun das Diagramm

Unve .y

zH(zé)J f j

z7—1 X,

in dem ¢ die von ix: X — K induzierte Abbildung notiert. Dieses Diagramm ist nicht kommutativ in der
Kategorie Top topologischer Réume; es wird aber offensichtlich kommutativ in der Homotopiekategorie hTop
topologischer Rdume.

Die linke Vertikale ist sicherlich eine Homotopiedquivalenz, da Z x (0,1) = U NV ein Homdomorphismus
ist (vgl. 5.3.3). Die rechte Vertikale i’y : X < U ist ebenfalls eine Homotopiedquivalenz: Ahnlich wie oben
zeigt man mit Lemma C.0.3 und Proposition C.0.4, dass es sich sogar um die Inklusion eines Deformations-
retrakts handelt.

Unser in hTop kommutatives Diagramm liefert somit wegen der Homotopie-Invarianz der reduzierten
Homologie 5.1.11 das kommutative Diagramm

A, nv) —" )

TN ﬁq(l/x)TN

~ Hy () ~
Hy(Z) —————H,(X)

abelscher Gruppen, dessen Vertikalen Isomorphismen sind. Damit kénnen wir in der obigen Mayer-Vietoris-

Sequenz jeden Morphismus H,(iyy) durch den ,isomorphen“ Morphismus H,(f) ersetzen, wobei natiirlich

alle Verbindungsmorphismen entsprechend zu modifieren ist und H,(jyy) durch Hy(ix) ersetzt wird. O

Beispiel 5.3.11 (Anderung der reduzierten Homologie beim Ankleben einer n-Zelle). Im Fall f: Z =
S"~t — X, also beim Ankleben einer n-Zelle, lebt H(Z) = H(S" 1) wegen (5.1.1) nur im Grad n — 1. Sei
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wieder K := C(f). Somit ist der interessante Ausschnitt der exakten Sequenz (5.3.2) unter einer Identifizie-
rung H,,_1(S""!) = Z durch

- 5

(5.3.3) 00— H,(X) H,(K) >

> Z o 1(5f)ﬁn 1 )Hn_l(ixﬁnfl(K
o

gegeben und ,,in allen anderen Zeilen® ist

Hq (iX )

>

(5.3.4) ﬁq(X) ﬁq(K) fir alle g #n —1,n

ein Isomorphismus. Erklire mit Bild aus Soergel, Seite 86
o Ist ﬁ,:__/l(f) injektiv, so fiillt* die angeklebte Zelle ein ,(n — 1)-Loch“, und ﬁn_l(K) wird im
Vergleich zu H,,_1(X) entsprechend kleiner, wihrend H,, (X) = H,(K) ein Isomorphismus ist.
o Ist IT,:( f) die Nullabbildung, so ,kreiert* die angeklebte Zelle ein ,n-Loch®, und ﬁn(K ) wird im
Vergleich zu H,, (X) entsprechend gréBer wihrend H,_1(X) = H,_1(K) ein Isomorphismus ist.
o Ist I—T,:l( f) weder injektiv noch Null, so ist der Kern dieser Abblldung immer noch isomorph zu
Z, so dass sich H, (K) wie im vorigen Punkt im Verglelch zu H, (X)) vergrofert, also ein ,n-Loch

kreiert wird“. Nun schrumpft H,_; (K) im Vergleich zu H,,_;(X) um das Bild von Ifnt/l( f), welches
zu einer endlich erzeugten zyklischen Gruppe Z/mZ isomorph ist (Anschauung?).

Aufgabe 5.3.12. Sei n € Z. Berechne die singulire Homologie des Abbildungskegels von f: S' — St
z — 2", wobei wir S' als Teilmenge von C auffassen. Zeige, dass dieser Abbildungskegel im Fall n = 2 zur
reell projektiven Ebene P2R homé&omorph ist.

Aufgabe 5.3.13. Erklire, wir man den 2-Torus S' x S! bzw. genauer einen zum 2-Torus homéomorphen
Raum ausgehend von der leeren Menge durch sukzessives Anheften endlich vieler Zellen konstruieren kann.
Berechne die singuléire Homologie des 2-Torus mit Satz 5.3.10.

Bonus: Fiihre das analoge Verfahren fiir alle Flichen in Satz 4.6.3 durch (und beweise so diesen Satz
erneut).

Korollar 5.3.14 (Endlichkeitsaussagen fiir die (reduzierte) singuldre Homologie endlicher Zellkomplexe).
Sei X ein topologischer Raum, der aus der leeren Menge durch sukzessives Ankleben endlich vieler Zellen der
Dimension < d entsteht (ein solcher Raum bzw. jeder dazu homdomorphe heifit endlicher Zellkomplex),
wobei d > —1. Dann sind alle Gruppen Hy(X) und ﬁq(X) endlich erzeugbar und es gelten Hy(X) = 0 und
ﬁq(X) =0 fir alle ¢ > d.

Beweis. Ist A’ — A — A” eine kurze exakte Sequenz abelscher Gruppen, so ist die Gruppe A in der Mitte
genau dann endlich erzeugbar, wenn die beiden Gruppen A’ und A” am Rand endlich erzeugbar sind (siehe
Lemma 4.8.17 fiir die schwierigere Implikation). Damit geniigt es einerseits nach Lemma 5.1.5, die Aussage
fiir die reduzierte Homologie zu zeigen. Andererseits folgt es fiir diese induktiv aus Beispiel 5.3.11 (welches
Satz 5.3.10 illustriert): Fiir die leere Menge X = @ ist die Aussage klar. Gilt sie bereits fiir einen topologischen
Raum X und sind f und K = C(f) wie im zitierten Beispiel, es wird also eine n-Zelle angeklebt, so spalte
man die exakte Sequenz (5.3.3) in drei kurze exakte Sequenzen

H,(X) —H, (K) - ker(H,_1(f)),
ker(H,_1(f)) =Z — im(H,_1(f)),
im(H,,_1(f)) —H,_1(X) - H,_1(K)

auf und verwende aulerdem die Isomorphismen (5.3.4). Also gilt die Aussage auch fiir K = C(f).
Man beachte, dass dabei wegen n < d nur nicht-triviale reduzierte Homologiegruppen in Graden < d
entstehen koénnen. O
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Satz 5.3.15 (Homologie der komplex projektiven Réume). Fiir n > 0 ist die Homologie des (komplex
n-dimensionalen, reell 2n-dimensionalen) komplex projektiven Raums P"C wie folgt gegeben'*”:

Z falls q=0,2,...,2n,

0 sonst.

H,(P"C) = {

Aquivalent gilt H(P"C) = Z[0] ® Z[2] © - - - © Z[2n).

Beweis. Wir haben in | , Beispiel 2.8.70] erklirt, dass P"C aus P*~1C durch Hinzufiigen einer 2n-Zelle
ensteht: Eine mogliche (und wohl die naheliegendste) charakteristische Abbildung ist durch
®: D™ — P C,

x> [z, /1= =],
gegeben. Beachte ®(S?"~1) C P"~!C und notiere die somit durch ® induzierte Abbildung als
f = ®|szn-1: S~ 5 PrTIC.

Wir haben dann im zitierten Beispiel erkléart, warum das Diagramm

SQn—l f ]Pm—l(c

n
D — s P"C

kokartesisch ist. Der Vergleich mit dem kokartesischen Diagramm (5.3.1) aus 5.3.6 (und Eindeutigkeit solcher
Diagramme/von Pushouts) liefert einen Isomorphismus

P"C =5 C(F).

Die gewiinschte Behauptung iiber gewthnliche Homologie ist dquivalent zur Behauptung ﬁ([P’"(C) > 7Z2]®
<@ Z[2n] = @)_, Z[2t] fiir reduzierte Homologie. Diese stimmt sicherlich fiir fiir P°C = {*}, denn die
reduzierte Homologie einpunktiger Rdume verschwindet. Per Induktion folgt sie dann allgemein aus Beispiel
(5.3.3). Man beachte, dass wir dabei stets geraddimensionale Zellen an Rdume ankleben, die keine ungerade
reduzierte Homologie haben, was (5.3.3) deutlich vereinfacht. ]

5.3.16. ,Derselbe“ Beweis zusammen mit Aufgabe 5.1.8 zeigt, dass die singulire Homologie eines topo-
logischen Raums X, der aus der leeren Menge durch sukzessives Ankleben endlich vieler Zellen gerader
Dimension entsteht, wie folgt gegeben ist: Fiir ungerades g verschwindet H, (X)), und fiir gerades ¢ ist Hy (X)
eine freie abelsche Gruppe, deren Rang die Anzahl der angehefteten g-Zellen ist.

Satz 5.3.17 (Euler-Charakteristik von endlichen Zellkomplexen). Sei X ein topologischer Raum, der aus der
leeren Menge durch sukzessives Ankleben endlich vieler Zellen entsteht. Sei ¢y die Anzahl der angehefteten
q-Zellen, fiir ¢ € N. Sei k ein Korper. Dann gilt

(5.3.5) X(Xik) = (~1)%,.

q€eN
fiir die Euler-Charakteristik von X beziiglich Koeffizienten in k (die nach dem Analogon von Satz 5.53.10 fir
Koeffizienten in k wohldefiniert ist). Beachte, dass die rechte Seite unabhingig von k ist.

Bewets. Zunichst gilt

X(Xik) = x(H(X3 k) = 1+ x(H(X:k))
nach Lemma 5.1.5 (in der offensichtlich ebenfalls giiltigen Version fiir k statt Z), falls X # @ gilt; im Fall
X = @ gilt die Formel aber auch.
Wir zeigen (5.3.5) per Induktion. Die Formel stimmt sicherlich fiir die leere Menge, denn x(&; k) = 0.

127Gjcherlich verschwindet die singulidre Homologie von P~1C = @ in allen Graden; die angegebene Formel kann man im
Fall n = —1 wohlwollend auch so lesen.
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Wir nehmen nun an, dass (5.3.5) fiir einen endlichen Zellkomplex X gilt, wobei die ¢, wie in der Formu-
lierung des Satzes definiert sind. Sei f: Z := S"~! — X eine stetige Abbildung, so dass also K := C(f) aus
X durch Ankleben einer n-Zelle entsteht.

Da die lange exakte Sequenz (5.3.2) aus Satz 5.3.10 beschrinkt ist und aus endlichdimensionalen Vek-
torrdumen besteht, zeigt Lemma 4.9.13, dass die alternierende Summe iiber die Dimensionen der Terme
dieser langen exakten Sequenz verschwindet, dass also

X(H(X)) = x(H(2)) + x(H(K)) = (-=1)"" + x(H(K))

gilt, wobei wir erst in der zweiten Gleichheit Z = S"~! verwenden. Wir folgern

XK k) = 14 x(H(K)) = 1+ (=)™ + x(H(X)) = X(X; %) + (=1)" = (=1)" + Y _(~1)¢,
q€eN

was (5.3.5) fir K zeigt, wo wir ja eine weitere n-Zelle hinzugefiigt haben. O

Ende der 22. Vorlesung am 22.01.2021.
Hausaufgaben:
(1) Aufgabe 5.2.13: Jede stetige Injektion M < N zwischen topologischen Mannigfaltigkeiten derselben
Dimension ist offen.
(2) Aufgabe 5.2.16: Reduzierte Homologie der Suspension/Einhéngung
(3) Aufgabe 5.3.12: Abbildungskegel von z + 2" und P?R
(4) Aufgabe 5.3.13: Homologie des 2-Torus durch Ankleben von Zellen

6. TENSORPRODUKT UND UNIVERSELLE KOEFFIZIENTENTHEOREME
6.1. Vorbemerkungen.

6.1.1. Wir nehmen an, dass der Leser grundlegende Kenntnisse iiber Moduln hat und beispielsweise weif3,
was Rechts- und Linksmoduln, freie Moduln, Untermoduln und Quotienten sind.

6.1.2. Wir fixieren einen (assoziativen, unitidren) Ring R, der nicht notwendig kommutativ ist. Der wichtigste
Fall im Rahmen dieser Vorlesung ist nichtsdestotrotz der des kommutativen Ringes R = Z der ganzen Zahlen.

6.1.3. Bisher haben wir die Kategorie der Links- R-Moduln als Mod(R) bezeichnet. In diesem Kapitel ver-
wenden wir fiir diese Kategorie die Bezeichnung R-Mod. Die Kategorie der Rechts- R-Moduln wird als Mod-R
notiert. Da R nicht als kommutativ angenommen ist, muss man zwischen den Kategorien R-Mod und Mod-R
unterscheiden. Fiir die Morphismenmengen dieser Kategorien verwenden wir die folgende Notation: Gegeben
M, N € R-Mod schreiben wir

Homp(M, N) := (R-Mod)(M, N)
={f: M — N Gruppenmorphismus | f(rm) = rf(m) fir alle r € R und m € M}

fiir die Menge der R-linkslinearen Abbildungen. Diese Menge ist per (f + f')(m) := f(m) + f'(m) eine
abelsche Gruppe (= ein Z-Modul) und Komposition von Morphismen ist biadditiv: (f+ f')og = fog+ f'og
und fo(g+g) = fog+ fog.'?® Dies ist aus der linearen Algebra fiir Moduln iiber einem Korper k
(= k-Vektorrdume) wohlbekannt: Betrachtet man nur Vektorrdume der Form &™ und beschreibt lineare
Abbildungen zwischen diesen als Matrizen, so ist Verkniipfung alias Matrixmultiplikation biadditiv (und
sogar k-bilinear).
Gegeben M, N € Mod-R schreiben wir
Hom_pr(M, N) := (Mod-R)(M, N)
={f: M — N Gruppenmorphismus | f(mr) = f(m)r fir alle r € R und m € M}.

fiir die Menge der R-rechtslinearen Abbildungen, die ebenfalls in offensichtlicher Weise eine abelsche Gruppe
ist.

Selten werden wir es auch mit Bimoduln zu tun haben. Sei S ein weiterer Ring. Ein S-R-Bimodul M ist
eine abelsche Gruppe, die sowohl eine S-Linksmodulstruktur triagt als auch eine R-Rechtsmodulstruktur, so

12811 abstrakter Terminologie sagt man, dass die Kategorie R-Mod eine Z-lineare Kategorie ist oder dass sie angereichert
in abelschen Gruppen/Z-Moduln ist. Ist R kommutativ, so ist R-Mod sogar eine R-lineare Kategorie.
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dass die beiden Skalarmultiplikationen kommutieren: Fiir alle s € S, r € Rund m € M gilt (s.m).r = s.(m.r).
Die Kategorie der S-R-Bimoduln wird als S-Mod-R notiert, ihre Morphismenmengen sind abelsche Gruppen
und werden als

Homp_g(M, N) := (R-Mod-S)(M, N)
={f: M — N Gruppenmorphismus | f(rms) = rf(m)s fir aller € R, s € S und m € M}
notiert.

6.2. Tensorprodukt von Moduln.

Definition 6.2.1. Gegeben ein Rechtsmodul M € Mod-R, ein Linksmodul N € R-Mod und eine abelsche
Gruppe A heifit eine Abbildung

B:MxN—A
von Mengen R-balanciert, falls die Gleichheiten
B(mr,n) = B(m,rn) firaller e R, me M und n € N,
B(m +m',n) = B(m,n) + B(m’,n) fiir alle m,m' € M und n € N,
B(m,n+n') = B(m,n) + B(m,n’) fiir alle m € M und n,n’ € N

gelten. Die Menge aller R-balancierten Abbildungen M x N — A wird als Balg(M x N, A) notiert. Sie ist
in offensichtlicher Weise eine abelsche Gruppe.

Definition 6.2.2. Seien M € Mod-R ein Rechtsmodul und N € R-Mod ein Linksmodul. Ein Tensor-
produkt von M und N iiber R ist ein Paar (T, 7) bestehend aus einer abelschen Gruppe T und einer
R-balancierten Abbildung 7: M x N — T mit der folgenden universellen Eigenschaft: Fiir jede abelsche
Gruppe A und jede R-balancierte Abbildung 8: M x N — A gibt es genau einen Gruppenmorphismus
B:T— Pmit 3o =p.

7 (balanciert)

M x N
318" (Z-linear)
Vg (balancier v
A
6.2.3. Dies bedeutet dquivalent, dass fiir alle abelschen Gruppen A die Abbildung
(6.2.1) Homgz (T, A) = Balg(M x N, A),
Bl plor,

bijektiv ist.

6.2.4 (Eindeutigkeit des Tensorprodukts bis auf eindeutigen Isomorphismus). Wie bei durch universelle
Eigenschaften definierten Objekten iiblich, sind je zwei Tensorprodukte von M und N eindeutig isomorph:
Sind (T, 7) und (T", 7') zwei Tensorprodukte von M und N, so gibt es genau einen Isomorphismus a: T' = T’

von R-Moduln mit ao7 = 7/ (der Leser beweise dies!). Wir diirfen deshalb den bestimmten Artikel verwenden
und von dem Tensorprodukt zweier Moduln sprechen.

Beispiele 6.2.5. Es ist eine gute Ubung, die folgenden Aussagen von Hand zu begriinden (spiiter mag man
sie mit Proposition 6.2.17 erkléren).

(a) Die Abbildung
T LXTL—T =17,
(n,m) — nm,

ist ein Tensorprodukt von Z und Z iiber Z.
(b) Sei m # 0 eine ganze Zahl. Dann ist die Nullabbildung

Z

ein Tensorprodukt von Q und Z/mZ iiber Z.
111



(c) Die Nullabbildung 7 = 0: Z/3Z x Z/2Z — T := {0} ist ein Tensorprodukt von Z/3Z und Z/2Z iiber
Z.
(d) Die Abbildung
T L)AL x T)8Z — T = 7,AZ,
([n]4; [m]8) = [nm]4a
ist ein Tensorprodukt von Z/4Z und Z/8Z iiber Z (und auch iiber Z/8Z).

(e) Ist M oder N der Nullmodul, so ist das Tensorprodukt von M und N der Nullmodul (mitsamt der
Nullabbildung 0: M x N — {0}).

Proposition 6.2.6 (Existenz des Tensorprodukts). Jedes Paar (M, N) bestehend aus einem Rechtsmodul
M € Mod-R und einem Linksmodul N € R-Mod besitzt ein Tensorprodukt iber R.

Beweis. Betrachte die freie abelsche Gruppe Z(M x N) = EB(mm)eMX]VZ itber der Menge M x N. Sie
hat als Z-Basis die Familie (m,n), nyemxn- Sei U C Z(M x N) die Untergruppe, die von den folgenden
Elementen erzeugt wird:

(6.2.2) (mr,n) — (m,rn), fir aller € R, me M und n € N,
(m+m/,n) — (m,n) — (m’,n), fiir alle m,m’ € M und n € N,
(my,n+n')— (m,n) — (m,n’), fiir alle m € M und n,n’ € N.

Betrachte die abelsche Gruppe
Z(M x N)  @DuxnZ

T := =
U U
und sei 7 die Verkniipfung M x N — Z(M x N) <% T, also die Abbildung
T:MXxN—>T,

(m,n) = (m,n) = can(m,n) = (m,n) + U,
von Mengen. Dann ist 7 nach Definition von T' R-balanciert:
7(mr,n) = (mr,n) + U = (m,rn) + U = 7(m,rn),
T(m+m',n)=(m+m',n)+U= ((mm) + (m’,n)) +U = ((m,n) + U) + ((m',n) + U) =1(m,n) + 7(m’,n),
T(m,n+n')=(mn+n")+U = ((m, n) + (m,n’)) +U = ((m, n) + U> + ((m, n') + U) = 7(m,n) + 7(m,n’).

Zum Beweis der universellen Eigenschaft seien eine abelsche Gruppe A und eine R-balancierte Abbildung
B: M x N — A beliebig gegeben. Die Abbildung 8 von Mengen liefert (nach der universellen Eigenschaft
(2.4.1) des freien Z-Moduls Z(M x N)) genau eine Z-lineare Abbildung

B:Z(M x N) = A

mit B(m,n) = f(m,n) (ndmlich die Z-lineare Ausdehnung). Da § balanciert ist, gilt g(U) = 0. Also fakto-
risiert 8 eindeutig zu einer Z-linearen Abbildung 8': T'— A mit 8’ o can = . Wir erhalten

B'(r(m,n)) = B'(can(m,n)) = B(m,n) = B(m,n)
und somit 3’ o7 = f3.
Es ist klar, dass 3’ eindeutig ist: Sei 8”: T — A eine weitere R-lineare Abbildung mit 8" o 7 = 8. Dann
gilt
Blm,n) = B(m,n) = p"(r(m,n)) = §" (can(m.n))
fiir alle m € M und n € N. Es folgt 8” ocan = B\ = f#’ ocan und wegen der Surjektivitéit von can folgt daraus
B = p". Also ist (T, 7) ein Tensorprodukt von M und N. O

Notation 6.2.7. Seien M € Mod-R ein Rechtsmodul und N € R-Mod ein Linksmodul. Dann besitzen M
und N nach Proposition 6.2.6 ein Tensorprodukt iiber R, welches nach 6.2.4 eindeutig bis auf eindeutigen
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Isomorphismus ist. Wir fixieren fiir jedes Paar (M, N) ein solches Tensorprodukt und notieren es als (M ®g
N, ®). Die R-balancierte Abbildung ®: M x N — M ®p N wird stets in Infixnotation geschrieben, d.h. als

®=-®:MxN— M®egN,
(m,n) = m@n.

Wenn wir beispielsweise das im Beweis von Proposition 6.2.6 konstruierte Tensorprodukt (7, 7) von M
und N nehmen, so gelten M Qp N =T = w

6.2.8. Die Bijektion (6.2.1) wird mit dieser Notation zu
(6.2.3) Homgz(M ®p N, A) = Balg(M x N, A),
B B o®.
6.2.9. Balanciertheit von ® bedeutet, dass (mr) @ n = (m®@rn) und (m+m') @n=m®@n+m’ ® n und

m®(n+n') =men+maen’ gelten. Die erste Gleichung sagt, dass man bei Elementen des Tensorprodukts
M ®gr N Skalare aus R ,,am Tensorproduktzeichen ® vorbeischieben® darf.

und m @ n = 7(m,n) = (m,n).

6.2.10. Oft sagt man einfach, dass M ® g N das Tensorprodukt von M und N ist und verzichtet darauf, die
R-balancierte Abbildung ®: M x N — M ®p N explizit zu erwahnen.

6.2.11. Jedes Element von M ®pg N lésst sich als endliche Summe von Elementen der Form m ®n schreiben,
fiir (m,n) € M x N (dies folgt sofort aus dem Beweis von Proposition 6.2.6, aber auch abstrakt aus der
universellen Eigenschaft, denn die von allen m ® n erzeugte Untergruppe von M ®r N hat die gewiinschte
universelle Eigenschaft). Ein Element der Form m ® n nennt man einen reinen Tensor. Die reinen Tensoren
bilden also ein Erzeugendensystem von M ®pr N.

Die Abbildung ®: M x N — M ®g N ist aber im Allgemeinen keineswegs surjektiv (siehe Beispiel 6.2.20
fiir ein Gegenbeispiel).

Ein Morphismus a: M ®r N — A von abelschen Gruppen wird oft nur auf den reinen Tensoren angegeben
— der Leser muss dann selbst die Wohldefiniertheit tiberpriifen.

6.2.12 (Tensorprodukt als Funktor). Seien f: M — M’ in Mod-R und ¢g: N — N’ in R-Mod Morphismen.
Betrachte das folgende Diagramm ohne den gepunkteten Pfeil.

MxN—2 5 MopN

fxg 3l fRg
\
M x N' -2 M op N'.

Die beiden horizontalen Pfeile ® sind R-balanciert. Da ® o (f x g) R-balanciert ist, existiert der gepunktete
Morphismus abelscher Gruppen eindeutig, so dass das Diagramm kommutativ ist. Wie angedeutet, wird
dieser Morphismus als f ® g notiert. Explizit ist er (auf reinen Tensoren) durch (f ® ¢g)(m®n) = f(m)®g(n)
gegeben.

Wie man leicht priift, erhalten wir so einen Funktor

(6.2.4) ®@r = (—®r —): Mod-R x R-Mod — Z-Mod = Ab,
(M,N)— M®rN auf Objektebene,
(f,g)—~ f®g auf Morphismenebene.

6.2.13. Fixieren wir einen R-Rechtsmodul M, so erhalten wir einen Funktor
(6.2.5) (M ®g —): R-Mod — Z-Mod = Ab,

N M®gN,

g—idy ®g.
Statt idy ® g findet sich bisweilen auch die Notation M ® g = M ®gg. Sind g, g': N — N’ zwei Morphismen
in R-Mod, so gilt idy ®@ (9+¢') = idy ® g+idy ® ¢'. Aquivalent bedeutet dies, dass unser Funktor auf den
Morphismen-abelschen-Gruppen (vgl. 6.1.3) ein Gruppenmorphismus
(M ®gr —): Hompg(N,N') — Homz(M ®@r N,M @r N')
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ist.
Analog kann man das rechte Argument N € R-Mod fixieren und erhilt den Funktor (—®g N): Mod-R —
Ab.

6.2.14 (Tensorprodukt von Bimoduln). Sei S ein weiterer Ring und sei M = ¢Mp ein S-R-Bimodul. Sei
N = gN ein R-Linksmodul. Betrachten wir M nur als R-Rechtsmodul, so ist das Tensorprodukt M ®pr N eine
abelsche Gruppe, jedoch wird es in kanonischer Weise ein S-Linksmodul ist, wenn wir die Skalarmultiplikation
mit s € S durch

s.(m®n) :=(s.m)®@n
definieren, was wohldefiniert ist: Da s.: M — M eine R-rechtslineare Abbildung ist, liefert die Funktorialitit
des Tensorprodukts den Morphismus

(3.)®idN: M®&grN — Mxr N

abelscher Gruppen; dieser bildet m ® n auf (s.m) @ n ab.
Mit unserer Notation S-Mod-R fiir die Kategorie der S-R-Bimoduln gibt der Funktor 6.2.4 somit Anlass
zum Funktor

(6.2.6) ®r = (—®g —): S-Mod-R x R-Mod — S-Mod.

Ist @ ein weiterer Ring und N = rNg ein R-Q-Bimodul, so definiert (m ® n).q := m ® (n.¢q) analog
eine @-Rechtsmodulstruktur auf M ® g N. Diese kommutiert mit der obigen S-Linksmodulstruktur, so dass
M ®pgr N ein S-Q-Bimodul ist. Wir erhalten den Funktor

(6.2.7) ®r = (- ®p —): S-Mod-R x R-Mod-Q — S-Mod-Q.

6.2.15 (Skalarerweiterung). Eine besonders wichtige Anwendung von (6.2.6) ist die folgende: Sei p: R — S
ein Ringmorphismus. Dann kénnen wir S per s'.s.r’ := s - s - ¢(1’) als S-R-Bimodul auffassen. Indem wir
diesen Bimodul als linkes Argument in (6.2.6) fixieren, erhalten wir Funktor Erweiterung der Skalare

S ®r —: R-Mod — S-Mod.

Beispielsweise ist C®r — der Funktor ,, Komplexifizierung®, der aus einem R-Vektorraum V' den C-Vektorraum
C ®gr V macht. Beispielsweise gilt C ®g R™ = C” nach der spédteren Proposition 6.2.17.

6.2.16 (Tensorprodukt von Moduln iiber kommutativen Ringen). Sei R kommutativ. Seien M, N zwei R-
Linksmoduln. Wir kénnen M per m.r := r.m als R-Rechtsmodul auffassen und dann die abelsche Gruppe
M ®g N bilden. Diese wird per

(6.2.8) r(m®n):=(rm)@n=(mr)@n=me (rn)
selbst zu einem R-Linksmodul, wobei die Wohldefiniertheit wie in 6.2.14 aus ((r.) ® idy)(m xn) = (rm) ®n

folgt, wobei man beachte, dass r.: M — M auf Grund der Kommutativitit von R ein Morphismus von
R-Rechtsmoduln ist. Genauer wird das Tensorprodukt zu einem Funktor

Rpr: R-Mod x R-Mod — R-Mod.

Die Gleichung (6.2.8) besagt auch, dass die R-balancierte Abbildung ®: M x N — M ®z N R-bilinear
ist.

Sind M und N endlich erzeugt, so ist M @ g N ebenfalls endlich erzeugt. Dies folgt sofort aus der ersten
Beobachtung in 6.2.11.

Ist A ein beliebiger R-(Links-)Modul, so ist jede R-bilineare Abbildung M x N — A automatisch R-
balanciert; dies liefert die vertikale Inklusion rechts im folgenden Diagramm.
(629) HomZ(M ®r N, A) ﬁ BalR(M X N, A)

U U
Hompg(M ®g N, A) —— Biling(M x N, A)

Man priift leicht, dass sich die unteren Mengen unter der obigen horizontalen Bijektion entsprechen. Die
untere vertikale Bijektion kodiert die universelle Eigenschaft des R-Moduls M ®r N samt der R-bilinearen
Abbildung ®.
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Ende der 23. Vorlesung am 28.01.2021.

Proposition 6.2.17. Sei R ein Ring.
(a) (Tensorprodukt mit dem Grundring) Ist M ein R-Linksmodul, so ist

(6.2.10) R®r M = M, r®m — rm,
(6.2.11) 1®m i m,

ein Isomorphismus von R-Linksmoduln.

(b) (Tensorprodukt und Restklassenabbildung) Ist M ein R-Linksmodul und I C R ein Rechtsideal (=
Untermodul von R als R-Rechtsmodul), so ist

(6.2.12) (R/I)®@r M = M/IM, T ®m — T,
(6.2.13) T®@m «im,
ein Isomorphismus von R-Linksmoduln.

(¢) (Tensorprodukt und endliche direkte Summen) Sind M und M’ R-Rechtssmoduln und N ein R-
Linksmodul, so ist

(6.214) (Mo M')®@r N = (M ®r N)® (M ®@r N), (m,m')@n s ((m&n),(m @n)),
(6.2.15) (m,0) @ny + (0,m") @ ng ++ (M @ny,m @nz)
ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

(d) (Tensorprodukt und beliebige direkte Summen; Verallgemeinerung des vorigen Punkts) Ist (M;)cr
eine Familie von R-Rechtsmoduln und ist N ein R-Rechtsmodul, so ist

(6.2.16) (@ M;)®r N = @(Mz ®r N), (mi)ier @ n = (m; @ n)ier.
iel i€l
Z Li(mg) ® ng < (m; @ ns)ier,
i€l
ein Isomorphismus abelscher Gruppen, wobei v;: M; — @,.; M; die kanonische Inklusion in den
j-ten Summanden ist.
Analog vertauscht das Tensorprodukt auch mit direkten Summen im rechten Tensorfaktor.
(e) (Symmetrie des Tensorprodukts fiir kommutative Ringe) Ist R kommutativ und sind M und N R-
Linksmoduln, so ist

(6.2.17) M®r N N®g M, men-—n®m,
ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

(f) (Assoziativitit des Tensorprodukts) Sei S ein weiterer Ring und sei M ein R-Rechtsmodul, N ein
R-S-Bimodul und P ein S-Linksmodul. Dann ist

(6.2.18) (M ®r N)®s P~ M ®g (N ®s P), (men)@p—mae (nQp),

ein Isomorphismus von abelschen Gruppen.
All diese Isomorphismen sind natiirlich in den beteiligten Moduln.
Tragen die beteiligten Moduln eine Zusatzstruktur, so sind diese Isomorphismen meist (immer?) mit dieser
Zusatzstruktur vertrdglich. Beispielsweise ist (6.2.12) ein Isomorphismus von S-Rechtsmoduln, falls M ein
R-S-Bimodul ist.

Beweis. Der Leser iiberlege sich mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts, dass alle Abbil-
dungen wohldefiniert sind. O

Aufgabe 6.2.18. Seien m,n € Z ganze Zahlen und sei d € Z ein grofiter gemeinsamer Teiler von m und n,
d. h. es gilt dZ = mZ + nZ. Dann ist
Z Z Z
T° m X niz — T = diz,
([u]ma [U]n) = [’U/U]d,
ein Tensorprodukt von Z/mZ und Z/nZ iiber Z ist.
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Hinweis: Bestimme allgemeiner R/I ®g R/J fir einen kommutativen Ring R mit Idealen I, J C R.
Bonus: Bestimme R/I @ R/J fiir einen nicht notwendig kommutativen Ring R mit Rechtsideal I und
Linksideal J.

6.2.19. Sei R ein kommutativer Ring. Sind M und N freie R-(Links-)Moduln, so ist auch M ®pg N frei als
R-Modul. Dies folgt aus Proposition 6.2.17, die uns die folgenden Isomorphismen liefert (bis auf den letzten
offensichtlichen Isomorphismus):

(DR en (DR >P(Ren(BR) D (BR > (@rerr) > P R

el jeJ i€l JjeJ iel jed iel jeJ (i,4)eIxJ

Insbesondere folgt: Sind B eine R-Basis von M und C eine R-Basis von N, so ist {b®c | (b,c) € B x C}
eine R-Basis von M ®g N. Fiir Vektorrdume ist diese Aussage vermutlich wohlbekannt.

Ein Spezialfall der obigen Kette von Isomorphismen ist der Isomorphismus R™ ®r R — R™" fir
m,n € N.

Beispiel 6.2.20. Fiir einen Kérper & und V = k? betrachte man die Abbildung ®: V xV — V ®, V.
Ist e1,es die (geordnete) Standard-k-Basis von V, so ist 1 ® e1,e1 ® e2,e2 ® e1,e3 ® ea nach 6.2.19 eine
k-Basis von V ®V und liefert einen Isomorphismus V ®; V = k*. Unter dieser Identifikation ist die bilineare
Abbildung ®: V x V — V ®; V wie folgt gegeben
k2 x k? — k4,

T1Y1

()63

T2 Y2 T2Y1

L2Y2
Man rechnet leicht nach, dass das Bild dieser Abbildung genau die Nullstellenmenge in k* des Polynoms
7124 — Zy 75 ist, wobei Z;: k* — k die i-te Koordinatenfunktion ist. Insbesondere ist @: V x V =V @, V
alles andere als surjektiv. (Wenn man hier V = k3 nehmen wiirde, wiirde man noch weniger Surjektivitit

erwarten, da V x V 6-dimensional, V ® V' aber 9-dimensional ist; beachte aber, dass ®: V xV =V ®; V
nicht linear ist.)

6.2.21. Das Element 2®1 von (2Z)®77/2 ist nicht Null (denn unter den Isomorphismen (2Z)®,7/2 2o

7 @z 7.)2 = 72 enspricht es dem Element 1) wihrend das Element 2 ® 1 von Z ®7z Z/2 Null ist (denn
201=(1-2)®1=1®(21) =1®0 = 0). Deswegen ist es wichtig anzugeben, in welchem Tensorprodukt
ein Element der Form z ® y lebt.

6.3. Rechtsexaktheit des Tensorprodukts.

Beispiel 6.3.1. Tensorieren wir die Injektion (2:): Z < Z von Z-Moduln (von links) mit Z/2, so erhalten
wir die Abbildung
id®(2-)
2)2R37 ——7]2 Rz Z.
Diese Abbildung ist die Nullabbildung, denn m ® n wird auf m ® 2n = m2®n = 0 @ n = 0 abgebildet.
Wegen Z/2 ®z Z 6212), Z/2Z # {0} ist sie keine Injektion.
Dies zeigt, dass der Funktor M ®pr — Injektionen im Allgemeinen nicht erhélt. Diese Beobachtung fiihrt

zum Begriff der Flachheit eines Moduls (siehe Abschnitt 6.4). Zunéchst zeigen wir aber, dass der Funktor
M®pg rechtsexakt ist (siehe Proposition 6.3.6).

Definition 6.3.2. Seien R und S Ringe. Eine exakte Sequenz M’ — M — M" — 0 in R-Mod oder Mod-R
oder R-Mod-S heifit rechtssexakte Sequenz. Eine exakte Sequenz 0 — M’ — M — M" in R-Mod oder
Mod-R oder R-Mod-S heifit linksexakte Sequenz.

Definition 6.3.3. Seien R und S Ringe. Ein Funktor F': R-Mod — S-Mod heifit

(a) rechtsexakt, falls er



e F(0) =0 und F(M @& N) =2 F(M) & F(N) (unter der kanonischen Abbildung) fiir alle M,
N € R-Mod erfiillt'?” **° und
e rechtsexakte Sequenzen auf rechtsexakte Sequenzen abbildet: Fiir jede exakte Sequenz

JYGER VY V(N
in Mod R ist die Sequenz

F(f) ) F(g)

F(M') F(M F(M") = 0

=F(M")

in Mod S exakt.
131
(b) linksexakt, falls er
e F(0) =0 und F(M @ N) &2 F(M) @ F(N) (unter der kanonischen Abbildung) fiir alle M,
N € R-Mod erfiillt und
e linksexakte Sequenzen auf linksexakte Sequenzen abbildet: Fiir jede linksexakte Sequenz

0= M LM m”
in Mod R ist die Sequenz
0 — ruy 29 pony 29
=F(0)

in Mod S linksexakt.

F(M”)

132
(¢) exakt ist, falls er links- und rechtsexakt ist.

Analoge Definitionen gelten fiir Funktoren F': Mod-R — S-Mod bzw. F': R-Mod — Mod-S bzw. F': Mod-R —
Mod-S.

Aufgabe 6.3.4. Fiir einen Funktor F' mit F'(0) 2 0und F(M & N) =2 F(M)® F(N) (unter der kanonischen
Abbildung) fiir alle M, N € R-Mod sind #quivalent:

e [ ist exakt;
e F' bildet kurze exakte Sequenzen auf kurze exakte Sequenzen ab;
e [ bildet exakte Sequenzen auf exakte Sequenzen ab.

Beispiel 6.3.5. Der Funktor Homp (T, —): Mod(R) — Mod(Z) ist linksexakt (Aufgabe 6.3.8.(a)).

Proposition 6.3.6 (Rechtsexaktheit des Tensorprodukts). Ist M ein R-Rechtsmodul, so ist der Funktor
(M ®g —): R-Mod — R-Mod

rechtsexakt. Analog ist der Funktor (— ®@g N) fiir jeden R-Linksmodul N rechtsexakt.

Beweis. Offensichtlich gelten M @ g0 20 und M Qr (X ®Y) = (M ®r X)® (M ®@rY) nach (6.2.14) bzw.
genauer der entsprechenden Aussage fiir direkte Summen im rechten Tensorfaktor.

Sei N' L3 N % N - 0 eine rechtsexakte Sequenz. Zu zeigen ist, dass

Meg N 290 prop N 999 prgr N7 =0

1294 quivalent: Fiir alle Morphismen f, f': M — N gilt F(f+f)=F()+F(f).

130 Der (auch auf Morphismen wohldefinierte) Funktor Mod(Z) — Mod(Z), M ~ ZM, der eine abelsche Gruppe auf die
freie abelsche Gruppe iiber der unterliegenden Menge M abbildet, erfiillt keine dieser beiden Bedingungen.

Blguryg gefasst bedeuten diese Bedingungen, dass F' alle endlichen Kolimiten erhélt, vgl. | , 0519].

132K ury gefasst bedeuten diese Bedingungen, dass F' alle endlichen Limiten erhilt, vgl. | , 0519]. Man beachte, dass
endliche Koprodukte und Produkte in Modulkategorien iibereinstimmen.
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rechtsexakt ist. Sicherlich ist id ® g surjektiv (verwende 6.2.11). Weiter gilt (id®g)o (id® f) =id® (go f) =
id®0 = 0 und somit im(id ® f) C ker(id ® g). Somit faktorisiert id ® g eindeutig iiber den Kokern von id ® f
wie im folgenden Diagramm angegeben.

Mar N 220 prop N 2% M eop N —~0

\ A
EIDY
T

cok(id ® f),

wobei 7 die kanonische Abbildung ist; es gilt also Aom =id ® g¢.
Wir konstruieren nun eine/die Umkehrabbildung zu A. Fiir jedes y € N” wéhle einen Lift § in N, also ein
Element g € N mit ¢g(y) = y. Dann ist die Abbildung

B: M x N" — cok(id ® f),
(m,y) = m(m®7y),
unabhéingig von der Wahl der Lifts und R-bilinear. Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts
gibt es also genau eine Gruppenmorphismus
B M @r N" — cok(id ® f)
mit '(m ®@y) = B(m,y) = 7(m ®y). Wegen f'(m ® g(y)) = p'(m @ y) folgt f' o (id ® g) = .

Wir folgern 8/ o dom =’ o(idog) =mund Ao ' o (id®g) = Aom =id ® g. Weil 7 und id ® g surjektiv
sind, folgen 3’ oA = id und Ao 8’ = id, d.h. 8/ und X sind zueinander invers. Also gilt ker(id ® g) = ker(7) =
im(id ® f). O
Proposition 6.3.7 (Tensor-Hom-Adjunktion ((—®p N, Homgz (N, —))). Seien M = Mg, ein R-Rechtsmodul,
N = gN ein R-Linksmodul und A eine abelsche Gruppe (= ein Z-Modul). Dann ist die folgende Abbildung
eine Bijektion
(6.3.1) Homgz(M ®g N, A) = Hom_z(M,Homz(N, A)),

f'_> (m’_> f(m®_))7
(men e (gm)m)) g
von abelschen Gruppen, wobei die abelsche Gruppe Homz(N, A) per (h.r)(n) := h(r.n) als R-Rechtsmodul
aufgefasst wird. Sie ist natirlich in M, N und A; genauer ist sie natirlich in (M, N,A) € (Mod-R)°P x
(R-Mod)°P x Z-Mod.

Insbesondere ist fir fiziertes N € R-Mod der Funktor (— @r N): Mod-R — Z-Mod zum Funktor
Homgy (N, —): Z-Mod — Mod-R linksadjungiert.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die beiden angegebenen Abbildungen wohldefiniert und invers zuein-
ander sind. Wer mag, kann dies auch aus den offensichtlichen Bijektionen

Homz (M @5 N, A) 22 Balp(M x N, A) = Hom_ (M, Homgz(N, A))

~

folgern. Der Beweis der Natiirlichkeit sei dem Leser iiberlassen. (]

Aufgabe 6.3.8. Sei R ein Ring. Mit einem R-Modul meinen wir einen R-Linksmodul, aber die folgenden
Aussagen gelten analog fiir R-Rechtsmoduln und auch fiir R-S-Bimoduln.
(a) Eine Sequenz
0N LN N
von R-Moduln ist genau dann exakt, wenn fiir alle R-Moduln T (die wir als ,, Testmoduln“ auffassen)
die Sequenz
(6.3.2) 0 — Hompg (T, N') £ Hompg(T, N) £ Homp (T, N")

von abelschen Gruppen exakt ist.



Insbesondere ist der Funktor Hompg(T, —): R-Mod — Z-Mod linksexakt. (Offensichtlich erhilt er
den Nullmodul und die direkte Summe zweier Moduln.)
(b) Eine Sequenz
AV VN Vi
von R-Moduln ist genau dann exakt, wenn fiir alle R-Moduln T die Sequenz

(6.3.3) Homp(M', T) ¢~ Homp(M,T) ¢~ Homp(M",T) < 0
von abelschen Gruppen exakt ist.
Man sagt auch hier, dass der Funktor Hompg(T, —): (R-Mod)°? — Z-Mod linksexakt ist (auch
wenn wir diesen Begriff formal nicht fiir Funktoren definiert haben, die bei der opponierten einer
Modulkategorie starten).

Losung auskommentiert

Aufgabe 6.3.9 (Alternativbeweis Rechtsexaktheit des Tensorprodukts 6.3.6 (im linken Faktor)). Sei N
ein R-Linksmodul. Zeige die Rechtsexaktheit des Funktors (— ® g N): Mod-R — Z-Mod mit Hilfe von
Proposition 6.3.7 und Aufgabe 6.3.8.(b).

Bemerkung: Abstrakter zeigt dies, dass Linksadjungierte stets rechtsexakt sind. Analog sind Rechtsad-
jungierte stets linksexakt. Losung (in anderer Notation) auskommentiert

6.4. Flache Moduln.
Definition 6.4.1. Ein R-Rechtsmodul M heifit genau dann flach, wenn der Funktor
M ®p —: Mod(R) — Mod(R)
exakt ist. Analog ist Flachheit fiir Linksmoduln definiert.
6.4.2. Da (M ®gr —) stets rechtsexakt ist (Proposition 6.3.6), ist M genau dann flach, wenn fiir jeden

injektiven Morphismus ¢: U < N von R-Moduln der Morphismus id ® i: M @ g U — M ®g N injektiv ist
(sieche Aufgabe 6.3.4).

Beispiel 6.4.3. Wir haben in Beispiel 6.3.1 gesehen, dass der Z-Modul Z/2 nicht flach ist.
Proposition 6.4.4. Freie R-Rechtsmoduln und direkte Summanden solcher Moduln sind flach.**

Beweis. Beobachtung: Sind f;: M; — N; Morphismen von (Links/Rechts/Bi-)Moduln, fiir i € I, so ist ihre
Summe @ f;: M; — N; genau dann injektiv, wenn jeder Morphismus f;: M; — N, injektiv ist (analoges gilt
fiir surjektiv bzw. bijektiv).
Seii: N’ < N ein beliebiger injektiver Morphismus von R-Linksmoduln. Dann priift man der Reihe nach
mit
e (6.2.12), dass fiir den freien R-Rechtsmodul M = R = R die Abbildung idj; ® ¢ injektiv ist;
e (6.2.16), dass fiir den freien R-Rechtsmodul M = &, ; Rr die Abbildung idy; ® ¢ injektiv ist (das
verwendet die obige Beobachtung);
e (6.2.14), dass fiir jede direkte Summenzerlegung M & N =
ist (auch das verwendet die obige Beobachtung, fiir |I| = 2).

icl

;1 Rr die Abbildung idys ® 7 injektiv

O

Beispiel 6.4.5. Alle Vektorrdume tiber einem Korper sind frei und damit flach.

Beispiel 6.4.6. Jedes Ideal in einem Hauptidealring (etwa in Z oder k[X], fiir einen Kérper k), ist frei und
damit flach.
Beispielsweise ist fiir ein beliebiges Polynom f € k[X] das Ideal (f) flach als k[X]-Modul.

Proposition 6.4.7. Eine abelsche Gruppe ist genau dann flach, wenn sie torsionsfrei>* ist.
Insbesondere sind Untergruppen flacher abelscher Gruppen flach.

133Da man projektive Moduln als direkte Summanden freier Moduln charakterisieren kann, bedeutet dies, dass jeder pro-
jektive Modul flach ist.

134 Ein Modul M iiber einem Integritétsbereich R heifit torsionsfrei, falls fiir alle r € R und m € M gilt: Aus rm = 0 folgt
r =0 oder m = 0.

Fiir eine abelsche Gruppe bedeutet dies schlicht, dass jedes Element ungleich Null unendliche Ordnung hat.
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Beweis. Sei A eine abelsche Gruppe. Wir schreiben abkiirzend ® = ®,.

A nicht torsionsfrei = A nicht flach: Sei A nicht torsionsfrei. Also existieren n € Z und a € A mit
na = 0 aber n # 0 und a # 0. Betrachte den injektiven Gruppenmorphismus Z<57. Sein Tensorprodukt Z
mit A ist nach (6.2.12) zu M =% M isomorph. Diese Abbildung ist aber nicht injektiv. (Diese Implikation
gilt fiir jeden Modul iiber einem Integrititsbereich.)

A torsionsfrei = A flach: Ist A torsionsfrei und endlich erzeugt, so ist A nach dem Hauptsatz iiber
endlich erzeugte abelsche Gruppen frei (von endlichem Rang) und somit flach nach Proposition 6.4.4.

Sei nun A eine beliebige torsionsfreie abelsche Gruppe. Sei i: V < N eine Inklusion von abelschen
Gruppen. Zu zeigen ist, dass die Abbildung

ida®i: AQV - AQN
injektiv ist. Sei t € A ® V ein Element ihres Kerns.
Da die reinen Tensoren A ® V erzeugen (siehe 6.2.11), gibt es eine endlich erzeugte Untergruppe A’ cA

und ein Element ¢’ € A’ ® V, das unter A’ @ V —— XV, A @V auf t abgebildet wird, wie auf der linken Seite
des kommutativen Diagramms

0
m
id A ®1i can
e AoV A®N Z(A x N)
] a®idvT a®1dNT Ttp
V,oe AoV 4o N <74 x N)
w w

(idy @4)(t') <—-1t
angedeutet. Wir nehmen hierbei ohne Einschrinkung an, dass die beiden Tensorprodukte A®@ N und A’ ®@ N
wie im Beweis von Proposition 6.2.6 konstruiert sind. Die Abbildung ¢ bezeichnet die Z-lineare Ausdehnung
von « X idp.
Wie im Diagramm bereits angedeitet, sei t € Z(A’ ® N) ein Lift des Elements (idas ® i)(t'). Weil o(t)
im Kern von can hegt und wir diesen nach (6.2.2) gut kennen, gibt es eine endliche erzeugte Untergruppe

A" C A mit A C A" so dass ¢(t) bereits in Z(A” x N) und im Kern von Z(A” x N)—»A” ® N liegt.
Dies bedeutet, dass (idas ® i)(¢') bereits unter
BRidN

AN —= A" N
auf Null geht. Folglich geht (8 ® idy)(¢') unter

A” ® V ldA//®’L A// ® N
auf Null. Da aber A” endlich erzeugt und als Untergruppe von A torsionsfrei ist, ist diese Abbildung nach
dem ersten Teil des Beweises injektiv. Es folgt (8 ® idy)(#') = 0 und daraus ¢ = 0. O

Beispiele 6.4.8. Der Z-Modul Q ist torsionsfrei, also flach nach Proposition 6.4.7. Er ist aber kein direkter

Summand einer freien abelschen Gruppe €, Z. Die ,Umkehrung® von Proposition 6.4.4 gilt also nicht.

Zusatzbemerkung 6.4.9. Man kann zeigen, dass ein R-Modul M genau dann flach ist, wenn fiir jedes endlich
erzeugte Ideal I C R die induzierte Abbildung I ® g M — R ®r M = M injektiv ist (siche | , 00HD)).

Ende der 24. Vorlesung am 29.01.2021.
Hausaufgaben:
(1) Wéhle eins:
e Bestitige mindestens drei der Aussagen in Beispiele 6.2.5 von Hand
e Aufgabe 6.3.4: exakter Funktor
(2) Aufgabe 6.2.18: R/I ®r R/J


http://stacks.math.columbia.edu/tag/00HD

(3) Aufgabe 6.3.8: Test fiir Links-/Rechtsexaktheit (der Beweis ist elementar, aber vermutlich etwas
langwierig)
(4) Aufgabe 6.3.9: Tensorprodukt rechtsexakt per ®-Hom-Adjunktion

6.5. Tensorprodukt und Homologie.

6.5.1. Dieser Abschnitt ist als Motivation zum universellen Koeffiziententheorem der Homologie 6.10.1 zu
verstehen.

Beispiel 6.5.2. Betrachte den Komplex
Fi=(..>Z/A7 % 7/47 % 7)47 2 747 2 )47 — ...)

von abelschen Gruppen. Wenden wir auf dieses Diagramm den Funktor — ®y Z/2Z an und nennen das
Ergebnis F ®77/27, so erhalten wir wegen der kanonischen Isomorphismen'®® Z /47 @7 7./27 = 7./A7 ®z/4z,
7./27. = 7./27 eine Isomorphismus

=0 =0 =0

FRpZ/22= (... - 7/27 2=% 7./27. 2= 7.)27. 2= 7.)27. 2=% 7./27. — ...)

von Komplexen. Der Komplex F ist azyklisch, d. h. H,(F) = 0 fur alle p € Z, aber es gilt H,(F @z Z/2Z) =
7,/27 fiir alle p € Z. Dieses Beispiel zeigt, dass man im Allgemeinen aus der Kenntnis aller Homologien
H,(A) eines Komplexes A abelscher Gruppen nicht die Homologien von A ®z Z/27Z berechnen kann (denn
sowohl der Nullkomplex 0 also auch 0 ®z Z/2Z = 0 sind azyklisch).

Das Problem ist hier nicht, dass F' in unendlich vielen Graden lebt: Der Komplex

Fli=(.. 20> 7/22 25 7JA7 — 7)27 — 0 — ...)
ist ebenfalls azyklisch, wihrend
F ' @pZ)272 (... >0 — )27 2=% 7.)27. 2 7,)27 — 0 — ...
(Rechtsexaktheit des Tensorprodukts!) in genau einem Grad von Null verschiedene Homologie Z/27Z hat.
Beispiel 6.5.3. Der Komplex
Fi=(..-2/22%7/22%17/22%7/22%7/22 — ...)

abelscher Gruppen hat in jedem Grad Homologie Z/2Z, jedoch ist F ®z Q wegen Z/27Z ®z Q = 0 der
Nullkomplex, also insbesondere azyklisch.

6.5.4. Sei A ein Komplex abelscher Gruppen. Er ist im folgenden kommutativen Diagram mitsamt seiner
Rénder, Zykel und Homologie illustriert.

(6.5.1) ... Api1 Ay, \
Bp(A)C—> ZP<A) Bpfl(A>
H,(4)

Die rote Sequenz ist eine kurze exakte Sequenz, wie auch die blaue.

135 Der erste Isomorphismus kommt von der folgenden Beobachtung: Sind M = Mgz und N = gM Moduln iiber einem
(nicht notwendig kommutativen) Ring R und ist I ein beidseitiges Ideal in R mit MI = 0 und IN = 0, so gilt kanonisch
M ®gr N 2 M ®@g/; N, denn R-balancierte und R/I-balancierte Abbildungen M x N — A entsprechen sich bijektiv, fiir jede
abelsche Gruppe A.
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Sei M eine beliebige abelsche Gruppe. Wenden wir den rechtsexakten Funktor — ®; M = — ® M auf
dieses Diagramm an, so erhalten wir das folgende kommutative Diagramm.

(6.5.2)
Apr1 @M A, @M
By(A) 9@ M ——=Z,(A)@ M By—1(A)®@ M
H,(A) @M

Nun sind rote und blaue Sequenz nur noch rechtsexakt.

Nennen wir den Komplex in der oberen Zeile A ® M, so kann man seine Zykel und Rénder analog wie
in (6.5.1) durch das folgende kommutative Diagramm mit roten und blauen kurzen exakten Sequenzen
illustrieren.

(6.5.3)
..%Ap_pl@M AP®M
B,(A® M)——Z,(A® M) B,—1(A® M)
H,(A® M)

Aus den Diagrammen (6.5.2) und (6.5.3) folgert man die Existenz der beiden linken Vertikalen im folgenden
kommutativen Diagramm (die linke Vertikale ist surjektiv).

(6.5.4) By(A) ® M —= Z,(A) @ M — H,(A) ® M

i l

By(A@ M)——Z,(A®@ M) —H,(A® M)

Da die obere Zeile rechtsexakt ist, existiert der angedeutete gestrichelte Morphismus eindeutig, so dass das
rechte Quadrat kommutiert. (Die untere Zeile ist kurz exakt.) Konkret ist diese Abbildung durch [z] @ m —
[z ® m] gegeben.

Proposition 6.5.5 (Koeffizientenwechsel). Sei A ein Komplex abelscher Gruppen und sei M eine abelsche
Gruppe. Sei p € Z. Dann ist

(6.5.5) HP(A) ®z M — Hp(A ®z M),

[2] @ m = [z ®m],

ein Morphismus abelscher Gruppen (der im Allgemeinen weder surjektiv noch injektiv ist, wie man anhand
der Beispiele 6.5.2 und 6.5.3 sieht). Ist M eine flache (= torsionsfreie) abelsche Gruppe, so ist dieser
Morphismus ein Isomorphismus.

Beweis. Die erste Behauptung ist klar nach 6.5.4. Ist M flach, so ist im Diagramm (6.5.2) sowohl die rote

als auch die blaue Sequenz kurz exakt und Z,(A) ® M — A, @ M doidw, Ap_1 ® M ist linksexakt. Daraus
folgt, dass die beiden linken Vertikalen in (6.5.4) Isomorphismen sind, was dann auch fiir die rechte folgt. O

Korollar 6.5.6 (Koeffizientenwechsel fiir singulidre Homologie — kurzer Ausflug in die Topologie). Seien X
ein topologischer Raum und M eine abelsche Gruppe. Dann gilt SX ®z M = S(X; M) kanonisch (und im
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Beweis erklirt) als Komplexe. Sei p € Z. Dann ist
(6.5.6) Hy(X)®z M — Hy(X; M),
[2] @ m— [z ® m)],
ein Morphismus abelscher Gruppen. Ist M eine flache (= torsionsfreie) abelsche Gruppe, so ist dieser Mor-

phismus ein Isomorphismus.

Beweis. In Beispiel 6.5.4 haben wir A @ M = A ®z M fiir einen Komplex abelscher Gruppen definiert. Der
Komplex SX ®z M ist mehr oder weniger per Definition zu dem in 3.1.19 definierten Komplex S(X; M)
isomorph: In Grad ¢g € Z gilt unter Verwendung der Isomorphismen aus Proposition 6.2.17

S¢(X;M)=MTop(A,X)= P M= H (ZezM)
o€Top(Ag,X) oc€Top(Ay,X)
~ ( D Z) @z M = ZTop(Ay, X) ®z M = S4(X) ®z M,
oc€Top(Ag,X)
und diese Isomorphismen sind mit den Differentialen vertriglich. Daraus erhalten wir mit Proposition 6.5.5
den gewiinschten Morphismus als Verkniipfung
(6.5.5)

Hy(X)®@z M =H,(SX)®z M —— H,(SX ®z M) = Hp(S(X;M)) =H,(X; M)
und auch die Aussage, dass dieser fiir flaches M ein Isomorphismus ist. O

6.6. Bikomplexe und Totalkomplex.

6.6.1. Sei R ein Ring. Ein R-Modul meint im Folgenden einen R-Linksmodul.!?%

Definition 6.6.2. Ein Bikomplex von R-Moduln ist ein Tripel
A= (A, d', d//) = (A - (Ap,q)p,qezvd/ = (d;,q)p,qua d" = (dZ,q)p,qu>7

dessen Komponenten Familien von
e R-Moduln A4, 4,
e Morphismen d, ,: A, ; — Ap_1,4 von R-Moduln und
e Morphismen dy ,: A, ; — Ap 41 von R-Moduln
fiir alle p, q¢ € Z sind, so dass d> =0 und d’?> =0 und d’ o d” = d” o d’ gelten oder ausfiihrlich
o d od!

g—l,q g,q’
* d;;?,(]*]. ° d?/’lﬁ 1 !
[ ) ] = o
dp,qfl dp,q dpfl,q dp-q

6.6.3. Ich stelle mir den Bikomplex als Diagramm in der Zeichenebene mit A, , an der Koordinate (p,q) €
Z x 7 vor. Die horizontalen bzw. vertikalen Differentiale sind dann horizontale Pfeile nach links bzw. vertikale
Pfeile nach unten. Die Bedingung d’?> = 0 besagt, dass jede Zeile ein Komplex ist. Die Bedingung d’;? = 0
besagt, dass jede Spalte ein Komplex ist. Die Bedingung d’ o d’ = d’ o d’ besagt, dass jedes Quadrat
kommutativ ist.

6.6.4. Die Vorsilbe b: in Bikomplex deutet an, dass ein Bikomplex in zwei Richtungen aus Komplexen
besteht.

Definition 6.6.5. Sind A = (A,d’,d"”) und B = (B, d’,d") Bikomplexe von R-Moduln, so ist ein Morphis-
mus von Bikomplexen f: A — B eine Familie f = (fp 4)p.qez von R-Moduln, so dass f sowohl mit den
horizontalen als auch den vertikalen Differentialen kommutiert, dass also in Kurzschreibweise d’Bo f = fod'4
und d"B o f = f o d"* gelten; ausfiihrlich ist damit dg?q 0 fpq = fp—1,4° d;;f‘q und d;”]g °© fpg = fpg-10 d;,’jg
fiir alle p, ¢ € Z gemeint.

136Statt mit der Kategorie der R-Moduln kénnten wir im Folgenden mit Objekten einer beliebigen textitadditiven Kategorie
mit abzéhlbaren direkten Summen arbeiten, wobei hier nicht vorausgesetzt werden soll, dass der Leser diese Begriffe kennt.
Beispiele sind aber die Kategorien der R-Rechtsmoduln oder R-S-Bimoduln, falls S ein weiterer Ring ist.
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Mit der offensichtlichen Verkniipfung von Morphismen erhalten wir die Kategorie BiKom(R) der Bikom-
plexe von R-Moduln.

Definition 6.6.6. Sind K ein Komplex von R-Linksmoduln und L ein Komplex von R-Rechtsmoduln, so
bilden die abelschen Gruppen (= Z-Moduln)
Kp @R Lq
zusammen mit den horizontalen Differentialen
d, ,=df ®idy,: K, ®r Ly = Kp—1 ®r Ly
und den vertikalen Differentialen
d;)/’q = lde ® dé KP Or Lq — Kp KRR qul

einen Bikomplex von Z-Moduln, den wir kurz als K ®tj{ L notieren. (Die ebenfalls gebriuchliche Notation
K ®pg L reservieren wir fiir den in Definition 6.6.8 definierten Totalkomplex dieses Komplexes.)

Diese Zuordnung erweitert in naheliegender Weise zu einem Funktor Tensorprodukt-Bikomplex von
Komplexen
(6.6.1) ol = — @Y —: Kom(Mod-R) x Kom(R-Mod) — BiKom(Z).

wobei Kom(Mod-R) bzw. Kom(R-Mod) die Kategorie von Komplexen von R-Rechtsmoduln bzw. R-Linksmoduln
meint (letztere wurde zuvor als Kom(R) notiert).

Definition 6.6.7. Der Funktor Totalkomplex oder genauer ®-Totalkomplex

(6.6.2) Tot = Tot?: BiKom(R) — Kom(R)

ist wie folgt definiert:

e auf Objekten: Ist A = (A, d’, d”) ein Bikomplex, so sei die n-te Komponenten von Tot(A) die ,,direkte
Summe iiber die n-te Diagonale des Bikomplexes*

Tot(A)n = €D Apg

P,qE€ZL
ptg=n

und das n-te Differential von Tot(A) sei durch
dXetA): Tot(A),, — Tot(A),_1,
Apg 3 arr d(a)+(-=1)"d"(a),

definiert, wobei hier d'(a) und d”(a) mit Hilfe der Inklusionen A,_1 , C Tot(A),—1 und A, 1 C
Tot(A),—1 als Elemente von Tot(A), 1 aufgefasst werden.

Der Leser iiberzeuge sich, dass die Vorzeichenwahl (—1)? und die Forderungen d'd” = d”d’ und
d”? = 0 und d"? = 0 dafiir sorgen, dass dies wirklich ein Komplex ist.

In Vorlesung erklire dies am Bild in der Zeichenebene!

e auf Morphismen: Ist f: A — B ein Morphismus von Bikomplexen, so ist die n-te Komponente von
Tot(f): Tot(A) — Tot(B) als

Tot(f)n == €D fog: Tot(A)n — Tot(B)y,

P,qEL
ptg=n

(Tp.g)p.a = (Fp.a(Tp.g))pas

definiert.

Definition 6.6.8. Wir definieren den Funktor Tensorprodukt(-Komplex) von Komplexen als Ver-
kniipfung

ot

bi
(6.6.3) ®r =—®pr —: Kom(Mod-R) x Kom(R-Mod) (fTif BiKom(Z) T—> Kom(Z).
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Sind also L und K Komplexe von R-Rechts- bzw. R-Linksmoduln, so ist das n-te Differential von L ® g K
wie folgt gegeben:

AN (LerK)n= P K,orLi—~ @ K,y®rlL,

P,q€EL p,qEZL
p+g=n p+g=n—1

Kp®rLg 3> 2@y —d@)@y+ (-1)Pz @ d(y).
Beispiel 6.6.9. Ist L dabei im Grad Null konzentriert, also L = M][0] fiir einen R-Rechtsmodul M, so

entsteht L ®p K = M[0] ® K aus dem Komplex K (aufgefasst als Diagramm in R-Mod) durch Anwenden
des Funktors M ®pr —. Analoges gilt im anderen Tensorfaktor.

6.6.10. Sei R ein kommutativer Ring. Wie in 6.2.16 erklért, konnen dann in (6.6.1) und (6.6.3) Rechtsmoduln
durch Linksmoduln ersetzen; aulerdem kann man BiKom(Z) durch BiKom(R) und Kom(Z) durch Kom(R) =
Kom(R-Mod) ersetzen. Sind A und B Komplexe von R-Moduln, so ist
(6.6.4) A®r B~ B®g A,

(A®B)p, DA, ®rB;2a®@b—= (-1)PD®@a € By® A, C (B® A),,
wobei p + ¢ = n, ein Isomorphismus von Komplexen von R-Moduln (vgl. (6.2.17)).**” Man beachte, dass
diese Aussage ohne den Faktor (—1)P? im Allgemeinen falsch ist. Hier ist die Rechnung, dass der obige

Isomorphismus, nennen wir ihn o, mit den Differentialen vertréglich ist; es reicht, dies auf reinen Tensoren
a®bmit a € A, und b € By zu priifen: Die Elemente

dpgra(o(a®b)) = (~1)"dpg,a(b®a)
= (=D)"d(b) ® a + (=1)**(=1)b @ d(a)
und
0(dagpp(a®b))) =o(d(a) @b+ (—1)Pa® d(b))
= (-1)® VR d(a) + (-1)P(~1)*"Vd(b) ® a
stimmen aber iiberein.
Aufgabe 6.6.11. Der Funktor (6.6.3) induziert einen Funktor auf dem Level von Homotopiekategorien: Es

gibt genau einen gepunkteten Funktor, der das folgende Diagramm kommutativ macht, wobei die Vertikalen
die offensichtlichen Funktoren sind; dieser wird wir angedeutet ebenfalls als ® g notiert.

Kom(Mod-R) x Kom(R-Mod) —> Kom(Z)

l l

Hot(Mod-R) x Hot(R-Mod) -~ > Hot(Z).

Hinweis: Jede Homotopie zwischen Abbildungen im ersten Faktor liefert relativ schnell eine Homotopie
zwischen den entsprechenden Abbildungen zwischen den Tensorprodukten. Im zweiten Faktor muss man mit
den Vorzeichen aufpassen.

Aufgabe 6.6.12. Sei A‘—i>Bﬁ»C eine kurze exakte Sequenz von Komplexen von R-Linksmoduln. Sei F' ein
Komplex flacher R-Rechtsmoduln. Dann ist
idp®i idr®
ForAF @p B—2F @5 C
eine kurze exakte Sequenz von Komplexen abelscher Gruppen.

. . . . bi idF®bii bi idp ®bip bi .
Hinweis: Zeige zunéchst, dass F' @y A——F Q3 B F ®@p C eine kurze exakte Sequenz von

Bikomplexen (:= kurz exakte Sequenz abelscher Gruppen in jedem Grad (p,q) € Z x Z) ist.

I37Er kommt vermutlich von einem Isomorphismus von Bikomplexen zwischen A ®1}3€ B und einer geeigneten ,,Spiegelung
des Bikomplexes B ®‘j§ A an der ersten Winkelhalbierenden*.
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Aufgabe 6.6.13. Seien R ein Ring und F' ein Komplex flacher R-Rechtsmoduln mit F, = 0 fiir alle p < 0.
Sei A ein azyklischer Komplex von R-Linksmoduln (wer mag, darf annehmen, dass R kommutativ ist, was
die Schwierigkeit der Aufgabe nicht verindert). Dann ist F ®g A azyklisch.

Hinweis: Der Bikomplex F ® A hat zwei niitzliche Eigenschaften; jeder Bikomplex mit diesen Eigen-
schaften hat azyklischen Totalkomplex7 wie man per Diagrammjagd zeigen kann.

Bemerkung: In gehobener Terminologie (und minimal verallgemeinert) zeigt dies, dass jeder ,,in Pfeilrich-
tung der Differentiale beschrinkte“ Komplex flacher Moduln h-flach (= ,,homotopie-flach®) ist. Dass auf die
Beschrinktheitsbedingung im Allgemeinen nicht verzichtet werden kann, zeigt Aufgabe 6.6.14. (Beispiels-
weise im Fall R = Z kann auf die Beschrinktheisbedingung verzichtet werden: Dies folgt aus Satz 7.6.2.)

Aufgabe 6.6.14. Betrachte den Komplex
Fi=(..>7/A7 % 7)47 % 747 2 )47 2 )47 — ...)
abelscher Gruppen. Bestimme Hy(F ®z F') und zeige so insbesondere, dass diese abelsche Gruppe nicht Null
ist.
Bemerkung: Der Komplex F ist azyklisch und besteht aus freien und damit flachen R-Moduln. Die Auf-
gabe zeigt, dass das Tensorprodukt eines Komplexes flacher Moduln mit einem azyklischen Komplex im

Allgemeinen nicht azyklisch ist. In gehobener Terminologie bedeutet dies, dass Komplexe flacher Moduln im
Allgemeinen nicht h-flach sind.

Ende der 25. Vorlesung am 04.02.2021.
6.7. Torsionsprodukt abelscher Gruppen.

6.7.1. Wir erklaren nun das Torsionsprodukt M x N = M x5 N zweier abelscher Gruppen M und N, welches
eine abelsche Gruppe ist.

Allgemeiner kann man fiir M € Mod-R und N € R-Mod das p-te Torsionsprodukt Tor (M, N) fiir alle
p > 0 definieren, welches der p-te linksderivierte Funktor von ®p ausgewertet bei M, N 1st Es gilt stets
Torf{(M,N) = M ®g N. Im Spezialfall R = Z gelten M * N = Tor?(M, N) und Tor” » (M, N) = 0 fiir alle
p> 1

6.7.2. Wir schreiben im Folgenden oft ® statt ®yz. Ist M eine abelsche Gruppe, schreiben wir im Folgenden
oft M statt M[0] fiir den entsprechenden, im Grad Null konzentrierten Komplex (siehe Definition 5.1.3).

Definition 6.7.3. Sei M eine abelsche Gruppe. Betrachte den surjektiven Morphismus

i IM = P Z - M,
meM
§ TmM = xm meM E LT 10,
meM meM

abelscher Gruppen.'?® Wir notieren seinen Kern als KM und erhalten so eine kurze exakte Sequenz

™M

KM 70 =5 M.
Wir nennen den Komplex
F(M):=(...=0—>KMZSZM —0—...)

abelscher Gruppen mit ZM im Grad Null zusammen mit dem Quasi-Isomorphismus
F(M) 5% M = MJo],

der im Grad Null durch 7 und anderswo durch die Nullabbildung gegeben ist, die Standardauflésung
von M.139

1381 inks ist hier die freie abelsche Gruppe iiber der Menge M gemeint, die man genauer als ZV M bezeichnen man, wobei
V: Mod(Z) — Set der Vergissfunktor ist. Der angegebene Morphismus entspricht unter der Adjunktionsbijektion

(A.
avarar: Ab(ZVM, M) ;"% Set(V M, V M)
der Identitédt auf der rechten Seite.
139Das F steht hier nicht fiir die Potenzmenge!



Die Zuordnung M — F(M) erweitert in offensichtlicher Weise (vgl. FuBinote 130) zu einem Funktor
F: Mod(Z) — Kom(Z).

Genauer definieren die Quasi-Isomorphismen 7, eine natiirliche Transformation 7: F = [0]: Mod(Z) —
Kom(Z), wobei [0] der Funktor ist, der einen abelsche Gruppe M auf den im Grad Null konzentrierten
Komplex M[0] abbildet.

6.7.4. Alle Komponenten der Standardauflssung F(M) von M sind torsionsfrei und somit flach (siehe
Proposition 6.4.7). Genauer sind sie sogar frei nach Satz 6.8.2.

Definition 6.7.5. Das Torsionsprodukt zweier abelscher Gruppen M, N € Mod(Z) ist durch
M x N :=M xz N := Hl(]-'(M) Rz ]-"(N)) = Hl(]-"(M) ®]—"(N))

definiert. (In der Literatur wird es meist als Tor? (M, N) notiert.)
Diese Konstruktion ist funktoriell: Der Funktor Torsionsprodukt ist definiert als die Verkniipfung

Mod(Z) x Mod(Z) 225 Kom(Z) x Kom(Z) % Kom(Z) 2% Mod(Z).

Da Z kommutativ ist, durften wir hier implizit 6.6.10 verwenden.
6.7.6. Die Berechnung des Torsionsprodukts direkt aus dieser Definition macht vermutlich wenig Vergniigen.

6.7.7 (Symmetrie des Torsionsprodukts). Der Isomorphismus F(M) ® F(N) = F(N)® F(M) aus 6.6.10
liefert einen Isomorphismus M * N = N % M abelscher Gruppen.

Lemma 6.7.8 (Vereinfachte Berechnung des Torsionsprodukts bzw. der Homologie von F(M) @ F(N)).
Sind M und N abelsche Gruppen, so ist der Morphismus

T id

F(M) @z F(N) 22270, 01 ¢ F(N)
ein Quasi-Isomorphismus. Insbesondere hat F(M) ®z F(N) nur Homologie in den Graden 0 und 1 (da der
rechte Komplex in diesen Graden konzentriert ist) und es gibt kanonische Isomorphismen
(6.7.1) M+ N =H; (F(M)® F(N)) = Hy (M ® F(N)) = ker (M @ KN “2E%0, £f @ ZN),
Ho (F(M) @ F(N)) =5 Ho(M @ F(M)) = cok (M @ KN &%, Ar g 7N) 25 M @ N

abelscher Gruppen (der zweite wegen der Rechtsexaktheit von — @ N ). Ist M flach (= torsionsfrei), so gilt
M+« N =0 (denn idy ® ks ist injektiv).
Analoges gilt im zweiten Tensorfaktor.

Beweis. Der Kern der Standardauflosung mpy: F(M) — M = M]0], die ein surjektiver Morphismus von

Komplexen ist, ist der Komplex U = (...0 - KM KM -0 — ...) mit KM in den Graden 0 und 1.
Der obere Teil des folgenden kommutativen Diagramms illustriert die nichttrivialen Komponenten in den
Graden 0 und 1 der darunter angegebenen kurzen exakten Sequenz von Komplexen.

id

KM KM 0

C

KM s 70 — ™M M

Das Tensorprodukt dieser kurzen exakten Sequenz mit dem Komplex F(N) flacher Moduln ist nach Aufga-
be 6.6.12 eine kurze exakte Sequenz

7TM®id]:(N)

(6.7.2) U®F(N)— F(M)® F(N)
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von Komplexen. Da der Komplex U offensichtlich nullhomotop (= isomorph zu 0 in Hot(Z)) ist, ist auch
U ® F(N) nullhomotop (nach Aufgabe 6.6.11) und insbesondere azyklisch. Die lange exakte Homologie-
Sequenz zur kurzen exakten Sequenz (6.7.2) von Komplexen liefert zeigt dann, dass 7y @ idz(ny ein Quasi-
Isomorphismus ist. O

6.7.9. Der Isomorphismus (6.7.1) zeigt 0« N = 0und (M @ M')*« N = (M+N)@ (M’ *N) (unter dem offen-
sichtlichen Isomorphismus). Diese trivial erscheinenden Aussagen sind nicht unmittelbar aus Definition 6.7.5
ersichtlich!

Satz 6.7.10 (Tor-Sequenz oder Torsions-Sequenz im ersten Eintrag). Sei M’<sM PoM" cine kurze exakte
Sequenz von abelschen Gruppen. Dann gibt es fir jede abelsche Gruppe N eine exakte Sequenz

ixid N pxidn

OHM/*N*)M*N*)M”*ND

(s, M @ N2 o NP g N s

abelscher Gruppen, wobei die Definition der ,Verbindungsabbildung 6 “ aus dem Beweis hervorgeht. Diese
Sequenz ist natirlich in N und in der kurzen exakten Sequenz M’ — M —» M".
Analoges gilt fir kurze exakte Sequenzen im anderen Tensorfaktor.

6.7.11. Die obige exakte Sequenz erklirt, inwiefern das Tensorprodukt —® y nicht exakt ist.
Beweis. Da F(N) aus flachen abelschen Gruppen besteht, ist nach Aufgabe 6.6.12
M @ F(N)— M ® F(N) - M" @ F(N)

eine kurze exakte Sequenz von Komplexen, die alle in den Graden 0 und 1 konzentriert sind. Die zugehorige
lange exakte Homologiesequenz mitsamt der Isomorphismen (6.7.1) liefert die gesuchte exakte Sequenz. Die
Natiirlichkeit ist klar nach Konstruktion. |

Korollar 6.7.12. FEine abelsche Gruppe M ist genau dann flach, wenn M N = 0 fir alle abelschen Gruppen
N gilt.

Beweis. Ist M flach, so haben wir in bereits in Lemma 6.7.8 gesehen, dass alle M * N verschwinden.
Gelte nun M x N fiir alle abelschen Gruppen N. Sei i: K < L ein injektiver Morphismus abelscher
Gruppen (vgl. 6.4.2). Dann erhalten wir nach Satz 6.7.10 (im anderen Tensorfaktor) eine exakte Sequenz

L i L
M*?HM@)KW—@)M@LHM@}%O.

Wegen M = % = 0 ist idpys ® 7 wie gewiinscht injektiv. |

Korollar 6.7.13 (Berechnung des Torsionsprodukts). Seien M und N abelsche Gruppen. Ist U — F — M
eine kurze exakte Sequenz, deren Mitte F eine flache (= torsionsfreie, beispielsweise freie) abelsche Gruppe
ist. Dann hat der in den Graden 0 und 1 konzentrierte Komplex

. 202 URN - F®®N —0— ...

erste Homologie kanonisch isomorph zu M « N und nullte Homologie kanonisch isomorph zu M @ N.
Mit anderen Worten hat U @ N — F ® N als Kern M « N und als Kokern M ® N.

6.7.14. Ein Beispiel fiir so eine kurze exakte Sequenz ist KM — ZM — M.

Beweis. Satz 6.7.10 liefert eine exakte Sequenz
05U*N—=Fs«N->MsNSUQNFoN—»MeN —0.

Weil F flach ist, gilt F'x N = 0, und die Behauptung folgt. |

Beispiel 6.7.15. Sei m # 0 eine ganze Zahl. Die kurze exakte Sequenz 757 — % liefert nach Korol-
lar 6.7.13 fiir jede abelsche Gruppe A den Isomorphismus

Z ~
—x A — A, :={a€A|ma=0}

mZ
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Da A,, die sogenannte m-Torsionsuntergruppe von A ist'*? erklirt dies wohl den Namen Torsionsprodukt
fiir die linke Seite.

Damit kann man das Torsionsprodukt jeder endlich erzeugten abelschen Gruppe mit einer beliebigen
abelschen Gruppe ausrechnen.

Korollar 6.7.16. Sei M’ < M —» M" eine kurze exakte Sequenz abelscher Gruppen. Ist M" flach, so ist
das Tensorprodukt dieser kurzen exakten Sequenz mit einer beliebigen abelschen Gruppe N wiederum eine
kurze exakte Sequenz

M@N<—>M@N - M'®N.

Beweis. Dies ist klar nach der Tor-Sequenz aus Satz 6.7.10, denn es gilt M” * N = 0 wegen der Flachheit
von M" und Lemma 6.7.8. O

6.8. Untergruppen freier abelscher Gruppen.

6.8.1. Der Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen zeigt sofort, dass eine solche Gruppe genau
dann frei ist, wenn sie torsionsfrei ist. Insbesondere ist jede Untergruppe einer endlich erzeugten freien
abelschen Gruppe frei. Allgemeiner gilt der folgende Satz 6.8.2.

Satz 6.8.2. Jede Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ist frei.

Beweis. Sei F' = 71 = @, Z die freie abelsche Gruppe iiber einer Menge I und sei U C F eine Untergruppe.
Zu zeigen ist, dass U frei ist. Betrachte die Menge

M :={(J,B) € P(I) x P(F) | B ist Z-Basis von U N ZJ }

aller Paare (J, B), wobei J C I und B C F Teilmengen sind, so dass B eine Z-Basis von U N Z.J ist. Diese
Menge ist per
(J,B)< (K,C) &5 Jc Kuwd BcC

partiell geordnet. Sie ist nicht leer, da (@, @) € M. Ist K C M eine Kette (= (total) geordnete Teilmenge),

so ist
U s U 5
(J,B)eK (J,B)ek
ein Element von M und eine obere Schranke von K (der offensichtliche Beweis ist dem Leser iiberlassen).
Nach dem Zornschen Lemma hat also M ein maximales Element (J, B). Im Fall J = I sind wir fertig. Sonst
seii € I\ J beliebig. Sei V' wie im folgenden kommutativen Diagramm angedeutet das Bild von UNZ(JU{i})
unter der Projektion auf die i-te Komponente.

72— o7

U U
UNZJ < UNZJU{i}) —5

Die untere Zeile ist offensichtlich eine kurze exakte Sequenz. Als Untergruppe von Z gilt V = Zr fiir eine
eindeutige natiirliche Zahl r € Z.

e Fall r = 0: Dann gilt UNZJ = U NZ(J U {i}). Somit ist (J U {i}, B) ein Element von M, das echt
grofler als (J, B) ist. Dies widerspricht der Maximalitidt von (J, B).

e Fall » > 0: Dann gibt es ein b € UNZ(J U{i}) mit pr;(b) = r. Beachte b ¢ B (wegen pr;(B) = {0}).
Man priift leicht direkt, dass BU{b} eine Z-Basis von UNZ(JU{i}) ist.'*! Somit ist (JU{i}, BL{b})
ein Element von M, das echt groer als (J, B) ist. Dies widerspricht der Maximalitét von (J, B). O

140Achtung7 ich unterscheide zwischen m-Torsionsuntergruppe und m-Potenz-Torsionsuntergruppe.
141pas folgt auch aus dem Beweis von Aufgabe 5.1.8: Die Abbildung V = Zr — UNZ(J U {i}), mr — mb, ist eine Spaltung
unserer kurzen exakten Sequenz.
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6.9. Universelles Koeffizientheorem fiir Komplexe freier abelscher Gruppen.

Satz 6.9.1 (Universelles Koeffiziententheorem - Homologische-Algebra-Version). Seien A ein Komplex fla-
cher abelscher Gruppen und M eine beliebige abelsche Gruppe. Dann gibt es fiir alle ¢ € Z eine kurze exakte
Sequenz

5.5.5

H, (A) ©7 M2 AH, (A 0y M) — Hy_ 1 (A) x M
abelscher Gruppen. '*? Diese kurze exakte Sequenz ist sowohl in Komplexen flacher abelscher Gruppen als
auch in M € Mod(Z) natiirlich.
Sind sogar alle Komponenten von A frei, so gibt es einen Isomorphismus

H, (A ®z M) = (Hq(A) o1 M) @ (Hq_l(A) " M)

abelscher Gruppen. Genauer spaltet die obige kurze exakte Sequenz, aber nicht Gegenbeispiel siche Beweis
von | , Theorem V.2.1] natiirlich in A (fiir fiviertes M )13 144

Erster Beweis (von Hand; mdglicherweise nah am historisch ersten Beweis). Wir schreiben ® statt ®@z. Be-
trachte das Diagramm (6.5.1). In der dortigen blauen kurzen exakten Sequenz ist B,_1(A) als Untergruppe
der flachen abelschen Gruppe A,_; ebenfalls flach (nach Proposition 6.4.7). Somit zeigt Korollar 6.7.16,
dass die blaue rechtsexakte Sequenz in Diagramm (6.5.2) sogar eine kurze exakte Sequenz ist. Wir expan-
dieren dieses Diagramm zu dem folgenden kommutativen Diagramm, indem wir zusétzlich Z,(A ® M) und
B,(A® M) und Z,(A® M) eintragen. Nur B,(A® M) ist vielleicht erkldrungbediirftig: Man faktorisiere den
linken roten Pfeil in eine Surjektion gefolgt von einer Injektion und sieht sofort, dass das Bild der Surjektion
B, (A ® M) sein muss. Der braune und orange Teil ist zunéchst zu ignorieren.

(ﬁ?i Ap1 @M A, @M
B,(A) @ M Zp(A) @ M——Z,(A® M) By—1(A) @M
B,(A® M) A)@M - Hy(A® M)

Da die rote Sequenz rechtsexakt ist, ist H,(A) ® M der Quotient von Zp(A) ® M modulo dem Bild der

linken roten Abbildung, welches B, (A ® M) ist; dies zeigt die folgende Gleichheit, die Inklusion ist dann
offensichtlich; sie ist im obigen Diagramm braun eingezeichnet

Z,(A) @M C (A QM)

By(A®M) ~ By(A® M)

z,

Z

Der Kokern der Inklusion (6.9.2) ist offensichtlich zum Quotienten 2

dass dieser Quotient zu H,_1(A) * M isomorph ist.
Um weiter mit dem obigen Diagramm argumentieren zu kénnen, zeigen wir stattdessen dquivalent einen
Isomorphismus

(6.9.2) Hy(A)® M = H,(A® M).

p(4 ;8 M) isomorph; somit bleibt zu zeigen,

p(A

Zp+1 (A @M )

Zpi1(A)@ M
Betrachte die rote kurze exakte Sequenz in Diagramm (6.5.1). Ihre Mitte Z,(A) (und auch ihr linker Term
B,(A)) sind als Untergruppe der flachen (= torsionsfreien) abelschen Gruppe A, flach. Somit kénnen wir
diese rote kurze exakte Sequenz nach Korollar 6.7.13 zum Berechnen von H,(A) * M verwenden und sehen,
dass H,(A) * M wie im obigen Diagramm in orange angedeutet der Kern der roten horizontalen Abbildung
ist, der sicherlich mit dem Kern der Abbildung B,(A4) ® M — B,(A ® M) tibereinstimmt. Offensichtlich gilt

B,(A® M) = % (vgl. die blaue kurze exakte Sequenzen im Diagramm (6.5.3)). Die blaue kurze
p+1

~H,(A) = M.

142p¢r fixiertes q existiert diese kurze exakte Sequenz bereits, falls A;_1 flach ist. (Nochmal checken!)
43Ry fixiertes q existiert diese Spaltung bereits, falls Aq_1 frei ist. (Nochmal checken!)
M4y fixiertes A spaltet sie natiirlich in M.
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exakte Sequenz im Diagramm (6.9.1) zeigt B,_1(A) @ M = Z:‘(’;‘% und analog fiir B,(A4) ® M. Insgesamt

erhalten wir

H,(A) * M = ker (Bp(A) &M — By(A® M)>

= ker Apn © M — Ap1® M
Zp(A) @M  Zp (AR M)

Zya(A) & M

wobei der letzte Isomorphismus die Inklusion Z,11(A) ® M C Z,11(A ® M) verwendet, die (einen Grad
tiefer) im Diagramm (6.9.1) beobachtet wurde.

Unsere bisherigen Konstruktionen sind offensichtlich natiirlich in komponentenweise flachen Komplexen
A und beliebigen abelschen Gruppen M.

Seien nun alle Komponenten von A freie (und somit flache) abelsche Gruppen. Die blaue kurze exak-
te Sequenz im Diagramm (6.5.1) spaltet nach Aufgabe 5.1.8, denn B,,_1(A) ist als Untergruppe der freien
abelschen Gruppe A,_; frei nach Satz 6.8.2. Dies impliziert, dass auch die blaue exakte Sequenz im Dia-
gramm (6.9.1) spaltet: Genauer liefert jede Spaltung o der Injektion Z,(A) — A, eine Spaltung o ® idy
der (somit injektiven) Abbildung Z,(A4) ® M — A, ® M (= der linke blaue Pfeil in Diagramm (6.9.1). Diese
Spaltung ¢ ® idas restringiert offensichtlich zu einer Spaltung der Injektion Z,(A) @ M — Z,(A ® M) und
steigt zu einer Spaltung der braunen Inklusion (6.9.2) ab. (]

Zweiter Beweis. Wir tensorieren die kurze exakte Sequenz KM < ZM — M abelscher Gruppen mit dem
Komplex A, dessen Komponenten nach Annahme flach sind. Somit ist das Resultat nach Aufgabe 6.6.12 (wo
die kurze exakte Sequenz sogar aus Komplexen bestehen darf) eine kurze exakte Sequenz

(6.9.3) ARKM — AQZM —» A® M.
Da ZM und KM flach sind, liefert Proposition 6.5.5 Isomorphismen
(6.5.5)

H,(A) @ KM —"2% H (A @ KM),

H,(A) ® zM S22 1 (A @ ZM).

Modulo dieser Isomorphismen ist die lange exakte Homologie-Sequenz zur kurzen exakten Sequenz (6.9.3)
die exakte Sequenz

H,(A) @ KM - Hy(A) ®ZM - Hy(A® M) - H;_1(A) @ KM - H,_1(A)  ZM.
Nach Lemma 6.7.8 (oder Korollar 6.7.13) hat die linke Abbildung Kokern Hy(A) ® M und die rechte Kern
H,—1(A) * M. Somit'*® ergibt sich eine kurze exakte Sequenz
Hy(A) oM —H,(A® M) - Hy_1(A) * M.
Diese ist offensichtlich natiirlich in A und M. Die Spaltbarkeit dieser kurzen exakten Sequenz im Fall, dass
A freie Komponenten hat, wird wie im ersten Beweis gezeigt. ([

6.10. Das universelle Koeffiziententheorem der singuléren Homologie.

Satz 6.10.1 (Universelles Koefliziententheorem der singuldren Homologie, vgl. | , Universeller Koeffi-
zientensatz, Homologische Fassung]). Seien X ein topologischer Raum und M eine abelsche Gruppe (= ein
Z-Modul). Dann gibt es fir alle ¢ € Z eine kurze exakte Sequenz
6.5.6
H,(X) ©7 M2 5H, (X M) — Hy_y(X) * M
abelscher Gruppen, wobei wir wie Gblich Hy(X) = Hy(X;Z) abkiirzen. Diese kurze exakte Sequenz ist sowohl
in X € Top als auch in M € Mod(Z) natiirlich.

Mot U 4 v 5 w2 X 25 Y eine exakte Sequenz abelscher Gruppen, so ist sicherlich v(V) < W — w(W) eine kurze
exakte Sequenz und es gelten v(V) = ﬁ(v) = #U) = cok(u) und w(W) = ker(z).
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Auflerdem gibt es einen Isomorphismus
H, (X; M) = (Hq(X) Q2 M) @ (Hq,l(X) x M))

abelscher Gruppen. Genauer spaltet die obige kurze exakte Sequenz, aber micht natirlich in X (fir fixiertes

M ). Gegenbeispiel fehlt!
146 147

Beweis. Mit dem kanonischen Isomorphismus SX ®7 M = S(X; M) aus Korollar 6.5.6 folgt dies sofort aus
Satz 6.9.1. 0

Beispiel 6.10.2. Erklire Beispiele (dies wird in einer der Hausaufgaben erklirt): Tensoriere Z-Homologie
@ verschobenes von * von Z-Homologie.

6.10.3. Da die nullte Homologie Hy(X) stets eine freie abelsche Gruppe ist (Lemma 3.1.24), ist sie flach.
Folglich ist die offensichtliche Abbildung stets eine Isomorphismus

(6.10.1) H;(X) ®z M = Hy(X; M)
nach Satz 6.10.1.

Ende der 26. Vorlesung am 05.02.2021.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 6.6.11 (® wohldefiniert auf der Homotopiekategorie von Komplexen)

(2) Aufgabe 6.6.12 (Tensorprodukt mit Komplex flacher Moduln erhilt kurze exakte Sequenzen von
Komplexen)

(3) Aufgabe 6.6.13

(4) e Berechne Ax A fiir A:=Q®Z®Z/AZ O Z/3Z.

e Bestiitige das universelle Koeffiziententheorem der singuldren Homologie 6.10.1 an allen Flédchen
aus Satz 4.6.3.

(5) Bonus: Zeige durch ein Gegenbeispiel, dass die Spaltung in Satz 6.9.1 bzw. noch besser in Satz 6.10.1
nicht natiirlich gewihlt werden kann (ich hoffe: weder in M noch in A bzw. X).

(6) Bonus: Aufgabe 6.6.14

Proposition 6.10.4. Weggelassen in Vorlesung Sei f: X — X eine stetige Selbstabbildung eines topologi-
schen Raums. Ist fiir jedes n die abelsche Gruppe H,(X) endlich erzeugbar und verschwinden alle bis auf
endlich viele der H,,(X),"*® so ist (die rationale Zahl) A;q eine ganze Zahl und es gilt

Apr=Arg

in k fir jeden Korper k (rechts ist das Bild von Ay g € Z unter dem eindeutigen Ringmorphismus Z — k
gemeint).

(Im Beweis wird die schine Formel (6.10.8) mitbewiesen (Notation ebenfalls im Beweis erklirt), die nur
von H(f) = H(f;Z) abhingt. Dies ist die Definition der Lefschetz-Zahl in [NMung&4].)

Insbesondere gelten x(X;Q) € Z und

X(X5k) = x(X;Q)
fiir alle Kérper k (nimm f = idx und verwende 4.14./).

Beweis. Beweis selbst zusammengeschustert. Geht das einfacher? Besser in einige Lemmata zerlegen? Allge-
meinere Aussage beweisen (rein algebraisch)? Kann ich was in der Literatur finden?

Wir konnen uns auf die Félle £ = Q und k = IF,, fiir eine Primzahl p beschrénken, denn fiir allgemeines
k mit Primkorper [ ist ®;k: Mod(l) — Mod(k) exakt und somit H(X;1) ®; k — H(X; k) ein Isomorphismus

146 Fyentuell FuBnoten aus Satz 6.9.1 sinngeméfl ergénzen.

M7rgr fixiertes X spaltet sie natiirlich in M.

148Folgt das schon aus der entsprechenden Aussage mit Q-Koeffizienten? Ziemlich sicher nicht: Konstruiere Raum mit einer
Homologiegruppe isomorph zu abzihlbar vielen Kopien von Z/2Z, alle anderen harmlos. Vielleicht Einpunktvereinigung von
abzihlbar vielen reellen projektiven Ebenen? (Umgekehrt stimmt es sicher und wird wohl im folgenden Beweis verwendet, ich
sollte es aber vielleicht separat aufschreiben.)
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(wende den Funktor ®;k auf das Diagramm (4.9.4) fiir A = S(X;[) an), unter dem sich H(f;!) ®; id; und
H(f; k) entsprechen. Es folgt

tr(Ha(f3 k) = tr(Ha(f; 1) @ idi) = te(Ha(f31)),
wobei die letzte Gleichung offensichtlich ist.

Gelte also ohne Einschrankung k = Q oder k = IF, fiir eine Primzahl p.
Sei n € Z. Wir schreiben ® = ®7 und * = *z. Nach Satz 6.10.1 haben wir ein kommutatives Diagramm

(6.10.2) H, (X) © k> H (X5 k) —= Hy_y (X) %k
Hn(f)®idkl Hn(f%k)l Hn—l(f)*idkl
H,(X) @ k——H,(X; k) —=H,_1(X) x k

abelscher Gruppen (genauer von k-Vektorrdumen! klar oder zu erkléren?). Beachte, dass beide Randterme
endlich-dimensionale k-Vektorrdume sind (muss Z/q"™ * F,, und Z/q"™ * Q ausrechnen, falls nicht bekannt;
Hauptsatz erwiihnen). Die Additivititidt der Spur liefert

(6.10.3) tr(Hn(f; k) = tr(H,(f) @ idy) + tr(H,—i (f) *idg)  in k.

Sei a: A — A ein Endomorphismus einer endlich erzeugten abelschen Gruppe (etwa H, (f): H,(X) —
H,,(X)). Sei T(A) = P, T¢(A) die Torsionsuntergruppe von A. Dann gilt T(A) = P, T4(A), wobei ¢ alle
Primzahlen durchliuft und T, (A) := {a € A | ¢™a = 0 fiir ein m € N} die ¢-Potenz-Torsions-Untergruppe'*’

ist. Wir erhalten einen Endomorphismus

(6.10.4) @D Ty (A)S A ey
R
@ Ty (A)" A Tty

der angegebenen kurzen exakten Sequenz (beachte, dass « jede der Untergruppen T,(A) in sich abbildet —
die induzierte Abbbildung ist hier als , notiert). Dies kurze exakte Sequenz spaltet'”” (aber im Allgemeinen
nicht kompatibel mit «v). Alle hier vorkommenden abelschen Gruppen sind endlich erzeugbar (Lemma 4.8.17).

Da ﬁ isomorph zu Z" ist, fiir ein geeignetes r € Z, kann man die Spur tr(a@) € Z (eine ganze Zahl!)
in offensichtlicher Weise definieren (stelle als @ beziiglich einer beliebigen Z-Basis als Matrix dar, nimm die
Summe der Diagonaleintriige; dies ist unabhiingig von Wahl der Z-Basis).

Wenden wir auf (6.10.4) den Funktor ®k an (der mit direkten Summen vertauscht), so erhalten wir den
Endomorphismus

(6.10.5) B(Ty(A) @ k)= Ak —> 1 @k
@(aq(@idk)l a®idkl (X®idkl
DT, (A) @ k) ARk — ﬁ ®k

der angegebenen (spaltenden) kurzen exakten Sequenz von endlichdimensionalen k-Vektorrdumen (da die
vorige kurze exakte Sequenz spaltend war). Analog kénnen wir auf (6.10.4) den Funktor k¥ anwenden (der
mit direkten Summen vertauscht) und erhalten wegen ﬁ x k=0 (da ﬁ = 7" flach) ein kommutatives
Diagramm

(6.10.6) D(Ty(A) 5 k) — = Axk
@(aq*idk)i a*idkl
PB(T (A)xk) —= Axk
1490t auch einfach g-Torsionsuntergruppe genannt.

150Besser wiire die Terminologie ,,ist spaltbar®.
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mit Isomorphismen als horizontale Abbildungen.
e Fall kK = Q. Die Terme links in (6.10.5) sind Null und wir erhalten
(6.10.7) tr(a ®idg) = tr(@® idg) = tr(@),
wobei die letzte Gleichheit offensichtlich ist. Diese Gleichheit gilt a priori in Q, aber da rechts
offensichtlich eine ganze Zahl steht, gilt sie bereits in Z C Q.

Da in (6.10.2) die beiden Terme auf der rechten Seite verschwinden (da Q als Lokalisierung ein
flacher Z-Modul), erhalten wir

tr(H, (£;Q)) 27 (1, (f) @idg) LT tr(Hn( f)) in Z.

Somit gilt
(6.10.8) Apg = Z(—l)"tr(Hn(f)> in Z.

ne”L
e Fall k = F,. Wir behaupten, dass T(A) ®F, und T (A)*F), fiir ¢ # p verschwinden (was vermutlich
wohlbekannt ist).

Wir verwenden die freie (und damit flache) Auflssung (... — 0 — Z 25 Z) — F, von F,, als
abelsche Gruppe ist (sie ist in den Graden 1 und 0 konzentriert). Thr Tensorprodukt mit T4(A) ist
kanonische isomorph zu ... — 0 — Ty(A) & T,(A) = 0 — .... Erste bzw. nullte Homologie dieses
Komplexes sind mehr oder weniger per Definition T, (A) xF, bzw. T),(4A) ® F,,. Mit anderen Worten
ist

(6.10.9) 0— T, (A) T, = Ty(A) B Ty(A) - T (A) @F, =0

(A) bijektiv (da p

eine exakte Sequenz abelscher Gruppen. Fiir p # ¢ ist die Abbildung T,(A) LN T,
={acA|qma=0).

und ¢ und damit p und ¢" gg¢T Eins haben und es ein m € N gibt mit T,(A)
Also folgt die Behauptung.
Im Diagramm (6.10.5) iiberlebt links also nur die Abbildung «, ®idr,. Additivitét der Spur liefert

somit
(6.10.10) tr(a ®@idr,) = tr(o, ®idp, ) + tr(@ ® idg,, ) in Fp,
(@)
=tr(a

wobei die Gleichheit zum unterklammerten Term offensichtlch ist (dieser lebt in Z, aber hier ist sein
Bild unter Z — [, gemeint). Analog iiberlebt im Diagramm (6.10.6) links nur die Abbildung a;, *idg,,
und wir erhalten

(6.10.11) tr(ap * idg, ) = tr(a *idr,) in F,.
Wir behaupten
(6.10.12) tr(ay * idp,) = tr(a, ®idg,).

Tensorieren wir die obige Aufldsung Z 2 Z von F, nun mit «,: T,(A) — T, a, so erhalten wir
den Endomorphismus

(6.10.13) 0 —— T,(A) x F,C T,(A) ——> T, (A) — T,(A) @ F, — 0

p

ap*idr, \L api apl ap®idy, i

0 —— Ty(A) * F)—s Ty (A) —> Tp(A) — T,(4) @ F, —> 0

der angegebenen exakten Sequenzen abelscher Gruppen (welche (6.10.9) fiir ¢ = p ist).'”! Ohne

Einschrankung kénnen wir annehmen, dass T),(A4) = @Ezl Z/p™ Z fiir geeignete t € Nund m; € N5
151 Ein fehlerhafter Beweis geht nun wie folgt: Aus der Additivitdt der Spur oder abstrakter aus Lemma 4.10.8 erhalten wir
wie gewiinscht
0 = tr(ap *idg,) — tr(ap) + tr(ap) — tr(ap ®idy, ) = tr(ap * idy,) — tr(ap ® idr, ).
Das Problem ist, dass wir keine exakte Sequenz von Fj-Vektorrdumen haben, die Spur tr(cy) also nicht definiert ist. (Dasselbe
Argument wiirde auch fiir beliebiges endlich erzeugte A (samicgg: A — A) statt Tp(A) funktionieren, wo es die offensichtlich



gilt (wir verlangen nicht, dass o mit dieser direkten Summenzerlegung kompatibel ist). Dann wird
(6.10.13) zu (bzw. genauer kann es kanonisch mit dem folgenden identifiziert werden; die linken
horizontalen Inklusionen sind Multiplikation mit p™~! in der i-ten Komponente; diese Inklusionen
gehen isomorph auf den Kern der niichsten horizontalen Abbildung)

@pmi! e .
0—= @, Z/pl—"——= @D Z)p™ L —— B_, L/p"™ L — D_, L/pZ —= 0

ap*idppl apl api apQidp, \L
@pmit

0—— @2:1 Z/pZCp—Z> @2:1 Z[p™Z s @2:1 Z|p™iL —= @5:1 Z/pZ —0.

Wir schreiben ay, als Matrix ((O‘P)ij)i,j beziiglich unserer direkten Summenzerlegung und analog fiir
die anderen beiden Vertikalen. (Wir sind wegen der Spurberechnung im Folgenden nur an den Diago-
naleintrégen interessiert.) Einschréinken unseres vertikalen Morphismus auf die i-ten Komponenten
(Prikomposition mit den i-ten Inklusionen) und Hintendranhéngen der Projektionen auf die i-ten

Komponenten liefert das kommutative Diagramm

m;—1

0 7./ pr—2— Z/p™Z —L > 7, )p™i 7, Z./pZ 0
(ap*idw‘p)iil (ap)iil (ap)iil (ap®idﬂ<‘p)ul
my—1
0 7./ pZ—2 Z)p™i T —2 > T )p™ T 7/ pT. 0.

Nun ist (o) ein Endomorphismus von Z/p™¢Z alias ein Element von Z/p™:Z (also genauer Multipli-
kation mit diesem (eindeutigen) Element. Analog sind die beiden &ufleren Vertikalen durch Elemente
von Z/pZ = F, gegeben. Da das obige Diagramm kommutiert, wenn man alle Vertikalen durch
Multiplikation mit der jeweiligen Klasse eines Elements d € Z ersetzt, folgt

(ap * id]Fp)ii = (ap)ii = (Oép X id]p‘p)ii in Fp

fiir alle i = 1, ..., t. Dies folgt sofort die behauptete Gleichheit (6.10.12).
Nun kénnen wir die obigen Gleichheiten kombinieren und erhalten

(6.10.10) (6:10.12) ¢ (6:10.11) ¢

tr(a ®idr,) tr(ap, @ idr, ) + tr(@) r(ay * idr, ) + tr(@) r(a *idg, ) + tr(@)

Im Spezialfall o = H,,(f) erhalten wir daraus

i (Ho (£ F,)) 2% o (H (f) @ idg, ) + tr(H, 1 (f) % ids, )

= tr(H,(f) xidg, ) + tr(Ha(f)) + tr(Ho—1(f) *idg, ).

Somit folgt
App, = Z(—l)”tr(Hn(f)) in F,,.
neZ

Da wir oben die analoge Formel fiir Ay g bewiesen haben, ist die Proposition bewiesen. O

7. KUNNETHFORMELN

7.0.1. Das Ziel dieses Abschnitts sind die Kiinneth-Formeln fiir singuléire Homologie in Satz 7.6.4. Dies
bedarf einiger Vorbereitungen.

falsche Behauptung
tr(o * id]Fq) =trla® id]Fp)

liefern wiirde (nimm etwa A = Z und « = id, so dass Z * Fq = 0 gilt).)
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7.1. Hauptsatz der homologischen Algebra. Sei R ein Ring. Mit einem R-Modul meinen wir einen
R-Linksmodul.'*?

Definition 7.1.1. Ein R-Modul P heifit projektiv, falls fiir jeden surjektiven Morphismus 7: M — M"
von R-Moduln die Abbildung

7 = (m0?): Hompg(P, M) — Hompg(P, M")

surjektiv ist. Zur Hlustration ein Bild:

P
afl lvf
A
M L M//

7.1.2. Ein R-Modul P ist genau dann projektiv, wenn der Funktor Homg(P, —): Mod(R) — Mod(Z) exakt
ist (er ist stets linksexakt nach Aufgabe 6.3.8.(a)).

Proposition 7.1.3. Ein R-Modul ist genau dann projektiv, wenn er ein direkter Summand eines freien
R-Moduls ist.

Beweis. Direkte Summanden freier sind projektiv:

e Der freie R-Modul R vom Rang Eins ist projektiv, denn der Isomorphismus
Hompg (R, M) = M,
e ),

(abelscher Gruppen) ist natiirlich in M € Mod(R).
o Ist (P;);cs eine Familie von R-Moduln, so ist der Isomorphismus

Homp (@B;,M) = [ Homp(P:, M),
el el
f = (f oincly)ier,

bijektiv. Daraus folgt sofort, dass @ P; genau dann projektiv ist, wenn alle P; projektiv sind.
e Aus den beiden vorigen Punkten folgt zuerst, dass jeder Modul der Form €, ; R projektiv ist; dann
folgt, dass jeder direkte Summand eines solchen Moduls projektiv ist.

Projektive Moduln sind direkte Summanden freier: Sei P ein projektiver Modul. Dann gibt es sicherlich
einen surjektiven Modulmorphismus 7: F — P von einem freien Modul F auf P (etwa die offensichtliche
Abbildung RP = @pEP R — P). Da P projektiv ist, kommt idp von einem Morpismus g: P — F' in dem
Sinne, dass m o g = idp gilt. Es folgt FF = P & ker(w) (wende Aufgabe 5.1.8 auf die kurze exakte Sequenz
ker(m) — r=.p an). O

Korollar 7.1.4. Eine abelsche Gruppe (alias ein Z-Modul) ist genau dann projektiv, wenn sie frei ist.

Beweis. Jeder freie abelsche Gruppen ist projektiv nach Proposition 7.1.3. Jede projektive abelsche Gruppe
ist nach derselben Proposition ein direkter Summand einer freien abelschen Gruppe, also frei als Untergruppe
einer freien abelschen Gruppe nach Satz 6.8.2. O

Satz 7.1.5 (Hauptsatz (oder Hauptlemma) der homologischen Algebra). In Vorlesung eventuell ersten
Reduktionsschritt weglassen, gleich in Annahme packen. Sei R ein Ring. Sei P ein Komplex projektiver R-
Moduln mit P, = 0 fir alle p < 0 und E ein Komplex von R-Moduln mit H,(E) = 0 fir alle p > 0. (In
Worten ist P also ein in nichtnegativen Graden konzentrierter Komplex projektiver Moduln und E ist ein in
positiven Graden azyklischer Komplex.)'>* Dann ist das Bilden der nullten Homologie ein Isomorphismus

(711) H(): HOtR(_P7 E) i> HOHIR (Ho(P),Ho(E))

152Der Fall von Rechtsmoduln ist damit mitbehandelt, denn es gilt Mod-R = R°P-Mod. Auch der Fall von Bimoduln ist
mitbehandelt, denn es gilt R-Mod-S = R ®z S°P-Mod, wobei hier die Kenntnis vorausgesetzt wird, dass R ®z S°P ein Ring ist.
1530 ffensichtlich steht der Buchstabe P fiir projektiv. Der Buchstabe E steht fiir ezakt.
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Beweis. Betrachte einen Morphismus f: P — E in Kom(R) und eine Homotopie i wie im folgenden Dia-
gramm angedeutet.

(7.1.2) . FEs Ey Ey E_4
o P2 Pl PO 0

Da fy notwendig in Zo(E) landet und f, = 0 fiir alle p < 0 gilt, landet f im Unterkomplex

EQ E1 Z()(E)HOH

von E. Wegen h,, = 0 fiir alle p < 0 landet % ebenfalls in diesem Unterkomplex. Da auflerdem die Inklusion
dieses Unterkomplexes nach F auf Hy (und genauer auf allen nichtnegativen Homologien) einen Isomorphis-
mus induziert, kénnen wir ohne Einschrankung E durch diesen Unterkomplex ersetzen. Wir nehmen also im
Folgenden E, = 0 fiir alle p < 0 an. Insbesondere gilt Ey = Zo(E) und die Sequenz

B, E; Eo Ho(E) —=0

ist exakt. Drehen wir diese Sequenz um 90° im Gegenuhrzeigersinn und wenden darauf die exakten Funk-
toren Hom(P,, —) := Hompg(P,,—) an, so erhalten wir die exakten Spalten des folgenden kommutativen
Diagramms abelscher Gruppen; die horizontalen Abbildungen sind die offensichtlichen; die Inklusion rechts
oben kommt von der Surjektion Py = Zo(P) — Ho(P) her.

(7.1.3) 0 0 0

HOIH(PQ, Ho(E)) D HOHl(Pl, Ho(E)) D — HOHl(Po, Ho(E)) ) HOHl(}Io(P))7 HQ(E))

Hom(Ps, Ey) <—— Hom(Py, Ey) <— Hom(Fy, Ey)

Hom(Ps, E1) <— Hom(P;, E;) =<— Hom( Py, Ey)

Hom(Ps, Ey) <—— Hom(P, Ey) =<—— Hom(Py, E»)

Man stelle sich das Diagramm nach links und unten unendlich fortgesetzt vor. Alle Spalten sind nach dem
obigen Argument exakt; auflerdem ist die Verkniipfung je zweier konsekutiver waagerechter Pfeile Null, wobei
wir die Inklusion rechts oben auch als waagrechten Pfeil interpretieren.

Ein Morphismus [: P — F in Kom(R) wie in (7.1.2) illustriert hat Komponenten fy, f1,... in den roten
Morphismenmengen'®*. Sein Bild Hq(f): Ho(P) — Ho(E) unter der Abbildung (7.1.1) ist das Bild von f,
unter dem Pfeil nach oben, aufgefasst als Element der blauen Teilmenge, in welcher es automatisch liegt, denn
es geht nach links auf Null und die Sequenz Hom(Hy(P), Ho(E)) — Hom(FPy, Ho(E)) — Hom(Py,Ho(E)) ist
linksexakt, da P; — Py — Ho(P) rechtsexakt ist (sieche Aufgabe 6.3.8.(b)).

Man beachte, dass eine Familie ( fp € Hom(P,, Ep))p>0 von Elementen der Mengen auf der roten Diago-

nalen genau dann einen Morphismus f: P — F in Kom(R) definiert, wenn das Bild jedes f, unter dem Pfeil
nach links mit dem Bild von f,;; unter dem Pfeil nach oben iibereinstimmt.

Man sieht nun per Diagrammjagd, dass die Abbildung im Hauptlemma surjekiv ist (das verwendet die
Exaktheit der Spalten an den Positionen eins oberhalb der roten Mengen und die Eigenschaft, dass die
,waagrechte Verkniipfung durch diese Positionen“ Null ist).

Da f — Ho(f) ein Morphismus abelscher Gruppen ist, geniigt es fiir die Injektivitéit zu zeigen, dass aus
Ho(f) = 0 folgt, dass f homotop zur Nullabbildung ist. Gesucht ist also eine Homotopie / zwischen f und

154genauer sind diese Mengen abelsche Gruppen
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0. Eine Diagrammjagd liefert die Komponenten einer solchen Homotopie in den hellblauen Hom-R&umen
(das verwendet die Exaktheit der Spalten an den roten Positionen und die Eigenschaft, dass die , waagrechte
Verkniipfung durch die roten Positionen* Null ist). ]

Beispiel 7.1.6. Sei X ein wegzusammenhiingender (also inbesondere nichtleerer) toplogischer Raum mit
H,(X) = 0 fiir alle p > 0 (beispielsweise kénnte X zusammenziehbar sein). Wir kénnen die Augmentati-
on (3.1.8) als Morphismus £: SX — Z[0] von Komplexen auffassen. Er ist ein Quasi-Isomorphismus. Wir
behaupten, dass er sogar ein Isomorphismus in Hot(Z) ist.

Sowohl SX als auch Z[0] sind Komplexe freier abelscher Gruppen und haben Homologie nur im Grad
Null. Deswegen liefert der Hauptsatz der homologischen Algebra 7.1.5 vier Bijektionen

HO : HOtz(SX, SX) l> Homz(Ho(X), Ho(X)),

Hp: Hotz(SX,Z[0]) = Homgz(Ho(X),Z),

Ho: Hotz(Z[0],SX) = Homgz(Z, Ho(X)),

Ho: Hotz(Z[0], Z[0]) = Homgz(Z,Z).
Mit anderen Worten induziert Hy: Hot(Z) — Mod(Z) eine Aquivalenz zwischen der vollen Unterkategorie
von Hot(Z) mit Objekten SX und Z[0] und der vollen Unterkategorie von Mod(Z) mit Objekten Hy(X) und
Z. Da Hy(e) ein Isomorphismus ist, muss auch e ein Isomorphismus in Hot(Z) sein.

Alternativbeweis, falls X zusammenziehbar ist: Da X und {*} in hTop isomorph sind, sind SX und S{x}

in Hot(Z) isomorph wegen der Homotopie-Invarianz der singuliéiren Homologie 3.3.1. Nach Beispiel 3.1.21 ist
klar, dass S{*} und Z[0] in Hot(Z) isomorph sind.

7.2. Satz tiber azyklische Modelle.

Definition 7.2.1. Seien C eine Kategorie und (C};);ec; eine Familie von Objekten von C. Dann heifit der
Funktor

Free = Free(c,),., = Free(ZCi)ieI : C — Mod(Z),
X+ Free(X) := P ze(C;, X),
il

Freier-Z-Modul-Funktor iiber der Familie (C})ier oder freier Funktor (in die Kategorie abelscher
Gruppen) iiber der Familie (C;);cr.'"”
7.2.2. Es gilt

P zc(ci, x)=z| |c(C;, X)

i€l icl
natiirlich in X € C.

Beispiel 7.2.3. Der Funktor S;: Top — Mod(Z) der singuléren g-Ketten ist der freie Funktor iiber der
einelementigen Familie (A,) topologischer Réume.

Lemma 7.2.4 (Verallgemeinerung von Lemma 4.3.3, Variante des Yoneda-Lemmas A.0.13). Sei (C;)icr
eine Familie von Objekten einer Kategorie C. Dann ist fir jeden Funktor G: C — Mod(Z) die Abbildung

(7.2.1) (Mod(Z))C(Free(Ci)iEI,G) = HG(Ci),
i€l

T (Tci(idi)>i€]7

eine in G natirliche Bijektion, wobei id; € @jeI ZC(C;,C;) diejenige Familie ist, deren i-te Komponente
idg, ist und deren andere Komponenten verschwinden.

155Wer mag, kann hier Z durch einen beliebigen Ring R ersetzen und erhilt den Freier-R-Modul-Funktor iiber der

Familie (C;);es oder freien Funktor Freefcv)_el (in die Kategorie von R-Moduln) iiber der Familie (C;);cy.
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Beweis. Die Komposition offensichtlicher Bijektionen
Mody, (Free(X), G(X)) = [[Modz (ZC(Ci, X), G(X)) = [] Set (C(Ci, X), G(X)),
icl iel
fiir X € C, restringiert zu einer Bijektion
(Mod(2))° (Free,G) = T (Set®) (C(Ci, ), G),
i€l
vgl. Definition A.0.4. Die rechte Seite wird mittels der Yoneda-Bijektionen mit [ ], ; G(C;) identifiziert (siehe

Satz A.0.13). Der Leser priift leicht, dass die so konstruierte Bijektion die angegebene Form hat und in G
natiirlich ist. O

Definition 7.2.5. Sei G: C — Mod(Z) ein Funktor.
e Ist (C;,¢;)ier eine Familie von Paaren (C;,¢;)ier mit C; € C und ¢; € G(C;), so existiert nach
Lemma 7.2.4 genau eine natiirliche Transformation (= genau ein Morphismus von Funktoren)

7: Freec,),.;, > G

mit 7¢, (id;) = ¢; fiir alle ¢ € I. Wir nennen (Cj, ¢;);er eine Z-Basis von G, wenn diese Transforma-
tion eine Isotransformation ist; wie der Leser leicht priift, ist die folgende Forderung dazu dquivalent:
Fiir jedes X € C ist die Familie

((G(f))(mi))ieLfeC(Ci,X)

eine Z-Basis von G(X).

e Wir nennen G einen Freien-Z-Modul-Funktor, wenn er eine Z-Basis hat.

e Sei M C Obj(C) eine Teilmenge der Objekte von C. Der Funktor G heifit frei mit Modellen in
M, wenn er eine Z-Basis (M;, m;);c; mit M; € M fir alle i € I hat.

7.2.6. Ist (C;);cs eine Familie von Objekten einer Kategorie C, so bilden die Elemente (Cj;,id;);er eine Z-
Basis von Free(c,),.,, wobei id; wie in Lemma 7.2.4 definiert sei. Insbesondere sind unsere Bezeichnungen
konsistent: Der Freie-Z-Modul Funktor iiber der Familie (C;);e ist ein Freier-Z-Modul-Funktor im Sinne der
Definition 7.2.5.

Beispiel 7.2.7. Die einelementige Familie (A4, ida, ) ist eine Z-Basis des Funktors S;: Top — Mod(Z).
Beispiel 7.2.8. Sei n € N. Der Funktor
Top — Mod(Z),
X — S, (X x [0,1]) = ZTop(A,, X x [0,1]),
hat
(A, (ida,. )

als Z-Basis, wobei (ida,,¢) € S,(A, % [0,1]) den singulédren n-Simplex (ida,,¢): A, — Ay, x [0,1], z —
(z,¢(x)), bezeichnet.

p€eTop(An,,[0,1])

Beispiel 7.2.9. Sei n € N. Der Funktor
Top™? = Top x Top — Mod(Z),

(X,Y) = (S @S(1)) = @ $,(X) @8,(V),

p,q€N
pt+g=n
hat
(A9, A),ida, @ida, ), oo
ptg=n
als Z-Basis.
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Definition 7.2.10. Eine Kategorie A heifit Z-linear oder angereichert in abelschen Gruppen/Z-
Moduln, falls fiir alle Objekte X,Y € A die Morphismenmenge A(X,Y’) die Struktur einer abelschen
Gruppe (= eines Z-Moduls) trigt und iiberdies fiir alle Objekte X,Y,Z € A die Verkniipfung A(Y, Z) x
A(X,Y) 2 A(X, Z) Z-bilinear ist.

Beispiel 7.2.11. Beispiele fiir Z-lineare Kategorien sind
e R-Mod und Mod-R fiir jeden Ring R;'*°
o R-Mod-S fiir je zwei Ringe R, S.
Beispiel 7.2.12. Jede volle Unterkategorie einer Z-linearen Kategorie ist Z-linear. Beispielsweise konnen

wir in Mod(Z) die volle Unterkategorie aller freien abelschen Gruppen von Primzahlrang betrachten (der
Nullmodul ist nicht in dieser Unterkategorie).

Beispiel 7.2.13. Seien A eine Z-lineare Kategorie und C eine beliebige Kategorie, so ist die Funktorkategorie
A€ in offensichtlicher Weise ebenfalls eine Z-lineare Kategorie.

Beispielsweise ist (Mod(Z))C eine Z-lineare Kategorie.
7.2.14. Ist A eine Z-lineare Kategorie, so kann man Komplexe in A betrachten (dafiir benétigt man eigent-
lich nur Nullmorphismen). Weiter kann man die Kategorie Kom(.A) der Komplexe in A und die Homotopie-
Kategorie Hot(.A) in naheliegender Weise definieren (bei der Definition der Homotopie-Kategorie ist es we-
sentlich, Morphismen addieren zu kénnn). Wir schreiben die Morphismen-abelschen-Gruppen dieser Kate-
gorien als Kom 4(A, B) := Kom(A)(A, B) und Hot 4(A, B) := Hot(A)(A, B).

Ist R ein Ring, so gelten Kom(Mod(R)) = Kom(R) und Hot(Mod(R)) = Hot(R).
Warnung 7.2.15. Da Morphismen in einer Z-linearen Kategorie A im Allgemeinen keine Kerne bzw. Kokerne
haben, ist die Homologie eines Komplexes in A nicht definiert.

(Manchmal geht das aber, etwa fiir (Mod(Z))c, wie wir in 7.2.17 erkldren.)

7.2.16. Ist C eine Kategorie und A eine Z-lineare Kategorie, so ist der offensichtliche Funktor ein Isomor-
phismus

Kom (A°%) = (Kom(A))C
von Kategorien. Warnung: Der offensichtliche Funktor

Hot (A°) — (Hot(A4))°

ist im Allgemeinen kein Isomorphismus von Kategorien und auch keine Aquivalenz von Kategorien. Ich hoffe,
dass man dies bereits an der Kategorie C mit zwei Objekten und einem Nicht-Identitétspfeil sehen kann.
Immerhin ist das Diagramm

(7.2.2) Kom (A¢) —— (Kom(A))c

| |

Hot (AC) — (Hot(A))°

mit offensichtlichen Vertikalen kommutativ.
7.2.17. Sei C eine Kategorie. Dann vererben sich ,alle“ guten Eigenschaften (Z-linearitit, Existenz von
Kernen, Kokernen, Bildern) von Mod(Z) auf die Kategorie (Mod(Z))C: Wir definieren den Kern ker(f)
eines Morphismus f: M — N in (Mod(Z))c objektweise durch

(ker(f))(C) := ker(f(C))

fiir alle C € C; ist v: C — C’ ein Morphismus in C, so induziert er in offensichtlicher Weise einen Morphismus
ker(): (ker(f))(C) — (ker(f))(C"). Analog definiert man cok(f) und im(f) objektweise. Exakte Sequenzen

sind analog objektweise definiert. Aufgabe 6.3.8 gilt mutatis mutandis fiir (Mod(Z))C.

15615t R kommutativ, so sind diese Kategorien sogar R-linear (was man in offensichtlicher Weise definiere). Fiir Kérper ist
dies aus der linearen Algebra wohlbekannt.
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Dies hat zur Folge, dass alle Konstruktionen und Resultate aus Abschnitt B sinngeméf auch fiir (Mod(Z))C

gelten. Insbesondere ist die Homologie eines Komplexes in (Mod(Z))c definiert.
(Was wir hier zu erkliren versuchen, sollte man eigentlich in einem allgemeineren Kontext erkliren: Ist
A eine abelsche Kategorie (wie etwa Mod(Z)), so ist aucu jede Kategorie AC abelsch.)

7.2.18. Sei p € Z. Wir erginzen das kommutative Diagramm (7.2.3) im Spezialfall A = Mod(Z) zum
folgenden Diagramm

(7.2.3) Kom((Mod(Z))C)*N>(Kom((Mod(Z))))c - (Kom(z))°
Hot((Mod(Z))c)H(Hot((Mod(Z))))c - (Hot(z))"

Hyp Hpo?

(Mod(z))¢ id (Mod(z))°,

dessen untere Vertikalen in offensichtlicher Weise definiert sind. Es ist klar, dass dieses Diagramm kommutativ
ist. Mit anderen Worten ist die p-te Homologie als Funktor auf den vier oberen Kategorien kompatibel
definiert.

Satz 7.2.19 (iiber azyklische Modelle; | , Acyclic model]). Sei C eine Kategorie und seien F, E Kom-
plexe in (Mod(Z))C, so dass die folgenden Bedingungen gelten:

o I, =0 fir alle p < 0;
e cs gibt eine Teilmenge M C Obj(C) mit
— F, ist frei mit Modellen in M, fiir alle p > 0;
- H,(E(M)) =0 fiir alle M € M und p > 0 (,,E ist in positiven Graden ezakt/azyklisch auf den
Modellen der F,“);

Dann ist das Bilden der nullten Homologie ein Isomorphismus

Ho: Hot el E) = (Mod(Z)) (Ho(F), Hy(E)).

(Mod(z)

7.2.20. Im Fall, dass C eine diskrete Kategorie mit genau einem Objekt ist, spezialisiert Satz 7.2.19 zu dem
Spezialfall des Hauptsatzes der homologischen Algebra 7.1.5 fiir R = Z (denn alle projektiven abelschen
Gruppen sind frei nach Korollar 7.1.4).

Beweis. Der Beweis des Hauptsatzes der homologischen Algebra 7.1.5 lédsst sich an diese Situation anpassen.
Der Anfang geht im Wesentlichen analog, so dass wir ohne Einschrénkung £, = 0 fiir alle p < 0 annehmen
kénnen. Insbesondere gilt fiir alle M € M nach Annahme Eo(M) = Zo(E(M)) und die Sequenz

(7.2.4) ci.——> Ey(M) —— E1(M) —— Eo(M) ——= Ho(E(M)) ——0

ist exakt.
141


http://en.wikipedia.org/wiki/Acyclic_model

Im Diagramm (7.1.3) ersetzt man dann Hom = Homp durch (Mod(Z))C und erhiilt das folgende kom-
mutative Diagramm.
(7.2.5)
0 0 0

(Mod(Z)) (Fy, Ho(E)) <— (Mod(Z)) (Fy, Ho(E)) < (Mod(Z)) (Fo, Ho(E)) > (Mod(Z))  (Ho(F), Ho(E))

(Mod(Z)) (Fy, Ey) <——— (Mod(Z)) (Fy, Eo) <——— (Mod(2))" (Fy, Ey)

(Mod(Z)) (Fa, By) ~——— (Mod(Z)) (Fy, Ey) <——— (Mod(2))" (Fy, Ey)

(Mod(Z)) (Fy, Bs) ~——— (Mod(2)) (Fy, Ey) <——— (Mod(Z)) € (Fo, Ex)

Die Verkniipfung je zweier konsekutiver horizontaler Pfeile ist Null. Der blaue Teilmenge besteht genau
aus denjenigen Elementen von (Mod(Z))C(FO,HO(E)), die nach links auf Null gehen, wie der Leser leicht
priift.'>” Um wie im zitierten Beweis argumentieren zu kénnen, miissen wir zeigen, dass alle Spalten exakt
sind. Dafiir sei p € N fixiert. Da F}, frei mit Modellen in M ist, gibt es eine (von p abhéngige) Familie (M;);er
von Objekten in M und einen Isomorphismus F), = Free(ys,),., von Funktoren. Mit Hilfe der natiirlichen
Isomorphismen (7.2.1) aus Lemma 7.2.4 verwandelt sich die ,,F,-Spalte“ unseres Diagramms in das (nun als

Zeile dargestellte) Diagramm

e HEQ(MZ-) — HE1(M¢) — HEO(Mi) - HHO(E)(Mi) — 0.

i€l i€l i€l i€l Ho(E(M;))

Dieses Diagramm ist das Produkt iiber die exakten Sequenzen (7.2.4) fiir M = M; € M und somit exakt,
denn allgemein sind beliebige Produkte exakter Sequenzen abelscher Gruppen exakt. O

Ende der 27. Vorlesung am 11.02.2021.

7.3. Satz von Eilenberg-Zilber.

7.3.1. Wir kiirzen ab ® := ®z. (Manches, was folgt, geht iiber beliebigen oder zumindest iiber kommutativen
Ringen.)

7.3.2. Seien F und F Mengen. Dann gilt nach Proposition 6.2.17

(7.3.1) zB) ©zF) = (Pz)o (P2 2L PPzez= @ Z=2%ExF),

ecE fer ecE feF (e,f)EEXF

(7.3.2) e® f— (e, ).

7.3.3. Seien X und Y zwei topologische Rdume. Unser Ziel ist, die Beziechung zwischen der singuldren
Homologie H(X x Y') des Produkts einerseits und den singuliren Homologien H(X) und H(Y") andererseits
zu verstehen.

L57pir diejenigen, die wissen, was eine abelsche Kategorie ist: Ist A eine abelsche Kategorie, so auch A€ (Kerne und Kokerne
kénnen objektweise definiert werden). Also ist (Mod(Z))C abelsch und die Sequenz E1 — Eg — Ho(FE) ist rechtsexakt. Wende
auf diese Sequenz den Funktor (Mod(Z))C(—, Ho(E) an.
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In Grad Null geht das von Hand: Die Abbildung
(733) 7T0(X) X 7T0(Y) = 7T0(X X Y),
([z], [v]) = [(z, 9)];

ist offensichtlich wohldefiniert und bijektiv, wobei [z] die Wegzusammenhangskomponenten von z bezeichnet.
Wir folgern Isomorphismen

(7.3.1) (7.3.3) (3.1.7)

(3.1.7)®(3.1.7) Zro(X)@Zmo(Y) y Z(mo (X ) xmo(Y)) —— Zmo(X xY) — Ho(X xY).

Ho(X)®Ho(Y)

~

7.3.4. Wir bereiten den Satz von Eilenberg-Zilber 7.3.6 vor. Wir betrachten die beiden Funktoren
S®S :=8(—)®8S(—): Top*? = Top x Top — Kom(Z),
(X,)Y)— SX®SY
und
S(— x —): Top*? = Top x Top — Kom(Z),
(X,Y)—~ S(X xY).

Im folgenden nichtkommutativen (warum?) Diagramm ist der Funktor S® S wie angedeutet die Komposition
iiber die rechte obere Ecke, der Funktor S(— x —) ist die Komposition iiber die linke untere Ecke:

Top x Top ———— Kom Z) x Kom(Z)
Top Kom

Wir fassen die Objekte S ® S und S(— x —) von Kom(Z)TOpX2 < Kom ((Mod(Z))TOpX ) (vgl. (7.2.3)) als
Komplexe in Mod(Z))TOpX auf.

7.3.5. Fiir topologische Rdume X und Y haben wir Isomorphismen

(7.3.4) (SX ®SY)o = So(X) ®S0(Y) = ZX © ZY "2 Z(X x V) = So(X x V),

TRy (2,y).

1% Die Untergruppe Bo(SX ® SY) C Zo(SX ® SY) = (SX ® SY), ist von allen Ausdriicken der Form
(a(1) — (0)) ® y und = ® (B(1) — B(0)) erzeugt, fiir z € X, y € Y und Wege o in X und f in Y. Diese
Ausdriicke landen unter unserem Isomorphismus in Bo(X xY) C Zo(X x Y) = So(X x Y). Also induziert
unser Isomorphismus eine Morphismus

(7.3.7) Ho(SX ® SY) — Ho(X x Y),
(7.3.8) [z @yl = [(z,y)].

Dieser ist, wie man sich leicht iiberlegt, ein Isomorphismus. Alle Konstruktionen in diesem Abschnitt sind
natiirlich in X und Y, so dass (7.3.7) die Auswertung einer Isotransformation

(7.3.9) Ho(S®S) = Ho(— x —) = Ho(S(— x —))
bei (X,Y) ist.

158VVegen
(7.3.5) Top(Agq, X X Y) = Top(Ag, X) X Top(Ag,Y)

(dies gilt auch fiir einen beliebigen topologischen Raum Z anstelle von Ay) folgt allgemeiner
(7.3.6)
Sq(X) @ Sq(Y) = ZTop(Ag, X) ® ZTop(Ag, Y) T Z(Top(Ag, X) x Top(Ag, V) 22 2Top(Ag, X x Y) = S4(X x Y).

Mir ist jedoch aktuell nicht klar, wofiir diese Identifikation niitzlich ist.
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X2

Satz 7.3.6 (Eilenberg-Zilber; | , Satz von Eilenberg-Zilber]). In der Homotopiekategorie Hot (( Mod(Z))TOp )
gibt es genau einen Morphismus

(:S®S — S(— x —),
der auf der nullten Homologie die Abbildung (7.3.9) induziert, in Formeln Ho(¢) = (7.3.9).

Dieser Morphismus ¢ ist ein Isomorphismus
(7.3.10) (:S®S =5 S(—x —)
und heifst Eilenberg-Zilber-Isomorphismus. Insbesondere erhalten wir also einen in topologischen Rdumen
X, Y natiirlichen Isomorphismus
H(¢): HSX ®SY) = H(X x Y)

oder konkreter fiir jedes n € Z einen Isomorphismus
(7.3.11) H,(¢): Ho(SX ® SY) = H, (X x Y)

Beweis. Wir behaupten, dass der Satz iiber azyklische Modelle 7.2.19 mit C = Top*? = Top x Top in den
vier Instanzen
F=S®Sund £ =S(— x —);
F=S(-x—-)und E=S®S;
F=E=S®S5S;
F=FE=5(—x-)
anwendbar ist.
Nach Beispiel 7.2.9 hat (S ® S),, die (n + 1)-elementige Familie

((Ap, Ag),ida, ®ida,) pgen
pt+q=n

als Z-Basis. Wegen
Su(X x Y) = ZTop(Ap, X x Y)
hat S,,(— x —) die Z-Basis
((An, A,), diag),
wobei diag € F,(A,A,) = Sp(A, x A,) die ,Diagonale® ist, also der singulire n-Simplex diag: A, —
A X Ay, = (x,2).
In allen vier Instanzen, wo wir den Satz anwenden wollen, wihlen wir
M = {(ApaAq) |pq € N}~
Seien p,q € N. Da A, x A, konvex ist, gilt
H, ((S(— x =)(Ap, Ay)) = Hu((S(A, x Ay)) =Hu (A, x Ay) =0 fiir alle n > 0.
Beispiel 7.1.6 zeigt, dass die Augmentationen e: SA, — Z[0] und €: SA, — Z[0] Homotopiedquivalenzen
sind (also Isomorphismen in Hot(Z) werden). Folglich ist
e®e: SA, ® SAy — Z[0] ® Z[0] = Z[0]
ebenfalls eine Homotopiedquivalenz (nach Aufgabe 6.6.11). Es folgt

H,(SA, ® SA,) 229,

H,(Z[0]) =0 fiir alle n > 0.
Somit kénnen wir den Satz iiber azyklische Modelle anwenden und erhalten Bijektionen

(Mod(Z))TOpxz(S ®8,8(=x —)) = (MOd(Z)) Ho(S®S),Ho(— x —));

~ TOPXQ )
Ho: Hot(MOd(Z))Topxz(S(— x =),8®8) = (Mod(2)) ™" (Ho(— x —), Ho(S ® 9));

X2
HO : Hot Top (

Ho: Hot 2 (S®S,S®S) 25 (Mod(Z)) ™ (Ho(S ® ), Ho(S ® 5));

(Mod(z))

Ho: Hot rone2 (S(= % —),8(= x —)) =5 (Mod(2)) ™" (Ho(~ x —), Ho(— x —)).

(Mod(z))
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Dem Element (7.3.9) der rechten Seite der ersten Bijektion entspricht der gesuchte Morphismus ¢. Da (7.3.9)
ein Isomorphismus ist, folgt dass aus den anderen Bijektionen, dass ¢ ein Isomorphismus ist. O

7.3.7. Sei R ein Ring. Tensorieren wir den Eilenberg-Zilber-Isomorphismus (7.3.13) iiber Z mit R, so erhalten
wir einen in topologischen Réumen X, Y natiirlichen Isomorphismus

(7.3.12) (®idr: SX®SY ® R 5 S(X xY)® R

in Hot(R). Modulo naheliegender Identifikationen (im Wesentlichen Z ® Z ® R = R =< R ®g R) ist dies ein
Isomorphismus

(7.3.13) Cr: S(X;R)®rS(Y;R) = S(X xY; R).

Allgemeiner gilt Satz 7.3.6 analog mit Koeffizienten in R mit ,,demselben Beweis“ (man sollte dann etwa
den Satz iiber azyklische Modelle 7.2.19 fiir R-Moduln formulieren).

7.4. Kreuzprodukt der singuliren Homologie.
7.4.1. Wir schreiben weiter ® = ®.

7.4.2. Seien A und B Komplexe abelscher Gruppen. Dann ist fiir alle p, ¢ € Z die Abbildung
(7.4.1) H,(A) ® Hy(B) - Hp1y(A® B),
[a] ® [b] = [a @],

wohldefiniert, wie der Leser leicht priift. Sie ist natiirlich in A und B. Sind allgemeiner R ein Ring, A ein
Komplex von R-Rechtsmoduln und B ein Komplex von R-Linksmoduln, so ist die Abbildung

(7.4.2) H,(A) ®r H,(B) - Hy14(A®R B),
[d] @ [b] = [a @],
wohldefiniert und natiirlich in A und B.
7.4.3. Falls A, = 0 = B, fiir alle r < 0 gilt, so ist Hy(A) ® Ho(B) — Ho(4A ® B) ein Isomorphismus: Dazu

muss man sich nur tiberlegen, dass die Abbildung [a ®b] — [a] ® [b] in die umgekehrte Richtung wohldefiniert
und dann offensichtlich invers ist.

Definition 7.4.4. Seien X und Y topologische Rdume und p,q € Z. Dann heifit die Z-balancierte Ver-
kniipfung

H,(X) x Hy(Y) — Hy(X) @ Hy(Y) = Hy(SX) @ Hy(SY) 2 1, (SX @ SY)

Hpt4(7.3.13)=Hp4q(¢x,y)

~

Hppg(S(X xY)) = Hpy g X X Y)
Kreuzprodukt der singuliren Homologie und wird als
x: Hp(X) x Hg(Y) = Hpp g X X Y),
(e;d) = ([¢],[d']) = e x d = Hpy4(Q)([¢ @ dT]),

notiert. Manchmal versteht man darunter auch die entsprechende Z-lineare Abbildung x: H,(X)®H,(Y) —
HppgX XY), c®@d—cxd.

Mit Hilfe von (7.3.13) und (7.4.2) definiert man analog fiir jeden Ring R das Kreuzprodukt x: H,(X; R)®
H,(Y;R) = Hy (X x Y3 R).

7.4.5. Nach 7.4.3 ist Ho(X) @ Ho(Y) — H(X xY), [z] ® [y] = [z] % [y] = [(x,y)] ein Isomorphismus (dies
verwendet, dass Ho(¢) durch (7.3.7) gegeben ist).

Proposition 7.4.6 (Formelsammlung fiir das Kreuzprodukt). Das Kreuzprodukt der Homologie hat die
folgenden Eigenschaften. Um die Notation abzukiirzen, schreiben wir f.a statt Hy(f)(a).
(a) Natiirlichkeit: Sind f: X — X' und g: Y — Y stetige Abbildungen und a € Hy(X) und b € Hy(Y),
so gilt
frax g.b=(f x g)(axb).
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(b) Eins (Unitaritit?): Sind X ein topologischer Raum, a € H,(X) und 1 := [¥] € Ho({*}) der kanoni-
sche Erzeuger der Homologie eines einpunktigen Raums, so gilt

(pry)«(ax 1) = a,
wobei pry: X x {x} = X die Projektion ist.
(c) Assoziativitit: Sind X, Y, Z topologische Riume und a € Hyp(X) und b € Hy(Y) und ¢ € H.(X)
Homologieklassen, so gilt
ass,((a x b) x¢) =ax (bxc),
wobei ass: (X xY) x Z = X x (Y x Z) der offensichtliche Homdomorphismus ist.

(d) Graduierte Kommutativitit: Seien X und Y topologische Riume und a € H,(X) und b € Hy(Y)
Homologieklassen, so gilt

Te(axb) = (-1)?"bxa
in Hyq(Y x X), wobei 7: X xY =Y x X die Vertauschungsabbildung ist.

Beweis. Natiirlichkeit: Dies folgt sofort aus der Natiirlichkeit der Eilenberg-Zilber-Abbildung.
Graduierte Kommutativitét: Sei ¢ der Eilenberg-Zilber-Isomorphismus. Die Verkniipfung
SX @8y U gy 98X S S(Y x X) T S(X x V),

~

X2
fiir variable topologische Rdume X und Y als Morphismus in Hot (( Mod(Z))TOp ) aufgefasst, induziert auf

Hy die Abbildung (7.3.9) und stimmt deswegen nach dem Satz von Eilenberg-Zilber (7.3.6) mit ¢ iiberein.
Daraus folgt sofort die behauptete Formel.
Eins: Betrachte die Komposition

SX P98 S @ S{x) S S(X x {+)) T gy,

X2
fiir variablen topologischen Raum X in Hot (( Mod(Z))TOp

wissen genau, wie Hy(¢) aussieht) und muss somit nach dem Satz iiber azyklische Modelle 7.2.19 (anwendbar
nach Beispiel 7.2.7) selbst die Identitét sein.
Graduierte Assoziativitit: Betrachte das Diagramm

). Sie induziert auf Hy die Identitét (denn wir

(SX ®SY) © 872 82 gy v vy @87 — L §((X x V) x Z)
(u®v)®w»ﬁu®(v®w)i~ S(ass)lw
SX @ (SY ® S7) —=25XY ¥ 0 §(Y x Z) — 2 L §(X x (Y x Z))

X3
mit variablen topologischen Rdumen X, Y, Z als Diagramm in der Kategorie Hot ((Mod(Z))TOp ) Wir

zeigen seine Kommutativitdt mit Hilfe des Satzes iiber azyklische Modelle. Die linke obere Ecke ist (als
Funktor) frei mit Modellen in (A,, Ay, Ay)p q.ren, die rechte untere Ecke ist auf diesen Modellen azyklisch
in positiven Graden. Also ist der Satz iiber azyklische Modelle anwendbar und zeigt, dass unser Diagramm
genau dann kommutativ ist, wenn es nach Anwenden von Hg kommutativ ist. Letzteres ist aber offensichtlich.
Daraus folgt sofort die behauptete graduierte Assoziativitét. |

7.5. Kiinneth-Formeln fiir Koeffizienten in einem Ké&rper.

Lemma 7.5.1 (Kiinneth-Formel mit Koeffizienten in einem Korper; Homologische-Algebra-Version). Seien
A und B Komplezxe iber einem Kdorper k und sei n € Z. Dann ist die durch die Abbildungen (7.4.2), fir
p + q = n, induzierte Abbildung ein Isomorphismus

@ HP(A) Rk Hq(B) ; Hn(A Rk B)

P,q€EL
ptg=n

von Vektorrdumen.
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Alternativformulierung: Es gilt
(7.5.1) H(A) @ H(B) = H(A ®; B)
als Komplezxe (mit verschwindenden Differentialen) von Vektorrdumen.

Beweis. Da k ein Korper ist, gibt es in Hot(k) einen eindeutigen Isomorphismus a: H(A) = A, der auf der
Homologie die offensichtliche Identifikation liefert Das sollte eine Ubungsaufgabe sein!. Sei 8: H(B) =+ B der
analoge Isomorphismus fiir B. Nach Aufgabe 6.6.11 erhalten wir einen Isomorphismus a®3: H(A)®,H(B) =
A ®y B in Hot(k). Das Diagramm

EB P,qEZ Hp(A) Xk Hq(B) —— H,(A® B)

p+g=n
®P+an1’(0‘)®Hq(5)TN H, (a®B) | ~
@ pac? H,(H(A)) ® Hy(H(B)) —~ H, (H(A) ©, H(B))
pTgqg=n

mit Horizontalen induziert durch (7.4.2) ist kommutativ, da die Abbildungen (7.4.2) natiirlich in A und B
sind. Die Vertikalen sind Isomorphismen. Die untere Horizontale ist ein Isomorphismus, da alle Differentiale
in H(A) und H(B) verschwinden. Also ist die obere Horizontale ein Isomorphismus. O

Satz 7.5.2 (Kiinneth-Formel fiir singulire Homologie mit Koeflizienten in einem Korper). Seien X und
Y topologische Riume und sei k ein Korper. Dann liefert das Kreuzprodukt der singuldren Homologie mit
Koeffizienten in k Isomorphismen

D H,(X:k) @x Hy(Yik) = Hy(X x Yik)

p,q€Z
p+g=n

von Vektorrdumen fir jedes n € 7Z.
Alternativformulierung: Es gilt H(X; k) @, H(Y; k) = H(X x Y; k) als Kompleve (mit verschwindenden
Differentialen) von Vektorrdumen.

Beweis. Dies folgt aus den Isomorphismen

(7.5.1)

H(X; k) @, H(Y; k) = H(S(X; k) @, H(S(Y; k)) H(S(X; k) @ S(Y; k)

L2 H(S(X x Yik) = H(X x Yik). O

~

Korollar 7.5.3 (Multiplikativitét der Euler-Charakteristik). Seien X wund Y toplogische Rdume mit wohl-
definierten Eulercharakteristiken x(X) und x(Y'). Dann ist x(X xY) wohldefiniert und erfillt

X(X X Y) = x(X) - x(Y).
Ist k ein Kérper, so gilt analog x(X x Y;k) = x(X;k) - x(Y; k).

Beweis. Wegen dim(V @ W) = dimV +dim W und dimV @ W = (dim V) - (dim W) folgt dies sofort aus
Satz 7.5.2. 0]

7.6. Kiinneth-Formeln fiir ganzzahlige Koeffizienten.

Beispiel 7.6.1. Betrachte die im Grad Null konzentrierten Komplexe C = D = Z/27Z[0] und den in den
Graden Eins und Null konzentrierten Komplex ¢’ := (... - 0 — Z 27 50— ...). Dann gelten
H(C) = H(C") = Z/2Z]0], aber

H(C'® D) =7/27Z #0=H,(C ® D).

Die Homologie des Tensorprodukts kann also im allgemeinen nicht aus der Homologie der Faktoren bestimmt
werden. Unter der Annahme, dass einer der beteiligten Komplexe flache Komponenten hat, ist dies aber
moglich, wie der folgende Satz zeigt.
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Satz 7.6.2 (Kiinneth-Formel — Homologische-Algebra-Version; | , Satz von Kiinneth]). Seien C und
D Komplexe abelscher Gruppen, von denen einer flache (= torsionsfreic) Komponenten hat. Dann gibt es
fiir jedes n € Z eine in C' und D natirliche kurze exakte Sequenz

(7.6.1) P H,(C)®Hy(D) = H,(C® D)~ P Hy(C)*Hy(D)
P,q€L, P.q€L,
pt+g=n p+g=n—1

wobei die erste Abbildung von der offensichtlichen (injektiven) Abbildung Z,(C) ® Z4(D) — Zp4qe(C @ D)
herkommt, also auf der (p,q)-Komponente durch [z] ® [y] — [ ® y] gegeben ist.

Uberdies spaltet diese kurze exakte Sequenz, aber micht in natiirlicher Weise. (Wir beweisen nur, dass
diese kurze exakte Sequenz spaltet, falls C und D Komplexe freier abelscher Gruppen sind — sieche [ ,
Theorem V.2.1] fiir den allgemeinen Fall und die Begriindung, warum die Spaltung nicht natiirlich gewdihlt
werden kann.)

7.6.3. Der Spezialfall, dass C flache Komponenten hat und D im Grad Null konzentriert ist, ist das
Homologische-Algebra-universelle Koeffziententheorem 6.9.1.

Beweis. Wir nehmen an, dass C flache Komponenten hat (der Fall, dass D flache Komponenten hat, geht
analog). Als Untergruppen von C, sind alle Z,(C) und B,(C) flach (Proposition 6.4.7). Fiir jedes p € Z
haben wir eine kurze exakte Sequenz

(7.6.2) Z,(C) = C, 5B, _1(C)
flacher abelscher Gruppen. Insbesondere ist fiir jedes q € Z
(7.6.3) Z,(C)® Dy — Cp® Dy — Bp_1(C) ® D,

eine kurze exakte Sequenz (nach Korollar 6.7.16).
Bezeichne B’ den Komplex mit Differential Null und B, := B, _1(C) (die Verschiebung von B(C) um eins
gegen die Richtung der Pfeile). Dann ist

Z(C) s 0L B’

eine kurze exakte Sequenz von Komplexen. Thr Bild unter dem Funktor — ® D ist hat als Komponenten
direkte Summen der kurzen exakten Sequenzen (7.6.3) und ist deshalb eine kurze exakte Sequenz

d
Z(C)® D — C®D—-»B ®D
von Komplexen. Die zugehorige lange exakte Homologie-Sequenz ist

.. %Hn—kl(B/@D) )

C—> H,.(Z(C) ® D)
(_> H,_1(Z(C) ® D)

Da die beiden Komplexe Z(C) und B’ flache Komponenten und verschwindende Differentiale haben, sind
die offensichtlichen Abbildungen Isomorphismen (man betrachte zuerst die Bikomplexen Z(C) ®" D und
B’ @' D, deren horizontale Differentiale verschwinden, und wende Korollar 6.5.5 auf die Spalten an)

H,(C ® D) — H,(B'® D) y

Z(C) ® H(D) = H(Z(C) ® D),
B’ @ H(D) = H(B' ® D).
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Damit verwandelt sich unsere lange exakte Sequenz in die exakte Sequenz (wir verwenden €P
Hq (D) = @p—‘,—q:n BP(C) ® Hq(D))

/
p+qg=n+1 B;D ®

Dyt g=n Bp(C) ® Hy(D) D

" @ yen Zp(C) @ Hy (D) —— H, (C @ D) —> @

Log

und man sieht leicht, dass der Verbindungsmorphismus 6,41 von den Inklusionen i,: B,(C) C Z,(C) her-
kommt, in Formeln 6,11 = @i, ® idy, (). Wegen der Rechtsexaktheit von — ® H, (D) ist

P H,(C)@H,(D)
p+q=n

der Kokern von d,4+1. Da in der kurzen exakten Sequenz B, (C) — Z,(C) — H,(C) die Mitte flach ist, zeigt
Korollar 6.7.13, dass §,, als Kern

p+g=n—1

BP(C) ® Hq(D) >

taen1 Zp(C) @ Hy(D) —— ..

D Hy(C)*Hy(D)
p+q=n—1

hat. Dies liefert die gewiinschte kurze exakte Sequenz (7.6.1); es ist klar, dass die Injektion die behauptete
Beschreibung hat'®?. Die erste Inklusion ist offensichtlich natiirlich in C' und D'®’; somit ist die gesamte
kurze exakte Sequenz natiirlich in C' und D.'%!

Nun nehmen wir an, dass sowohl C' als auch D Komplexe freier abelscher Gruppen sind.

Die kurze exakte Sequenz (7.6.2) spaltet dann, denn B,,_1(C) ist frei als Untergruppe der freien abelschen
Gruppe Cp_1 (Satz 6.8.2). Also hat die Inklusion Z,(C) — C, eine Spaltung s,: C, — Z,(C).

Analog hat die Inklusion Z,(D) < D, eine Spaltung t,: D, — Z,(D).

Die Verkniipfungen C, ® D, SN Z,(C)®Zy(D) - Hp(C) @ Hy(D), z @ y — [sp(x)] @ [t4(y)], liefern
eine Abbildung
(CeD),= P C,eD,— P H H, (D).
p+q=n ptq=n
Sie verschwindet auf B,,(C' ® D), denn diese Untergruppe ist erzeugt von Elementen d(z) ® y + 2 ® d(y),
welche unter unserer Abbildung nach

[sp(d(@))] @ [t4(y)] + [sp(2)] @ [t4(d(y))] = [d(2)] @ [ty (y)] £ [sp(2)] @ [d(y)] = O
gehen (denn s, und t, sind auf Zykeln und erst recht Bildern die Identitét). Also faktorisiert die Restriktion
unserer Abbildung auf Z,,(C ® D) zu einem Gruppenmorphismus

H,(C® D) - @ H,(C) @ Hy(D),
ptg=n

welcher offensichtlich die Injektion in unserer kurzen exakten Sequenz (7.6.1) spaltet. |

Satz 7.6.4 (Kiinneth-Formel fiir singuléire Homologie; | , Kiinneth theorem]). Seien X und'Y topolo-
gische Rdume. Dann gibt es fir jedes n € Z eine in X und Y natiirliche kurze exakte Sequenz

(7.6.4) P H(X)@H(Y) > H (X xY)» P Hy(X)*Hy(Y)
P,q€Z, P,qEZL,
pt+q=n p+qg=n—1

159Wir bgriinden noch, dass die Abbildung Zp(C) @ Zqg(D) = Zp1+q(C ® D) injektiv ist. Tensorieren wir die kurze exakte
Sequenz (7.6.2) flacher abelscher Gruppen mit Dy, so erhalten wir nach Korollar 6.7.16 insbesondere die Injektion Z,(C)®Dq —
Cp ® Dy. Da Z,(C) flach ist, liefert die Inklusion Z4(D) C Dq die Inklusion Z;,(C) ® Zq(D) < Zp(C) @ Dyq. Der Verkniipfung
der beiden soeben bewiesenen Inklusionen ist die Inklusion Z,(C) ® Zq(D) < Cp ® Dy. Diese landet sicherlich in Zy44(C ® D)
und die dorthin induzierte Abbildung ist dann natiirlich ebenfalls injektiv.

160gje ist natiirlich in beliebigen Komplexen C' und D als moglicherweise nicht injektive Abbildung — dafiir ist die Voraus-
setzung, dass einer flache Komponenten hat, nicht nétig

161A150 auch in Abbildungen C' — C’ und D — D’ wo etwa C und D’ flache Komponenten haben.
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wobet die erste Abbildung auf allen Summanden durch das Kreuzprodukt der Homologie gegeben ist.
Uberdies spaltet diese kurze exakte Sequenz, aber (bisher ohne Beweis, hoffentlich korrekt) nicht in natiirlicher
Weise.

Beweis. Dies folgt aus der Kiinneth-Formel der homologischen Algebra 7.6.2, angewandt auf die Komplexe
SX und SY abelscher Gruppen mit freien Komponenten und dem Isomorphismus (7.3.11) aus dem Satz von
Eilenberg-Zilber. (]

Beispiel 7.6.5. Formel (7.6.4) ,graphisch“ auswerten: zwei Tabellen, einmal Eintrdge H,(X) ® H,(X),
einmal H,(X) * Hy(X). Nimm Totalkomplexe, verschiebe den von * um eins ,nach oben“, nimm direkte
Summe.

Fiir X = P?R gilt H(X) = Z[0] ® Z/2Z[1]. Wir berechnen die Homologie von X x X (links der ®-Teil,
rechts der x-Teil) zu

H3(X) =0 ®7Z/27Z,
Hy(X) = Z/27 ®0,
Hi(X)=7/2Z®7/2Z @0,
Ho(X) =7 @ 0.

Alle anderen Homologien verschwinden.

Ende der 28. Vorlesung am 12.02.2021 (letzte Vorlesung).

ANHANG A. KATEGORIENTHEORIE

A.0.1. Fiir die Grundbegriffe der Kategorientheorie (Kategorie, Funktor) verweisen wir auf | , Appen-
dix A]. In dem zitierten Skript werden auch die Begriffe natiirliche Transformation und Adjunktion erklirt
[ , Definitionen 5.3.7 und 5.3.11]. Das geschieht jedoch etwas versteckt und relativ weit am Ende, wes-
wegen wir es hier wiederholen.

Definition A.0.2. Seien C und D Kategorien. Dann nennt man die wie folgt definierte Kategorie C x D das
Produkt von C und D:

e Thre Objekte sind Paare (C, D), wobei C ein Objekt von C und D ein Objekt von D ist.
e Morphismenmengen sind durch die Formel

(€ x D) ((c, D), (c'.D')) .= C(C,C") x D(D, D')

gegeben, fiir beliebige Objekte (C, D), (C'.D’") € C x D.
e Verkniipfungen sind komponentenweise definiert: (f,g) o (f',¢') := (fo f',gog’).
e Der Identitdtsmorphismus eines Obje (C, D) ist als id(¢, p) := (idc,idp) definiert.

Aufgabe A.0.3. Sei C eine Kategorie. Erklare, wie
C(—,7): C°? x C — Set,
(X,Y)~C(X,Y)
ein Funktor ist.

Definition A.0.4. Seien F', G: C — D Funktoren. Eine natiirliche Transformation o: F' = G (manch-
mal auch als o: F' — G notiert) ist eine Familie (0¢)ccobje von Morphismen o¢: F(C') — G(C) in D, so
dass das Diagramm

F(f)

F(C) F(C")
| .

ac,l
a
ac) 2L ¢
in D fiir alle Morphismen f: C — C’ in C kommutiert, also o¢: o F(f) = G(f) o o¢ gilt. Oft wird hierfiir
die Sprechweise verwendet, dass ein Morphismus o¢: F(C) — G(C) in D natiirlich in C € C ist.
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Will man in kurzer Notation auch die beiden Kategorien C und D erwihnen, so schreibt man eine solche
natiirliche Transformation als o: F = G: C — D.

Die Kategorie D¢ der Funktoren von C nach D'% hat als Objekte die Funktoren von C nach D und als
Morphismen die natiirlichen Transformationen zwischen solchen Funktoren; die Identitdtsmorphismen sind
offensichtlich; gegeben Morphismen o: F' = Gund 7: G = H ist 70 = 7o0: F = H durch (ro0)¢ := 7¢o0¢
definiert.

Der Begriff Morphismus von Funktoren alias Morphismus in der Kategorie D¢ wird synonym zum
Begriff natiirliche Transformation verwendet. Isomorphismen von Funktoren D¢ werden auch Isotransfor-
mationen genannt.

A.0.5. Eine natiirliche Transformation o: F' = G: C — D kann man sich durch ein Diagramm

veranschaulichen.

A.0.6. Eine natiirliche Transformation 7 = (7¢)cec: F = G: C — D ist genau dann eine Isotransformtion,
wenn 7¢ fiir alle Objekte C' € C ein Isomorphismus ist.

Beispiel A.0.7. Fiir jedes ¢ € Z und jeden topologischen Raum X &€ Top haben wir den Randoperator
8?: S¢X — Sy—1X definiert (siehe Definition 3.1.11). Fiir fixiertes ¢ € Z ist das Datum 9, := (8§)X€Top
eine natiirliche Transformation

Oq: 5S¢ = Sqg-1
zwischen den beiden Singulédre-Ketten-Funktoren S, S,—1: Top — Ab. Dies folgt sofort aus der Kommuta-
tivitidt des Diagramms (3.2.1).

Beispiel A.0.8. Der Leser iiberlege sich, dass die Morphismen (3.4.1) aus dem Satz von Hurewicz 3.4.2 eine
natiirliche Transformation vom Funktor Fundamentalgruppe

m1(—): Top, — Grp
in die Verkniipfung der Funktoren
Top, — Top oAb — Grp

definieren, wobei Top, — Top und Ab — Grp die Vergissfunktoren sind.

Schriinkt man beide Funktoren und die natiirliche Transformation auf die volle Unterkategorie Top!“87she
aller punktieren Riume (X, z), fiir die X wegzusammenhéngend ist, ein, so erhiilt man nach dem Satz
von Hurewicz eine Isotransformation (formal ist das Einschrinken das Vorschalten des Inklusionsfunktors
Topee#he _y Top, | was allgemein in A.0.10 erklirt ist.)

A.0.9. Gegeben zwei natiirliche Transformationen wie im linken Diagramm, ist ihre in Definition A.0.4
erkliarte Verkniipfung im rechten Diagramm illustriert.

F F
P N S T
(A.0.1) C ﬂ G D cC ToO D
\TU \/
H H

Da in diesem Diagramm ¢ und 7 vertikal {ibereinanderstehen, nennt man diese Verkniipfung auch wvertikale
Verkniipfung. Sie wird auch als 7 o; ¢ notiert, da wir entlang des eindimensionalen Pfeils alias Funktors G
verkniipfen.

162\ anchmal auch als Fun(C, D) notiert



A.0.10. Linker und rechter Teil des Diagramms

E /ﬂ\ "

illustrieren die beiden im Folgenden beschriebenen Ausgangssituationen.

(a) (Vorschalten eines Funktors) Gegeben eine natiirliche Transformation o: F = G und einen Funktor
E: B — C definiert man eine natiirliche Transformation o E: FE = GE per (0E)p := opE.

(b) (Nachschalten eines Funktors) Gegeben eine natiirliche Transformation o: F' = G und einen Funktor
H: D — & definiert man eine natiirliche Transformation Ho: HF = HG per (Ho)c := Hoc.

Diese beiden Verkniipfungsrezepte sind Spezialfille einer allgemeineren, in Aufgabe A.0.11 erklédrten Ver-
kniipfung (nimm dort F = G und o = idp bzw. F/ = G’ und 7 = idp).

Aufgabe A.0.11.

(a) Seien zwei natiirliche Transformationen ¢ und 7 wie im folgenden Bild gegeben.

F F
G G’
Definiere aus diesem Datum eine natiirliche Transformation 76 = Too: F'F = G'G, wobei F'F =
F'o F und G'G = G’ oG die iibliche Verkniipfung von Funktoren bezeichnet (siehe | , A.2.15]).
F'F
GG

Hinweis: A priori wird man auf zwei mogliche Definitionen kommen, die aber {ibereinstimmen,
was zu zeigen ist.

Bemerkung: Da im obigen Diagramm ¢ und 7 horizontal nebeneinanderstehen, nennt man diese
Verkniipfung auch horizontale Verkniipfung. Sie wird auch als 7 og o notiert, da wir entlang des
nulldimensionalen Punktes alias der Kategorie D verkniipfen.

Wir haben 7o auch in Definition A.0.4 (vgl. Diagramm (A.0.2)) definiert und in A.0.9 als 701 o
notiert. Aus dem Kontext muss man erkennen, was gemeint ist; alternativ schreibt man genauer
T og o bzw. T oy 0.

(b) Horizontale Verkniipfung ist assoziativ: Es gilt (7o) = (u7)o fiir jede weitere natiirliche Transfor-
mation p: F" = G": &€ - F.
(¢) Gegeben ein Diagramm von Kategorien, Funktoren und natiirlichen Transformationen

F

%G\mg

(A.0.2) C ﬂ D
|

\_/wﬂ/

H K

gilt

(Bora)og(To10)=(BogT)o1 (ogo).
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Definition A.0.12. Ist C ein Objekt einer Kategorie, so ist
Y(C):=C(C,—): C — Set

ein Funktor, also ein Objekt Y (C) € Set®. Er heiBt der durch C dargestellte Funktor. (Wir haben diesen
bereits in | , Beispiel A.2.14] kennengelernt; vgl. auch | , Beispiel A.2.9].)

Satz A.0.13 (Yoneda-Lemma). Seien C eine Kategorie, C' € C ein Objekt und F: C — Set ein Funktor,
also ein Objekt F' € SetC. Dann ist die Abbildung
yo.r: SetC (C(C,—),F) =~ F(0),
——
=Y (0)
T+ Tc(idc),

eine Bijektion von Mengen, genannt Yoneda-Bijektion. Die inverse Abbildung bildet ein Element t € F(C)
auf diejenige (wohldefinierte) natirliche Transformation o = (c¢/)crec: C(Cy,—) = F ab, fir die ocr durch

oo C(C,C") = F(C"),
g~ (Fl9) ),

definiert ist.
Beweis. Exzellente Ubung zum Einiiben der Begriffe. O

Korollar A.0.14. Der sogenannte Yoneda-Funktor
Y€ — SetC,
C—Y(C)=C(C,-),
ist volltreu.
Beweis. Exzellente Ubung zum Einiiben der Begriffe. O
Aufgabe A.0.15. Beweise Korollar A.0.14.

Aufgabe A.0.16. Die Yoneda-Bijektion y¢o, r aus dem Yoneda Lemma A.0.13 ist (die beiden ersten Aussagen
folgen aus der dritten und sind aus pédagogischen Griinden angegeben)

e fiir fixiertes C' € C natiirlich in F' € Set® (im Sinne von Definition A.0.4);
o fiir fixiertes F' € Set® natiirlich in C € C;
e natiirlich in (C, F) € C x Set.

Hinweis: Bitte jeweils genau angeben, zwischen welchen beiden Funktoren wir eine natiirliche Transfor-
mation erhalten. Falls die Beschreibung dieser Funktoren nicht offensichtlich ist, ist diese anzugeben.

Definition A.0.17. Seien C und D zwei Kategorien und seien L: C — D und R: D — C zwei Funktoren:

Cc —_ ——0D
R
Eine Adjunktion von L mit R ist eine Isotransformation
a:D(L—,—) = C(—,R-)
von Funktoren C°? x D — Set, d.h. a = («(¢,py) = (ac,p) ist eine Familie bijektiver Abbildungen
ac.p: D(LC, D) =5 C(C, RD)

von Mengen, die mit Morphismen sowohl in C als auch in D im Sinne von A.0.18 kompatibel sind.

In diesem Fall nennt man L einen Linksadjungierten zu R und R einen Rechtsadjungierten zu L.
Man sagt auch, dass (L, R) oder genauer (L, R, @) ein adjungiertes Paar bilden oder dass L linksadjun-
giert zu R ist oder dass R rechtsadjungiert zu L ist. Oft ist man hier nachléssig und nennt « nicht
explizit.
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A.0.18. Gegeben Bijektionen ac p wie in Definition A.0.17 bedeutet deren Kompatibilitét, dass fiir alle
Morphismen ¢: ¢’ — C in C und d: D — D’ in D (oder dquivalent alle Morphismen (c°P,d): (C°P, D) —
(C’°P, D' in C°P x D) das Diagramm

D(LC, D) 22~ ¢(C, RD)
f»—)dofoLc\L g»—)Rdogocl
D(LC', D) 2 (¢!, RDY)

kommutativ ist, dass also
afdo foLc)=Rdoa(f)oc
fiir alle Morphismen f: LC — D gilt. Schreiben wir die horizontalen Bijektionen als h + h statt h + a(h),
so wird diese Bedingung zu B
dofoLc= Rdo foc.

A.0.19. Sei (L, R, a) eine Adjunktion wie in Definition A.0.17. Seien beliebige Morphismen ¢: C' — C in
C und d: D — D’ in D gegeben. Seien g: LC’ — D’ und f: LC — D beliebige Morphismen in D. Seien
g=oa(g): C" = RD' und f = a(f): C — RD die zugehorigenentsprechenden Morphismen in D. Dann ist
das folgende linke Diagramm genau dann kommutativ, wenn das rechte kommutativ ist.

Lo’ —2 5 p o -2~ RD
Lcl dT l RdT
c—'-p c—! - Rrp

Beispiel A.0.20. Der Funktor ,freie abelsche Gruppe* Z—: Set — Ab, M — ZM, ist linksadjungiert zum
Vergiss-Funktor V': Ab — Set, denn fiir jede Menge M und jede abelsche Gruppe A € Ab ist die Restriktion
entlang M — ZM = VZM eine Bijektion

(A.0.3) an,a: Ab(ZM, A) = Set(M,V A)
und all diese Bijektionen (aas,4) meset, acab sind kompatibel und definieren deswegen eine Isotransformation
(AO4) o= (QM,A)MESet,AEAb : Ab(Z—, —) = Set(—, V—)

Beispiel A.0.21. Analog ist der Funktor ,freie Gruppe“ F': Set — Grp linksadjungiert zum Vergiss-Funktor
V. Grp — Set.

Lemma A.0.22. Sei (L,R,a) = (L: C — D,R: D — C,a) ein adjungiertes Paar von Funktoren. Sei A
eine Kategorie und seien F € C* und G € D4 Funktoren, zur Illustration ein Bild:

VA
L
Cc T _—=0DD

—_ =

R
Dann ist die Abbildung

apqg: DA(LF,G) = CA(F, RG),
p=(pa)aca = (aFA,GA(MA))AeA

eine (wohldefinierte) Bijektion. In Worten entsprechen sich natirliche Transformationen LF = G und
F = RG bijektiv.'%

163Genauer gilt: Dann ist auch
(LA, RA, aA)
ein adjungiertes Paar von Funktoren, wobei die beiden Funktoren
o LA:CA 5 DA Fs LF = Lo F, durch Nachschalten von L und
154



Beweis. Wir verwenden wie in A.0.18 die abkiirzende Notation h + h statt h +— a(h).
Die Bijektionen ac p: D(LC, D) = C(C, RD) liefern eine Bijektion

[[ p(LFA,GA) = ] c(FA,RGA),
AcA AcA

OéFA,GA(MA))

AcA ( AcA’

p=(pa)aea = B:= (ﬁA)
Zu zeigen ist, dass p genau dann eine natiirliche Transformation LF = G definiert, wenn & eine natiirliche
Transformation F' = RG definiert. Fiir jeden Morphismus a: A — A’ in A ist also zu zeigen, dass das

folgende linke Diagramm genau dann kommutiert, wenn das rechte kommutiert.

LF(A) "+ G(4) F(A) 4 RG(A)
LF(a)l G(a) F(a)l RG(a)l
LF(A") 2 q(a) F(A)) 2 RG(AY)
Dies folgt aber aus A.0.19. O

ANHANG B. HOMOLOGISCHE ALGEBRA

B.0.1. Wir fixieren in diesem Abschnitt einen Ring R und arbeiten in der Kategorie Mod(R) der R-Moduln.
Injektive Abbildungen von R-Moduln werden als M < N notiert, surjektive als M — N, bijektive als
M = N.

B.0.2. Ein besonders wichtiges Beispiel ist der Ring Z. Die Kategorie Mod(Z) ist nichts anderes als die
Kategorie Ab abelscher Gruppen.

B.0.3. Vieles, was wir fiir die Kategorie Mod(R) erkldren, funktioniert sinngeméf auch fiir beliebige abelsche
Kategorien (mit der Notation M < N fiir Monomorphismen, M — N fiir Epimorphismen und M = N fiir
Isomorphismen).

B.1. Die Kategorie der Komplexe und Homologie.
Definition B.1.1. Ein Komplex'®* von R-Moduln oder Komplex in Mod(R)'®® ist ein Diagramm
dp dp
A=(Ad)= ((Ap)pEZ; (dp)peZ) = ( - Ap+1 Ly Ap - Ap—l - )
von R-Moduln A, und R-Modulmorphismen d,: A, — A,_1 mit der Eigenschaft, dass
dp—10d, =0

fir alle p € Z gilt. Oft schreibt man d statt d,. Dann verkiirzt sich die Bedingung d,—1 od, = 0 zu
d?> = dod = 0. Man nennt die Abbildungen d,, Differentiale. Man nennt A, die Komponente von A im
Grad p.

B.1.2. Wir wihlen meist Grofibuchstaben wie A, B,C, E vom Anfang des Alphabets fiir Komplexe und
Grofibuchstaben L, M, N fiir Moduln.

B.1.3. In der Literatur ist auch die Notation A, fiir einen Komplex verbreitet. Ich personlich mag sie nicht,
denn sie verursacht eigentlich nur unnétige Schreibarbeit — ich schreibe ja auch Vektoren z € R™ nicht als

e RA: DA - CA G~ RG = Ro@G, durch Nachschalten von R

definiert sind und
ot DA(LA-, —) = ¢4 (-, R*-)
die im Lemma angegebenen Komponenten a g g hat.
1645der manchmal Kettenkomplex, vermutlich historisch motiviert durch den Komplex der singuldren Ketten aus Propo-
sition 3.1.14.
165 abkiirzend fiir Komplez mit Komponenten in Mod(R)
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2.'%% Als Autor schreibe ich lieber priizise auf, ob es sich bei A um einen Komplex, eine abelsche Gruppe,
eine Funktion oder was auch immer handelt.

Beispiele B.1.4. Der Nullkomplex hat in allen Komponenten den trivialen Modul {0} und notwendig
verschwindende Differentiale.

Definition B.1.5. Sei A ein Komplex in Mod(R). Definiere R-Moduln

By(4) = im(dpy1) <c Zy(A) = ker(d) c A,
Zy(A
AT

wobei man beachte, dass die erste Inklusion aus d? = 0 folgt. Man nennt H,(A) = H,A die p-te Homologie
von A.'°" Die Elemente von Z,(A) = Z, A heifien p-Zykel (englisch p-cycles, die Elemente von B,,(A4) = B, A
heiBen p-Rénder (englisch p-boundaries, die Elemente von H,(A) heilen p-te Homologieklassen. Ist
z € Z,(A) ein Zykel, so wird seine Homologicklasse als [z] € H,(A) notiert.

Man nennt zwei Elemente a,a’ € A, homolog, falls ihre Differenz ein Rand ist, in Formeln a—a’ € B,(4),
falls also a — o’ = d(b) fiir ein geeignetes b € A, ;1 gilt. Ein Element a € A, heifit nullhomolog, wenn es
zum Nullelement homolog ist, was schlicht bedeutet, dass es ein Rand ist.

B.1.6. Zwei Elemente a, a’ sind genau dann homolog, wenn ihre Differenz a — @’ nullhomolog (= ein Rand)
ist. Homolog-Sein ist eine Aquivalenzrelation auf A,.

B.1.7. Ein Komplex A in Mod(R) ist genau dann bei A, exakt (siehe B.3.1) wenn H,(A) = 0 gilt. Die
Homologie ist also ein Maf fiir die (Nicht-)Exaktheit von A.

Definition B.1.8. Ein Komplex A in Mod(R) heifit azyklisch oder exakt, wenn jeder Zykel ein Rand ist,
wenn also H,(A4) = 0 fur alle p € Z gilt, wenn also A an allen Stellen A, exakt ist.

Aufgabe B.1.9. Sei A € Kom(R) ein Komplex von R-Moduln. Dann ist die p-te Homologie sowohl
o der Kokern des durch d,41 induzierten Morphismus Ap,y1 — ker(d,), in Formeln

H,(A) = cok (A1 — ker(dy)),

als auch
e kanonisch isomorph zum Kern des durch d, induzierten Morphismus cok(dp+1) — Ap—1, in Formeln

H,(A) = ker (cok(dps1) = Ap-1).

Definition B.1.10. Seien A, B Komplexe in Mod(R). Ein Morphismus f: A — B von Komplexen'®®
ist eine Folge f = (fp)pez von R-Modulmorphismen f,: A, — B,, so dass alle Quadrate im Diagramm

A

p
~4>Ap4>14p—14>~-~

fpi fpll
dy

o.——>DB,—— DB, 1 —— ...

kommutativ sind (in Formeln wird also f,_; o d;;1 = df o fp fiir alle p € Z gefordert).
Die Kategorie Kom(R) der Komplexe in Mod(R) ist wie folgt definiert:'%
e Thre Objekte sind die Komplexe in Mod(R).

166 Nicht ganz vergleichbar, aber dhnlich ist die Notation T fiir Vektoren, die oft in der Schule verwendet wird — als ob
nur etwas mit einem Pfeil dariiber ein Vektor sein kénnte, weil man Vektoren gerne als Pfeile veranschaulicht. Dann sollte man
vielleicht auch jedes Symbol fiir eine Menge einkreisen, denn in Mengendiagrammen werden Mengen oft als Kreise dargestellt...

1670ft hort man p-te Homologiegruppe, auch wenn p-ter Homologiemodul (oder Homologie- R-Modul) der genauere Begriff
ist. Im Kontext abelscher Kategorien sollte man vom p-ten Homologieobjekt sprechen.

168\ anchal Kettenabbildung oder Kettenmorphismus genannt.

169 Man mag diese Kategorie auch als Kom(Mod(R)) notieren. Diese Notation hat den Vorteil, dass man Mod(R) durch
eine beliebige abelsche (oder auch nur additive) Kategorie ersetzen kann.
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e Fiir Komplexe A, B in Mod(R) notieren wir die Morphismenmenge ( Kom(R))(A, B) kurz als Kompg (A, B).
Sie besteht per Definition aus allen Morphismen f: A — B von Komplexen.

e Verkniipfungen o: Kompg(B, () x Komg(A, B) — Kompg(A, C) und Identitéten id4 € Kompg(A, A)
sind offensichtlich.

B.1.11. Die Menge Kompg(A4, B) ist offensichtlich eine abelsche Gruppe; die Verkniipfung o: Kompg (B, C) x
Kompg(A, B) — Kompg(A,C) von Morphismen ist Z-bilinear.'™

B.1.12. Ein Morphismus f = (fp)pez: A = B in Kom(R) ist offensichtlich genau dann ein Isomorphismus,
wenn alle f, Isomorphismen in Mod(R) sind.

Lemma B.1.13. Sei f: A — B ein Morphismus in Kom(R). Dann induziert f Morphismen!'™

B,(f): Bp(A4) — Byp(B),

Zy(f): Zp(A) — Zy(B),

Hy(f): Hp(A) — Hp(B)
auf den R-Moduln der Rdinder, Zykel und auf der Homologie. Genauer sind diese Zuordnungen funktoriell,
beispielsweise ist die p-te Homologie

H,: Kom(R) — Mod(R)
ein Funktor. Genauer sollte man sagen, dass das offensichtliche Diagramm, das (4.9.4) mit dem analogen

Diagramm fiir B verbindet, kommutativ ist. (Wer Aufgabe B.1.9 gemacht hat, kann das Diagramm auch
noch um ker (cok(dyy1)) — Ap—1) samt offensichtlichen Pfeilen erginzen.)

Beweis. Offensichtlich. |
Aufgabe B.1.14. Beweise Lemma B.1.13.

B.1.15. spiiter wegen Lemma 4.15.11 ergiinzt. Sei ¢: S — R ein Ringmorphismus (etwa der eindeutige
Ringmorphismus Z — R). Dann konnen wir jeden R-Modul M auch als S-Modul auffassen: Wir nehmen
dieselbe abelsche Gruppe M und versehen sie mit der Skalarmultiplikation s.m := ¢(s).m. Man notiert
diesen S-Modul ebenfalls als M oder préziser als res%(M). Dies liefert in offensichtlicher Weise einen Funktor
res = resk = res,: Mod(R) — Mod(S) (er ist die Identitdt auf Morphismen). (Im Spezialfall Z — R bildet
er einen R-Modul schlicht auf die unterliegende abelsche Gruppe ab.)

Wir dehnen diesen Funktor in offensichtlicher Weise zu einem Funktor Kom(R) — Kom(S) aus. Dieser
Funktor vertauscht offensichtlich mit den Funktoren , Bilde p-Zykel Z,“, ,Bilde p-Rander B,“, ,Bilde die
p-te Homologie H,“, womit wir beispielsweise im Fall H,, meinen, dass das Diagramm

Kom(R) —== Kom(S)

kommutiert.

Definition B.1.16. Ein Morphismus f: A — B in Kom(R) heifit Quasi-Isomorphismus, falls er auf allen
Homologiemoduln einen Isomorphismus induziert, falls also die Abbildung H,(f): H,(A4) — H,(B) fiir alle
p € Z ein Isomorphismus ist.

B.1.17. Jeder Isomorphismus in Kom(R) ist ein Quasi-Isomorphismus.

B.1.18. Ist A € Kom(R) ein Komplex von R-Moduln, so kann man seine Homologie auch als Komplex
0 0 0
H(4) = (H(4), 0) = (H(A),)pez, 0)pez) = (- & Hyea(4) & Hy(4) & Hyy(4) )

17015 R kommutativ, so sind die Morphismenrdume R-Moduln und die Verkniipfung ist R-bilinear. Fiir beliebiges R sind
die Morphismenrdume Moduln {iber dem Zentrum Z(R) von R und die Verkniipfung ist Z(R)-bilinear.
I71Der Leser beachte den Unterschied zwischen B und B.
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mit verschwindenden Differentialen auffassen; diesen nennt man totale Homologie von A oder auch kurz
Homologie von A. Totale Homologie definiert offensichtlich einen Funktor

(B.1.1) H: Kom(R) — Kom(R).

Ein Morphismus in Kom(R) ist genau dann ein Quasi-Isomorphismus, wenn sein Bild unter H ein Isomor-
phismus ist.

Analog kann man Zykel Z und Rénder B als Funktoren Kom(R) — Kom(R) auffassen.'™

Definition B.1.19. Ein Unterkomplex eines Komplexes A € Kom(R) ist eine Familie B = (B)),ez von
Untermoduln B, C A, mit d,(B,) C B,_1 fiir alle p € Z. Es ist klar, dass B = (B))pez zusammen mit den
induzierten Differentialen B, — B,_1 selbst ein Komplex in Mod(R) ist, was die Terminologie rechtfertigt.
Man schreibt einen Unterkomplex meist als A C B.

B.1.20 (Quotientenkomplex). Sei A C B ein Unterkomplex. Dann induzieren die Differentiale d;‘ Gruppen-
morphismen d,: % — % und machen die Familie (%)p cz der Quotienten zu einem Komplex. Dieser wird
p p P

als % = A/B notiert und Quotient von A durch/nach B genannt.
Seien B'—L>A1»% die offensichtlichen Morphismen von Komplexen (Inklusion bzw. Projektion).
Universelle Eigenschaft von %: Fiir jeden Komplex T und jeden Morphismus f: A — T mit f|p =
gibt es genau einen Morphismus f: 4 — T mit f o7 = f, wie im folgenden Bild illustriert (definiere
komponentenweise und zeige, dass es ein Morphismus von Komplexen ist).

0
f

f -
for=0 VH'f

T
Aquivalent: Fiir jeden Komplex T definiert das Vorschalten von 7 eine Bijektion
Komp(4,T) & {f € Komg(A,T) | fou=0},
gr—rgom.

Um also einen Morphismus % — T in Kom(R) zu definieren, geniigt es (dhnlich wie bei abelschen Gruppen,
Moduln, Vektorrdumen), einen Morphismus f: A — T mit f|z = 0 anzugeben.

B.1.21. Die folgenden Aufgaben zeigen, wie man wohlbekannte Begriffsbildungen und Resultate fiir Moduln
,komponentenweise* auf Komplexe von Moduln iibertragt.

Aufgabe B.1.22. Sei f: A — B ein Morphismus in Kom(R).
(a) Zeige, dass ker(f), := ker(f,: A, — B,) einen Unterkomplex ker(f) C A definiert. Dieser heifit
Kern von f.
(b) Zeige, dass im(f), := fp(A4,) = im(fp: A, — B,) einen Unterkomplex im(f) C B definiert. Dieser
heifit Bild von f.
(¢) (Homomorphiesatz = Erster Isomorphiesatz) Zeige, dass f einen Isomorphismus ﬁ}f) = im(f)

induziert.
Bemerkung: Der Kokern von f ist als cok(f) := % definiert.
Bemerkung: Auch die anderen Isomorphiesitze | , Isomorphism theorems for modules] gelten sinn-

gemif fiir Komplexe von Moduln, da sie komponentenweise gelten.
Definition B.1.23. Gegeben eine Familie (A(7));e; von Komplexen von R-Moduln definieren wir ihre

direkte Summe
P AG) = P A

i€l

172 Wer mag — und dies ist eigentlich besser —, kann all diese Funktoren als Funktoren Kom(R) — Mod(R)?Z auffassen (vgl.
4.10.1). Dahinterschalten des offensichtlichen Funktors ,,versiech mit Null-Differentialen® Mod(R)% — Kom(R) liefert dann die
oben beschriebenen Funktoren.
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,komponentenweise“ als den folgenden Komplex von R-Moduln: Seine p-te Komponente ist die direkte
Summe der p-ten Komponenten der A(3):

(Daw) =Daw,
i€l i€l

Sein p-tes Differential ist die direkte Summe der p-ten Differentiale der A(4):

a0 (Daw) ~ (Dav) .
i€l icl
(@(@)i = (dp(a(d))s

Offensichtlich definiert dies in der Tat einen Komplex.

Aufgabe B.1.24 (Homologie vertauscht mit direkten Summen). Ist (A(%));c; eine Familie von Objekten
von Kom(R), so ist fiir alle p € Z der offensichtlich Gruppenmorphismus ein Isomorphismus

D H,(A®0) = Hy (€D AW
iel iel
Aufgabe B.1.25 (Direkte Summe von Komplexen ist Koprodukt). Sei (A(i));er eine Familie von Ob-

jekten von Kom(R). Dann ist die direkte Summe @) A(7) (zusammen mit den offensichtlichen Morphismen
inclj: A(j) — @ A(4)) ein Koprodukt der (A(7)); in der Kategorie Kom(R) im Sinne von | , Def. 3.6.10].

B.2. Die Homotopiekategorie von Komplexen.

Definition B.2.1. Zwei Morphismen f,g: A — B in Kom(R) heiflen homotop, falls es eine Familie h =
(hp)pez von R-Modulmorphismen hy,: A, — Bp+1 gibt mit
fo—gp=10d5 0ohy+hy_yod)
fiir alle p € Z oder kurz
f—g=doh+hod

oder noch kiirzer f —g = dh+ hd. Man nennt eine solche Familie h = (h,),cz eine Homotopie von f nach
g. Zur Tlustration ein Bild:

A A

p+1 P
Apir A, Ay
hP hp71
fo+1—Ggp+1 fo—9p fr—1—9p-1
Bp+1 4B Bp 4B Bpfl
p+1 P

Aufgabe B.2.2. Sind f,g: A — B homotope Morphismen in Kom(R), so gilt H,(f) = H,(g) fiir alle p € Z.
Aufgabe B.2.3. ,Homotop-Sein“ definiert eine Aquivalenzrelation auf Komp(A, B).

Definition B.2.4. Ein Morphismus f: A — B in Kom(R) heiit nullhomotop, wenn er zum Nullmorphis-
mus homotop ist, wenn also f = dh + hd fiir eine geeignete Homotopie h gilt.

B.2.5. Zwei Morphismen f,g: A — B sind genau dann homotop, wenn f — g nullhomotop ist.

Aufgabe B.2.6. Die Menge der nullhomotopen Morphismen bildet eine Untergruppe der abelschen Gruppe
Kompg(4, B).
Definition B.2.7. Definiere

Kompg(A, B) Kompg(A, B)

otr(4, B) Homotop-Sein ~ {nullhomotope Morphismen A — B}

als Menge der Aquivalenzklassen bzw. #quivalent als Quotientengruppe (dabei verwenden wir sowohl B.2.5
als auch die Aufgaben B.2.3 und B.2.6).
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g
Aufgabe B.2.8. Seien F % A = B LNy Morphismen in Kom(R). Sind f und g homotop, so sind sowohl

f
foeund goe als auch ho f und h o g homotop. Insbesondere gilt: Ist f nullhomotop, so sind auch foe und
h o f nullhomotop.

Definition B.2.9. Sei Hot(R) die folgende Kategorie: Sie hat die gleichen Objekte wie Kom(R), ihre Objekte
sind also Komplexe in Mod(R); gegeben Objekte A, B in Kom(R) ist die Menge der Morphismen in Hot(R)
von A nach B die Menge Hotr(A, B). Die Verkniipfung ist durch

HOtR(B,C) X HOtR(A,B) — HOtR(A,C),
(71, 1)) = [f o gl;

definiert, was nach Aufgabe B.2.8 wohldefiniert ist (offensichtlich ist diese Abbildung Z-bilinear). Wir nennen
Hot(R) die Homotopiekategorie der Komplexe von R-Moduln oder kurz Homotopiekategorie von
R.

Ein Morphismus f: A — B in Kom(R) wird Homotopiedquivalenz gennant, wenn [f] ein Isomorphis-
mus in Hot(R) ist, wenn es also einen Morphismus g: B — A gibt, fiir den g o f homotop zu id4 und
f o g homotop zu idp sind. Zwei Komplexe in Mod(R) heilen homotopiediquivalent, wenn sie isomorph
in Hot(R) sind.

Definition B.2.10. Ein Komplex in Mod(R) heifit nullhomotop, wenn er homotopieiiquivalent zum Null-
komplex ist, was dquivalent bedeutet, dass id4 nullhomotop ist. Jede Homotopie h von id4 nach 0 (d.h.
idg = doh+ hod) heifit dann kontrahierende Homotopie von A.

B.2.11. Es gibt einen offensichtlichen Funktor Kom(R) — Hot(R), der auf den Objekten die Identitét ist
und auf den Morphismen die Abbildung f — [f].
Nach Aufgabe B.2.2 faktorisiert der Funktor H,: Kom(R) — Mod(R) als

Kom(R) — Hot(R) —2 Mod(R).

Insbesondere ist jeder nullhomotope Komplex azyklisch.

Beispiel B.2.12. Der Komplex
o T T/ T s
ist azyklisch, aber nicht nullhomotop.

Aufgabe B.2.13 (Isomorphismus kiirzen). In Worten: Ist in einem Komplex ein Differential beziiglich ge-
eigneter direkter Summenzerlegungen als Matrix dargestellt und enthélt diese Matrix an einer Stelle einen
Isomorphismus, so kann man die entsprechenden Summanden streichen und erhélt einen in der Homoto-
piekategorie isomorphen Komplex — der neue Komplex hat iiberall das offensichtliche Differential aufler an
derjenigen Stelle, wo wir im Start- und Zielmodul den Summanden gestrichen haben.

In Formeln (und etwas einfacher, da das modifizierte Differential verraten wird): Gegeben sei ein Komplex

dn1=[}] dn=[7 3] [o 8] dn—2 )

CZ(--~—>Cn+2 doie Chy1 An@B—>An71@B/L>Cn72—>Cn,3—>...

von R-Moduln. Ist A: B — B’ ein Isomorphismus, so ist C' in der Homotopiekategorie Hot(R) isomorph zu
dem Komplex (warum ist es ein Komplex?)

dn42 a z—yA "1z o dp—2
A= (... 5 Chya = Cpy1 o Ay —— A1 = Cpg — Cpz — ...).

Hinweis: Nimm ohne Einschrinkung an, dass A = idp gilt. Dann muss man knobeln: Rate f: C' — A und
g: A — C (was Morphismen von Komplexen sein miissen!) und zeige, dass ¢gf und fg jeweils homotop zur

Identitat sind.
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Lésung B.2.14. Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass A : B — B’ die Identitét idg =1: B —
B ist (das neue 3 ist 8\, das neue z ist A~1z). Betrachte das Diagramm

Cn72 ! Cn72 Cn72
[a 8] a [a B]
[1-y] 0]
An—l ®B An—l - An—l ®B
[Z 9] w—yz % 1]
[10] {—12]
A,®B A, A,®B
[3] o (3]
Chny1 : Chnt1 : Cny1
C ! A d C
Da C' ein Komplex ist, gelten
ar + Bz =0,
ay+ B8 =0,
za + yb =0,
za+b=0.

Diese Gleichungen zeigen

alzr —yz) =azr —ayz = —fBz+ Pz =0,
(r —yz)a =xa —yza = —yb+ yb=0.

Also ist A in der Tat ein Komplex. Sie zeigen auch, dass die Abbildungen f und g Morphismen von Komplexen
sind. Die Komposition A % C Iy Aist offensichtlich die Identitiit von A. Die Komposition C ENyRCNya
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homotop zu id¢: Die horizontalen Pfeile im folgenden Diagramm geben den Morphismus idg — g f an.

0

Ch_o Chn_o
[aB] [o ]
Ap,_1®B A1 9B
[2 7] [Z1]

A, ®B A, ®B

(5] (5]

Cntr Cnia
C ido—gf c

Die diagonalen Pfeile deuten die Homotopie an, die zeigt, dass die id¢ — ¢ f nullhomotop ist.
B.3. Die lange exakte Homologiesequenz.

B.3.1. Wir erinnern an einige Definitionen.

e Ein Diagramm A’ 5 A% A in Mod(R) heifit exakt bei A, falls im(f) = ker(g) gilt.
e Ein endliches oder unendliches (in eine oder beide Richtungen) Diagramm

.= Alp+1) = Alp) = Alp—1) — ...
in Mod(R) heifit exakt, wenn es an jeder Stelle A(q) exakt ist.
Ein solches Diagramm nennt man auch eine Sequenz.

e Ein exaktes Diagramm der Form 0 — A’ I A% A" -5 0 nennt man eine kurze exakte Sequenz

(hier ist 0 ,faule“ Notation fiir {0}). Oft sagt man auch, dass A’ 1o A % A" eine kurze exakte
Sequenz ist und meint damit eigentlich die rechts und links um Null ergédnzte Sequenz. Da dann
notwendig f injektiv und g surjektiv sind, schreibt man eine solche kurze exakte Sequenz meist als

AdaZsan,
Definition B.3.2. Wir nennen ein Diagramm A’ S A% A" in Kom(R) exakt bei A, falls es komponen-
tenweise exakt ist, falls also im(f,) = ker(g,) fiir alle p € Z gilt (mit der Notation in Aufgabe B.1.22 ist dies
dquivalent zu im(f) = ker(g)).

Wir definieren dann analog wie in B.3.1, was ein exaktes Diagramm in Kom(R) und was eine kurze exakte
Sequenz in Kom(R) sind (hierbei steht 0 fiir den Nullkomplex).

Beispiel B.3.3. Sei A C B ein Unterkomplex. Dann ist A C B — B/A eine kurze exakte Sequenz in Kom(R)
(und bis auf ,,Isomorphie von kurzen exakten Sequenzen* sieht jede kurze exakte Sequenz in Kom(R) so aus).

Satz B.3.4 (Lange exakte Homologiesequenz). Sei 0 — A 1 B % ¢ S 0 eine kurze exakte Sequenz in

Kom(R), d,h. 0 = A, f—p> B, ELN Cp — 0 ist eine kurze exakte Sequenz in Mod(R), fir alle p € Z ist. Dann
gelten:

(a) Fiir jedes p € Z gibt es genau einen Morphismus

8yt Hy(C) — Hy_1(A)
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von R-Moduln, den p-ten Verbindungsmorphismus'™, so dass fiir alle c € Z,(C) gilt: Ist b € B,
mit g(b) = ¢ und a € A,_1 das eindeutige'™ Element mit f(a) = d(b), so gilt'™ §,(|c]) = [a].
(b) Die Sequenz
.. > Hp+1C >

; H,,C>

Hp(g

[
C—>Hp_1144>...

ist exakt. Diese heifit lange exakte Homologiesequenz.

Beweis. (a) Die Eindeutigkeit ist klar. Fiir die Existenz, muss man zeigen, dass die durch das angegebene
Rezept beschriebene Abbildung wohldefiniert ist: Sei h € H,(C') eine Homologieklasse. Seien ¢, ¢ € Z,(C') mit
[c] = h = [¢/] zwei Repriisentanten. Wihle b, b’ € B, mit g(b) = c und g(b’) = ¢’ und definiere a,a’ € Hy,11(A)
wie beschrieben. Nun zeige [a] = [a/] per Diagrammjagd.

Dies definiert ¢, als Abbildung von Mengen. Leicht sieht man, dass es sich um einen Morphismus von
R-Moduln handelt.

(b) Diagrammjagd, dem Leser iiberlassen. |

Aufgabe B.3.5. Vervollstindige den Beweis von Satz B.3.4.
Aufgabe B.3.6. Definiere (in hoffentlich korrekter Weise), was ein Morphismus

(@, 8.7): (AbBL0) — (AL Ly
zwischen kurzen exakten Sequenzen in Kom(R) ist und zeige, dass jeder solche Morphismus einen Morphis-
mus zwischen den zugeordneten langen exakten Homologiesequenzen (aufgefasst als Objekte von Kom(R))
induziert.
Die lange exakte Homologiesequenz kann somit als Funktor von der Kategorie der kurzen exakten Se-
quenzen in Kom(R) in die (Unterkategorie der azyklischen (= exakten) Komplexe der) Kategorie Kom(R)
aufgefasst werden.

Aufgabe B.3.7. Sei
Aacl.p_f. ¢
Lo
At g Yo
ein kommutatives Diagramm in Kom(R), dessen Zeilen kurze exakte Sequenzen sind. Sind zwei von den drei

Morphismen «, 8, v Quasi-Isomorphismen, so ist auch der dritte ein Quasi-Isomorphismus.
Hinweis: Aufgabe B.3.6 und Fiinferlemma B.4.1.

B.4. Fiinfer- und Neunerlemma.

Lemma B.4.1 (Finferlemma). Sei

A B C D E
A B’ c’ D’ E'

ein kommutatives Diagramm in Mod(R). Sind die beiden Zeilen exakte Sequenzen'™® und sind alle Vertikalen
bis auf die mittlere Isomorphismen, so ist auch die mittlere Vertikale ein Isomorphismus.

173 auch Randoperator genannt, motiviert durch Satz 4.2.1
wegen g(d(b)) = d(g(b)) = d(c) =0
175 Wegen f(d(a)) = d(f(a)) = d(d(b)) = 0 und der Injektivitit von f ist a ein (p + 1)-Kozykel.
Owir verlangen nicht, dass es sich um kurze exakte Sequenzen handelt
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(Bemerkung: Kann Annahmen etwas abschwdichen: Die linke dufere Vertikalen muss nur surjektiv, die
rechte dufSere Vertikalen nur injektiv sein; | , Fiinferlemma].)

Beweis. Dem Leser iiberlassen. O
Aufgabe B.4.2. Beweise Lemma B.4.1.

Lemma B.4.3 (Neunerlemma). Sei ein kommutatives Diagramm

0 0 0
0 A B’ o 0
0 A B C 0
0 A B ol 0
0 0 0

in Mod(R) gegeben, dessen Zeilen exakt sind. Sind zwei der drei Spalten exakt, so ist auch die dritte exakt.

Beweis. Fiihre eine Diagrammjagd durch oder fasse die Spalten als Komplexe auf verwende den Satz iiber
die lange exakte Homologiesequenz B.3.4. |

Aufgabe B.4.4. Folgere den dritten Isomorphiesatz % = fir Untermoduln V. C U C M aus dem

SENS

Neunerlemma B.4.3.

B.4.5. Fiinfer- und Neunerlemma gelten allgemeiner in jeder abelschen Kategorie, etwa in der Kategorie
Kom(R) der Komplexe (was man sofort komponentenweise iiberpriift).

ANHANG C. NACHTRAGE ZUR MENGENTHEORETISCHEN TOPOLOGIE

Lemma C.0.1 (Koprodukte und endliche Produkte kommutieren in Top). Sei (X;);er eine Familie topolo-
gischer Riume und sei Y ein topologischer Raum. Dann ist die kanonische Abbildung ein Homdéomorphismus
LI(Xs xY) = (|| Xs) x Y. steht das nicht schon irgendwo?

Beweis. Die Abbildung ist offensichtlich bijektiv. Die Teilmengen der Form incl;(U x V), fiir i € I, Uc X;
und V@ Y, bilden eine Basis der Topologie auf der linken Seite. Die Teilmengen der Form incl;(U) x V|
firi: € I, Uc X; und V@Y, bilden eine Basis der Topologie auf der rechten Seite. Da unsere Bijektion
incl;(U x V') bijektiv auf incl;(U) x V wirft, ist sie ein Homéomorphismus. O

C.0.2. Wir verwenden die Definition einer finalen Abbildung, siehe | , Definition 2.8.77].

Lemma C.0.3. Sei f: X — Y eine finale Abbildung. Ist UG'Y eine offene Teilmenge, so ist die induzierte
Abbildung g: f~(U) — U ebenfalls final.'™"

Beweis. Sei V C U eine Teilmenge mit g~ (V)@ f~1(U). Wegen f~1(U)c X gilt g~ }(V) = f~}(V)e X. Da
f final ist, gilt Ve Y, also V=V NUGU. |

Proposition C.0.4. Sei f: X - Y eine finale, surjektive Abbildung topologischer Rdume. Sei L ein lokal
quasi-kompakter Raum (:= jede Umgebung jedes Punktes lisst sich zu einer quasi-kompakten Umgebung
verkleinern). Dann ist auch f xid: X x L - Y x L final (und surjektiv).

177 Analog ist fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C X auch f~1(A) — A final (ersetze im Beweis ,offen® durch ,abge-
schlossen®). Die entsprechende Aussage folgt dann natiirlich fiir jede lokal abgeschlossene Teilmenge, da jede solche ein Schnitt
einer offenen und einer abgeschlossenen Teilmenge ist.
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Beweis. Sicherlich ist f x id stetig. Sei T C Y x L eine beliebige Teilmenge, fiir die U := (f x id)~1(T) offen
in X x L ist. Zu zeigen ist, dass T offen in Y x L ist. Zur Illustration ein Bild, das auch spéter Erklirtes

enthalt:
X < x—7' oy
pr

prT T
fxid

XXL—=Y XL

© @]
X' xK c U T
U < w w

{?/J\} x K 3 (/y\?l) S (y?l)

Sei (y,1) € T ein beliebiger Punkt. Da f surjektiv ist, gibt es ein § € X mit f(g) =y, also (y,1) € U.

Sei K eine quasi-kompakte Umgebung von [ in L mit {y} x K C U (zur Existenz: Nach Definition der
Produkttopologie (,,Box-Mengen“ bilden Basis) gibt es V@ X und Wa L mit (,1) € V. x W C U. Weil L
lokal quasi-kompakt ist, konnen wir W zu einer quasi-kompakten Umgebung K von [ verkleinern. Dies ist
ein mogliches K.)

Definiere

X ={reX|{z}x KCcU}
={zeX|{f(x)} x KCT}.

Dann gelten:

e y € X': Klar nach Wahl von K.

e X'G X: Seiz € X'. Dann gibt es fiir jedes k € K wegen (z,k) € {} x K C U X x L offene Mengen
Vi@ X und W@ L mit (z,k) € Vi x Wi, C U. Die Quasi-Kompaktheit von K liefert endlich viele
Punkte ki,. ..k, € K mit K C Wy, U---UWj, . Es folgt

(M) x &< (Vi) x (Um) <.

Alle Punkte der offenen Umgebung (!, Vi, von z in X liegen also in X’. Damit ist X’ offen in X.
e X' = f~1(f(X’)): Die Inklusion C ist trivial. Sei € f~1(f(X’)). Dann gibt es ein 2’ € X’ mit

f(x) = f(a'), also {f(x)} x K = {f(2")} x K C T und somit = € X’.
Aus f7H(f(X")) = X'@ X und der Finalitiit von f folgt f(X')a Y. Weil y = f(y) € f(X' )@ Y gilt und K
eine Umgebung von [ in L ist, ist f(X’) x K eine Umgebung von (y,!) in Y x L, die wegen X’ x K C U in
T enthalten ist. Dies zeigt, dass T offen in Y x L ist. O
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