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Ubungen zur Einfithrung in die Darstellungstheorie

56. Eine endlich dimensionale reelle Darstellung (R™, p) der Gruppe (R, +) heifit

glatt, wenn die Abbildung R -2+ GL,(R) eine glatte Funktion ist.
(a) Sei A € Mat, »,,(R). Dann ist die Abbildung

tn
T4 : R — GL,(R), t — exp(tA) ::I—l—tA—l—---—i—mA”—l—...

eine glatte Darstellung von R.

(b) Beweisen Sie ferner, dass jede glatte Darstellung p von (R, +) zu einer
Darstellung 74 isomorph ist, wobei A = p/(0) ist.

(c) Beweisen Sie, dass die Darstellungen 74 und 75 genau dann isomorph
sind, wenn die Matrizen A und B ahnlich sind.

(d) Beschreiben Sie die endlich-dimensionalen reellen glatten Darstellungen
von (R, +), die unzerlegbar und irreduzibel sind.

(e) Bestimmen Sie, welche der folgenden Darstellungen ¢ — X(¢) von
(R, +) isomorph sind, und geben Sie explizit die entsprechenden Iso-
morphismen an:

[ cos(t) —sin(t)
o X(t) - (sin(t) cos(t) )

[ cosh(t) sinh(t)
i X(t) - (sinh(t) Cosh(t)>
° X(t) — (ex[())(t) 0)

[ exp(t) 0
¢ X(t) - < I(; exp(ft)>
o X(1)=(o1)

[ 1 exp(t)-1
¢ X(t) - (O ei)cp(t) )

57. Seien m,n € N, G = GL,,(C) und
Clz1, ..., x) DV =V :={p| pist homogen vom Grad m}.
Fiir
ap ... Qi
g=1| . J€G

Ap1 ... QApp
Bitte wenden!



setzen wir

(pg(p))(xh sy L ) = (allml + -+ An1Lpy -« -5 A1pd1 + -+ a'nnxn)~

Beweisen Sie, dass (V, p) eine irreduzible Darstellung von G ist.

58. Fiir n € N sei V,, = (2", 2" 1y,...,y")¢ C Clz,y]. Betrachten wir die
folgende Hermitesche Form

Vox Va— €, (pg) = / (@ (e, y) exp(—|2? — |yP)du
CZ

Beweisen Sie, dass die in der Vorlesung konstruierte Darstellung (V,, p) von
SUs(C) unitéar beziiglich dieser Form ist.

59.* Sei H := {z = o +iy | y > 0} C C die obere Halbebene und F die Algebra
von glatten reellen Funktionen auf H. Sei
0? 0?
A=y(sgtog) F—F
Z Y
der sogenannte Laplace-Beltrami Operator. Die Gruppe G = SLy(R) ope-
riert auf C vermoge
(%) az+ b'
cz+d
Beweisen Sie, dass g(H) = H fiir alle ¢ € G gilt. Somit operiert G auf F
vermége (py())(2) = p(97'2). Beweisen Sie, dass

z

Aop,=pso0A

fiir alle g € G ist.
Hinweis: Benutzen Sie, dass G von Matrizen der Gestalt

0 —1 a 0 1 b .
(1 0 ),(0 al) umd(O 1)m1ta,b€R

erzeugt wird.
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