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Ubungen zur Einfiihrung in die Darstellungstheorie

Seien k ein Korper und A, B zwei k-Algebren. Beweisen Sie, dass A @y B
wieder eine k-Algebra ist, wobei fiir a’,a” € A und ¥',b” € B das Produkt
der entsprechenden einfachen Tensoren durch die Formel

(a/ ® bl> . (a// ® bl/) — (a/a//> ® (b/b//)

gegeben wird.

Sei k ein Korper und A € Mat,«,(k), B € Mat,,xn(k) zwei quadratische
Matrizen. Beweisen Sie, dass

det(A® B) = det(A)™ - det(B)".

Hinweis. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit darf man annehmen, dass
k algebraisch abgeschlossen ist. Reduzieren Sie die Aussage auf den Fall, wo
A eine obere Dreiecksmatrix ist.

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik Null,
V= {@17332,%3) |21 + 20+ 23 = 0} c k3

und (V, p) die entsprechende Darstellung von Sym,. Zerlegen Sie die Dar-
stellung p ® p in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen. Bestimmen
Sie explizit die Basen der Unterrdume von V ® V', die den irreduziblen Sum-
manden von p ® p entsprechen.

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik Null,

V= {(ml,xg,xg,x4)\x1 + X9 + T3+ T4 :O} ckt

und (V, p) die entsprechende Darstellung von Sym,. Zerlegen Sie die Dar-

stellung p ® p in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen.
Bitte wenden!



24.* Sei G eine endliche Untergruppe von SUs(C). In dieser Aufgabe wird der
sogenannte McKay Graph von G eingefiihrt. Sei

IrrRep(C(G) = {pOa P1y--- 710n}7
wobei pg die triviale Darstellung ist. Die Einbettung G C SUy(C) liefert die

sogenannte fundamentale Darstellung (C?, p). Fiir alle 1 <1 < n haben wir
eine Zerlegung

PR p, - @p?a”,
7=0

(a) Beweisen Sie, dass a,, = a,, fir alle 0 < 1,7 < n ist.
Damit kann der McKay Graph von G folgendermaflen definiert werden:
e Seine Knoten sind {1, 2,... ,n}.
e Die Knoten 2 und j verbinden a,, Kanten.

(b) Fiir n > 1 sei & = exp(ifl) und

o-{(5 &)

Bestimmen Sie den McKay Graph von G.
(c) Sei ¢ = exp(™) fir n > 1,

(¢ 0 (0 1
(6 ) e (4

und G = (A, B) C SUy(C) die durch A und B erzeugte Untergruppe.
Bestimmen Sie den McKay Graph von G.

Hinweis. Die Gruppe G ist isomorph zu der sogenannten bindren Die-
dergruppe
D, = {a,bla" = b*,b* = 1,bab™" = a™1).
Sie hat die folgenden Eigenschaften:
) |]D)n| = 4n.
e D, hat genau vier eindimensionale Darstellungen.

e Die iibrigen irreduziblen Darstellungen von I, sind zweidimensio-
nal. Fir 1 <! <n — 1 sind sie durch die Formel

ar—>(%l qu), br—>((_01)l (1))

gegeben.
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