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Ubungen zur Einfiihrung in die Darstellungstheorie

35. Seien A ein Ring und M ein A-Rechtsmodul.

(a) Beweisen Sie, dass Endy (M) ein Ring ist.

(b) Dariiber hinaus gilt: End,(Ay) = A.

(c) Gelten die vorherigen Aussagen fiir Linksmoduln?

(d) Sei N ein A-Rechtsmodul. Beweisen Sie, dass die abelsche Gruppe
Homy (M, N) ein Endp (M )-Rechtsmodul ist, wobei
Homy (M, N) x Endy (M) = Homp (M, N), (g,f) > gof
die Verkettung von Abbildungen ist.

(e) Sind Ny, Ny zwei A-Rechtsmoduln und N, LN N ein Morphismus von
A-Rechtsmoduln. Beweisen Sie, dass die Abbildung

Homy (M, Ny) 25 Homa (M, Ny), f+s hof

ein Homomorphismus von Endy (M )-Rechtsmoduln ist.

36. Sei k ein Korper und A = k[z]. Fiir A € k und m € N betrachten wir den A—
Modul My ,,, :== A/(z—A)™. Bestimmen Sie die Dimension des Vektorraums

Hom 4 (M)\l,ml) Mkzym)

in Abhéngigkeit von den Parametern Ai, Ao, m; und ms.

37. Sei k ein Kérper und A = k[, ..., x,] die k-Algebra der formalen Potenz-
reihen. Damit ist die Menge aller Ausdriicke Z A(iy,... in) xill e :13;” mit

Aiy,..in) € k gemeint, die mit den naheliegenden Ringoperationen + und x*
sowie der Multiplikation - mit Elementen aus k versehen ist.
Zeigen Sie, daf} folgende Bijektion existiert:

V endl. dim. k-VR,

i € Endk(V),

©; nilpotent und
$i©Pj = PjOP;
Hinweis: Zur Vereinfachung kann zunéchst n = 1 angenommen werden, die
allgemeine Situation lasst sich anschlieBend leicht daraus ableiten. Beachten

Sie, dass 1 — z in k[z] invertierbar ist (Stichwort: geometrische Reihe).
Bitte wenden!

{MEA—Mod : dim]kM<oo}<—> (Vipt, .o on) -



38. Sei A ein Ring und M ein A-Linksmodul.
(a) Fiir m € M sei (m) = {Aom | A € A} C M der durch m erzeugte
Untermodul von M. Sei

J:z{uGA|,uom:0}CA

der Annihilator von m. Beweisen Sie, dass .J ein Linksideal in A ist und
ferner, dass die A-Linksmoduln A/J und (m) isomorph sind.
(b) Sei I ein Linksideal in A und

N:={neM|Xon=0firalle A€} C M.
Beweisen Sie, dass die abelschen Gruppen Homy(A/I, M) und N iso-
morph sind.
39.* Fiir n € N betrachten wir die so-genannte Weyl-Algebra
W = Wn = C<$1,...,$n781,...,8n>/1

wobei I = (fL‘ZI] - z,z,,0,0, — 0,0,,0,x, — 1,0, — 5UIL|1 <1,7< n)
e Sei A=A, =Clxy,...,x,]. Beweisen Sie, dass A vermoge
—z,0op(xy,...,x,) =z, p(x1,...,2,) und

— O, 0op(xy,...,2,) = 8_9(}:?Z<x1""’x") firalle 1 <:<mn

die Struktur eines W-Linksmoduls bekommt.
e [iir jedes a = (o, ..., ) € Z%, betrachten wir die folgenden Elemen-
te von W:

o 00 — Q91
x*=a" .. x¢» and 0, = 00" ...0%.
Beweisen Sie, dass {x&aﬁ}a gezn eine Basis vom C—Vektorraum W
—7 = >0

ist. Somit kann man W als die Algebra von Differentialoperatoren mit
polynomialen Koeffizienten in x4, ..., x, verstehen.
e Seien Ay, ..., A,, € W Differentialoperatoren und

J = {a1A1+---+amAm \ al,...,amEW} cw
dadurch erzeugtes Linksideal. Ferner, sei
Sol(Ay,...,Ap) :={pe Al Ailp) =+ =A,(p) =0} C A
Beweisen Sie, dass man einen Isomorphismus von C—Vektorrdumen hat:
Homy (W/J, A) = Sol(Ay,...,Ay,).
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