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Lineare Algebra II

Aufgabe 17.[je 1 Punkt] Losen Sie mit Hilfe der Cramerschen Regel die folgenden
Gleichungssysteme:

201 + 19+ 23 = 3 r1+axo+x3 = 6
(1) x14+2294+23 = 0 (2) —x1+x9+23 = 0
$1+£U2—|—2.’E3 = 5 Ty — Tg + T3 = 2.

Aufgabe 18.[4 Punkte] Berechnen Sie die Determinante der folgenden Matrix:

vV2 i 1.0 3100
0 7« 0 -12310
~7 In(2) e 0 0 2 3 1
21 /3 6 i 00 2 3
1 2 2 1 0000
0 1 0 2 0000
) 0 1 1 0000
0 2 0 1 0000

Aufgabe 19.[3 Punkte] Zeigen Sie, dass die Determinante der folgenden Matrix
unabhéngig von der Wahl von A\ € R ist:

1 -2 0 -1 5
1 -1 4 -2 3
3 1 =2 1 1
-2 3 1 8 =8
o -3 3 X 9

Aufgabe 20.[2 Punkte] Wir bezeichnen mit SL,(Z) die Menge aller Matrizen
X € Mat, x,(Z) mit det(X) = 1. Zeigen Sie, dass es zu jeder Matrix X € SL,,(Z)
eine Matrix Y € SL,,(Z) mit XY = Id,, gibt.

Aufgabe 21.[343 Punkte| Sei K ein Korper, n € Zsyund oy, aa, ..., apn; B, ..., By €

K derart, dass o; # o fiir alle 1 <¢ # j <n.

(1) Beweisen Sie, dass es genau ein Polynom p(t) € K[t] vom Grad deg(p) <
n — 1 gibt, welches p(q;) = f; fir alle 1 < i < n erfiillt.

(2) Fiir alle 1 < ¢ < n setzen wir
(t—ay)...(t—a)...(t—ap)

i(t) = —
! (i —q) .. (a; — ;) ... (g — ay)

€ KTt

Bitte wenden!



wobei der Hut bedeutet, dass der entsprechende Faktor fehlt. Beweisen Sie,

dass n
p(t) =Y Bipi(t)
i=1
das gesuchte Polynom ist (Lagrangesche Interpolationsformel).

Aufgabe 22.[je 3 Punkte] Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matri-
zen aus Matgx10(R):

1 10 10 --- 10
10 2 10 --- 10
(1) 10 10 3 --- 10
10 10 10 ... 10
-1 100 0 0 --- O
o -1 10 0 --- 0
(2) 0 O Lo , wobei ¢ € R beliebig.
.o 100
0 0 0 -1 10
e 0 0 0 -1
2 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 0
0o -1 2
(3) :
0O 0 0 2 -1
0O 0 0 -1 2

Aufgabe 23 (Bonus).[11 Bonuspunkte| Sei k£ € N. Berechnen Sie die Determi-
nanten der folgenden Matrizen:

1l 1 1 1

2 3! 4 (k)
1 1 L 1
2! 31! T ]i!

AR)y=| 0 1 5 - G=m
0 0 1 4

Hinwezs:
(1) Leiten Sie mit Hilfe des Laplace’schen Entwicklungssatzes eine rekursive
Formel fiir Dy, := Det(A(k)) her, d.h. driicken Sie Dy, mit Hilfe der Zahlen
D;, 1 <1<k, aus.
(2) Zeigen Sie, dass Dy = (—1)" - by, wobei by die k-te Bernoulli-Zahl ist, d.h.

by, ist der k-te Koeffizient der Taylorentwicklung der Funktion % um den
Punkt 0. Nutzen Sie hierfiir die Cauchy-Produkt-Formel zweier Reihen.




(3) Zeigen Sie, dass by = —% und b,, = 0 fiir alle ungeraden Zahlen m > 3.
Zeigen Sie hierfiir, dass die Funktion g(x) := %5 + 3 eine gerade Funktion
ist, d.h. g(z) = g(—=x) gilt. Vergleichen Sie im Anschluss die Taylorentwick-
lungen um 0 von g und =%
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