Mathematisches Institut WiSe 2018/19
der Universitat Paderborn Dienstag, 06.11.2018

Pror. I. BURBAN UND S. OPPER Blatt 5

Lineare Algebra II

Aufgabe 31.[2+4+44 Punkte| Berechnen Sie das Spektrum sowie die entsprechen-
den Eigenrdume folgender Matrizen aus Mat,, x,(C):

(1) (cosnp —Siﬂgp) 4 _5 7 s 10 o0
sing  cos 2| 1 -4 9 ) 1 10 0

mit ¢ € R beliebig -4 05 3 05 -3

4 -1 3 -1

Aufgabe 32.[3+2+3 Punkte| Sei K ein beliebiger Korper, n € N sowie V| W zwei
endlich dimensionale Vektorrdume iiber K.

(1) Seien A, B € Mat,,», (K ). Beweisen Sie, dass tr(AB) = tr(BA) gilt.

(2) Seien f: V — W und g: W — V lineare Abbildungen. Zeigen Sie, falls
dim (V') = dim(W) ist, dann gilt tr(gf) = tr(fg).
(3) Bleibt die Aussage (2)) richtig, wenn dim(V') # dim(W)?

Aufgabe 33.[1 + 2 + 4 Punkte] Sei K ein Korper und n € N>o. Betrachten wir
die folgende Menge
sl,(K) == {X € Mat,,(K) | tr(X) = 0}.

(1) Beweisen Sie, dass sl,(K) ein K-Vektorraum ist und berechnen Sie seine
Dimension.

(2) Sei Y € Mat,,«,,(K) eine beliebige Matrix. Beweisen Sie, dass
ady : s0,(K) — sl,(K), Zwsady(Z2)=YZ—ZY

eine lineare Abbildung ist.
(3) Betrachten wir den Fall K = C, n = 2 und

01
y - ( 0l ) |
Bestimmen Sie das Spektrum von ady sowie die entsprechenden Eigenrdume.

Aufgabe 34.[3 Punkte| Seien K ein Korper und A € GL,(K) fiir ein n € N.

Beweisen Sie, dass die Mengen aller Eigenvektoren von A und A~! gleich sind.
Bitte wenden!



Aufgabe 35 (Bonus).[8 Bonuspunkte] Sei K = R oder C und n € N. Fiir eine
Matrix A € Mat,,«,,(K) bezeichnen wir

[|A]] :==n - Jax |aij| € Rxo.

(1) Dann gelten die folgenden Eigenschaften:
e ||A]| = 0 genau dann wenn A = 0.
o Fir alle A € K und A € Mat,»,(K) gilt || - A|| = |A| - [|A]l.
e Fir alle A, B € Mat,,,(K) gilt: ||A+ B|| < ||A|| + ||B||-
e Fir alle A, B € Mat,«,(K) gilt: ||A- B|| < ||4]|| - ||B]|-
(2) Beweisen Sie, dass fiir jede Matrix A € Mat,,,,(K) die Reihe
A? Al
L+ At Grt g+
konvergent ist. Die Summe dieser Reihe wird exp(A) bezeichnet. Hinweis:
Man muss zeigen, dass VS >0 dlp e N:VI > gilt:

) ‘ Al+1

< €.
(S H ¢
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