Mathematisches Institut WiSe 2018/19
der Universitat Paderborn Dienstag, 13.11.2018

Pror. I. BURBAN UND S. OPPER Blatt 6

Lineare Algebra II

Aufgabe 36.[3+4+4 Punkte| Sei

5 —2 2 8
6 -2 2 8

A= 0 0 0 1 S Mat4><4((C).
0 00 -1

(1) Berechnen Sie das Spektrum von A sowie die entsprechenden Eigenréume.
(2) Berechnen Sie die Matrix exp(A).

(3) Finden Sie eine Matrix X € Maty,4(C), fiir welche gilt: X? = A.

(*) Wie viele solche Matrizen gibt es? Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 37.[4 Punkte] Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper, V' ein
endlich dimensionaler K—Vektorraum und f € Endg (V). Was ist der Zusammen-
hang zwischen den Spektren o(f) und o(f?)?

Aufgabe 38.[4 Punkte] Losen Sie folgendes System linearer Differentialgleichun-
gen mit Anfangsbedingungen:

{:1:’1 (t) = 4dxq(t) —3xo(t)  x1(0) =2
xh(t) = 2x1(t) — xo(t) z9(0) =1

Aufgabe 39.[5+6 Punkte| Berechnen Sie die Losungsmengen folgender Systeme
linearer Differenialgleichungen:

o' (t) = —3z(t) +4y(t) — 22(t) Z(t) = 2x(t) —y(t) + 22(¢)
1) qv'(t) = @)+ =(1) (2) ¥'(1) = () +22(1)
2Z'(t) = 6x(t) — 6y(t) + 5z(t) 2(t) = —2z(t) +y(t) — 2(t)

Aufgabe 40 (Bonus).[3+343 Punkte] Sei K =R oder C und n € N.
(1) Beweisen Sie, dass fiir jede Matrix A € Mat,,»,(K) und S € GL,(K) gilt:

exp(S7TAS) = S~ exp(A)S.
(2) Seien A, B € Mat,,»,,(K') zwei Matrizen, fiir die gilt: AB = BA. Beweisen
Sie die Formel
exp(A + B) = exp(A) - exp(B).

(3) Bleibt die vorherige Aussage richtig fiir beliebige Matrizen A, B € Mat,, ., (K)?
Wenn die Antwort ,Ja“ ist, beweisen Sie es, wenn ,Nein“ geben Sie ein
Gegenbeispiel an.

Bitte wenden!



Aufgabe 41 (Bonus).[6 Punkte] Sei n € N, ay,as,...,a, € C und

aq as as ... Qp
(07% a ay ... QAp—1

A=|-1 Gn 1 ... An=2 | € Mat,y,(C).
a9 as Q4 ... ay

Beweisen Sie, dass die Matrix A diagonalisierbar ist und berechnen Sie ihr Spek-
trum sowie die entsprechenden Eigenvektoren.
Hinweis: Betrachten Sie die folgende Matrix:

o 1 0 ... 0
00 1 ...0
B=|: . . | € Matu.n(C).
0o 0 . 0 1
1 0 ... 0 O

Dann gilt: A = a1, + ayB + --- + a,B" L.

Aufgabe 42 (Bonus).[4+4 Punkte] Seien V, W zwei endlich dimensionale Vek-
torrdume sowie f: V — W und g: W — V linear.

(1) Beweisen Sie, dass x4¢r = X g gilt, falls dim(V') = dim(W).
(2) Was ist der Zusammenhang zwischen y, s und x , wenn dim(V') # dim(W)?
Hinweis: Folgende Identitdat kann hilfreich sein:
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