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1. GRUPPEN

1.1. Grundlegendes zu Gruppen.
1.1.1. Wir wiederholen einiges zu Gruppen aus der Analysis-Vorlesung [Sch20)].

Definition 1.1.2. Eine Gruppe (G, %) ist eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung
x, also einer Abbildung

x: G xG— G,
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(9, h) = g+ h,
so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(G1) (Assoziativitiat) Fir alle g, h,l € G gilt
gx(hxl)=(g*h)=l
(G2) (Existenz eines neutralen Elements) Es existiert ein Element e = eg € G mit
exg=g=g*e
fiir alle g € G. Ein solches Element ist eindeutig’ und heifit das neutrale Element
von G.

(G3) (Existenz von Inversen) Zu jedem g € G existiert ein h € G mit
hxg=e=g=xh.
Ein solches Element ist eindeutig?, wird als g~' notiert und heifit das Inverse von
g.
Eine Gruppe (G, %) heift genau dann kommutativ (oder abelsch), wenn

gxh=hxg
fiir alle g, h € G gilt.

Beispiel 1.1.3. (a) (Z,+) ist eine abelsche Gruppe.
(b) (N, +) ist keine Gruppe, da kein Inverses zu n fiir n > 0 existiert. (Wir erinnern an
unsere Konvention N = {0,1,2,3, ... }; manche Leute schreiben Ny dafiir.)
(c) Sei K ein Korper (wie in der Analysis definiert, etwa Q oder R oder C) und K* :=
K\ {0}. Dann sind (K, +) und (K*,-) kommutative Gruppen.
(d) Sei M eine Menge. Betrachte auf der Menge

Sym(M) :={o : M — M | o bijektiv}
die Verkniipfung Komposition (= Hintereinanderausfithrung) o von Abbildungen:
Gegeben 0,7 € Sym(M) ist o o 7 durch
(coT)(m) :=o(r(m))

fiir beliebiges m € M definiert. Dann ist (Sym(M), o) eine Gruppe mit neutralem
Element idy, (warum?). Sie heiit symmetrische Gruppe von M. Fiir |[M| > 3 ist

sie nicht kommutativ (warum?).
(e) Die Menge der Drehungen der Ebene R? um den Ursprung 0 € R? (im Uhrzeigersinn)
mit der Komposition als Verkniipfung ist eine kommutative Gruppe.

Lemma 1.1.4. Sei (G,*) eine Gruppe. Dann gelten

(gxh) t=h"txg! fiir alle g, h € G,
(g Ht=yg fiir alle g € G,
el=e.

ISei ¢/ € G ein weiteres Element mit ¢’ x g = g x € = g fiir alle ¢ € G, so liefert dies fiir ¢ = e die
Gleichheiten e = e x €’ = €.
2Sei h' ein weiteres Element mit &'« g = g* b’ = e fiir alle g € G, so erhalten wir h = hxe = h* (gxh') =
(hxg)xh =exh’ ="'
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Beweis. Es gilt

(geh)x(h™ g ™) 'S guln(h g ™)) S gu((heh™)eg™) S gr(erg™) S grg™ e
Analog zeigt man (h™! % g71) % (g * h) = e. Wegen der Eindeutigkeit des Inversen von g * h
folgt die erste Behauptung. Wegen ¢~ * g = ¢ = g~ * ¢ ist g invers zu ¢~ !. Da das Inverse
von ¢~ ! eindeutig bestimmt ist, folgt die zweite Behauptung. Wegen e x e = e = e * ¢ ist e
Inverses von e, und die Eindeutigkeit von Inversen zeigt die dritte Behauptung. O

1.1.5 (Kiirzen in Gruppen). Gilt in einer Gruppe g * a = g % b, so folgt a = b (multipliziere
von links mit g=!). Analog folgt aus a x g = b * g bereits a = b.

1.1.6. In einer beliebigen Gruppe darf man wegen der Assoziativitdt Klammern weglassen
und kurz g« hx [ statt (gxh)xl=g* (hxl)und axbxcxdxe statt a* (bx (c*x (dxe))) =
((axb)* (cxd))*xe= ... schreiben (genaue Begriindung siehe | ).

1.1.7. In abelschen Gruppen ist die Reihenfolge der verkniipften Gruppenelemente egal,
beispielsweise gilt a x b * ¢ = ¢ % a * b. Die Reihenfolge der Faktoren ist in nicht abelschen
Gruppen aber duflerst wichtig.

Bemerkung 1.1.8. Wird als Verkniipfungssymbol - verwendet, so spricht man von einer
multiplikativ geschriebenen Gruppe, nennt die Verkniipfung Multiplikation, das neutrale Ele-
ment Einselement (und notiert es oft als 1). Meist schreibt man dann gh statt g - A und
nennt dies das Produkt von g und h.

Erwéhnt man die Verkniipfung nicht explizit, so geht man in der Regel von einer multi-
plikativ geschriebenen Gruppe aus.

Das Verkniipfungssymbol + wird nur dann verwendet, wenn die betrachtete Gruppe kom-
mutativ ist. Man spricht dann von additiver Notation, schreibt das neutrale Element meist
als 0, nennt es Nullelement, nennt g + h die Summe und schreibt —g fiir das Inverse eines
Elements g € G, und h — g statt h + (—g).

1.1.9. Sei (G, *) eine Gruppe und seien g € G und n € Z. Definiere
g*--%g falls n > 1 (dabei n Faktoren im Produkt),

gti=<e falls n = 0,
g '*---xg7! falls n < —1 (dabei —n Faktoren im Produkt).

Mit dieser Definition gilt g™ x g™ = ¢"*t™ fiir alle n,m € Z. Ebenso gilt ¢"™ = (¢g")™.
In einer additiv geschriebenen Gruppe G schreibt man ng statt ¢", es gilt also

g+---+g¢g fallsn >1 (n Summanden),
ng=<0 falls n = 0,
—g—---—g fallsn < —1 (—n Summanden).

1.2. Untergruppen.

Definition 1.2.1. Sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge® H C G heiit genau dann Unter-
gruppe, wenn die folgenden Bedingungen gelten:

(a) Fiir alle g,h € H gilt gh € H.

3Wir verwenden das Zeichen C fiir beliebige Teilmengen (es kann also auch Gleichheit gelten).
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(b) Fiir alle g € H gilt g7' € H.
(c) e € H.

Dann ist H zusammen mit der induzierten Verkniipfung H x H — H ebenfalls eine Gruppe.

Beispiele 1.2.2. (a) (Z,+) ist eine Untergruppe von (Q, +).
(b) Die Menge

{Drehung um « Grad | a € {0, 60, 120, 180, 240, 300} }

der Drehungen um ein Vielfaches des Winkels 60° ist eine Untergruppe der Gruppe
aller Drehungen der Ebene aus Beispiel 1.1.3.(e).

(c) Jede Gruppe G hat {e} und G als Untergruppen.

(d) Der Durchschnitt von (endlich vielen oder auch unendlich vielen) Untergruppen einer
Gruppe ist eine Untergruppe. Beispielsweise ist der Schnitt auf der rechten Seite in
(1.2.1) in Lemma 1.2.4 eine Untergruppe.

Beispiel 1.2.3 (Symmetriegruppen). (a) Wir verwenden den Betrag | - | auf R. Eine
Abbildung ¢g: R — R heifit abstandserhaltend, wenn |x — y| = |g(z) — g(y)| fur
alle z,y € R gilt. Man zeigt leicht, dass es fiir jede solche Abbildung eindeutige reelle
Zahlen a € {+1,—1} und b € R mit g(x) = ax+Db fiir alle z € R gibt. Die Menge aller
abstandserhaltenden Abbildungen ist eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe
Sym(R).

(b) Ist A C R eine Teilmenge, etwa die im folgenden Bild durch dicke Punkte angedeu-
tete, so kann man die Symmetriegruppe von A betrachten (bitte nicht mit der
symmetrischen Gruppe verwechseln). Sie besteht per Definition aus allen abstand-
serhaltenden Abbildungen g: R — R mit g(A) = A. Fiir die skizzierte Teilmenge

[ J I [ J I [ J ( ] I [ J I o I o I @ >

I I
8 -7 6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

ABBILDUNG 1. Zur Symmetriegruppe der Teilmenge der ungeraden Zahlen

A={2n+1|n € Z} aller ungeraden Zahlen sind die folgenden Abbildungen in der
Symmetriegruppe:

e alle Verschiebungen = +— x + 2n um gerade Zahlen, fiir n € Z;

e allen Spiegelungen = — —(z — n) + n an Punkten n € Z.
Man iiberzeugt sich leicht, dass die Symmetriegruppe genau aus diesen Elementen
besteht.

(¢) Analog definiert man abstandserhaltende Abbildungen g: R® — R™ mit Hilfe der
Norm ||v]| = /> v? und Symmetriegruppen von Teilmengen von R". Elemente der
Symmetriegruppe mag man als Symmetrien der gegebenen Teilmenge bezeichnen.

(d) Beispielsweise besteht die Symmetriegruppe des Quadrats in Abbildung 2 aus acht
Elementen (vier Drehungen, vier Spiegelungen an Geraden), die des reguldren Fiinfecks
aus 10 Elementen (fiinf Drehungen, fiinf Spiegelungen an Geraden); diese Aussage ist
anschaulich klar (vgl. Aufgabe 8.4.5). Analoges gilt fiir reguldre n-Ecke fiir n > 3.

(e) Slogan: Die Grofe der Symmetriegruppe ist ein Maf fiir die Anzahl der Symmetrien

eines Objekts.
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ABBILDUNG 2. Zu Symmetriegruppen von reguldren n-Ecken

Symmetrisch erscheinende Objekte haben grofie Symmetriegruppen. Eine zuféllig
gewihlte Teilmenge von R? hat in der Regel keine Symmetrie: Thre Symmetriegruppe
besteht nur aus der Identitétsabbildung.

Lemma 1.2.4. Sei G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge. Dann ist die Teilmenge’
(M) = {gil...gir |7>0, g1,...,9- € M, e1,...,6, € {:i:l}} caG

eine Untergruppe von G; sie heifit die von M erzeugte Untergruppe und ist die kleinste
Untergruppe von G, die M enthdlt. Weiter gilt

(1.2.1) (M) = N H.

H Untergruppe von G mit M C H

Beweis. Es ist klar, dass das Produkt zweier Elemente von (M) wieder in (M) liegt, und
dass e € (M) gilt (da e das Produkt von r = 0 Elementen ist). Sei g = gi*...¢" € (M).
Wegen g~ =g °r...g7%" gilt g~ € (M). Dies zeigt, dass (M) eine Untergruppe von G ist.
Offensichtlich gilt M C (M).

Ist H C G eine Untergruppe, die alle Elemente von M enthélt, so enthélt sie auch alle
Inversen von Elementen von M und somit alle Produkte ¢5* ... g” mit g; € M und ¢; € {£1}.
Es folgt (M) C H. Also ist (M) die kleinste Untergruppe von G, die M enthélt.

Die Gleichheit (1.2.1) ist damit klar: Die Inklusion C gilt wegen (M) C H fiir alle Unter-
gruppen H C G mit M C H. Die Inklusion D gilt, da (M) eine Untergruppe von G ist, die
M enthilt, also ein mogliches H im Schnitt auf der rechten Seite ist. U

1.2.5. Gegeben Elemente my,...,ms € G schreiben wir (my, ..., mg) statt ({mq,...,ms}).
Gilt G = (M), so sagt man, dass G von M erzeugt ist und nennt die Elemente von M
Erzeuger von G.

Beispiele 1.2.6. (a) Es gilt (Z,+) = (1), denn jedes Element n € 7Z lasst sich als
1+...+1oderals =1 —1---—1 schreiben. Analog gilt (Z,+) = (—1).
(b) Die Untergruppe (6,10) C Z besteht genau aus allen geraden Zahlen.
(c) Die Symmetriegruppe in Beispiel 1.2.3.(b) wird von der Translation (= Verschiebung)
z +— = + 2 und der Reflektion (= Spiegelung) x — —x in Null erzeugt.

1.3. Gruppenhomomorphismen.

Definition 1.3.1. Seien (G, o) und (H, *) Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus oder
Homomorphismus von Gruppen ¢ : G — H ist eine Abbildung ¢ : G — H von Mengen

“m Fall = 0 ist das Produkt 95" ... ¢¢m als neutrales Element e € G zu verstehen.
6



mit
p(xoy) = p(x) = o(y)
fiir alle z,y € G.
Beispiele 1.3.2. (a) Sei A € R eine reelle Zahl. Die Abbildung ¢: R — R, = — Az,
also die Streckung um den Faktor ), ist ein Gruppenmorphismus, denn p(z + y) =
Mz +y) =z + Ay = p(x) + p(y) fiir alle z,y € R.

(b) Die Exponentialfunktion exp : (R,+) — (R, ), © — exp(z), ist ein Gruppenhomo-
morphismus, da exp(z + y) = exp(x) exp(y) fiir alle x,y € Ry gilt (Funktionalglei-
chung der Exponentialfunktion).

(¢) Thre Umkehrabbildung, die Logarithmusfunktion log : (R~q,-) — (R, +), ist ein Grup-
penhomomorphismus.

Lemma 1.3.3. Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gelten
@(eG) = €H,
plg™) = (e(g) ™ fiir alle g € G.

)
Beweis. Aus ¢(eq) = p(egeq) = pleg)p(eq) folgt durch Linksmulitplikation mit ¢(eq)
die erste Behauptung. Es gilt
p(9)elg™") = wlgg™") = vlea) = en = v(g9)e(9)
Kiirzen von ¢(g) liefert die zweite Behauptung. O

Beispiel 1.3.4. Sei A € R eine reelle Zahl mit A # 0. Die Verschiebe-Abbildung ¢: R — R,
x +— x + A, ist kein Gruppenhomomorphismus, da ¢(0) = A # 0.

-1

-1

Lemma 1.3.5. Bilder und Urbilder von Untergruppen unter Gruppenhomomorphismen sind
Untergruppen. Explizit: Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gelten:
(a) Ist U C G eine Untergruppe, so ist o(U) = {p(u) | u € U} eine Untergruppe von H.
(b) Ist V C H eine Untergruppe, so ist ¢ (V) ={g € G | v(g) € V'} eine Untergruppe
von G.

Beweis. Ubungsaufgabe, Blatt 1. O

Definition 1.3.6. Sei ¢p: G — H ein Gruppenhomomorphismus.
(a) ker(¢) :== ¢ '({en}) heifit der Kern von .
(b) im(¢) := ¢(G) C H heifit das Bild von ¢. (Bezeichnung wegen englisch image fiir
Bild.)
Kern und Bild sind Untergruppen von G bzw. H wegen Lemma 1.3.5

Lemma 1.3.7. Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt
@ injektiv <= ker(y) = {eg}.

Beweis. =: Nach Lemma 1.3.3 gilt stets p(eq) = en, also {eg} C ker(y). Gilt umgekehrt
x € ker(yp), also p(x) = ey = p(eq), so folgt aus der angenommen Injektivitit x = eq, also
ker(y) C {eq}. Dies zeigt die Gleichheit ker(¢) = {eq}.

<: Seien z,y € G mit p(r) = ¢(y). Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit
o(z)™! = p(x7!) (Lemma 1.3.3), so ergibt sich e = p(z7)p(z) = p(z ™ He(y) = p(z™1y),
also 71y € ker(p) = {eg}, also x7'y = eg, also y = = per Linksmultiplikation mit z. Somit
ist ¢ injektiv. U
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Ende 1. Vor-
lesung am
21.04.2020

Definition 1.3.8. Ein Gruppenisomorphismus oder Isomorphismus von Gruppen
ist ein bijektiver Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H und wird als ¢: G = H notiert.
Zwei Gruppen G und H heifien isomorph, falls es einen Gruppenisomorphismus ¢: G = H
gibt.

Bemerkung 1.3.9. Ist ¢ : G = H ein Gruppenisomorphismus, so ist die mengentheore-
tische Umkehrabbildung ¢~!: H — G ebenfalls ein Gruppenisomorphismus: Bijektivitit ist
klar. Fiir beliebige z,y € H bleibt o~ (z)¢o ' (y) = ¢ '(zy) zu zeigen. Da ¢ injektiv ist,
geniigt es, die Gleichheit p(p~(z)e ' (y)) = w(p ! (zy)) zu zeigen. Diese gilt aber wegen
el (2)e™H(y) = wle™H(@)ple™H(y) = 2y = ¢(¢~ (zy)).

1.4. Permutationen.

Definition 1.4.1. Sei n € N. Die Gruppe
Spi=Sym({1,...,n}) ={nr: {1,...,n} = {1,...,n} | 7 bijektiv}

aller bijektiven Selbstabbildungen der Menge {1,...,n} (mit Komposition als Verkniipfung)
heifit n-te symmetrische Gruppe (Spezialfall von Beispiel 1.1.3.(d)). Elemente von S,
heilen Permutationen.

1.4.2 (Permutationsschreibweise). Um ein Element 7 € S,, anzugeben, verwendet man oft
die Permutationsschreibweise

1 2 - n
T lE o m@ - w1 ()
Da 7 bijektiv ist, kommt jede der Zahlen 1,...,n in der zweiten Zeile genau einmal vor.

Satz 1.4.3. Die n-te symmetrische Gruppe hat n! =n(n —1)---2-1 Elemente, d. h.

|Sy| = nl.
Beweis. Ein beliebiges Element 7 von S, ist eindeutig bestimmt und definiert durch die
Folge 7(1),m(2),...,m(n) von paarweise verschiedenen Elementen von {1,... ,n}. Fir (1)
hat man n Moglichkeiten, fiir 7(2) hat man dann noch n — 1 Méglichkeiten, etc., und fir
7(n) hat man noch genau eine Moglichkeit. O
Definition 1.4.4. Sind pi, ps, ..., p; verschiedene Elemente von {1,...,n}, so bezeichne
(prp2 - 1)

die Permutation, die die gegebenen Elemente zyklisch vertauscht, also wie folgt abbildet,

D1+ P2, P27 P3, ceey DL D1
und alle anderen Elemente fixiert. Elemente dieser Art heiflen [-Zykel.
Beispiel 1.4.5. Es gilt (3479)=(4793)=(7934) =(9347) in Sy. Oft ist man etwas
nachléssig und schreibt (3479) statt (3 4 7 9). Kommen mindestens zweistellige Zahlen vor,
sind klare Absténde in der Notation wichtig: (24) # (2 4) in Say. 1-Zykel wie (3) oder (24)

sind nur eine komplizierte Schreibweise fiir das neutrale Element e = id; . ).

1.4.6. Wegen (12)(23) = (123) # (132) = (23)(12) ist die symmetrische Gruppe S,, fiir
n > 3 nicht kommutativ.

Faustregel: Beim Verkniipfen von Zykeln lies von rechts nach links!
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Beispiel 1.4.7. In der folgenden Auflistung sind alle Elemente von S3 in Permutations-
schreibweise angegeben. Unter jeder Permutation steht dieselbe Permutation als Verkniipfung
von Zykeln.

e N B N R B N )
= {MHE@E), M3, 02)@),  123),  (132), ([13)2)}.

In der zweiten Zeile kann man alle 1-Zykel (1), (2) und (3) weglassen. Beachte (123) =
(231) = (312) und (132) = (321) = (213).

Beispiel 1.4.8. Gruppentafel der S3. Wahlt man in der linken Spalte eine Permutation 7
und in der oberen Zeile eine Permutation o, so ist moo im zugehdrigen Késtchen eingetragen.

| id | (23) | (12) | (123) | (132) | (13)

id id | (23) | (12) [(123)[(132) [ (13)
23) | (23) | id | (132)| (13) | (12) | (123)
(12) | (12) [(123)] id | (23) | (13) | (132)
(123) [ (123) | (12) | (13) | (132) | id | (23)
(132) [ (132) | ... .
(13) | (13)

Lemma 1.4.9 (Zykelschreibweise oder genauer Schreibweise als Produkt von Zykeln). Jedes
Element m € S, kann als Produkt von Zykeln geschrieben werden, d. h. es gibt eine natiirliche
Zahl v > 0 und Elemente aq,...,a, € {1,...,n}, so dass

T = <a1 m(ay) w(mw(ay))-- '7T_1(CL1>) <a2 m(ag) - -7r_1(a2)> e <aT m(a,) - -W_l(ar)).

Man kann dabei genauer annehmen, dass kein Element von {1,...,n} in mehr als einem
Zykel vorkommt.

Beweis. Betrachte die Folge 1,7(1),72(1),.... Da die Menge {1,...,n} endlich ist, gibt es
natiirliche Zahlen ¢ < j mit 7%(1) = 7/(1). Gilt i > 0, so gilt wegen der Injektivitit von 7
auch 771(1) = 7/71(1). Deswegen kénnen wir ohne Einschriinkung annehmen, dass ¢ = 0
gilt, d.h. 1 = 77(1). Weiter kénnen wir annehmen, dass 5 > 0 minimal gew#hlt ist mit

1 =77(1). Der Zykel
(1 (1) ... wﬂ‘*lu))

und 7 stimmen offensichtlich auf der j-elementigen Teilmenge {1,7(1),72(1),...,7/71(1)}
von {1,...,n} iiberein. Falls diese Teilmenge schon die ganze Menge {1,...,n} ist, sind wir
fertig. Sonst gibt es ein b in ihrem Komplement, fiir das man nun die Folge b, 7(b), 7%(b), . . .
betrachtet und ein minimales k > 0 mit b = 7*(b) findet. Dann stimmen

(1 7(1) w(x(1)) - - -7rj_1(1)> (b 7 (b) w2(b) - - -wk‘l(b)>

und 7 auf der (j+k)-elementigen (warum?) Teilmenge {1,..., 77 1(1),b,..., 7% 1(b)} iiberein,
und wir konnen analog fortfahren. Da {1,...,n} endlich ist, terminiert unser Verfahren nach
endlich vielen Schritten. Setze a; = 1,a0 =0, .. .. O
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Beispiel 1.4.10. Wir geben eine Permutation in Permutationsschreibweise (diese ist offen-
sichtlich eindeutig) und in zwei moglichen Zykelschreibweisen an.

1234 5 6789 10

493510 2876 1 =(14510)(296) (3)(78)=(87)(51014)(962)

In der Zykelschreibweise kann man innerhalb von Zykeln zyklisch vertauschen, Zykel vertau-
schen und 1-Zykel weglassen, ohne das Element zu verdndern. Man kénnte hinten auch noch
etwa (1569)(9651)=1id; ;o dranschreiben, aber meist nimmt man in der Zykelschreib-
weise implizit an, dass kein Element in zwei Zykeln vorkommt.

Beispiel 1.4.11. Sei G die Symmetriegruppe des Quadrats in Beispiel 1.2.3.(d). Die vier Eck-
punkte des Quadrats bezeichnen wir wie dort mit 1,2,3,4 (formal genauer wére pq, pa, p3, P4)-
Sei ¢ € G eine Symmetrie des Quadrats. Da g: R? — R? jeden Eckpunkt auf genau einen
Eckpunkt abbildet, induziert g durch Einschrankung eine Permutation der Menge {1, 2, 3,4}
der Eckpunkte. Wir nennen diese Permutation ¢(g). Die Abbildung

Q. G — 54,
9= ¢(9) = glp2s4,

ist ein Gruppenhomomorphismus, denn Einschrianken vertauscht mit Komposition von Ab-
bildungen: (g o h)|{1,2,34)y = 9lq12,3.43 © hl{1,2,3.43. Die acht Elemente von G werden wir folgt
abgebildet:
(1) Die Drehungen um 0°, 90°, 180° und 270° werden in dieser Reihenfolge auf die fol-
genden Elemente abgebildet:

foid Bitiemm (3t comen [5]-m

(2) Die Spiegelungen an vertikaler und horizontaler Achse und den beiden diagonalen
Achsen SW-NO und SO-NW werden in dieser Reihenfolge auf die folgenden Elemente
abgebildet:

E 421 g ;;] = (24), [;, 3 i) ﬂ = (13), B ; ‘;’ ﬂ = (14)(23), E ? i g] = (12)(34).

Wir sehen spétestens jetzt, dass ¢ injektiv ist (direkt oder per Lemma 1.3.7). Also induziert
¢ einen Gruppenisomorphismus G' = im(¢p). Das Bild im() besteht aus den angegebenen
acht Elementen und kann durch Erzeuger beispielsweise als im(¢) = ((1234), (24)) beschrie-
ben werden. Die beiden Erzeuger (1234), (24) kommutieren nicht: (1234)(24) = (12)(34) #
(14)(23) = (24)(1234). Geometrisch bedeutet dies, dass die Spiegelung an der vertikalen
Achse nicht mit der Drehung um 90° kommutiert.

Definition 1.4.12. Eine Transposition ist ein 2-Zykel, hat also die Form 7; ; := (ij) € S,,
fiir geeignete Zahlen i,j € {1,...,n} mit i # j. Eine Transposition der Form 7,41 =
(¢ (i + 1)) heifit einfache Transposition.

Satz 1.4.13. Jedes Element von S, kann als Produkt einfacher Transpositionen geschrieben
werden.
Insbesondere ist die symmetrische Gruppe S,, von der Menge der einfachen Transpositio-

nen erzeugt, in Formeln S,, = ({einfache Transpositionen}).
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Beweis. Wir fithren Induktion {iber n.
Induktionsanfang n = 1 (oder auch n = 0): Offensichtlich, da S; = {idgy} (und Sy =

{ide}).

Induktionsschritt: Sei n > 1 und sei die Aussage fiir n — 1 per Induktionsannahme bereits
gezeigt. Sei m € S,, beliebig. Setze i := 7(n) und definiere 7’ :=7,_;,, 0--- 07 ;41 o 7m. Dann
gilt 7'(n) = n, d.h. wir konnen 7" als Element von S,_; auffassen (indem wir 7’ auf die
Menge {1,...,n — 1} einschrinken). Nach Induktionvoraussetzung ist 7’ ein Produkt von
einfachen Transpositionen. Also ist auch 7 = 7,41 0...07,_1, o7’ ein solches Produkt. [

Beispiel 1.4.14. In S5 gelten (13) = (12)(23)(12) = (23)(12)(23) und (123) = (12)(23) und
(132) = (23)(12).
Definition 1.4.15. Sei 7 € S,,.

(a) Ein Fehlstand von 7 ist ein Paar (i,7) € {1,...,n}? mit i < j und 7(z) > 7 ().

(b) Die Linge /() von 7 ist die Anzahl der Fehlstéinde von 7, in Formeln®

0(r) == #{(z’,j) e{1,....n}?|i<jund (i) > W(j)}.
(c) Die Zahl
sgn(m) = (—1)4™
heifit Signum (oder Signatur oder Vorzeichen) von .

Beispiele 1.4.16. Erlautere per Bild: Kreuzungen entsprechen Fehlstédnden.

1 2 3
2 31
somit Lénge 2 und Signatur 1.

(a) Die Permutation (123) = ] hat zwei Fehlstdnde, namlich (1,3) und (2,3),

. . 11234 5 6 7 89 10/. 5. . .
(b) Die Permutation 103510 28 7 6 1] in Beispiel 1.4.10 hat 26 Fehlstéande,
also Lange 26 und Signatur 1.
Satz 1.4.17. Sei w € S, als Produkt m = 7 o ... o7, einfacher Transpositionen 1y, ..., T,

geschrieben (eine solche Darstellung existiert nach Satz 1./.13). Dann gilt

sgn(m) = (—1)".
Insbesondere ist sgn : S, — ({£1},) ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Sei m € S, und sei T = 7, 441 eine einfache Transposition. Wir behaupten ¢(7om) =
¢(m) £ 1. Sei ein Paar (i,7) mit 1 < i < j < n gegeben. Die ,Reihenfolge* von 7 (i) und
7(j) unterscheidet sich genau dann von der ,,Reihenfolge“ von 7(7 (7)) und 7(7(j)), wenn
{n(i),7(j)} = {a,a + 1} gilt. Da 7 bijektiv ist, erfiillt genau ein Paar (i, j) die Bedingung
{m(i),7(j)} = {a,a + 1}. Also unterscheiden sich die Langen von 7 und 7 o 7 um eins, in
Formeln ¢(7 o) = ¢(m) £ 1. Es folgt

sgn(7 o m) = (~1)17™ = (=1)"™ . (~1)*! = —sgn(m).

5In Zukunft will ich das besser Fehlstandsanzahl nennen (damit es keine Verwechslungen mit der ,,Lénge
eines Zykels® gibt). Gute Abkiirzung dafiir? Vielleicht FS(7) als Menge der Fehlstéinde definieren und dann
einfach # FS(r) schreiben? Dann muss auch gar keinen Namen vergeben.
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Ende 2. Vor-
lesung am
23.04.2020

Ist nun 7 = 7 0... 07, ein Produkt einfacher Transpositionen 7, ..., 7., so folgt daraus die
erste Behauptung:

sgn(m) =sgn(rio0...07) = —sgn(rmo...o7)=---= (=1)sgn(id) = (-1)"

Sei nun o € S,, gegeben. Schreibe o = 7] o ... o7} als Produkt einfacher Transpositionen.
Dann gilt com =7/ 0...07. o7 o...07, und somit nach obigem wie gewiinscht

sgn(com) = (—1)"" = (=1)"(—1)° = sgn(o) sgn(). O

Beispiele 1.4.18.  (a) Der m-Zykel (12 3 ...m) hat Linge m—1, also Signatur (—1)""!.
(b) Allgemeiner hat jeder m-Zykel (p; py ... pn) Signatur (—1)™~! (aber nicht Linge
m — 1: die Lange des 2-Zykels (13) ist 3 und nicht 1).

Beweis. Fiir beliebige Permutationen o, 7 € S,, gilt nach Satz 1.4.17

(1.4.1) sgn(ro7™ 1) = sgn(7) sgn(o) sgn(7 ) = sgn(7) sgn(c) sgn(7) ! = sgn(o).

Fiir

1 2 3 ... m—1 m m+1 ... n

T =

Pr P2 P3 - Pmo1 Pm omA1lo.oom

und 7 := (p1 p2 ... pm) berechnen wir
Tt =(12 ... m).
Aquivalent gilt 7 = 7(1 2 ... m)7~" (multipliziere von links mit 7 und von rechts
mit 77!). Aus (1.4.1) und (a) folgt damit wie gewiinscht
sgn(m) =sgn(7(12 ... m)T~ ") =sgn((12 ... m)) = (1) L. O

(¢) Mit unserem neuen Wissen berechnen wir noch einmal die Signatur der Permutation
in Beispiel 1.4.10:

sgn ((14510) (296) (78)) =sgn ((14510))-sgn ((296))-sgn ((78)) = (—1)-1-(-1) = 1.

1.5. Aquivalenzrelationen.

1.5.1. Sei A eine Menge. Wir erinnern daran, dass eine Teilmenge R C A x A auch als
Relation auf A bezeichnet wird. Statt (z,y) € R sagen wir auch, dass R(z,y) gilt.

Definition 1.5.2. Eine Relation R C A x A auf einer Menge A heiit Aquivalenzrelation,
wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, wenn also die folgenden Bedingungen gelten:
(a) Reflexivitat: Fiir alle z € A gilt R(z, x).
(b) Symmetrie: Fiir alle z,y € A gilt: Aus R(z,y) folgt R(y, x).
(c) Transitivitédt: Fir alle z,y, z € A gilt: Aus R(x,y) und R(y, 2) folgt R(x, z).
Oft verwendet man das Symbol ~ fiir Aquivalenzrelationen und schreibt x ~ y statt R(z,v)
und sagt ,,x ist dquivalent zu y“.

Definition 1.5.3. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A. Fiir € A heifit die
Teilmenge

2] ={y € A: y ~ z}
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die Aquivalenzklasse von z beziiglich ~. Eine Teilmenge K C A heiﬁt_Aquivalenzklasse
beziiglich ~, wenn es ein € A mit K = [z] gibt. Jedes Element einer Aquivalenzklasse K
heifit Repriasentant von K. Die Menge aller Aquivalenzklassen wird als

Af~ = {[z]: v € A}
bezeichnet. Formal ist A/~ eine Teilmenge der Potenzmenge P(A).

1.5.4. Die Abbildung A — A/~, a — |al, ist surjektiv.

1.5.5. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A, so sind fiir beliebige Elemente
x,y € A die folgenden Aussagen dquivalent:

e r~Yy,

o [z] = [y,

o [z]N[y] #0.
Zwei Aquivalenzklassen sind also entweder gleich oder disjunkt. Da = € [z] fiir jedes z € A
gilt, ist A die disjunkte Vereinigung seiner Aquivalenzklassen, in Formeln

A= UKeA/NK'

Beispiel 1.5.6. Wir nehmen an, dass jeder Mensch in genau einer Stadt wohnt. Dann ist
die Relation ,z wohnt in der gleichen Stadt wie y“ eine Aquivalenzrelation auf der Menge
aller Menschen. Die Aquivalenzklassen bestehen jeweils aus allen Biirgern von Paderborn,
Mainz, . ...

Beispiel 1.5.7. Die Relation > auf R ist keine Aquivalenzrelation, da sie nicht symmetrisch
ist.

Beispiel 1.5.8. Auf der Menge A := Z x (Z \ {0}) definieren wir eine Aquivalenzrelation
~ durch die Festlegung, dass (a,b) ~ (¢,d) genau dann gilt, falls ad = bc gilt. (Der Leser
priife, dass dies , wohldefiniert“ ist, also wirklich eine Aquivalenzrelation auf A definiert.)
Die rationalen Zahlen werden formal als Menge

Q:=A/~
der Aquivalenzklassen beziiglich dieser Aquivalenzrelation definiert. Die Aquivalenzklasse
von (a,b) wird in der Regel als Bruch geschrieben, d.h. man definiert § := [(a,b)]. Wer
mag, kann sich nun iiberlegen, dass die in der Schule definierte Addition und Multiplikation

wohldefiniert ist, also nicht von der Wahl von Représentanten abhéngt.
Schon aus der Schulmathematik sind Sie also mit Aquivalenzklassen vertraut.

Proposition 1.5.9. Seien G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Fir z,y € G
schreibe © ~g y genau dann, wenn x~ 'y € H gilt. Dann ist ~g ein Aquivalenzrelation auf

G.

Beweis. Seien x,y, z € G beliebig. Wir schreiben ~ statt ~p.
Reflexivitiit: x ~ x gilt wegen 2 'x = e € H.
Symmetrie: Gelte x ~ y. Es folgt x 7'y € H, also H 5 (z7'y)™! = y~1(z71)"! = y 'z,
also y ~ x.
Transitivitéit: Gelten x ~ y und y ~ z. Es folgen 7'y € H und y~'2 € H, also H >
xlyy~ty =271z, also o ~ 2. O
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1.5.10. Im Setting von Proposition 1.5.9 ist die Aquivalenzklasse eines beliebigen Elements
g € G durch [g] = {gh | h € H} =: gH gegeben. Man nennt diese Menge gH die Rechts-
nebenklasse von g. Meist schreibt man G/H statt G/~ fir die Menge dieser Klassen.

Beispiel 1.5.11. Fir G = 53 D H = ((12)) = {id, (12)} gilt

Sy/H = {{id, (12)}, {(23), (132)}, {(13), (123)}}.

Satz 1.5.12 (Satz von Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und sei H eine Untergruppe
von G. Dann gilt

el _ |G/H| €N

|H]|
Insbesondere ist |H| ein Teiler von |G].
Beweis. Betrachte auf G die Aquivalenzrelatiqn r ~y <= x 'y € H aus Proposition 1.5.9.
Dann ist G die disjunkte Vereinigung seiner Aquivalenzklassen (siehe 1.5.5), d. h.

G = UKEG/HK'

Wir behaupten, dass jede Aquivalenzklasse K aus genau |H| Elementen besteht. In der Tat,
fiir beliebiges x € G ist die Abbildung
le] =eH = H — [z] = zH,
h +— xh.

bijektiv, denn k +— 7'k ist ihre Umkehrabbildung.
Weil G endlich ist, liefert die obige disjunkte Zerlegung von G somit

Gl= > IKl= ) [H|=|G/H| |H]|

KeG/H KeG/H

Als Kardinalitét einer endlichen Menge ist |G/ H| eine natiirliche Zahl. O

Beispiele 1.5.13. Der Satz von Lagrange 1.5.12 zeigt:

(a) Ist G eine endliche Gruppe, deren Kardinalitéit |G| eine Primzahl ist, so hat G genau
zwei Untergruppen, ndmlich G und {e}.

(b) Die Gruppe S3 hat 3! = 6 Elemente. Ist H eine Untergruppe von Ss, so folgt |H| €
{1,2,3,6}.

1.6. Rechnen mit Nebenklassen / Modulo-Rechnung / Rechnen mit Uhrzeiten
(Clock arithmetic).

1.6.1. Seien_.(A, +) eine additiv geschriebene abelsche Gruppe, U C A eine Untergruppe
und ~y die Aquivalenzrelation aus Proposition 1.5.9. Dann gilt

r~pYy < y—axr el <— r—yeH.

Die Aquivalenzklasse von x € A ist durch z + U = {x +u | u € U} gegeben und wird als

Nebenklasse von z bezeichnet.
14



Beispiel 1.6.2. Betrachte die additive Gruppe A = Z und ihre Untergruppe U = nZ :=
{nz | € Z} der Vielfachen von n. Die Aquivalenzklasse von z € Z ist
], =[z]=c+nZ={ ..o —2n,x —n,x,c+n,x+2n,...}.
Beispielsweise gilt [2] = [2 +n] = [2 + 42n] = [2 — 13n]. Wir folgern, dass es n verschiedene
Aquivalenzklassen gibt, ndmlich
[0]7 [1]7 [2]7 SRR [n - 1]
Die Menge der Aquivalenzklassen ist also
Z/nZ =17/~ ={[0],[1],[2],...,[n — 1]}

Der folgende Satz 1.6.3 zeigt, dass die Menge Z/nZ in naheliegender Weise eine abelsche
Gruppe wird.

Satz 1.6.3. Sei (A, +) eine abelsche Gruppe und sei U C A eine Untergruppe. Dann wird
die Menge A/U durch die (wohldefinierte) Verkniipfung

2]+ [yl :=le+y]  firz,yeA
zu einer abelschen Gruppe.

Beweis. Seien x,y,x’,y € A mit [x] = [2/] und [y] = [¢/]. Dies bedeutet z — 2/ € U und
y—1y € U. Es folgt

(@+y) (@ +y)=(@-2)+—-y) el
d.h. [z +y] = [2' +¢/]. Also ist die Abbilung +: A/U x A/U — A/U wohldefiniert.

Alle Eigenschaften, die in der Definition 1.1.2 einer Gruppe gefordert werden, vererben
sich von A auf A/U: Assoziativitét gilt wegen ([z]+ [y]) + [2] = [+ y]+ 2] = [(z+y) + 2] =
[2+(y+2)] = [z]+[y+2] = [2]+ ([y] +[2]). Wegen [0] +[x] = [0+2] = [2] = [2+0] = [z]+[0]
ist [0] das neutrale Element. Zu [z] ist [—x] invers. Also ist A/U eine Gruppe. Sie ist wegen
2] + [y] =[x +y] = [y + =] = [y] + [] abelsch. O
Beispiel 1.6.4. Nach Satz 1.6.3 ist Z/nZ in naheliegender Weise eine abelsche Gruppe.

In Z/15Z = {[0],...,[14]} gelten beispielsweise [10] 4+ [7] = [17] = [2] = [~13] und
[+ 1]+ [1] = [3].

1.6.5. Gegeben z € Z schreibt man oft nachléssig = statt [z], wenn klar ist, dass es sich um
ein Element von Z/nZ handelt.

1.6.6 (Clock arithmetic). Man kann sich die Gruppe Z/nZ als Uhr mit n Stunden vorstellen.
Auf der 13-Stunden-Uhr Z/137Z in Abbildung 3 gelten etwa 3 +5 = 8 und 10 + 7 = 4 oder
genauer [3]+4[5] = [8] und [10]+[7] = [4]. Schon seit Kindertagen rechnen Sie also in Gruppen
der Form Z/12Z oder Z/24Z oder Z/365Z.

1.7. Zyklische Gruppen.

Definition 1.7.1. Eine Gruppe G heifit zyklisch, wenn sie von einem Element erzeugt wird,
wenn es also ein g € G mit G = (g) gibt. Beachte (¢g) ={...,97%, 97, ¢,9,9% ... }.

1.7.2. Jede zyklische Gruppe ist abelsch, denn es gilt g%¢® = ¢t* = ¢*** = ¢°¢° fiir alle
a,be.

Beispiel 1.7.3. (a) (Z,+) = (1) ist zyklisch.
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ABBILDUNG 3. Uhr mit 13 Stunden

(b) (Z/nZ,+) = ([1]) ist zyklisch.

(¢) Z/6Z ist zyklisch und nicht nur von [1], sondern auch von [5] erzeugt. Das Element
[4] ist aber kein Erzeuger, denn ([4]) = {[4],[2],[0]}. Ebenso sind [2] und [0] keine
Erzeuger.

(d) Sei G eine Gruppe und g € G. Dann ist die von g erzeugte Untergruppe (g) zyklisch.

(e) Die symmetrische Gruppe S3 ist nicht zyklisch. Dies folgt aus 1.7.2, aber man kann
es sich auch explizit iiberlegen: Die von e = id erzeugte Untergruppe ist {e}, jedes
der Elemente (12), (23) und (13) erzeugt eine Untergruppe, die aus genau zwei Ele-
menten besteht, und jedes der Elemente (123) und (132) erzeugt die Untergruppe
{id, (123), (132)}.

1.7.4. Motiviere den folgenden Satz durch Bilder.

Satz 1.7.5 (Klassifikation zyklischer Gruppen bis auf Isomorphie). Jede zyklische Gruppe
st zu genau einer Gruppe aus der folgenden Liste zyklischer Gruppen isomorph:

7, 7)1Z={0}, Z/2Z, 7/3Z, 7JAZ, 7./5Z,

Genauer gilt: Sei G eine zyklische Gruppe mit Erzeuger g € G.
(a) Ist G endlich, so ist die Abbildung

(1.7.1) Z/nZ > G,
[a] = ¢°,
elig‘ (wohldefinierter) Isomorphismus von Gruppen, wobei n := |G|. Insbesondere gilt
(b) tcflst C;;ﬁendlich, so ist die Abbildung
(1.7.2) 755G,
arrg*,
ein (wohldefinierter) Isomorphismus von Gruppen.
Beweis. Wegen G = (g) besteht G' aus den Elementen ..., 972, g7, ¢ = ¢, g' = g,¢% ....
Wir unterscheiden zwei Félle:

(i) Falls all diese Elemente verschieden sind, ist G' unendlich, und wegen ¢¢** = g%g°

(siehe 1.1.9) ist klar, dass (1.7.2) ein Gruppenisomorphismus ist.
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(i) Nun nehmen wir an, dass g* = ¢’ fiir zwei ganze Zahlen i < j gilt. Dann folgt e = ¢7~*.
Wegen j — ¢ > 0 kénnen wir n > 0 minimal mit ¢" = e wéhlen.
Multipliziert man ein beliebiges Element der Menge

{fe=¢"=9g"¢"¢*....9" "}

von links oder rechts mit g oder ¢!, so ist das Resultat wieder in dieser Menge. Dies

zeigt, dass diese Menge mit (g) {ibereinstimmt, dass also

G={(g)={e=9¢"=9¢"¢" ¢ ....9" "}

gilt. Die Elemente e = ¢°, ¢!, g%, g" ! sind alle verschieden, denn sonst wire ¢* = ¢*

fir 0 <s<t<n-—1und damit e = ¢g""* mit 0 < t — s < n — 1 im Widerspruch zur
Minimalitat von n.

Also besteht G genau aus |G| = n Elementen und es gilt ¢!¢l = g" = e.

Die Abbildung (1.7.1) ist wohldefiniert, denn fiir beliebige a,z € Z gilt g*™*" =
geg™" = g*(g")* = g"e® = ¢°. Sie ist bijektiv, denn die linke Menge besteht genau aus
den Elementen [0],[1],...,[n — 1], und diese gehen auf die Elemente e,g,...,¢" '
Wegen ¢t = g%g® ist sie ein Gruppenhomomorphismus.

Es ist nun klar, dass der Fall (ii) genau dann eintritt, wenn G endlich ist.

Offensichtlich sind alle Gruppen in unserer Liste zyklisch, und wir haben soeben bewiesen,
dass jede zyklische Gruppe isomorph zu einer Gruppe aus dieser Liste ist. Da alle Gruppen
in der Liste unterschiedlich viele Elemente haben, sind sie paarweise nicht isomorph. U

Korollar 1.7.6. Sei G eine endliche Gruppe und g € G. Dann gilt ¢I¢ = e.

Beweis. Sei H = (g) C G die von g erzeugte Untergruppe. Sie ist zyklisch und endlich. Nach
Satz 1.7.5 gilt g/l = e. Nach dem Satz von Lagrange 1.5.12 ist |H| ein Teiler von |G|, es
gilt also |G| = |H| - a fiir ein @ € N (namlich fiir a = |G/H|). Wir erhalten gl¢ = glfll* =

(gHhe = e = e. O
Ende 3. Vor-
lesung am
5 R 28.04.2020
. INGE

2.1. Definitionen und Beispiele.
Definition 2.1.1. Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Abbildungen

+:RxR—R, (a,b) = a + b, (Addition)
-+ Rx R— R, (a,b) — a - b, (Multiplikation)

so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element wird mit 0 bezeichnet. Das
inverse Element von a € R wird mit —a bezeichnet.

(b) Fiir alle a,b,c € Rgilt a-(b-c) = (a-b)-c (Assoziativitiat der Multiplikation).

(c) Es existiert ein Element 1 € R mit 1-a = a = a -1 fiir alle a € R (Existenz eines
neutrale Element bzgl. der Multiplikation). Ein solches Element ist eindeutig®.

6Ist 1’ € R ein weiteres Element mit 1/ -a =a = a -1’ fir allea € R, so folgt 1 =1-1" = 1".
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(d) Fiir alle a,b,c € R gelten
a-(b+c¢)=a-b+a-c,
(a+b)-c=a-c+b-c
(Distributivitét).
Ein Ring (R, +, ) heifit genau dann kommutativ, wenn a - b = b - a fiir alle a,b € R gilt.
2.1.2. In diesem Kapitel 2 betrachten wir meist kommutative Ringe.

2.1.3. Ist a ein Element eines Ringes und n € N, so schreiben wir abkiirzend a" =a - - - - - a
(n Faktoren).

2.1.4. Wir schreiben meist ab statt a - b. In dieser Notation schreiben sich die Forderungen
in der Distributivitdt als a(b+ ¢) = ab+ ac (a + b)c = ac + be.

Beispiele 2.1.5. (a) Jeder Korper (wie in der Analysis definiert) ist ein kommutativer
Ring. Zum Beispiel sind die Kérper Q, R, C und Fy = {0, 1} kommutative Ringe.

(b) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring (aber kein Kérper).

(c) Ist M eine beliebige Menge, etwa R, so ist die Menge aller Funktionen M — R ein
Ring, indem wir f 4+ g und f - g ,,punktweise” durch (f + ¢g)(m) = f(m) + g(m) und
(f-g)(m) = f(m)-g(m) definieren. Nullelement und Einselement sind die konstanten
Funktionen 0: M - R, m— O und 1: M — R, m — 1.

(d) R = {0} ist ein Ring, genannt Nullring (fir Addition und Multiplikation gibt es nur
eine Moglichkeit). Im Nullring gilt 1 = 0.

Lemma 2.1.6. Seien R ein Ring und a,b € R beliebige Elemente. Dann gelten

e Oa =al0 =0,

o (—l)a=—a=a(-1);

e (—1)(—1) =1 (,Minus mal Minus ist Plus“);

o (—a)(—b) = ab.
Beweis. Aus 0a = (0 4+ 0)a = 0a + Oa folgt per Addition von —(0a), dass 0 = Oa. Analog
sieht man 0 = a0.

Aus (-l)a+a = (=1)a+ la = (=14 1)a = 0a = 0 folgt, dass (—1)a = —a. Aus
a(—=1)+a =a(-1) +al = a((—1) + 1) = a0 = 0 folgt analog a(—1) = —a. Fir a = —1
liefert dies (—1)(—1) = —(—1) = 1 (zweite Gleichheit nach Lemma 1.1.4).

Die vorigen beiden Punkte liefern (—a)(—b) = (—=1)a(—1)b = (=1)(—1)ab = lab = ab. O
Satz 2.1.7. Sei n € N. Die abelsche Gruppe (Z/nZ,+) aus Beispiel 1.6./ wird mit der
(wohldefinierten) Multiplikation

2]yl =yl firz,yeZ
ein kommutativer Ring.
Beweis. Seien x,y,2',y" € Z mit [x] = [2'] und [y] = [¢/]. Dies bedeutet x — 2’ € nZ und
y —y' € nZ. Es folgt
voy—2-y=v-y—ax-y+ao-y-2-y=x-(y—v)+@-2)y en’
Also ist die Abbildung -: Z/nZ x Z/nZ — Z/nZ wohldefiniert. Alle Eigenschaften, die in

der Definition 2.1.1 eines kommutativen Rings gefordert werden, rechnet man leicht nach.

Das Einselement von Z/nZ ist [1]. O
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2.1.8. Uhrzeiten der n-Stunden-Uhr 1.6.6 kann man also auch multiplizieren.
Beispiel 2.1.9. In Z/15Z = {[0], ..., [14]} gelten [6] - [10] = [60] = [0] und [13] = [—2], also
[13]' = [=2]"0 = [(—=2)"] = [1024] = [124] = [34] = [4].

Beispiel 2.1.10. Die Additions- und Multiplikationstafel von Z/4Z := {[0], [1], [2], [3]}. sind
wie folgt gegeben.

(Floftf2]3] [-[oft]2[3]
0J[0[1]2]3 0][0]0]0]0
T[172]3]0 T[0[1]2]3
22301 2][0[2[0]2
331012 310[3]2[1

Wir schreiben hier abkiirzend 0 statt [0] usw. In dieser Schreibweise addiert und multipliziert
man also wie in Z und nimmt dann den Rest bei Division durch 4.
Der Ring Z /47 ist kein Korper, denn 2 hat kein multiplikatives Inverses.

2.1.11. Zahlentheoretische Schreibweise: Fiir z,y € Z schreibe
r=y (mod n)

und sage ,,x kongruent (zu) y modulo n* genau dann, wenn [z] = [y] gilt. Diese Sprechweise
kommt daher, dass [z] = [y] dquivalent zu der Aussage ist, dass x und y bei Division durch
n denselben Rest haben’. Division mit Rest wird in Satz 2.5.7 genau erklirt.

Beispiel 2.1.12. In dieser Schreibweise gelten 10+7 =2 (mod 15) und 6-10 = 0 (mod 15)
und 13 = —2 (mod 15), also 13* = —8 = 7 (mod 15).

2.2. Einheiten, Teiler, Nullteiler, Integritédtsbereiche.

Definition 2.2.1. Sei R ein Ring. Ein Element a € R heifit genau dann Einheit oder
invertierbar, wenn ein b € R existiert mit ab = 1 = ba. Ein solches Element b ist eindeutig
(Beweis wie Eindeutigkeit des Inversen bei Gruppen) und wird als ™' oder 1/a oder *
notiert. Wir schreiben

R* :={a € R | a ist Einheit}
fiir die Menge der Einheiten von R.

2.2.2. Die Menge R* mit Multiplikation als Verkniipfung ist eine Gruppe: Fiir a,b € R*
ist ab wegen (ab)(b~'a™') =1 = (b~'a"')(ab) invertierbar mit Inversem (ab)™! = b~'a™".
Assoziativitat ist klar, 1 ist neutrales Element. Existenz von Inversen: Sei a € R* beliebig.
Dann gibt es nach Definition einer Einheit ein Element a™! € R mit aa™ =1 = a ta. Also
gilt e~ € R* und dieses Element ist das gesuchte Inverse.

Ist R kommutativ, so ist R* eine kommutative Gruppe.

Beispiele 2.2.3. (a) (Z/AZ)* ={1,3}.
(b) 2" ={-1,+1}.
(c) Ist K ein Korper, so gilt K* = K \ {0}.
Genauer gilt: Ein Ring R ist genau dann ein Kérper, wenn er kommutativ ist und
R* = R\ {0} gilt.

7Begrﬁmdung: Geltezx =an+rundy=bm+smit 0 <r <nund 0 < s < n und a,b € Z. Wegen
x—y = (a—bn+r—sist x —y genau dann durch n teilbar, wenn r — s durch n teilbar ist. Wegen
—n < r —s <nist dies aber genau dann der Fall, wenn r — s = 0 gilt.
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Definition 2.2.4. Sei R ein kommutativer Ring.

(a) Seien a,b € R Elemente. Man sagt a teilt b oder a ist Teiler von b oder b ist
Vielfaches von a und schreibt a { b, wenn ein ¢ € R mit ac = b existiert. Die
Negation dieser Aussage wird als a J( b notiert.

(b) Ein Element a € R heifit genau dann Nullteiler, wenn es ein Element 0 # b € R
mit ab = 0 gibt.

(¢) Ein kommutativer Ring R heifit genau dann nullteilerfrei, wenn er aufler der Null
keinen Nullteiler enthélt: Fiir alle a,b € R gilt: Aus ab = 0 folgt a = 0 oder b = 0.
(Aquivalent: Aus a # 0 und b # 0 folgt ab # 0.)

(d) Ein Integrititsbereich ist ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit® 1 # 0.

Beispiel 2.2.5. (a) Jeder Korper ist ein Integritétsbereich.

Beweis. Sei K ein Korper. Dann ist K sicher ein kommutativer Ring mit 1 # 0.
Gelte ab = 0 fiir zwei Elemente a,b € K. Ist a = 0, so sind wir fertig, sonst ist a

multiplikativ invertierbar und es folgt 0 = a0 = a~tab = 1b = b. U
(b) Der Ring Z/47Z ist kein Integritdtsbereich: Das Element 2 # 0 ist wegen 2 -2 = 0 ein
Nullteiler.

2.2.6 (Kiirzen in Integritétsbereichen). Es gilt
ab=acunda#0 = b=c

fiir beliebige Elemente a, b, ¢ eines Integritétsbereichs. Aus a(b — ¢) = 0 folgt ndmlich wegen
der Nullteilerfreiheit b — ¢ = 0.

2.2.7. Sei a,b Elemente eines Integritiatsbereichs R. Ist a ein Teiler von b, so gibt es genau
ein ¢ € R mit ac = b; dies folgt aus 2.2.6.

2.3. Unterringe und Ringhomomorphismen.

Definition 2.3.1. Sei R ein Ring. Eine Teilmenge S C R heifit Unterring, wenn sie unter
Addition und Multiplikation abgeschlossen ist (aus s,t € S folgen also s + ¢, st € S), mit
jedem Element sein additives Inverses enthélt (aus s € S folgt —s € S) und die Eins von R
enthélt (also 15 € 9).

Dann ist S in offensichtlicher Weise selbst ein Ring, was die Terminologie rechtfertigt.

Beispiele 2.3.2. Jede der Inklusionen Z C Q C R C C ist die Inklusion eines Unterrings in
einen Ring.

Beispiel 2.3.3. Die Teilmenge Z[i] :== {a + bi € C| a,b € Z} C C ist ein Unterring von C.

2.3.4. Unterringe von Integritétsbereichen sind Integritdtsbereiche. Dies zeigt, dass die Ringe
Z und Z[i] in den obigen Beispielen Integritéitsbereiche sind.

Definition 2.3.5. Seien R und S Ringe. Ein Ringhomomorphismus oder Homomor-
phismus von Ringen von R nach S ist eine Abbildung ¢: R — S mit ¢(z+y) = ¢(z)+¢(y)
und ¢(zy) = p(z)p(y) fir alle z,y € R und ¢(1) = 1. Ein Ringisomorphismus ist ein
bijektiver Ringhomomorpismus (oder dquivalent, ein Ringhomomorpismus ¢: R — S, fir
den es einen Ringhomomorpismus ¢: S — R mit ¢ o ¢ = idg und ¢ o ¢p = idg gibt, vgl.

8Gilt in einem Ring 1 = 0, so besteht dieser Ring aus genau einem Element (ist also der Nullring), denn
fiir jedes beliebige Element x gilt dann z =x-1=2-0=0.
20



Bemerkung 1.3.9). Wir notieren einen Ringisomorphismus als ¢: R = S. Zwei Ringe heifien
isomorph, wenn es einen Ringisomorphismus zwischen ihnen gibt.

Beispiel 2.3.6. Die Abbildung Z — Z/nZ, x — [z], ist ein Ringhomomorphismus.

Beispiel 2.3.7. Ist S C R ein Unterring eines Ringes, so ist die injektive Inklusionsabbildung
S — R, s — s ein Ringhomomorphismus.

2.4. Polynomringe in einer Variablen iiber Koérpern.
2.4.1. Im gesamten Abschnitt 2.4 sei K ein Korper, etwa R oder C.”

Definition 2.4.2. Ein Polynom in einer Variablen X mit Koeffizienten in K (oder
Polynom in X iiber K) ist ein formaler Ausdruck der Form

f=f(X)=a X"+ a, 1 X" 4+ +aX?+ a1 X + ag

fir n € Nund ag,a4,...,a, € K.lo‘” Die ay, ..., a, heien Koeffizienten des Polynoms,
genauer ist a; der Koeffizient von X".
Die Menge K[X] aller Polynome in X iiber K wird mit der (koeffizientenweisen) Addition

max(n,m)

Z a; X'+ ijXj = Z (ar, + by) X",
i=0 §=0 k=0

wobei ,nicht vorhandene* Koeffizienten als Null verstanden werden (d. h. ay := 0 fir &k > m
und by, := 0 fiir £ > n), und der Multiplikation

m n m n m+n
(ZCLZXZ) . (Zb]XJ) = ZZaiij”j = Z ( Z aibj)Xk
=0 7=0 =0 j=0 k=0 1,j€N,

it+j=k

ein kommutativer Ring'?, der als Polynomring iiber K in der Variablen X bezeichnet
wird.

2.4.3. Oft werden Elemente f € K[X] wie oben als f(X) notiert, um anzudeuten, dass sie
von der Variablen X abhéngen. Das Nullelement 0 in K[X] wird auch als Nullpolynom
bezeichnet.

Ein Polynom der Form f = ay, fiir ag € K, heilt konstantes Polynom. Wir fassen K als
Unterring K C K[X] auf, indem wir Elemente von K als konstante Polynome auffassen.

Beispiel 2.4.4. Im Polynomring R[X]| gelten
(X242X + D)+ (X3 - X) = X3+ X2+ X + 1,
(X?+X)(X-1)=X"-X.

9Man kann allgemeiner Polynomringe iiber kommutativen Ringen betrachten, jedoch ist dies fiir diese
Vorlesung nicht von Bedeutung.

1011 einem solchen Ausdruck lassen wir oft Unterausdriicke der Form +0X* weg und schreiben X statt
1X? und X statt X', beispielsweise sind 2X? + X + 1 und 0X* + 2X3 + 0X? 4+ 1X' 4+ 1 verschiedene
Schreibweisen fiir dasselbe Polynom.

HKorrekter, aber vollkommen unintuitiv, ist ein Polynom eine Folge (ag, a1, as, . ..) reeller Zahlen, fiir die
es ein N € N mit a; = 0 fiir alle s > N gibt.

P2Wir iiberlassen dem Leser den Beweis.
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Ende 4. Vor-

lesung
30.04.2020

am

2.4.5 (Polynome als polynomiale Abbildungen). Sei f = f(X) =a, X"+ -+ a; X +ag €
K[X] ein Polynom. Dann liefert f eine Abbildung'®

K — K,
2z f(2) i =ap2"+ -+ a1z + ap.

Jede Abbildung K — K von dieser Form heifit polynomiale Abbildung. Ist f = ag ein
konstantes Polynom, so ist die zugeordnete polynomiale Abbildung konstant, denn sie nimmt
iiberall den Wert ag an.

Definition 2.4.6. Sei f(X) =Y ,a; X" € K[X] ein Polynom. Eine Nullstelle von f (in
K) ist ein Element z € K mit f(z) = 0 gilt.

Beispiele 2.4.7. (a) Das Polynom X? € R[X] hat genau eine reelle Nullstelle.
(b) Das Polynom X2+ 1 € R[X] hat keine reelle Nullstelle.
(c) Das Polynom X2 + 1 € C[X] hat zwei komplexe Nullstellen, néimlich .
(d) Das Polynom X? + X + 1 € F[X] hat keine Nullstelle in Fy.

Definition 2.4.8. Sei f(X) =a, X" + -+ a1 X + ap € K[X] ein Polynom.
(a) Der Grad von f (englisch degree) ist definiert durch

_Jmax{i|a; #0} falls f #0,
deg(f) = {—oo falls f = 0.

Es gilt also deg(f) € NU {—o0}.
(b) Gilt f # 0, so ist der Leitkoeffizient von f das Element agey(s) 7# 0.
(c¢) Ein Polynom f heifit normiert, falls f # 0 gilt und sein Leitkoeffizient 1 ist.

Beispiel 2.4.9. Das Polynom 2X3+7X 41 hat Grad 3 und ist nicht normiert. Das Polynom
X3 4+ X ist normiert und hat Grad deg(X? + X) = 3.

2.4.10. Fiir das Symbol —oo sind im Hinblick auf das folgende Lemma die folgenden Kon-
ventionen sinnvoll, wobei n € N:

—OO<TL, _OOS_OO§TL7
max(_oo7n) =n = maX(’]’L’ —OO)’ maX(_OO, _OO) = —0Q,
(—00) +n=—-00=mn+(—0), (—o0) + (—o0) = —o0.

Proposition 2.4.11. Sei K ein Kérper. Fir beliebige Polynome f,g € K|[X]| gelten:

(a) deg(f + g) < max(deg(f),deg(g)); im Fall deg(f) # deg(g) gilt deg(f + g) =
max(deg(f),deg(g)).
(b) deg(f - g) = deg(f) + deg(g).
Ist insbesondere f ein Teiler™ von q # 0 in K[X], so gilt deg(f) < deg(q).

Beweis. Ist f oder g das Nullpolynom, so sind alle Behauptungen trivial. Gelte f # 0 # g.
Schreibe f = a,, X™ 4+ ... und g = b, X" + ... wobei m = deg(f) und n = deg(g). Die erste
Behauptung ist dann klar nach Definition der Addition.

BDjese Abbildung ist kein Homomorphismus von Ringen, sie ist aber ,, K -linear.
MDefinition 2.2.4 nachtriglich ergéinzt.
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Nach Definition der Multiplikation hat fg Grad < n + m. Der Koeffizient von fg bei
XM st ay,b,,, und dieses Produkt verschwindet nicht, da K als Korper insbesondere ein
Integritatsbereich ist. Also hat fg Grad n + m. U

Beispiele 2.4.12. (a) Sei g(X) = X?+ X in R[X].
e Fiir f(X)=2X? hat hat f + ¢ =3X?+ X Grad 3 = max(1,3) = 3.
o Fiir f(X)=—X3hat f+¢g=X Grad 1 < max(1,3) = 3.
e Fiir f(X)=X hat f+g=X3+2X Grad 3 = max(1,3).
(b) Fiir f(X) = X?+ 1 und ¢g(X) = X® 4+ X in Fy[X] haben f + ¢ = X + 1 Grad
1 <max(3,3) =3 und fg= X%+ X*+ X3+ X Grad 6 = 3 + 3.

Satz 2.4.13. Sei K ein Korper. Dann ist K[X] ein Integritatsbereich.

Beweis. Wir wissen, dass K|[X| kommutativ ist; sicherlich gilt 1 # 0. Seien f, g € K[X] mit
fg = 0. Dann gilt —oo = deg(0) = deg(fg) = deg(f) + deg(g) nach Proposition 2.4.11.(b),
also deg(f) = —oo oder deg(g) = —oo. Wir folgern f = 0 oder ¢ = 0, denn nur das
Nullpolynom hat Grad —oo. U

Proposition 2.4.14. Sei K ein Korper. Dann sind die Einheiten von K[X] genau die
FEinheiten von K, in Formeln K[X|* = K* = K \ {0}.

Beweis. Ist a € K* eine Einheit, so ist klar, dass a als konstantes Polynom invertierbar in
K[X] ist. Sei umgekehrt f € K[X] eine Einheit. Dann existiert ein g € K[X] mit fg = 1. Es

folgt 0 = deg(1) = deg(fg) = deg(f)+deg(g) und somit deg(f) = 0 = deg(g), also f,g € K.
Dann gilt aber schon fg =1 im Unterring K und f ist eine Einheit in K. U

Lemma 2.4.15 (Auswerten von Polynomen). Seien z € K. Dann ist Auswerten bei z
(oder Evaluation bei z)

ev,: K[X] — K,

m m

f(X) = Z%‘Xi = f(z) = Zai2i7
=0 1=0
ein Homomorphismus von Ringen, es gelten also f(z) + g(z) = (f + g)(2) und (fg)(z) =
f(2)g(2) fir alle f,g € K[X] und 1(z) = 1.

Beweis. Einfaches Nachrechnen: Seien f(X) = > a; X" und g(X) = >, b; X" Elemente
von K[X]. Dann gilt

ev(fleva(g) = f(2)g(z) = (D_az) - (D b;27) = D (D aiby)2" = (£9)(2) = ev.(f9).
i=0 j=0 k=0 i,j€N,

i+j=k
Dies besagt, dass Auswerten mit Multiplikation vertraglich ist. Analog zeigt man, dass es
mit Addition vertraglich ist. AuBerdem gilt ev,(1) = 1(2) = 1. O

Satz 2.4.16 (Polynomdivision - Division mit Rest in K[X]). Sei K ein Kérper. Seien
f,g € K[X] Polynome mit g # 0. Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome q,r € K|[X]|
mat
f=qg+1r und deg(r) < deg(g).
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Beweis. Seien 0 # g € K[X] fixiert und n := deg(g) > 0.

Existenz der Darstellung: Wir zeigen die Aussage per Induktion iiber den Grad von f.

Induktionsanfang: Die Aussage gilt fiir alle Polynome f € K[X]| vom Grad deg(f) < n. In
der Tat, fiir jedes solche Polynom ist f = 0g + f wegen deg(f) < n = deg(g) eine gesuchte
Darstellung.

Sei nun m := deg(f) > n und sei die Aussage bereits fiir alle Polynome vom Grad < m
bewiesen. Seien a,, der Leitkoeffizient von f und b, der Leitkoeffizient von g. Wegen m > n
gilt X™™ " € K[X] und wir kénnen das Polynom
betrachten.'® Da %—TX m~"g ein Polynom vom Grad m mit Leitkoeffizient a,, ist, was auch
fir f zutrifft, gilt deg(f’) < m = deg(f). Per Induktion finden wir ¢/, € K[X] mit

' =q'g+rund deg(r) < deg(g).

Wir erhalten wie gewiinscht

f=f+ Cg—me’”g = (¢ + (Z—me*”) g +r mit deg(r) < deg(g).

=:q

(.

Eindeutigkeit der Darstellung: Gelte f = qg +r = ¢'g + v’ mit deg(r) < deg(g) und
deg(r’) < deg(g). Es folgt

r'=r=(-q)g
Gilt ¢ = ¢/, so folgt r = " und wir sind fertig. Gelte ¢ # ¢, also insbesondere deg(q—¢') > 0.
Wir erhalten

deg(r'—r) < max(deg(r),deg(r')) < deg(g) < deg(g)+deg(q—¢') = deg(g(g—¢')) = deg(r'—r).
——

>0

Dies zeigt deg(r’ —r) > 0 und deg(r’ — r) < deg(r’ — ), was nicht sein kann. O

Algorithmus 2.4.17 (Polynomdivison). Der Beweis von Satz 2.4.16 ist konstruktiv und
liefert das moglicherweise aus der Schule bekannten Verfahren zur Polynomdivision. Wir
illustrieren dies in Beispiel 2.4.18.

Beispiel 2.4.18 (Polynomdivision). Betrachte die Polynome f = f(X) = X°+ X% +2X3 —
X?—X —2und g =g(X) = X3+ 4X?+5X + 6 in R[X]. Das folgende Rechenschema (je
nach Geschmack eventuell mit dem Summanden —2 in der dritten Zeile ergénzt) illustriert
die Polynomdivision von f durch g.
X5 + X' 42X% —X? - X —2=(X®+4X?+5X+6) (X2 -3X+9) —28X% 28X — 56
— X5 —4X* —5X% —6X2
—-3X* —3x3% —-7X?2 -—-X
3X*14+12X° +15X2 + 18X
9X° +8X%+17X —2
—9X3 —36X2% - 45X — 54
—28X2% - 28X — 56

5Hier ist f’ nur ein Name fiir ein Polynom. Bitte nicht an die Ableitung im Sinne der Analysis denken.
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Proposition 2.4.19 (Abspalten von Nullstellen). Seien K ein Korper, f € K[X] ein Po-
lynom und z € K. Dann sind dquivalent:

e z ist eine Nullstelle von f, d.h. f(z) =0;
o X — z ist Teiler von f, d.h. es gibt ein (eindeutiges) Polynom q € K[X| mit f =
(X — 2)q.

Beweis. =: Sei z eine Nullstelle von f. Per Division mit Rest (Satz 2.4.16) gilt f = (X —
z)q + r fir geeignete ¢, € K[X] mit deg(r) < deg(X — z) = 1. Also ist r = a9 € K ein
konstantes Polynom. Werten wir f = f(X) = (X — 2)¢(X) + r bei z aus, so erhalten wir

0=f(2) = (2= 2)q(2) +r(2) = 0+ ao

in K, wobei die zweite Gleichheit genaugenommen verwendet, dass Auswerten bei z ein
Ringhomomorphismus ist (Lemma 2.4.15). Also gilt 7 = ap = 0 und damit f = (X — z)q.
<: Wertet man f = (X — z)q bei z aus, so folgt f(z) = (z — 2)q(z) = 0. O

Definition 2.4.20. Seien K ein Korper, f € K[X] \ {0} ein Polynom und z € K. Die
Nullstellenordnung ord,(f) von f in z ist die groite natiirliche Zahl n, so dass (X — z)"
ein Teiler von f ist. Dies ist wohldefiniert, denn jeder Teiler von f hat Grad < deg(f) € N
und 1 = (X — 2)° ist ein Teiler von f.

Man nennt z eine n-fache Nullstelle von f, wenn ord,(f) = n gilt.

2.4.21 (Berechnung der Nullstellenordnung). Man berechnet die Nullstellenordnung in z,
indem man solange den Faktor X — z abspaltet, wie z eine Nullstelle ist.

Beispiele 2.4.22.  (a) Das Polynom f = X3 — X2 — 2X + 2 € R[X] hat 1 als reelle
Nullstelle. Durch Abspalten dieser Nullstelle erhélt man X3 — X2 —2X +2 = (X —
1)(X?—2). Da X?—2 bei 1 nicht verschwindet, gilt ord;(f) = 1; in Worten ist 1 eine
einfache Nullstelle von f. Ebenso sind v/2 und —+v/2 einfache Nullstellen von f. Alle
Elemente z € R\ {1,4+/2} sind keine Nullstellen (= nullfache Nullstellen) von f.

(b) Das Polynom X (X +1)?(X —5)* hat die einfache Nullstelle 0, die doppelte Nullstelle
—1 und die 4-fache Nullstelle 5 (da etwa X (X + 1) nicht bei 5 verschwindet).
Die folgenden beiden Beispiele verwenden den Korper Fy := Z /37 (der Leser iiberzeuge

sich, dass dieser Ring ein Koérper ist, vgl. Satz 2.9.1).

(a) Das Polynom f = X*+X3+2X?+ X +1 € F3[X] hat in F3 nur die Nullstelle 1 = —2.
Wir kénnen also X —1 = X +2 abspalten und erhalten f = (X —1)(X?+2X?*4+ X +2).
Der zweite Faktor hat nur 1 als Nullstelle und wir erhalten f = (X — 1)?(X2% + 1).
Der Faktor (X2 + 1) hat keine Nullstelle in F3. Also gilt ord;(f) = 2 und ord,(f) =0
fir alle z € F3 \ {0} = {1,2}.

(b) Das Polynom X? — X € F3[X] hat 0,1 und 2 als Nullstellen. Durch Abspalten dieser
Nullstellen erhiilt man X3 — X = X(X? —1) = X(X — 1)(X —2).

Korollar 2.4.23. Ein Polynom f € K[X]\{0} vom Gradn € N hat hichstens n Nullstellen
n K.

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion iiber n.
Induktionsanfang: Im Fall n = 0 gilt f € K\ {0} und f hat keine Nullstelle.
Induktionsschritt. Gelte n > 1. Sei z € K eine Nullstelle von f. Nach Proposition 2.4.19
gilt f = (X — 2)q fiir ein ¢ € K[X]. Wegen n = deg(f) = deg(X — 2) + deg(q) = 1 + deg(q)
gilt deg(q) = n — 1. Nach Induktionsannahme hat ¢ hochstens n — 1 Nullstellen. Ist 2’ € K
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eine Nullstelle von f mit 2’ # z, so gilt 0 = f(2') = (2’ — 2) ¢(2'), also ¢(2’) = 0, und 2’ ist
#0

eine Nullstelle von ¢. Dies zeigt, dass f hochstens n Nullstellen hat. U

Beispiel 2.4.24. Die Polynome X (X — 1), X?, X2+ 1 in R[X] vom Grad zwei haben zwei,

eine und keine reellen Nullstellen.

Definition 2.4.25. Ein Polynom f € K[X]\{0} zerfillt vollstindig in Linearfaktoren,
wenn

fX) =a(X = A)-- (X =)
fiir geeignete Elemente A\y,..., A\, € K und a € K* gilt. Offensichtlich sind dann a der
Leitkoeffizient und n der Grad von f.

2.4.26. In diesem Fall ist {\q,...,\,} die Menge der Nullstellen von f. Beachte, dass die
Elemente A1, ..., A\, nicht verschieden sein miissen.

2.4.27. Der Beweis von Korollar 2.4.23 zeigt: Hat ein Polynom f € K[X] vom Grad n € N
genau n verschiedene Nullstellen, so zerféllt f vollstindig in Linearfaktoren.

Beispiel 2.4.28. (a) Jedes lineare (und auch jedes konstante Polynom # 0) zerféllt

vollstdndig in Linearfaktoren.

(b) Sei p € K[X] ein Polynom mit deg(p) = 2. Dann zerféllt p genau dann vollstindig
in Linearfaktoren, wenn p eine Nullstelle hat (vgl. Proposition 2.4.19).

(c) Hat ein Polynom f € K[X] vom Grad deg(f) > 2 keine Nullstelle in K, so kann es
nicht vollstdndig in Linearfaktoren zerfallen.

(d) Uber R hat X?+1 keine Nullstelle, es zerfillt also nicht vollstéindig in Linearfaktoren.

(e) Uber C hat X2 + 1 die beiden verschiedenen Nullstellen 7 und —i und zerfillt als
X2 +1=(X —1)(X + i) vollstéindig in Linearfaktoren.

Satz 2.4.29 (Fundamentalsatz/Hauptsatz der Algebra - im Rahmen dieser Vorlesung ohne
Beweis). Jedes Polynom f € C[X] vom Grad > 1 hat eine komplexe Nullstelle.
(Dies bedeutet, dass C ein algebraisch abgeschlossener Kirper ist.)

Bemerkung 2.4.30. Der Beweis des Hauptsatzes der Algebra benétigt Mittel aus der Ana-
lysis. Der kiirzeste mir bekannte elementare Beweis steht in | | und verwendet nur Vor-
kenntnisse aus der Analysisvorlesung fiir Informatiker (noch elementarer, aber langer ist

[1012]).
Korollar 2.4.31. Jedes Polynom f € C[X]\ {0} zerfdllt vollstindig in Linearfaktoren.

Beweis. Wir zeigen die Aussage per Induktion iiber den Grad von f. Sie ist klar fiir deg(f) =
0. Gelte deg(f) > 1. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (siche Satz 2.4.29) hat f eine
Nullstelle z € C. Nach Proposition 2.4.19 kénnen wir diese Nullstelle abspalten und erhalten
f = (X—2)g fiir ein g € C[X]. Wegen deg(f) = deg(X —z)+deg(g) gilt deg(g) = deg(f)—1.
Nach Induktionsannahme zerfillt g vollstéindig in Linearfaktoren. Dasselbe gilt dann auch
fir f=(X —2)g. O

2.5. Grofiter gemeinsamer Teiler und euklidischer Algorithmus.

Definition 2.5.1. Seien a und b Elemente eines Integritétsbereichs R. Ein Element d € R

heiflit genau dann groflter gemeinsamer Teiler (ggT) von a und b, wenn gelten:
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(a) d|aund d | b.
(b) Fiir allet € R gilt: Aust | aund ¢ | b folgt ¢ | d.

In Worten ist d also ein gemeinsamer Teiler von a und b und jeder gemeinsame Teiler von a
und b teilt d.

Beispiel 2.5.2. In Z sind —8 und 8 die beiden ggT von 56 und 16. Man kann dies ent-
weder direkt sehen (die Teiler von 56 sind 41, +2,+4, £7,+8, +14, +£28 +56, die von 16
sind +1, £2, +4, £8, +16; da alle Teiler einer ganzen Zahl n Betrag < |n| haben, muss man
nur endlich viele Zahlen testen; vgl. Hasse-Diagramm | , Hasse-Diagramm]) oder for-
mal aus Beispiel 2.5.11 unten folgern. Obwohl der gg'T' nicht eindeutig ist, schreiben wir

ggT(56,16) = 8.

2.5.3 (Eindeutigkeit von ggT). Ein ggT ist eindeutig bis auf Multiplikation mit einer Einheit:
Sind d und d' zwei ggT von a und b, so existiert eine Einheit » € R* mit d = rd’. Ist d ein
gg'T von a und b, so ist fiir jede Einheit » € R* auch rd ein ggT von a und b.

Beweis. Die zweite Aussage ist klar. Wir beweisen die erste. Es gilt d ‘ d und d’ ‘ d, also
sd = d und rd = d fiir geeignete r, s € R. Somit d = rd’ = rsd. Ist d # 0, so folgt 1 = rs
nach 2.2.6, also ist r eine Einheit und es gilt d = rd’. Ist d = 0, so folgt ' = 0 und es gilt
d=0=1-0=1-d. 0

Bemerkung 2.5.4 (Existenz von ggT). Ein ggT existiert im Allgemeinen nicht. Beispiels-
weise haben im Integrititsring Z[iv3] = {a + biv/3 | a,b € Z} die beiden Elemente
a=4=2-2= (1431 —+3i) und b = 2+ 2v/3i = 2- (1 + V/3i) keinen ggT. Die
Begriindung ist dem interessierten Leser iiberlassen.

Definition 2.5.5. Ein euklidischer Ring ist ein Integritdtsbereich R zusammen mit einer
Abbildung ¢: R\ {0} — N, so dass fiir alle a,b € R mit b # 0 Elemente ¢,r € R mit

a=qgb+rund §(r) < i(b)

existieren; um hier auch den Fall r = 0 abzudecken, setzen wir hier und spéter stets §(0) :=
—oo. Wir nennen eine solche Darstellung a = gb + r eine Division von a durch b mit Rest r.

Beispiel 2.5.6. Der Polynomring K[X] iiber einem Kérper K zusammen mit der Abbildung
deg: K[X]\ {0} — N ist nach Satz 2.4.16 ein euklidischer Ring.

Satz 2.5.7. Der Ring Z der ganzen Zahlen mit der Betragsfunktion |- |: Z \ {0} — N ist
ein euklidischer Ring.

Genauer gilt (Division mit Rest in den ganzen Zahlen): Fir alle a,b € Z mit b # 0
existieren q,r € Z mit a = qgb+r und 0 < r < |b|.

Beweis. Die Menge {a — ¢'b | ¢ € Z und a — ¢'b € N} ist nicht leer (im Fall b > 0 ist jedes
¢ < ¢ in der Menge, im Fall b < 0 jedes ¢" > %) und hat somit ein kleinstes Element
r > 0. Sei ¢ € Z mit a — gb = r. Wir behaupten r < |b|. Sonst gilt > [b|. Im Fall b > 0
gilb 7 >r—b=a—(¢g+ 1)b > 0 im Widerspruch zur Wahl von r. Im Fall b < 0 gilt

r>r+b=a—(¢g—1)b>0im Widerspruch zur Wahl von r. Die Behauptung folgt. O

Beispiel 2.5.8. Neben der Division 31 = 4 -7 4 3 mit nicht-negativem Rest 3 (wie in
Satz 2.5.7) ist auch 31 = 5 -7 — 4 eine Division mit Rest im Sinne von Definition 2.5.5.
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Satz 2.5.9. Sei R ein euklidischer Ring und seien a,b € R. Dann existiert ein ggT von a
und b. Ist d ein ggT von a und b, so existieren x,y € R mit d = xa + yb (Berechnung durch
den im Beweis erklirten euklidischen Algorithmus).

Beispiel 2.5.10. Der gg'T' —8 von 56 und 16 hat die Darstellung —8 =156 — 4 - 16. Der
ggT 8 von 56 und 16 hat die Darstellungen 8 =1-56 —3-16 = (—1) - 56 + 4 - 16.

Beweis. Ohne Einschrankung gelte a # 0 # b (denn im Falla =b6=0ist 0 =0-040-0 ein
geT, imFalla=0#bist b=0-0+1-b ein ggT, und der Fall a # 0 = b geht analog).

Bestimmung des ggT mit dem euklidischen Algorithmus: Sei : R\ {0} — N die
Abbildung, die R zu einem euklidischen Ring macht. Gelte ohne Einschrénkung §(b) < §(a)
(sonst vertausche a und b). Wir werden induktiv Elemente ag, a1, as, . .. in R definieren. Setze
ap := a und ay := b.

Sei ¢ > 2 und seien a;_5 und a;_; bereits definiert und gelte a;_; # 0. Wir definieren a; als
,Rest einer Divison von a; o durch a;_1“. Genauer gibt es nach Definition eines euklidischen
Rings Elemente ¢;, a; € R mit

a2 = q;a;—1 + a; und 6(a;) < 6(a;_1).

Solange a; # 0 gilt, iterieren wir dies. Wegen d(ag) > d(a;) > d(ag) > ... bricht unser
Verfahren nach endlich vielen Schritten ab (da es keine unendliche echt absteigende Folge
natiirlicher Zahlen gibt), d. h. es gibt ein n > 1 mit a,,4; = 0.

Wir behaupten, dass d := a,, ein ggT von a und b ist.

Per Konstruktion haben wir Gleichungen

ag = @201 + as,

a1 = q3as + ag,

(p—3 = Qn-10an—2 + Ap—1,
Ap—9 = qnQp_1 + Qp,
Gp—1 = qn4+10np.

Trivialerweise ist a, ein Vielfaches von d = a,. Liest man unsere Gleichungen von unten
nach oben, so sieht man, dass auch a,_1,a,_o,...,as,a; = b,ay = a Vielfache von d sind.
Also ist d Teiler von a und b.

Sei z ein Teiler von a = ap und b = a;. Nach der ersten Gleichung ist dann x auch ein
Teiler von as. Nach der zweiten Gleichung ist dann x auch ein Teiler von ag, ..., nach der
vorletzten Gleichung ist « auch ein Teiler von a,, = d. Dies zeigt, dass d ein ggT von a und
b ist.

Um eine Darstellung d = ax + by zu erhalten, beginnen wir mit der vorletzten Gleichung.
Sie liefert die Darstellung

d= Qp = Ap—2 — Gnln—1.
Die vorvorletzte Gleichung erlaubt, darin a,_, durch a,_3 — ¢,_1a,_2 zu ersetzen. ... Die
erste Gleichung erlaubt, as durch ay — gua; zu ersetzen. Zusammengefasst liefert das eine
Darstellung d = za + yb.
Ist d' ein beliebiger ggT von a und b, so gilt d’ = ud fiir eine Einheit u € R (siehe 2.5.3),

und wir erhalten die Darstellung d’ = ud = uxa + uyb. O
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Beispiel 2.5.11. Wir bestimmen einen ggT von 150 und 42 im euklidischen Ring Z mit
dem euklidischen Algorithmus.

150 = 3-42 + 24

42 =1-24+18
24=1-1846
18 =3 -6.

Nach dem Beweis von Satz 2.5.9 gelten also 6 = ggT(150,42) und
6=24—18=24—(42—-24)=—42+4+2-24=—42+2- (150 —3-42) = 2150 — 7 - 42.
Aufgabe 2.5.12. Seien n > 1 und a € Z. Dann gilt ggT(n,a) = +1 genau dann, wenn

Z/nZ = {(a).

Satz 2.5.13. Sei K ein Kérper. Dann besitzen je zwei Polynome f,g € K[X], die nicht
beide Null sind, genau einen normierten ggT (Berechnung mit euklidischem Algorithmus).

Beweis. Existenz: Nach Satz 2.4.16 ist K[X] ein euklidischer Ring. Also besitzen f und g
nach Satz 2.5.9 einen ggT d, der mit dem euklidischen Algorithmus berechnet werden kann.
Es gilt d # 0, da nicht f = 0 = ¢ gilt. Sei a # 0 der Leitkoeffizient von d. Dann ist %d ein
normierter ggT von f und ¢ (siehe 2.5.3).

Eindeutigkeit: Ist d’ ein weiterer normierter ggT von f und g, so gilt d = ud' fiir eine

Einheit u € K[X]* = K \ {0} nach 2.5.3 und Proposition 2.4.14. Da d und d’ normiert sind
und v € K gilt, folgt uw = 1 per Vergleich der Leitkoeffizienten, also d = d'. 0

Beispiel 2.5.14. Wir berechnen den normierten ggT von f = f(X) = X?+ X und g =
g(X) = X%+ 1 in R[X] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus.

(X?2+X):(X?*+1)=1  Rest X —1
—(X*+1)
X -1 = X2+ X=1-(X2+1D+|(X-1)

(X?4+1):(X-1)=X+1  Rest?2

~(X*— X)
X +1
—(X =1
2 = X’+1=(X+1)[(X-1)|+2
1 1 1 1
(X=1):2=7X -2 Rest0 = (X-1=(5X-7) 240

Dies bedeutet, dass 2 ein ggT von f und g in R[X] ist. Der normierte ggT von f und g ist
also 1.
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Lesen unserer Gleichungen von unten und Ersetzen liefert (wir starten mit der vorletzten
Gleichung und ersetzen den umrahmten Ausdruck durch den aus der vorigen Gleichung
erhaltenen Ausdruck)

2=(X*+1)— (X +1)(X —1)

=(X?+1) - (X +D[(X*+X) - (X*+1)]

=(X+2)(X*+1) - (X +1)(X*+X)
und somit die folgende Darstellung des normierten ggT.

X +2 X +1
2
Aufgabe 2.5.15. Bestimmen Sie den normierten ggT von f = f(X) = X2+ X und g =

g(X) = X% + 1 in Fy[X] (statt in R[X] wie im vorigen Beispiel) mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus und stellen Sie ihn in der Form pf + qg dar.

1 (X?+1) (X?+X)

Beispiel 2.5.16 (Fortsetzung von Beispiel 2.4.18). Wir bestimmen den normierten ggT von
f=fX)=X°+X*"+2X3—X?—-X—-2und g = g(X) = X?+4X?+5X + 6 in R[X] mit
Hilfe des euklidischen Algorithmus. Erste Polynomdivision:
X° +X* +2X% —X? —X —2=(X?+4X?+5X+6) (X>-3X+9) —28X? 28X —56
— X5 —4X* —5X3 —6X?
—3X* -3X% —-7X? -X
3X4 +12X3 +15X2 + 18X
9X3 +8X2+17X —2
—9X3 —36X% - 45X — 54
—28X?% — 28X — 56
Zweite Polynomdivision:
X3 +4X? +5X +6=(—28X? —28X —56) (— 5 X — 5%)
- X3 —X?2-2X

3X24+3X +6
—3X2-3X -6
0

Dies bedeutet, dass —28X2% — 28X — 56 ein ggT bzw. X2 + X + 2 der normierte ggT von
f und g sind. Die Darstellung als Summe von Vielfachen von f und g liest man direkt aus
der ersten Polynomdivision ab.

Definition 2.5.17. Seien a und b Elemente eines Integritatsbereichs R. Ein Element v € R
heiflit genau dann kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von a und b, wenn gelten:
(a) a|vund b | v.
(b) Fiir alle w € R gilt: Aus a | w und b | w folgt v | w.
Ein kgV ist eindeutig bis auf Multiplikation mit einer Einheit und wird als kgV(a, b) notiert.

Satz 2.5.18. Seien a und b zwei Elemente eines euklidischen Rings R. Dann existiert ein
kgV von a und b und es gilt

ggT(a,b) - kgV(a,b) = ab,

wenn man ggT und kgV geeignet wdhlt.
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Beweis. Sei d = ggT(a,b) ein ggT von a und b und gelte d = za + yb fiir geeignete x,y € R
(Satz 2.5.9). Da d Teiler von a und b ist, gibt es o, 8 € R mit a = ad und b = fd. Wir
behaupten, dass
v = afd

ein kgV von a und b ist. Wegen dv = dafSd = ab gilt dann die behauptete Formel.

Wegen v = affid = aff = ab ist v ein gemeinsames Vielfaches von a und b.

Im Fall d = 0 ist v = affd = 0 offensichtlich ein kgV von a = ad = 0 und b = d = 0.

Gelte also d # 0. Aus d1 = d = za + yb = d(za + yf) folgt durch Kiirzen 1 = za + yp.
Sei w € R ein Vielfaches von a und b, d. h. es gibt s, € R mit w = sa = tb. Dann ist

w=wl =w(za+yB) = thra + sayf = tBdra + sadyB = afd(tx + sy) = v(tz + sy)
ein Vielfaches von v wie gewiinscht. O

Aufgabe 2.5.19. Seien f,g € K[X]| Polynome, die nicht beide Null sind. Dann ist der
normierte ggT von f und g das eindeutige Polynom grofiten Grades in der Menge

{h € K[X] | h ist normiert und teilt f und g}.

In Worten ist der normierte grofite gemeinsame Teiler der normierte gemeinsame Teiler
grofiten Grades.

2.6. Chinesischer Restsatz.

2.6.1. Sind R und S Ringe, so ist R x .S mit komponentenweiser Addition und Multiplikation,
d.h. (r,s)+ (', 8) = (r+7,s+s) und (r,s) - (r',s') := (r-1',s-5), ebenfalls ein Ring.

Satz 2.6.2 (Chinesischer Restsatz (Version fiir Z)). Seien m,n > 1 ganze Zahlen mit
geT(m,n) = 1. Dann ist die Abbildung

0: Z/(mn)Z = Z/mZ x Z/nZ,
[a]imn = ([a]m; [aln),

fiir a € Z, ein Isomorphismus von Ringen.

Beweis. Sei p: Z/(mn)Z — Z/mZ x Z/nZ die angegebene Abbildung. Sie ist wohldefiniert,
denn jedes Vielfache von mn ist auch ein Vielfaches von m und von n. Sie ist offensichtlich
ein Ringhomomorpismus. Da Start- und Zielbereich von ¢ je mn Elemente haben, geniigt es
zu zeigen, dass ¢ surjektiv ist'® 7.

Wegen ggT(m,n) = 1 gibt es ganze Zahlen x,y € Z mit 1 = xm + yn (siehe Satz 2.5.9).
Fiir das Element a := [yn],,, gilt dann

p(a) = ([ynlm, [ynln) = (1 = 2mlm, [0]n) = ([Um, [0]n)-

I6Riir eine Abbildung zwischen endlichen Mengen sind die Eigenschaften injektiv, surjektiv und bijektiv
dquivalent.

17 Alternativ reicht es auch zu zeigen, dass ¢ injektiv ist, was &hnlich kompliziert ist:

Nach Lemma 1.3.7 reicht es zu zeigen, dass der Kern von ¢ (als Gruppenhomomorphismus) nur aus dem
Element [0],,, besteht. Sei a € Z mit ¢([alnm) = ([a]m, [a]n) = 0 = ([0]m, [0]). Dies bedeutet, dass a sowohl
durch m als auch durch n teilbar ist, dass es also u,v € Z mit a = mu = nv gibt.

Wegen ggT(m,n) = 1 finden wir mit dem euklidischen Algorithmus ganze Zahlen z,y € Z mit xm+yn = 1.
Multiplizieren wir diese Gleichung mit a, so erhalten wir

a = axm + ayn = nvrm + muyn = mn(ve + uy).

Dies bedeutet mn | a, also [a]y, = 0. Also ist ¢ injektiv.
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Fiir das Element b := [zm),,,, gilt analog

p(b) = ([zm]m, [emln) = ([0lm, [L = ynln) = ([0lm, [1n)-
Fiir beliebige s,t € Z erhalten wir damit

p(sa+1tb) = @(sa) + ¢(tb) = sp(a) + to(b) = 5([1]m, [0]n) + £([0]m, [1]n)
= ([shm; [01n) + ([0lm; [t]n) = ([s]m; [t]n)-

Also ist ¢ surjektiv. O
2.7. Primfaktorzerlegung - Zerlegung in irreduzible Faktoren.

Definition 2.7.1. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Element p € R heifit genau dann
irreduzibel, wenn gelten:

(a) Das Element p ist keine Einheit, d.h. p ¢ R*.
(b) Ist p = zy das Produkt zweier Elemente =,y € R, so ist x oder y eine Einheit in R.

2.7.2. Sei u € R* eine Einheit. Dann ist p € R genau dann irreduzibel, wenn up irreduzibel
ist.

Bemerkung 2.7.3. Das Nullelement 0 eines beliebigen Ringes ist nie irreduzibel: Im Null-
ring ist 0 = 1 eine Einheit. Sonst ist 0 = 0 - 0 das Produkt zweier Nichteinheiten.

Beispiel 2.7.4 (Irreduzible Elemente in Z). Wir erinnern daran, dass eine ganze Zahl p € Z
genau dann Primzahl heifit, wenn p > 1 gilt und fiir alle ganzen Zahlen x > 1 aus x | p
entweder x = 1 oder x = p folgt.

Die Primzahlen sind also genau die positiven irreduziblen Elemente von Z.

Die irreduziblen Elemente von Z sind also die Primzahlen und ihre negativen.

Beispiel 2.7.5 (Irreduzible Polynome). Im Falle des Polynomrings K[X] in einer Variablen
iiber einem Korper K gilt offensichtlich: Ein Polynom f € K[X] ist genau dann irreduzibel,
wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) Es gilt deg(f) > 1.'®
(b) Alle Teiler von f in K[X] haben Grad 0 oder deg(f)."
Wir geben einige Beispiele:

(a) Lineare Polynome, d.h. Polynome der Form aX + b, fiir a,b € K mit a # 0, sind
irreduzibel.

(b) Das Polynom X?® — 1 ist nicht irreduzibel wegen (X3 —1) = (X — 1)(X* + X +1).

(c) Hat ein Polynom in K[X] vom Grad > 2 eine Nullstelle, so ist es nicht irreduzibel
(Abspalten von Nullstellen, Proposition 2.4.19).

BNach Proposition 2.4.14 sind die Einheiten in K [X] genau die Elemente vom Grad Null. Die Bedingung
deg(f) > 1 bedeutet also, dass f keine Einheit ist und auch nicht das Nullelement, das niemals irreduzibel
ist, siche Bemerkung 2.7.3.

YDiese Bedingung, nennen wir sie (x) ist fiquivalent zur Bedingung (b) in Definition 2.7.1:

(x) = (b): Gelte f = pq fiir Elemente p, ¢ € K[X], also insbesondere deg(f) = deg(p) + deg(q). Aus (%)
folgt deg(p) = 0 oder deg(p) = deg(f). Im Fall deg(p) = 0 ist p eine Einheit in K[X]. Im Fall deg(p) = deg(f)
folgt deg(q) = 0 und g ist eine Einheit in K[X].

(b) = (%): Sei p ein Teiler von f, also f = pq fiir ein ¢ € K[X]. Wegen (b) ist p oder ¢ eine Einheit in
K[X]. Nach Proposition 2.4.14 gilt also p € K* oder ¢ € K*. Also hat p Grad Null oder Grad deg(f).
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(d) Ein Polynom vom Grad 2 oder 3 in K[X] ist genau dann irreduzibel, wenn es keine
Nullstelle in K hat.

Beispiel 2.7.6. Die normierten irreduziblen Polynome in C[X] sind gegeben durch die li-
nearen Polynome X — z fiir z € C. Dies folgt sofort aus Korollar 2.4.31.

Aufgabe 2.7.7. Jedes irreduzible normierte Polynom p € R[X] ist entweder linear (d.h.
deg(p) = 1) oder quadratisch (d.h. deg(p) = 2). Im linearen Fall hat es die Gestalt X — a
fiir ein @ € R, im quadratischen Fall hat es die Gestalt (X — a)* + b mit a,b € R und b > 0.
Umgekehrt sind alle Polynome der angegebenen Gestalten irreduzibel.

Hinweis: Verwenden Sie den Fundamentalsatz der Algebra. Hat p eine komplexe, nicht
reelle Nullstelle z € C\R, so ist auch Z eine Nullstelle von p und das Polynom (X —z)(X —Z)
(mit reellen Koeffizienten) ist ein Teiler von p sowohl in C[X] als auch in R[X] (nutze
Polynomdivision in beiden Ringen).

Lemma 2.7.8. Sei R ein Integrititsbereich. Seien p,b € R mit p irreduzibel und p J[ b. Dann
ist 1 ein ggT von p und b, d. h. ggT(p,b) = 1.

Beweis. Sicherlich ist 1 ein gemeinsamer Teiler von p und b.

Sei x ein gemeinsamer Teiler von p und b, d.h. | p und z | b. Dann gibt es ein y € R mit
p = xy. Da p irreduzibel ist, ist z oder y eine Einheit.

Ist y eine Einheit, so folgt aus x | b sofort p = zy | b (denn b = zc = (xy)y 'c fiir ein
¢ € R) im Widerspruch zur Annahme.

Also ist x eine Einheit, d.h. = | 1, und 1 ist ein grofiter gemeinsamer Teiler von p und
b. O

Lemma 2.7.9. Set R ein euklidischer Ring und sei p € R irreduzibel. Dann gilt: Teilt p ein
Produkt, so teilt es einen der Faktoren. Explizit: Fiir alle a,b € R folgt aus p | ab bereits p | a
oder p | b.

Beweis. Gelte p | ab. Gilt p | b, so sind wir fertig. Sonst gilt ggT(p, b) = 1 nach Lemma 2.7.8.
Da R euklidisch ist, liefert Satz 2.5.9 Elemente x,y € R mit 1 = xp + yb. Es folgt a =
axp + yab. Wegen p | ab impliziert dies p | a. O

2.7.10. Der Beweis des Satzes 2.7.12 benétigt als Vorbereitung ein weiteres Lemma. Fiir
x € R bezeichne Rz := {rz | r € R} die Menge aller Vielfachen von z.

Lemma 2.7.11. Sei (R,0) ein euklidischer Ring und sei x € R\ {0}. Sei y ein Element
von Rx \ {0} mit minimalem §-Wert (d.h. 6(y) < d(z) fir alle z € Rx \ {0}). Dann gilt
Rz = Ry.

Beweis. Aus y € Rx folgt offensichtlich Ry C Rx.

Zu zeigen bleibt Rx C Ry. Sei a € Rx. Per ,Division mit Rest® schreibe a = qy + r mit
d(r) < d(y). Da die Summe zweier Elemente aus Rx wieder in Rz liegt, folgt r = a—qy € Rx.
Ist 7 # 0, so liefert die Minimalitdtsannahme 6(y) < 6(r) im Widerspruch zu §(r) < d(y).
Also muss r = 0 gelten, d.h. a = qy € Ry. O

Satz 2.7.12 (,,Primfaktorzerlegung” - Zerlegung in irreduzible Faktoren). Sei R ein eukli-

discher Ring.
33

Ende 6. Vor-

lesung
07.05.2020

am



(a) Jedes Element a € R\ {0} ldsst sich als Produkt einer Einheit und irreduzibler
Elemente darstellen, in Formeln

a = Upy - Pn;

fiir eine Einheit w € R*, eine natirliche Zahl n € N und wrreduzible Elemente
p1,-c-,pn € R

(b) Eine solche Darstellung ist eindeutig bis auf Einheiten und Rethenfolge der Faktoren:
Sind a = upy---pp = vq1...qn zwei Darstellungen wie oben, so gilt n = m und
es gibt eine Permutation o € S, und Einheiten &; € R* mit q; = €;po(;) fiir alle
1=1,...,n.

Beweis. (a) Seid : R\ {0} — N die Abbildung, die R zu einem euklidischen Ring macht.

Angenommen, es existiert ein Element in R\ {0}, das keine solche Darstellung
hat. Sei @ € R\ {0} unter all diesen Elementen eines mit minimalem 6-Wert. Da a
dann weder irreduzibel noch eine Einheit ist (sonst hétte es ja eine Darstellung wie
gefordert), gilt a = be fiir geeignete Nicht-Einheiten b, ¢ € R\ {0}.

Offensichtlich gilt Ra C Rb. Wir behaupten, dass die Inklusion echt ist, d. h. Ra C
Rb.

Nehmen wir an, dass Gleichheit Ra = Rb gilt, also b = 1b = zxa fiir ein x € R und
somit a = bc = zac = acx. Kiirzen (mit a # 0) liefert 1 = ¢z im Widerspruch zu
c & R*. Dies zeigt Ra C RD.

Wiéhle y in Rb\{0} mit minimalem J-Wert (es existiert wegen b # 0). Lemma 2.7.11
liefert Ry = Rb.

Wegen 0 # a = c¢b € Rb gilt also 6(y) < d(a). Gilt Gleichheit, also d(y) = d(a),
so zeigt Lemma 2.7.11 die Gleichheit Ra = Rb im Widerspruch zu Ra C Rb. Es gilt
also §(y) < d(a). Nach Wahl von a bedeutet dies, dass y ein Produkt einer Einheit
und endlich vieler irreduzibler Elemente ist.

Aus Ry = Rb erhalten wir y = sb und b = ty fiir geeignete Elemente s,t € R, also
y = sb = sty und damit 1 = st, also t € R*. Also ist auch b = ty ein Produkt einer
Einheit und endlich vieler irreduzibler Elemente.

Dasselbe Argument zeigt, dass ¢ ebenfalls ein Produkt einer Einheit und endlich
vieler irreduzibler Elemente ist. Dies folgt dann auch fiir a = bc und liefert den
gesuchten Widerspruch zur Annahme vom Anfang des Beweises. Dies zeigt die erste
Behauptung.

(b) Ohne Einschrinkung gelte n < m. Aus p; | a = vq; ... ¢, folgt mit Lemma 2.7.9,
dass p; | g; fiir ein j gilt (der Fall p; | v kann nicht eintreten, da p; sonst als Teiler
einer Einheit eine Einheit wire).

Per Umnummerieren konnen wir ohne Einschrankung j = 1 annehmen, d. h. p; | ¢4,
also e1p; = ¢ fiir ein e; € R. Da ¢ irreduzibel ist und p; keine Einheit ist, ist e;
eine Einheit.

Aus upy -+ pp = Vq1G2 * * * G = VELP1G2 - - - ¢ erhalten wir per Kiirzen von p; # 0
die Gleichung ups - - - pp, = ve1q2 - . . G-

Wir fahren induktiv fort. Dies liefert ¢; = g;p; mit ¢; € R* fir alle7 = 1,...,n
und u = vey - EpQnat - Q- Falls n < m gilt, so ist g,y1 als Teiler der Einheit u
ebenfalls eine Einheit in R, was der Irreduzibilitit von ¢,.; widerspricht. Damit gilt

n = m und wir sind fertig. (Die Permutation o ist im ,,Umnummerieren“ versteckt.)
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O
Korollar 2.7.13 (Primfaktorzerlegung). Jede ganze Zahln € Z\ {0} lisst sich als Produkt

n=upip2 - Pn
einer Einheit u € {+1} und von Primzahlen p, ..., p, schreiben, die bis auf die Reihenfolge
eindeutig bestimmt sind.

Beweis. Da Z ein euklidischer Ring ist (Satz 2.5.7), folgt dies sofort aus Satz 2.7.12 und
Beispiel 2.7.4. 0

Beispiel 2.7.14. —60984 = (—=1)-2-2-2-3-3-7-11-11 =(-1)-2%.3%.7- 112

Bemerkung 2.7.15. Man kann Korollar 2.7.13 auch so formulieren: Sei P = {2,3,5,...}
die Menge aller Primzahlen. Dann existieren fiir jede ganze Zahl n € Z eindeutig bestimmte
natiirliche Zahlen v, € N, fiir alle p € P, so dass bis auf endlich viele Ausnahmen alle v,
Null sind, und eine eindeutig bestimmte Einheit v € {£1} mit

n=u H pr.
peP
Daraus folgert man leicht: Ist m = v HPGP ptr eine analoge Darstellung fiir m € Z, so gelten
ggT(m, n) = HpeP pmin(l/p7UP) und kgv<m7 n) = HpeP pmax(ymup).

Satz 2.7.16. Sei K ein Korper. Sei f € K[X]\ {0} ein Polynom mit Leitkoeffizient a € K.
Dann existieren irreduzible normierte Polynome f1,..., f, mit

f - afl T fr-
Die Polynome fi,..., f. sind bis auf thre Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis. Da K[X] ein euklidischer Ring ist (Beispiel 2.5.6), folgt dies sofort aus Satz 2.7.12;
um ein irreduzibles Polynom in eine normiertes irreduzibles Polynom zu verwandeln, multi-
pliziere man es mit dem Inversen seines Leitkoeffizienten. O

2.8. Ganzheit von Nullstellen.

Satz 2.8.1 (Nullstellen von normierten Polynomen mit ganzen Koeffizienten). Rationale
Nullstellen von normierten Polynomen mit ganzen Koeffizienten sind ganzzahlig und Teiler
des konstanten Koeffizienten:

Sei f(X)=X"+a, 1 X" ' +...+ a1 X +ag € QX] ein normiertes Polynom vom Grad
n € N mit ganzen Koeffizienten a,_1,...,aq € Z. Dann ist jede rationale Nullstelle z € Q
von f ganzzahlig, d. h. z € Z, und ein Teiler von agy in Z.

Beweis. Fiir z = 0 ist die Aussage trivial, denn dann gilt 0 = f(0) = ay.

Gelte z # 0. Schreibe z = = mit r,s € Z \ {0}.

Wir kénnen annehmen, dass dieser Bruch ,,vollstdndig gekiirzt“ ist, dass es also keine
Primzahl gibt, die sowohl r als auch s teilt (Korollar 2.7.13).

Wir zeigen zuerst z € Z. Zu zeigen ist also s = £1. Sonst gibt es eine Primzahl p, die s
teilt (vgl. Korollar 2.7.13). Schreibe s = ps’ fiir ein s’ € Z.

Da z = pLS, eine Nullstelle von f ist, gilt

n n—1

T r r .

(p_s') —|—an,1 <p_s/) —|—...—|—a1p—sl+a0:0 IHQ.
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Multiplikation mit (ps’)™ ergibt:
" 4 ps'an " L+ (ps))" ragr + (ps')"ag = 0 in Z.

~
Vielfaches von p

Also ist p ein Teiler von r” und damit von r (Lemma 2.7.9). Somit ist p ein gemeinsamer
Teiler von s und r, im Widerspruch zu unserer Annahme. Dies zeigt s = 4+1 und damit
z==xr €Z.

Nun zeigen wir, dass z ein Teiler von ag in Z ist. Durch Abspalten der Nullstelle z erhalten
wir f(X) = (X — 2)g(X) fiir ein notwendigerweise normiertes Polynom g € Q[X]| vom Grad
n — 1 (Proposition 2.4.19), sagen wir g(X) = X" 1 + b, o X" 2 4+ ... 4 by fiir geeignete
Koeffizienten b; € Q, die eindeutig durch die Gleichungen

Ap—1 = ban -z,

Ap—2 = bnfS - anf%

a; = b1 — zb;,

a; = by — zby,
ag — —Zb()

bestimmt sind. Liest man diese Gleichungen von oben und verwendet, dass z und alle a;
ganze Zahlen sind, so sieht man sukzessive, dass alle b; ganze Zahlen sind. Dafiir braucht
man die letzte Gleichung nicht; diese zeigt aber, dass z ein Teiler von aq in Z ist. O

Beispiel 2.8.2. Satz 2.8.1 kann zum Raten von Nullstellen (bzw. zum Bestimmen der ra-
tionalen Nullstellen) von normierten Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten verwendet
werden.

Betrachten wir beispielsweise das normierte Polynom X2 +5X?% + X + 5 mit ganzzahligen
Koeffizienten. Hat es eine rationale Nullstelle, so ist diese ein Teiler von 5 in Z, also +1 oder
+5. Es ist klar, dass 1 und 5 keine Nullstellen sind. Es ist —1 keine Nullstelle. Aber —5 ist
eine Nullstelle. In der Tat ist unser Polynom gleich (X + 5)(X? + 1).

Beispiel 2.8.3. Das Polynom X? + X + 1 € Q[X] hat nach Satz 2.8.1 keine rationale
Nullstelle, da weder 1 noch —1 Nullstellen sind. Also ist es irreduzibel in Q[X].

2.9. Endliche Ko6rper von Primzahlordnung.

Satz 2.9.1. Sein > 1 eine ganze Zahl. Dann ist Z/nZ genau dann ein Kdrper, wenn n eine
Primzahl ist.

Beweis. =: Wir zeigen dquivalent: Ist n keine Primzahl, so ist Z/nZ kein Korper.

Sei also n keine Primzahl. Ist n > 1, so existieren ganze Zahlen 1 < r < n und 1 <
s < n mit n = rs. Dann gelten [r] - [s] = [n] = [0] aber [r],[s] # [0]. Also ist Z/nZ (kein
Integritatsbereich und erst recht) kein Korper. Ist n = 1, so gilt Z/nZ = {[0]}, was wegen
[1] = [0] kein Korper ist.

«: Sei n eine Primzahl und sei # € Z mit [2] # [0] in Z/nZ, d.h. n { z. Da n eine

Primzahl ist, hat sie nur die Teiler +1, +n, und es folgt 1 = ggT(z,n) (dies folgt auch aus
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Lemma 2.7.8). Nach Satz 2.5.9 (und da Z mit dem Absolutbetrat ein euklidischer Ring ist,
siehe Satz 2.5.7) gibt es y,s € Z mit yx + sn = 1. Wegen [1] = [yz + sn] = [yz] + [sn] =
lyz] + [0] = [y][z] ist [z] invertierbar in Z/nZ. Weiter gilt [1] # [0]. Also ist Z/nZ ein
Korper. 0

Definition 2.9.2. Sei p eine Primzahl. Der Kérper Z/pZ wird meist mit [, bezeichnet (dies
verwendet Satz 2.9.1).

(Der Buchstabe F wird vermutlich verwendet, weil field das englische Wort fiir Korper ist.
Uberdies ist F, endlich, also finite.)

Beispiel 2.9.3. Wir geben Additions- und Multiplikationstafeln von Fy = Z/27Z = {0,1}
an (wobei wir 0 = [0] und 1 = [1] abkiirzen).

(lofr)  [-Jof1]
0[[0]1 0
110 101

Es gilt also —1 = 1.

Beispiel 2.9.4. Wir geben Additions- und Multiplikationstafeln von F5 = Z/5Z an.
[ +[oft]2]3]4] [-[O[1[2][3]4]

0(0[123|4 0(0[0/0]0/0
111(2{3]4/0 1(0(1/2(3|4
211213(4/0(1 2110(2(4]1]3
313(4(0(1]2 310131142
41410112/ 3 4101413121

Es gelten beispielsweise —2 =3 und 27! =3 und 47! =

Aufgabe 2.9.5. Welche Elemente von F5 sind Quadrate?
Finden Sie alle Losungen der Gleichung X* — 1 = 0 in Fs.

Finden Sie alle Losungen der Gleichung X3 + X + 1 =0 in Fj.
Ende 7. Vor-
lesun, am
Satz 2.9.6 (Kleiner Satz von Fermat). Seien p eine Primzahl und a € 7 eine ganze Zahl 12,05%2020

mit p J( a. Dann qilt
a? ' =1 (mod p)
oder dquivalent
a'=11in F,.

2.9.7. Durch Multiplikation mit a erhélt man a” = a (mod p) oder dquivalent a” = a in F,,.
Dies bedeutet, dass alle Elemente von F,, die Gleichung X? — X = 0 erfiillen.

Beweis. Da F, ein Korper ist, sind all seine Elemente # 0 invertierbar, d.h. die Gruppe
[ der Einheiten hat p — 1 Elemente. Wegen p J[ a gilt [a] € F). Nach Korollar 1.7.6 folgt
[aP"' =[1] in F,, d.h. a»"' =1 (mod p) in zahlentheoretischer Schreibweise. O

Beispiel 2.9.8. Fiir p = 13 und a = 2 gilt
22 = 4096 =196=66=1  (mod 13).

Fiir p =5 und a = 3 gilt
3'=81=1  (mod 5).
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Beispiel 2.9.9. Dieser Satz kann verwendet werden um zu zeigen, dass eine Zahl keine
Primzahl ist: 24 = (24)3 .22 =163 -4 = 13-4 = 4 £ 1 (mod 15). Also ist 15 nach dem
Kleinen Fermatschen Satz 2.9.6 keine Primzahl.

Zeigen Sie analog, dass 91 keine Primzahl ist (Hinweis: a = 2).

Satz 2.9.10 (hier ohne Beweis). Seip eine Primzahl. Die Gruppe F) der Einheiten ist eine
zyklische Gruppe (mit p — 1 Elementen), d. h. es gibt ein w € F)* mit F)f = (w).

Beispiel 2.9.11. (a) Ein Erzeuger von FY ist 2, d.h. FX = (2), denn es gilt 2° = 1,
21 = 2,22 =4 2% = 8 = 3. Ebenso gilt FJ' = (3).
Die Elemente 1 und 4 sind keine Erzeuger von F7.
(b) Es gilt F5 # (2), denn 2! = 2,22 =423 = 1.
(c) Es gilt Fr = (3) ={3,2,6,4,5,1}.

Bemerkung 2.9.12 (Diskretes Logarithmenproblem). Sei eine zyklische Gruppe G zusam-
men mit einem Erzeuger g gegeben. Dann ist die Abbildung

7 — G,
arr g%,
offensichtlich surjektiv (und ein Gruppenhomomorphismus) (vgl. Satz 1.7.5 fiir eine prézisere
Aussage). Das diskrete Logarithmenproblem besteht darin, fiir ein Element x € G ein a € Z
mit ¢ = x zu finden. Dann ist ndmlich ,,a ein Logarithmus von x zur Basis g“.
Fiir die zyklische Gruppe G = ', wobei p ein groie Primzahl ist, gilt dieses Problem als
schwer (in dem Sinne, dass heutzutage kein effizientes Losungsverfahren bekannt ist).

Es kommt aber sehr auf die Wahl der Gruppe an. Fiir die zyklische Gruppe G = Z/nZ
mit Erzeuger g = [1] ist dieses Problem trivial.

2.10. Public-Key-Kryptographie.

Algorithmus 2.10.1 (Schliisselvereinbarung mit dem Verfahren nach Diffie-Hellman—Mer-
kle von 1976). *° Alice und Bob wollen sich auf einen nur ihnen bekannten Schliissel K
einigen, haben aber nur eine Kommunikationsverbindung (z. B. das Internet), die abgehort
werden kann.

(1) Sie wihlen 6ffentlich eine sehr grofie Primzahl p > 2 und eine ganze Zahl 2 < g < p—1
mit”' FX = (g). Damit gilt (siehe Satz 1.7.5)

{0,1,2,...,p— 2} S FJ,
n— g".

(2) Alice wihlt geheim ein a € {0,...,p — 2}, berechnet A := g* (mod p) und schickt A
an Bob. (Die Zahl a is Alices private key, A ist ihr public key.)

(3) Bob wiihlt geheim ein b € {0,...,p — 2}, berechnet B := ¢* (mod p) und schickt B
an Alice. (Die Zahl b is Bobs private key, B ist sein public key.)

(4) Alice berechnet B® = (¢°)? = ¢** (mod p).

(5) Bob berechnet A’ = (¢%)° = ¢ (mod p).

2Der Begriff Schliisselvereinbarung erscheint mir sinnvoller als der oft verwendete Begrif Schliissel-
austausch (key exchange).
2lgg gibt wohl keine effizienten Algorithmen, ein solches g zu bestimmen, jedoch gibt es bessere Methoden,
als einfach alle moglichen Zahlen naiv zu testen.
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(6) Nun kennnen beide K := ¢ (mod p). Dies ist ihr gemeinsamer Schliissel (shared
secret key).

offentlich bekannt sind: p, g, A = g* (mod p), B = ¢° (mod p), aber nicht a und b. Wenn die
Zahlen grof3 sind, dann dauert es nach heutigem Wissen sehr lange, aus diesen Informationen
g = (9%)" = (¢°)* zu berechnen.

Das Problem, a aus A (bzw. b aus B) zu bestimmen, ist das diskrete Logarithmenproblem.

2.10.2. Dieses Verfahren funktioniert analog fiir alle zyklischen Gruppen, in denen das dis-
krete Logarithmenproblem schwer ist.

Algorithmus 2.10.3 (RSA-Verschliisselungsverfahren (Rivest-Shamir-Adleman 1977)).

(1) Alice wiahlt zufillig zwei verschiedene Primzahlen p > 2 und ¢ > 2, sowie eine
natiirliche Zahl 1 < e < (p —1)(¢ — 1), mit

ggT(e,(p—1)(g—-1) =1
(2) Weiter berechnet Alice mit dem euklidischen Algorithmus ganze Zahlen d und ¢ mit
1 =de+t(p—1)(¢g—1). Wir kénnen ohne Einschrénkung zusitzlich annehmen (um
Rechenarbeit zu sparen), dass 1 < d < (p—1)(¢— 1) gilt (dividiere d mit Rest durch
(p—1)(¢—1); dabei tritt der Fall d = 0 nicht ein, denn sonst wére (p —1)(¢ — 1) eine
Einheit in Z, also +1). Es gilt dann

de=1 (mod (p—1)(q¢—1)).

(3) Alice berechnet n := pq.

(4) Alice veroffentlicht das Paar (n, e) (ihren public key) und hélt die Zahl d (ihren private
key) geheim. (Sie kann p und ¢ vergessen, darf diese aber nicht veroffentlichen!)

(5) Will eine beliebige Person, sagen wir Charly, Alice eine Nachricht m mit 0 < m < n
schicken, so berechnet er ¢ := m® (mod n) und schickt ¢ an Alice.

(Jeder kann dies tun, da (n, e) offentlich ist!).

(6) Alice berechnet ¢? (mod n). Fassen wir dies als ganze Zahl zwischen 0 und n — 1
auf, so ist das die urspriingliche Nachricht m, denn es gilt ¢ = (m¢)? = m* = m
(mod n) wegen Satz 2.10.5.

2.10.4. Da kein effizientes Verfahren bekannt ist, die RSA-Verschliisselung zu knacken (also
ein mogliches d aus n und e zu berechnen), gilt diese als sicher. Ein moglicher Angriff wiére,
die beiden Primfaktoren p und ¢ von n zu bestimmen. Das Faktorisierungsproblem gilt aber
fiir sehr groBe Zahlen als schwer (im Sinne, dass kein effizientes Verfahren bekannt ist).

Satz 2.10.5 (Korrektheit des RSA-Verfahrens 2.10.3). Unter den obigen Voraussetzungen
qgilt

de

m m  (mod n).

Beweis. Da p # q verschiedene Primzahlen sind, besagt der Chinesische Restsatz 2.6.2, dass
die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus

Z/nZ =17/(pq)Z = ZL/pZ x L/qZ = F, x F,

von Ringen ist. Die behauptete Gleichheit ist also dquivalent zu den beiden Gleichheiten

m® =m inF,

m¥* =m in F,.
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Da die Rollen von p und ¢ im folgenden Argument austauschbar sind, geniigt es, die erste
Gleichheit zu zeigen.

Sie gilt sicher, falls m = 0 in F, gilt. Gelte nun m # 0 in F,. Wahle ¢t € Z mit 1 =
de +t(p — 1)(¢ — 1) wie in Schritt (2) des RSA-Verfahrens. In F, erhalten wir dann unter
Verwendung des Kleinen Fermatschen Satzes 2.9.6 wie gewiinscht

mde — pi-tle—=1(e-1) — m(mp—l)—t(q—l) —m-1=m. 0
3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

3.0.1. Sei K stets ein Korper (z.B. K = Q, R, C oder K = F, fiir eine Primzahl p).
Wir empfehlen dem Leser, zunéchst anzunehmen, dass K = Q oder K = R gilt. Dadurch
motiviert bezeichnen wir im folgenden Elemente von K als Zahlen.

3.1. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen.

Definition 3.1.1. Seien m,n € N natiirliche Zahlen. Ein lineares Gleichungssystem
(LGS) iiber K mit m Gleichungen in n Variablen (oder Unbekannten) X, Xo,..., X, ist
ein System von Gleichungen der Form

anX; + apXy + -+ apX, = b,

anX; + axpXy + -+ awX, = b,
(3.1.1) . ) ) ) .

alel + am2X2 + -+ aman = bm7

wobei a;; € K, flir 1 <7+ <mund 1 < j <n,und b; € K, fiir 1 < i < m. Die a;
heiflen Koeffizienten des LGS. Ein LGS der Form (3.1.1) heifit genau dann homogen,
wenn by = by = ... = b, = 0 gilt. Sonst heifit es inhomogen.

Ein n-Tupel (zq,...,z,) € K™ von Zahlen heifit genau dann Lésung des LGS (3.1.1),
wenn sdmtliche Gleichungen des LGS erfiillt sind, wenn wir die Zahl z; fiir die Variable X,
einsetzen, fiir alle 1 <17 < n.

Es ist iiblich und sinnvoll (wie wir spiter sehen werden), Losungen als sogenannte Spal-

T

tenvektoren : zu notieren.

T
Die Losungsmenge des LGS (3.1.1) ist die Menge aller Losungen, also

I
€ K" | xq,...,x, erfiillen (3.1.1)
Tn

Beispiel 3.1.2. (a) Betrachte das folgende LGS in 3 Variablen mit reellen Koeffizienten:

2X1 —+ X2 —+ 4X3 == —1
3.1.2 :
( ) Xl —X3 - O
Die Losungsmenge ist:
T _ t
zy | € K? | 2oy Ay Ay ==L g [te K

T —z3 =0
T3 L 3 t



(b) Ergénzen wir das LGS (3.1.2) um die Gleichung X; = 1, so hat das so erhaltene LGS
1
genau eine Losung, ndmlich | —7
1
(Diese Aussage bleibt auch richtig, wenn wir zuséitzlich etwa die Gleichung 7X; +
Xy = 0 fordern.)
(c¢) Fordern wir zusétzlich zu X; = 1 auch noch die Gleichung X; = 0, so hat das so
erhaltene LGS keine Losung mehr, seine Losungsmenge ist leer.

Definition 3.1.3. Seien m,n € N. Eine (m x n)-Matrix mit Eintrigen in K ist eine
Abbildung A: {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — K. Wir schreiben meist a;; (oder A;;) statt
A(7, 7) und stellen A wie folgt graphisch dar:

a1; Q2 - Aip

Q21 Q22 -+ A2y
(3.1.3) A=

Am1 Am2 **° Amp

Jj= 1’,.: :::: n

Man schreibt meist A = (a;;);2) ;—; oder A = (a;;)i=1,...m oder abkiirzend A = (a;;).
Die Zeilen von A sind die n-Tupel (a1, a;o, . . . ,c_Lm) e K, fir 1 <1i < m. Die Spalten
a1
von A sind die Spaltenvektoren : e KM firl1 <j<n.

amj

Bemerkung 3.1.4. Ein Spaltenvektor mit m Eintrdgen aus K ist dasselbe wie eine (m x 1)-
Matrix mit Eintragen aus K.

Definition 3.1.5. Gegeben ein LGS der Form (3.1.1), heifit die (m x n)-Matrix A =
(aij)izy j=1 die Koeffizientenmatrix des LGS. Ergénzt man diese Matrix rechts um den

b
Spaltenvektor | @ |, so erhdlt man die erweiterte Koeffizientenmatrix, bei der man
bm
zusétzlich meist einen senkrechten Strich ergénzt:
ai; a2 - Qin by
Q21 G2 -+ Q2p ba
m1 Am2 - Gmn bm

Formal ist sie eine (m x (n + 1))-Matrix.
3.1.6. Die erweiterte Koeflizientenmatrix ist eine effiziente Schreibweise fiir ein LGS.
Beispiel 3.1.7. Die erweiterte Koeffizientenmatrix des LGS (3.1.2) ist

21 4 —1
1 0 -1 0/
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3.2. Das Gauf3-Verfahren.

Definition 3.2.1. Eine elementare Zeilenumformung einer (m x n)-Matrix oder eines
LGS ist eine der folgenden Operationen:

(a) Zeilenumformung vom Typ I, Addieren: Seien A € K und 1 < i # j < m.
Addiere das M-fache der i-ten Zeile zur j-ten Zeile, kurz: Z; ~ Z; + X - Z;.

(b) Zeilenumformung vom Typ II, Vertauschen: Seien 1 < i # j < m. Vertausche
die i-te und die j-te Zeile, kurz: Z; e~ Z;.

(c) Zeilenumformung vom Typ III, Skalieren: Sei A € K* = K\ {0} und 1 <1i < m.
Multipliziere die i-te Zeile mit A, kurz: Z; ~ X\ - Z;.

Satz 3.2.2. Elementare Zeilenumformungen dndern die Losungsmenge eines LGS nicht.

Beweis. Es ist offensichtlich, dass jede Losung eines LGS auch eine Losung des LGS ist, das
man durch eine elementare Zeilenumformung erhélt. Fiir Typ I (Addieren, Z; ~ Z; + \Z;)
sieht man das beispielsweise so: Gilt as1 21 + ... agpx, = b, fiir alle s = 1,...,m, so erhalten
wir

(@ + Aain)xr + .o (jn + Ain)Tp = @121 + ... QjnTy + Man 21 + Ginty)
— b, + \b,.

Die Menge der Losungen bleibt dabei gleich, denn man kann elementare Zeilenumformungen
durch elementare Zeilenumformungen riickgdngig machen:

Typ Operation \ Umkehroperation
I Addiere A-fache i-te Zeile zu j-ter Zeile | Addiere (—\)-fache i-te Zeile zu j-ter Zeile
II  Vertausche i-te und j-te Zeile dieselbe Operation
III  Multipliziere i-te Zeile mit A € K* Multipliziere i-te Zeile mit A~T € K
Die Behauptung folgt. 0

3.2.3. Das GauB3-Verfahren (oder Gauf3sches Eliminationsverfahren), das wir zunéchst
an einem Beispiel erkldren, bringt ein beliebiges LGS durch elementare Zeilenumformungen
auf eine so einfache Gestalt, dass man die Losungen sofort ablesen kann. Wir hoffen, dass der
Leser dem Beispiel bereits das allgemeine Verfahren entnehmen kann, beschreiben es aber
spater préazise und erkldren, warum es die korrekte Losungsmenge liefert.

Beispiel 3.2.4. Gegeben sei das LGS

5X, — 5X, — 5X; — 25X, = —60,
—3X, + 3Xo + 3X; + 17X, = 42
20X, + Xy + TX; — 4X, = -9,

oder dquivalent seine erweiterte Koeffizientenmatrix
5 —5 =5 =25 —60
-3 3 3 17 42
2 1 7 -4 -9

Multiplizere die erste Zeile mit %, symbolisch Z; ~~ %le

1 -1 -1 -5 —12

-3 3 3 17 42

2 1 7 -4 -9
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Addiere das 3-fache der 1. Zeile zur 2. Zeile, symbolisch Z5 ~~ Z5 + 377:

1
0
2

-1
0
1

—1
0
7

-5
2
—4

—12
6
-9

Addiere das (-2)-fache der 1. Zeile zur 3. Zeile, d. h. subtrahiere das 2-fache der 1. Zeile von

der 3. Zeile, symbolisch Z3 ~» Z3 — 27;:

1 -1 -1 -5 | —12
0o 0 0 2 6
0 3 9 6 15
Vertausche 2. und 3. Zeile, symbolisch Zy «~s Z3.
1 -1 -1 -5 | —12
0 3 9 6 15
0o 0 0 2 6
Multipliziere die 2. Zeile mit %, symbolisch Zy ~~ %ZQ:
1 -1 -1 -5 | —12
0o 1 3 2 5
0o 0 0 2 6
Multipliziere die 3. Zeile mit %, symbolisch Z3 ~~ %Zg:
1 -1 -1 -5 | —12
0o 1 3 2 5
0o 0 0 1 3
ZQ ~ ZQ - 2Z3I
1 -1 -1 -5 | —12
o 1 3 0 -1
0o 0 0 1 3
Zl ~ Zl + 5Z32
1 -1 -1 0 3
0o 1 3 0] -1
0 0 0 1 3
Zl ~ Zl + Zgi
1020 2
0130 | —1
0001 3
Als LGS geschrieben:
X + 2X3 = 2
Xy + 3X;3 = -1
Xy = 3
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Ende 8. Vor-

lesung
14.05.2020

am

Nun kann man die Losungsmenge ablesen (man geht die Gleichungen von unten her durch
und sucht geeignete Werte fiir die Variablen in der Reihenfolge X, X3,..., X7). Sie ist ge-
geben durch
2— 2%3
—1- 31’3
T3

3

’$3€K

Definition 3.2.5. Sei A eine (m x n)-Matrix. Dann ist A genau dann in Zeilenstufenform
(abgekiirzt ZSF), wenn gelten:

(a) Falls es Nullzeilen (also Zeilen, die nur Nullen enthalten) gibt, stehen diese nur am
Ende.

(b) Der erste Eintrag # 0 in jeder Zeile ist 1 (dieser Eintrag mitsamt seiner Position heifit
Pivot).

(c) Fir allei =1,...,m — 1 gilt: Der Pivot der (i + 1)-ten Zeile (falls er existiert) steht
echt rechts vom Pivot der i-ten Zeile.

(d) Alle Eintriage oberhalb eines Pivots sind 0.

A hat dann also die folgende Form, wobei jedes Symbol * fiir ein beliebiges Element von K
steht:

O---+ e o 0 1%x--- Ox---%
I 0 1=x *
T T S S S 0
0---- e e e e e e e 0

Satz 3.2.6. Jede Matriz kann durch elementare Zeilenumformungen (unter denen sich die
Lasungsmenge nicht dndert, siehe Satz 3.2.2) auf Zeilenstufenform gebracht werden. Das im
Beweis erklirte Verfahren ist das Gauf3- Verfahren.

Beweis. Sei A eine (m x n)-Matrix. Wir verwenden Induktion iiber die Anzahl m der Zeilen.
(Im Fall m = 0 ist A bereits in ZSF.)

Induktionsanfang m = 1: Falls A nur aus Nullen besteht, ist A bereits in Zeilenstufen-
form. Sonst hat A die Gestalt A = (0...0cx*---x) fiir ein ¢ # 0. Multipliziere die erste Zeile
mit ¢! (Operation vom Typ III). Dann ist A in Zeilenstufenform.

Induktionsschritt m > 2: Falls A nur aus Nullen besteht, so ist A bereits in ZSF. Sonst
suche von links beginnend die erste Spalte, die einen Eintrag ¢ # 0 enthélt.

Transportiere diesen Eintrag durch Zeilenvertauschung (Operation vom Typ II) in die 1.
Zeile.

Multipliziere die 1. Zeile mit ¢! (Typ III).

Ziehe geeignete Vielfache der 1. Zeile von den anderen Zeilen ab, so dass unter dem Eintrag

nur Nullen stehen (Typ I).
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Wir erhalten eine Matrix der Form (die vertikalen Striche haben nichts mit dem vertikalen
Strich in der erweiterten Koeffizientenmatrix zu tun)

[0 - 0 ] 1] =« * (0 - 0] 1] =

0 --- 0 0 % . % 0 --- 0 0
(3.2.1) — . ) oo =

A : o B

0 0 0 * - * 0 0 0

Hier ist B eine Matrix mit m — 1 Zeilen und z ist ein Zeilenvektor (= eine Matrix mit
genau einer Zeile = ein Tupel von Zahlen).

Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir B durch elementare Zeilenumformungen auf
ZSF B’ bringen. Diese Zeilenumformungen kénnen wir in offensichtlicher Weise als Zeile-
numformungen der gesamten Matrix (3.2.1) auffassen. Wir erhalten so die Matrix

(0 - 0] 1] =)
0 --- 010

: B’
0 --- 010

Durch Operationen vom Typ I machen wir alle Eintrédge in z oberhalb von Pivots von B’ zu
Nullen. Die entstehende Matrix ist in ZSF. 0J

Bemerkung 3.2.7. Man kann zeigen, dass die ZSF einer Matrix eindeutig bestimmt ist
(Beweis per Induktion mit Hilfe der spateren Bemerkung 5.9.4). Wir sprechen daher von der
ZSF statt von einer ZSF.

Bemerkung 3.2.8 (Ablesen der Losungen bei ZSF). Sei A die erweiterte Koeffizienten-
Matrix eines linearen Gleichungssystems. Wir nehmen an, dass A bereits in ZSF ist.

1. Fall: In der letzten Spalte steht ein Pivot, d.h. (hier ist der vertikale Strich wieder der
Markierungsstrich in der erweiterten Koeffizientenmatrix)

0
Al ;

0

A=10---0 | 1
0---0 0
0---0 | 0

wobei A’ eine geeignete Matrix ist. Dann besitzt das LGS keine Losung.
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2. Fall: In der letzten Spalte steht kein Pivot.

A: ...... O 1* Cek *

Alle Losungen des zugehorigen LGS kann man dann wie folgt bestimmen: Fiir jede Unbe-
kannte X;, deren zugehorige Spalte 7 kein Pivot enthélt, wihle man einen beliebigen Wert
x; € K. Die Werte der verbleibenden Variablen sind dann in offensichtlicher Weise eindeutig
bestimmt. Man erhélt so eine Losung, und jede Losung muss diese Gestalt haben.

Ist r die Anzahl der Pivots (= die Anzahl der Nicht-Nullzeilen), so gibt es also n — r
Variablen, die wir frei wéhlen konnen. Die Menge der Losungen ist also bijektiv zu der
Menge K" ".%

Man beachte, dass der erste Fall nur im Falle eines inhomogenen LGS eintreten kann, denn
jedes homogene LGS hat die triviale Losung, bei der alle Variablen Null sind.

Beispiel 3.2.9. Wir betrachten das LGS

X1 + 6X2 +X4 =1
X3 —|—2X4 — 3
0 =0

bzw. seine erweiterte Koeflizientenmatrix

16 0 11
0 01 213
00 0 00

Diese ist in ZSF und hat » = 2 Pivots eingerahmt dargestellte Pivots.
Die Losungsmenge des LGS ist

1—61'2—174

T
3_ 22:174 To, x4 € K
Ty
xq
Ist ndmlich iQ eine Losung, so liefert die erste Gleichung z; = 1 —6x5 — x4 und die zweite
3
Ty

x3 = 3 — 2x4. Also hat jede Losung die angegebene Gestalt. Umgekehrt sind die Elemente
der obigen Menge offensichtlich Losungen.

2Gilt K = F,, so gibt es also p"~" Losungen.
46



3.2.10. Wir erinnern daran, dass ein LGS der Form (3.1.1) genau dann homogen heifit, wenn

by = by = ... =0b, = 0 gilt. Ein homogenes LGS hat stets eine , triviale® Losung, ndmlich
0

den ,Nullvektor® | :
0
Satz 3.2.11. Sei ein homogenes LGS

anXi + apXe + -+ anX, = 0,
agn X1 + apXe + -+ apX, = 0,
alel + am2X2 + -+ aman =0
mit m Gleichungen in n Unbekannten gegeben. Gilt m < n (,mehr Variablen als Gleichun-
T
gen®), so hat das LGS eine nicht-triviale Losung, also eine Losung | | mit x; # 0 fiir
‘/L‘TL

einl<i<n.

Beweis. Wir bringen unser LGS mit dem Gaufl-Verfahren durch elementare Zeilenumfor-
mungen auf Zeilenstufenform (siche Satz 3.2.6). Bei diesen Umformungen bleibt das LGS
homogen und die Losungsmenge dndert sich nicht (Satz 3.2.2). Sei r die Anzahl der Pivots
der zugehorigen Koeffizientenmatrix. Dann gilt » < m, denn in jeder der m Zeilen steht
maximal ein Pivot. Nach Bemerkung 3.2.8 konnen wir die Werte von n — r Variablen frei
wéhlen (der erste Fall in dieser Bemerkung tritt nicht ein, denn unser LGS ist homogen hat
mindestens den Nullvektor als Losung). Wegen n —r > n —m > 0 kénnen wir mindestens
eine Variable # 0 wéhlen. OJ

Aufgabe 3.2.12. Finden Sie eine nicht-triviale Losung des homogenen LGS

$1+2£2+$3:0,
21‘1 + i) = 0.

Aufgabe 3.2.13. Bestimmen Sie ein Polynom f € Q[X] vom Grad 3 mit f(—1) = 2,
£(0) =4, £(1) = 10, £(2) = 26.

3.3. Zur Struktur der Losungsmenge eines homogenen LGS.

3.3.1. Der folgende Satz ist als Motivation fiir den Begriff eines Vektorraums (siche Defini-
tion 4.1.1 im néchsten Kapitel) gedacht. Wir werden ihn und auch die Aussage der nachfol-
genden Aufgabe 3.3.5 in 5.7.2 und Satz 5.7.4 in kiirzerer Schreibweise zeigen.

Satz 3.3.2. Sei ein homogenes LGS in n Variablen tiber einem Kérper K gegeben. Dann
gelten:

(a) Das LGS besitzt eine triviale“ Losung, ndmlich den ,Nullvektor
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(b) Jedes ,skalare Vielfache® einer Losung ist eine Lisung: Seien | eine Losung
Tn
AT
und A € K. Dann ist : ebenfalls eine Lisung.
ATy,
I Y1
(c) Die ,Summe® zweier Losungen ist eine Losung: Seien | @ | und | @ | Losungen.
xn yn
T+
Dann ist auch : eine Lésung.
Tn + Yn

Bemerkung 3.3.3. Satz 3.3.2 besagt, dass die Losungsmenge eines homogenen LGS ein
K-Vektorraum im Sinne der Definition 4.1.1 im néchsten Kapitel ist.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass unser LGS die Gestalt (3.1.1) hat, wobei b; = --- =
by, = 0 gilt.
(a) Dies ist klar, denn
a;104+---4+a,0=0 fir alle 1 <i < m.
(b) Aus
a1ty + -+ apxr, =0 firallel <i<m
folgt per Multiplikation mit A
ain(Az1) + -+ + ain(Az,) =0 fir alle 1 <7 <m.
(c) Aus
apxy+ -+ apr, =0 fir alle 1 <4 <m und
anyr+ -+ ainyn =0 firalle 1 <i<m
folgt per Addition
ain(zy+ 1) + -+ apm(xy +yn) =0 fir alle 1 <i <m.
O

3.3.4. Jedem LGS der Form (3.1.1) kann man ein homogenes LGS zuordnen, indem man
alle b; durch 0 ersetzt.

Aufgabe 3.3.5. Sei ein LGS (L) (etwa der Gestalt (3.1.1)) gegeben. Sei (HL) das zugeord-
nete homogene LGS (siche 3.3.4). Zeigen Sie:
Ty (1 T1+
(a) Ist | : | eine Losung von (L) und | @ | eine Losung von (HL), so ist :
Tn Yn Tn + Yn

eine Losung von (L).
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T1 Y1 1 — U
(b) Sind | ¢ | und | : | Losungen von (L), so ist : eine Losung von (HL).
Fazit: Hat (L) eine Losung z, so erhilt man sdmtlich Losungen von (L) durch Addition von
Losungen von (HL) zu z.
3.4. Beispiele.
3.4.1. Hier einige Beispiele, die in der Vorlesung vermutlich nicht erklart werden.

Beispiel 3.4.2 (Zum Gauf-Verfahren). Betrachte das LGS:

X1 + 2X; + X3 =1
2X1 —|— X2 — O
— X, =1

Der aufmerksame Leser kann die Lésungsmenge natiirlich sofort ablesen. Wir fiihren trotz-
dem das Gauf3-Verfahren durch.

Die erweiterte Koeflizienten-Matrix ist

1 21 1
2 1 010
-1 0 0 1

ZQ ~ Z2 — 221 und Z3 ~ Z3 +Z12
1 2 1 1
0 -3 -2 -2
0 2 1 2

ZQ ~ _%ZQ:

1 2

0 1

0 2

Zy ~» Z3 — 275 und Z1 ~ Zy — 275 (diese zweite Umformung wird im Gauf-Verfahren, so
wie wir es erklirt haben, erst spéter durchgefiihrt):

— Wi
DO wIn —

1o 4| -3
01 2 2
0 0 31 %
BE) 3
Zg ~ —3Z3i
1 1
L0 =3 3
00 1 -2
Zl ~ Z1 + %Zg und ZQ ~ ZQ — §Z3Z
1 00 -1
010 2
0 01 -2



Losungsmenge:
-1
-2

Manchmal ist es cleverer, elementare Zeilenumformungen in einer anderen Reihenfolge
durchzufithren. So auch hier:

1 211 100 -1 100 -1
2 10| 0] 228 (2 1 0 P22 g g | 9
100 | 1) A2\ 21 ZsZs=Zr \ g 9 2
o {00 1
22l 1 0 | 2
00 1| —2

Beispiel 3.4.3 (Zum Ablesen der Losungen eines LGS in ZSF). Ein LGS sei durch die
folgende erweiterte Koeffizientenmatrix gegeben:

12033001201
001240021 |2
000O0O0O1O032]|3
000O0O0OO0OT1A™4T1 |4

Das LGS ist also in ZSF. Ablesen der Losung:
131:]_—21'2—31‘4—31'5—1‘87
I3:2—2I4—41}5—2§C8—2}9,
T = 3 — 3.%8 — 2279,

1’7:4—4ZE8—J]9.

Die Losungsmenge ist also

—2?[)2—31’4—31’5—3384‘1 )
L2
—2[E4 — 41‘5 — 25(78 — X9 + 2
L4
Ts | Lo, T4, Ts5, T8, Tg € K
—333’8 — 2.CE9 +3
—4$8 — X9 + 4
g
\ Ty

4. VEKTORRAUME

4.0.1. Im gesamten Kapitel 4 bezeichnet K einen beliebigen, fest gewahlten Korper.
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4.1. Vektorraume.

Definition 4.1.1. Ein Vektorraum (iiber K') oder ein K-Vektorraum ist eine Menge
V' mit zwei Abbildungen:

+:VxV =V, (v,w) = v+ w, (Addition)
S KxV =V, (a,v) — a.v, (Skalarmultiplikation)

so dass gelten:
(VR1) (V,+) ist eine abelsche (= kommutative) Gruppe.

Wie in abelschen Gruppen iiblich wird das neutrale Element als 0 und das zu v € V inverse
Element als —v notiert.

(VR2) a.(v+w) =av+aw Vae K, YVowelV.
(VR3) (a+b)v=av+bv Vabe K, VveV.
(VR4) (a-b).v =a.(bv) Va,be K, YveV.
(VRh) lv=v YoelV.

Meist schreibt man abkiirzend av := a.v. Elemente eines Vektorraums nennt man Vektoren.
Elemente des Korpers nennt man in diesem Zusammenhang Skalare. Statt R-Vektorraum
bzw. C-Vektorraum sagt man auch reeller bzw. komplexer Vektorraum.

Beispiel 4.1.2. (a) Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Die Menge
K" ={(x1,...,2,) | x;i € K}

mit komponentenweiser Addition (x1,...,2,) + (Y1, -, Yn) = (T1+ Y1, -, Tn + Yn)
und komponentenweiser Skalarmultiplikation a.(xy,...,x,) = (az1,...,azx,) ist ein
K-Vektorraum.

Dies ist offensichtlich: (VR1) gilt, da (K, +) eine abelsche Gruppe ist. (VR2) gilt,
da a(b+ ¢) = ab + ac fir alle a,b,c € K gilt. (VR3) gilt, da (a + b)c = ac + be fiir
alle a,b,c € K gilt. (VR4) gilt, da (ab)c = a(be) fir alle a,b,c € K gilt. (VR5H) gilt,
da la = a fiir alle a € K gilt.

(b) Fiir n = 1 erhélt man den Spezialfall, dass K = K selbst ein K-Vektorraum ist.

(c) {0} ist ein K-Vektorraum, der Nullvektorraum. Dabei sind Addition und Skalar-
multiplikation die einzig moglichen Abbildungen.

(d) Der Polynomring K[X] wird ein K-Vektorraum mit der Skalarmultiplikation \.f =
Af fir A € K und f € K[X], wobei wir A rechts als konstantes Polynom auffassen
(jeder Koeffizient von f wird also mit A multipliziert).

4.1.3 (Vorstellung). (a) Man kann sich R = R! anschaulich als reelle Gerade vorstellen.
Ebenso kann man sich C = C! als komplexe Ebene vorstellen.
(b) Man kann sich R? = {(z,y) | z,y € R} anschaulich als Zeichenebene mit gewihlter
z- und y-Achse (samt Achsenbeschriftung) vorstellen.
Geometrische Interpretation der Addition und Skalarmultiplikation:
e Addition = Aneinandersetzung von Vektoren
e Skalarmultiplikation mit @ € R = Streckung (oder Skalierung) um den Faktor
a. Daher kommt der Name Skalarmultiplikation.

(c) Analog kann man sich R? vorstellen und vielleicht auch R™, fiir n > 4.
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—2v
V4w

1+

A i
w2 3 1 2 3

Beispiel 4.1.4. Sei I eine Menge und V' ein K-Vektorraum. Dann ist die Menge
Vii={z: I -V} ={(2i)ics | i €V fiir alle i € I}

aller Abbildungen von I nach V' mit ,,punktweiser® Addition

(z+)(0) = (i) +y (i)

und ,,punktweiser Skalarmultiplikation
(a.x)(i) == a.(z(7))

ebenfalls ein K-Vektorraum.

e Im Spezialfall V = K und I = {1,2,...,n} erhalten wir den Vektorraum K"
n}.23

oder in alternativer Schreibweise (i)ier+(Wi)ier == (xi+Yi)ier

oder a.(x,-)iel = (axz')iel

-----

e Im Spezialfall V = K und I = N erhalten wir den K-Vektorraum K" aller Folgen
in K. Beispielsweise ist RN = {(z,,)nen | . € R} der reelle Vektorraum aller reellen
Folgen.

Definition 4.1.5. Seien m,n € N. Wir schreiben K™*" fiir die Menge der (m x n)-Matrizen
mit Eintrégen in K.

Beispiel 4.1.6. Wir erinnern daran, dass eine (m x n)-Matrix mit Eintrdgen in K for-
mal eine Abbildung {1,...,m} x {1,...,n} — K ist (siche Definition 3.1.3). Nach Bei-
spiel 4.1.4 ist deshalb K™*™ ein K-Vektorraum. Addition und Skalarmultiplikation sind also
komponentenweise definiert (dhnlich wie im K", siehe Beispiel 4.1.2.(a)): Gegeben Matrizen

A= (aiy)i2y j=1 € K™ und B = (by;)i2y ;=1 € K™™ und A\ € K gelten also

ay +bn a1y + bip Aaqy Aaiy,
A+ B = : : und ANA =
am1 + bml Amn + bmn >\a'm1 )\a'mn
0 0

Die Nullmatrix 0 := | :
0

. | ist das Nullelement des Vektorraums K™*".
0

Lemma 4.1.7. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gelten fiir alle a,b € K und v,w € V:

(a) Ov =0 (oder praziser Ox.v = Oy ),
(b) a0 = 0 (oder priziser a.0y = Oy ),

BPirn = 0 gilt I = {1,2,...,0} = 0 und es ist sinnvoll, K° := K" zu definieren. Da es genau eine
Abbildung von der leeren Menge nach K gibt (man kann solch eine Abbildung auch als ein 0-Tupel in K
auffassen), besteht K° nur aus einem Element, dem Nullelement, und K ist der Nullvektorraum.
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(c) (—a)v = —(av) = a(—v) und speziell (—1)v = —v,
(d) a(v —w) = av — aw,

(e) (a —b)v =av — by,

(f) av =0 implizert a = 0 oder v = 0.

Beweis. (a) Folgt aus 0v = (0 + 0)v = Ov + Ov durch Addition von —(0v).

(b) Folgt aus a0 = a(0 + 0) = a0 4+ a0 durch Addition von —(a0).

(¢) Folgt aus av+(—a)v = (a+(—a))v = (a—a)v = 0v = 0 und av+a(—v) = a(v+(—v)) =
a(v —v) = a0 = 0 und der Eindeutigkeit des additiven Inversen in der abelschen Gruppe
(V, +).

(d) a(v—w) = a(v+ (—w)) = av + a(—w) = av + (—aw) = av — aw.
(e) (a=Db)v=(a+ (=b))v=av+ (=bv=av+ (— bv)—av—bv
(f) Gelte av = 0. Ist a # 0, so folgt v = 1v = (a 'a)v = a~(av) = a0 = 0. O

Definition 4.1.8. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit genau dann
Untervektorraum oder Unterraum oder Teilraum von V', wenn gelten:

(a) Oy eU.

(b) Fiir alle x,y € U gilt z +y € U.

(c) Fir alle a € K und z € U gilt ax € U.

4.1.9. Jeder Untervektorraum ist (mit der induzierten Addition und Skalarmultiplikation)
selbst ein K-Vektorraum. Der Beweis, dass U mit der induzierten Addition eine abelsche
(Unter-)Gruppe ist, verwendet —u = (—1)u, siche Lemma 4.1.7.(c); die restlichen Bedingun-
gen sind offensichtlich.

Bemerkung 4.1.10 (Alternative Definition eines Untervektorraums). Eine Teilmenge U C
V' eines Vektorraums ist genau dann ein Untervektorraum, wenn sie nicht leer ist und wenn
fiir alle z,y € U und alle a € K auch ax +y € U gilt. Wir iiberlassen den Beweis dem Leser
als einfache Ubung.

Beispiel 4.1.11. (a) Jeder K-Vektorraum V hat {0} und V' als Untervektorraume.

(b) Sei ein homogenes LGS in n Variablen gegeben, etwa in der Form (3.1.1) mit b, =
-+« = b, = 0. Dann bildet seine Losungsmenge einen Untervektorraum von K"
(wobei man Elemente von K™ wie im vorigen Kapitel als Spaltenvektoren schreibe).
Dies ist der Inhalt von Satz 3.3.2.

Slogan: ,Homogene lineare Gleichungssysteme liefern Untervektorrdume.*
Beispielsweise sind
{(z,y,2) €R? |y = 0}
oder
{(z,y,2) ER® |z +y+2=0}
Untervektorrdume von R3.

(c) Die Menge U := {(z,y) € R? | y = 22} ist kein Untervektorraum von R?. Beispiels-
weise gelten (1,1) € U und (2,4) € U, aber (1,1) + (2,4) = (3,5) ¢ U.

Faustregel (aber nicht immer korrekt): , Gleichungen, die nicht homogen linear
sind, liefern keine Untervektorraume.“
Beispiele, wo diese Faustregel versagt:

o {(z,y) e R? | 22 +y* =0} = {(0,0)} ist ein Untervektorraum von R
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o {(x,y) € F2 | x = y*} ist ein Untervektorraum von F3 da y? = y fiir alle y € T
gilt. Dasselbe Beispiel funktioniert in Fg mit der Gleichung = = y”.
(d) Sei I eine Menge. Dann ist

KW = {(2;)ie; € K" | nur endlich viele z; sind # 0}

ein Untervektorraum von KZ.

(e) Betrachte den Vektorraum V' = RN aller reellen Folgen. Seine Teilmenge aller konver-
genten Folgen ist ein Untervektorraum. Seine Teilmenge aller Folgen, die ab einem
gewissen Folgeglied Null sind, ist ein Untervektorraum.

(f) Im reellen Vektorraum R¥ aller Abbildungen R — R bilden die stetigen (differen-
zierbaren, polynomialen, konstanten) Funktionen (mit Nullstelle bei 42, falls diffe-
renzierbar: mit Ableitung Null bei 3) einen Untervektorraum.

Lemma 4.1.12. Sei V ein K-Vektorraum und seien U; und Uy Untervektorrdume. Dann
sind

(a) der Schnitt Uy N Uy und

(b) die Summe Uy + Uy := {uy +us | uy € Uy, us € Us}
Untervektorriume von V.** Es gilt Uy N Uy, C U; C Uy 4+ U, fiiri =1,2.

4.1.13. Achtung: U; U U, ist im Allgemeinen kein Untervektorraum!

Beweis. (a): Dem Leser als Ubung iiberlassen.
(b):
e Wegen 0 e Uy und 0 € U, gilt 0 =040 € U; + Us.
e Seien x, 2’ € Uy + U beliebig. Dann existieren uy,u) € Uy und ug, uy € Us mit x =
uy+ug und o' = u)+ub. Es folgt o+2" = (uy+ug)+(u)+ubh) = (ug + u)) + (ug + us) €
—_—
el €Uz
Ui + Us.
e Sei v € Uy + Usy. Dann existieren u; € Uy und us € Uy mit © = uy + us. Fiir jedes
a € K folgt ax = a(uy + us) = auy + aus € Uy + Us.
el el
Die Inklusionen sind offensichtlich. Beispielsweise gilt Uy C U;+U; wegen u = u+0 € Uy +Us
fir u € Us. OJ

Definition 4.1.14. Sei V' ein K-Vektorraum und M C V eine Teilmenge. Eine Linear-
kombination (oder genauer K-Linearkombination oder K-lineare Kombination) von
Elementen aus M ist ein Ausdruck der Gestalt

aivr + -+ ayvy,

fiir geeignete n € N, vq,...,v, € M und ay,...,a, € K (fiir n = 0 interpretieren wir einen
solchen Ausdruck als 0). Die Menge

(M) := (M) :={v €V | v lédsst sich als Linearkombination von Elementen von M schreiben}

heifft Spann von M oder lineare Hiille von M.

24GinngemiB gilt Lemma 4.1.12 auch fiir Untervektorriume U; von V, fir ¢ € I, wobei I
eine beliebige Indexmenge ist: Der Schnitt (,c;U; und die Summe > ,.,U; = {> ,cpur |
F C I endliche Teilmenge, u; € Uy fiir alle f € F'} sind Untervektorrdume von V.
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Gegeben Vektoren vy, . . ., v, sagt man abkiirzend , Linearkombination der v, ..., v, statt
,Linearkombination von Elementen aus {vy, ..., v,}*. Jede solche Linearkombination hat die
Form ajv; + - - - + a,v, fiir geeignete ay, ..., a, € K. Man schreibt abkiirzend (vy, ..., v,,) :=

{v, ..., om}).

Beispiel 4.1.15.  (a) (0) = {0}.
(b) Sei v = (1,1,0) € R3. Dann ist (v) = {(¢,¢,0) | t € R}.

Lemma 4.1.16. Sei M eine Teilmenge eines Vektorraums V. Dann ist (M) der kleinste
Untervektorraum von V, der M enthdlt.”> Er wird deswegen auch als der von M erzeugte
Untervektorraum oder als der von M aufgespannte Untervektorraum bezeichnet.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass (M) ein Untervektorraum von V' ist, der M enthélt.
Da jeder Untervektorraum von V', der M enthélt, jede Linearkombination von Elementen
von M enthélt, und (M) genau aus diesen Elementen besteht, ist (M) der kleinste solche
Untervektorraum. O

4.1.17. Auch wenn wir die folgende Aufgabe spéter leicht mit etwas Theorie 16sen kénnen,
empfehlen wir dem Leser, sie von Hand zu losen.

Aufgabe 4.1.18. Sei U ein Untervektorraum von R2. Dann tritt genau einer der folgenden
drei Fille ein:
(a) U ={0}.
(b) U = (v) = {av | a € R} fiir ein v € R? mit v # 0, d. h. U ist die Gerade durch v und
den Nullpunkt.
(c) U =R

Aufgabe 4.1.19 (Produkt von Vektorrdumen). Seien V und W Vektorraume. Dann ist
auch V' x W mit komponentenweiser Addition (v,w) + (v/,w') := (v + v, w + w’) und
Skalarmultiplikation A.(v,w) := (A\.v, A.w) ein Vektorraum.

4.2. Lineare Unabhingigkeit, Erzeugendensysteme, Basen.

4.2.1. Gegeben Vektoren vy, ..., v, eines Vektorraums V' mag man sich fragen, ob man jeden
Vektor v € V' als Linearkombination v = ayv; + - -+ + a,v, schreiben kann, und wenn ja,
ob dies auf genau eine Weise so moglich ist. Diese Fragestellungen fithren zu den folgenden
Definitionen. Bei der Definition der linearen Unabhéngigkeit ist dies auf den ersten Blick
vielleicht nicht so offensichtlich, vergleiche aber 4.2.6.

Definition 4.2.2. Sei V' ein K-Vektorraum. Ein Tupel (vy, v, ..., v,) von Vektoren v; € V'
heifit genau dann

(a) Erzeugendensystem (ES), wenn sich jedes Element v € V' als Linearkombination

v = av; + -+ a,v, der Vektoren vy, ..., v, schreiben lisst, fiir geeignete Elemente
ai,...,a, € K, wenn in Formeln also V' = (vy,vs, ..., v,) gilt.

(b) linear unabhingig (iiber K), wenn fiir alle a4, ...,a, € K gilt: Aus ajv; + ... +
a,v, =0 folgt a1 =ay=...=a, =0.

25Es ist auch der Schnitt iiber alle Untervektorriume von V, die M enthalten.
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(c) Basis, wenn es fiir alle v € V' eindeutig bestimmte aq,...,a, € K mit v = ajv; +

... + ayv, gibt. Diese Elemente aq,...,a, heilen dann die Koordinaten von v
(beziiglich der Basis (vy,...,v,)).%°
Statt ,nicht linear unabhéngig” sagen wir meist linear abhéngig. Das Tupel (vy, ..., v,) ist

also genau dann linear abhéngig ist, wenn der Nullvektor eine Darstellung 0 = av,1+- - -+a,v,
hat, in der nicht alle a; Null sind.

Wir sagen auch lax: vq,..., v, sind linear unabhéngig / linear abhingig / ein Erzeugen-
densystem / eine Basis anstatt (vq,...,v,) sind linear unabhéngig / linear abhingig / ein
Erzeugendensystem / eine Basis.

4.2.3. Ein Tupel (vy, ..., v,) hat genau dann eine der vier Eigenschaften aus Definition 4.2.2,
wenn jede Umsortierung (vy(1), Us(2)s - - - » Vo(n)) diese Eigenschaft hat, fiir o € S,.

4.2.4. Ist ein Tupel (vy,...,v,) linear unabhéngig, so ist auch jedes Teiltupel linear un-
abhingig: Seien 1 <i¢; < .- <4, <n. Dann ist v;,,...,v;, linear unabhéngig.

Lemma 4.2.5. Sei (v1,vy,...,v,) ein Tupel von Vektoren in V. Dann sind die beiden fol-
genden Aussagen dquivalent:

(a) (vi,vs,...,0,) ist linear unabhingig.
(b) (Koeffizientenvergleich) Fir alle Elemente ay, ..., a,,b1,...,b, € K folgt aus

aivy + -+ v = bivg + - -+ by,
dass a1 = by, ag = bs, ..., a, = b, gilt.

Beweis. (a) = (b): Aus der Gleichung ajv; +- - - + a,v, = bjv; +- - - + b, v, folgt (a3 —by)vy +
-+ (a, — by)v, = 0, woraus per linearer Unabhéngigkeit a; = b; fiir alle i folgt.

(b) < (a): Gelte ajvy + - -+ + a,v, = 0. Wegen 0vy + - -+ + Ov, = 0 folgt dann a; = 0,
as =0, ..., a, = 0. Dies zeigt die lineare Unabhéngigkeit. U

4.2.6. Vektoren vy,...,v, € V sind also genau dann

(a) eine Erzeugendensystem von V', wenn sich jeder Vektor v € V als v = ajv1+- - - +a,v,
schreiben lasst (,,Existenz der Schreibweise als Linearkombination®);

(b) linear unabhéngig, wenn fiir jeden Vektor v, der sich als v = ajvq + -+ + a,v,
schreiben lasst, die Koeffizienten ay, ..., a, eindeutig bestimmt sind (,, Eindeutigkeit
der Schreibweise als Linearkombination®);

(c) eine Basis von V', wenn sich jeder Vektor v € V' eindeutig als v = ajv; + - -+ + a,v,
schreiben (,,Existenz und Eindeutigkeit der Schreibweise als Linearkombination*).

Dies folgt aus den Definitionen und Lemma 4.2.5.

Proposition 4.2.7. Genau dann ist (vq,...,v,) eine Basis von V, wenn (vi,...,v,) ein
linear unabhingiges Erzeugendensystem von V ist.

Beweis. Dies folgt sofort aus 4.2.6. U

Z6Insbesondere erlaubt eine Basis, jedes Element von V eindeutig durch seine Koordinaten zu beschreiben.
In diesem Sinne ist eine Basis ein Koordinatensystem von V. (Der Begriff eines Koordinatensystems wird
aber selten formal definiert.)
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N
Beispiele 4.2.8. (a) Sei V.= K. Die Vektoren e; = | . |, e2 = 0 e
: : 0
0 0 1
bilden offensichtlich eine Basis des K™. Man nennt eq,...,e, die Standardbasis

des K™ und den Spaltenvektor e; den i-ten Standardbasisvektor. Er hat als ¢-ten
Eintrag eine Eins und besteht sonst aus Nullen.

(b) Das (leere 0-)Tupel () ist eine Basis des Nullvektorraums {0}.

(c) Seien m,n € N. Fiir 1 <:<m, 1 <j <n sei

0 -~ 0 0 0 - 0\ 1
0 - 0 0 0 e 0l —1
0 --- 0 0 0 e 0 e +1
0 0 0 0 0/ m

die Matrix mit einer Eins an Position (¢, j) und Nullen an allen anderen Positionen.

Dann ist (E;;)1<i<m, offensichtlich eine Basis von K™*", wobei wir diese mn Elemente
1<j<n

in beliebiger Reihenfolge als mn-Tupel auffassen kénnen.

(d) Im K-Vektorraum K[X] sind fiir jedes n € N die Monome 1, X, X? ... X" linear
unabhéngig. Sie bilden eine Basis des Untervektorraums der Polynome vom Grad
<n.

Beispiele 4.2.9. (a) Seiv € V. Dann ist (v) genau dann linear unabhéngig, wenn v # 0.
Beweis: Fall v # 0: Gilt av = 0 fiir a € K, so folgt a = 0 nach Lemma 4.1.7. Also
ist (v) linear unabhéngig.
Fall v = 0. Setzt man a = 1, so gilt av = 1lv = v = 0 aber a = 1 # 0. Also ist (v)
linear abhéngig.
(b) Seien u,v € V. Dann ist (u,v) genau dann linear abhéngig, wenn u ein skalares
Vielfaches von v ist oder v ein skalares Vielfaches von u ist, es also ein a € K mit
u = av oder v = au gibt:
Beweis: =: Seien (u, v) linear abhéngig. Dann existieren a, b € K, nicht beide 0, mit
au+bv = 0. Im Fall a # 0 gilt u+a'bv =0, also u = —a"'bv = (—a~'b)v = (—2)w.
Im Fall b # 0 gilt analog v = (=b'a)u.
<: Gelte v = av oder v = au fiir ein a € K. Dann folgt lu + (—a)v = 0 oder
(—a)u + 1v = 0. Also ist (u,v) linear abhéngig.

2 a
Beispiel 4.2.10. Sei @ € R. In V = R3 sind die beiden Vektoren v; = [ 1 | und v, = | 3
1 3

genau dann linear unabhéngig, wenn a # 6 gilt.
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Beispiel 4.2.11. Wir kennen bereits die Standardbasis (ey, es) von R?. Wir behaupten, dass
die beiden Vektoren v = ; , W = <:1))> ebenfalls eine Basis des R? bilden. Insbesondere
zeigt dies, dass ein Vektorraum im Allgemeinen mehrere Basen hat. Daher sprechen wir
immer von einer Basis und nicht von der Basis.

Um zu zeigen, dass v, w eine Basis von R? ist, geniigt es zu zeigen, dass sich jeder Vektor

X2
Wir interessieren uns also fiir Paare (a, b) reeller Zahlen mit
la + 16 = z; und
20 + 3b = x9,

T = (xl) € R? als Linearkombination z = av + bw fiir eindeutige a,b € R schreiben lisst.

sind also an der Losungsmenge des LGS

A+B:ZE1,

in den zwei Variablen A und B interessiert. Bringen wir dieses LGS auf Zeilenstufenform, so

erhalten wir
A = 31171 — T2,
B = Ty — 21’1.

3131 — T2

2 . .
oy — le) € R*. Dies zeigt, dass

Seine Losungsmenge besteht also genau aus dem Vektor (

(v, w) eine Basis ist.
Hier ist die Testrechnung, dass dies wirklich eine Lsung ist:

(321 — 22)0 + (25 — 221)w = (321 — ) @) (2 — 22) (;)

. 3$1 — T2 To — 2[[‘1 [T\

o (61’1 - 21’2) * (31’2 — 61’1) o (l‘g) =
Satz 4.2.12. Sei V ein K-Vektorraum. Fiir Vektoren vi,...,v, € V sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) (vi,...,v,) ist eine Basis von V.

(b) (vi,...,v,) ist ein minimales Erzeugendensystem, d. h. es ist ein Erzeugendensystem
und hat die folgende Eigenschaft: Entfernt man mindestens einen Vektor aus dem
Tupel, so ist das verbleibende Tupel kein Erzeugendensystem mehr.

(c) (v1,...,v,) ist ein maximal linear unabhdngiges Tupel, d. h. es ist linear unabhingig
und hat die folgende Eigenschaft: Erginzt man das Tupel um mindestens einen Vektor
aus V', so erhdlt man ein linear abhdngiges Tupel.

Beweis. Wir zeigen die Implikationen (a) = (b) = (a) = (¢) = (a).

(a) = (b): Es ist klar, dass (vy,...,v,) ein Erzeugendensystem ist. Ist (vy,...,v,) kein
minimales Erzeugendensystem, so existiert ein Index i, so dass (v1,...,0i_1,Vit1,---,Vn)
ein Erzeugendensystem ist. Also kann man v; als v; = Y j— a;v; darstellen, fiir geeignete

j#i
A1y oy Qim1, i1, - - - G € K. Dies liefert 0 = (—1)v; +>_j=1 a;v;. Also ist (vq,...,v,) linear
J#u

abhéngig und somit keine Basis (nach Proposition 4.2.7).
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(b) = (a): Laut Annahme ist (vy,...,v,) ein Erzeugendensystem. Nehmen wir an, dass es
keine Basis ist. Dann ist (vy, ..., v,) linear abhéngig (nach Proposition 4.2.7). Also existieren
Skalare ay,...,a, € K, die nicht alle Null sind, mit

av1 + ... +ayv, = 0.

Sei ¢ ein Index mit a; # 0. Dann gilt

n
1
vi:——g a;v;.
a; 3 Vj

J#i
Also ist bereits (vq,...,0;_1,0it1,--.,0,) ein Erzeugendensystem, d.h. (vy,...,v,) ist kein
minimales Erzeugendensystem. Dieser Widerspruch zeigt, dass (vy, ..., v,) eine Basis ist.

(a) = (c): Es reicht zu zeigen, dass fiir jeden Vektor w € V das Tupel (vy,...,v,, w)
linear abhéngig ist. Da (vy, ..., v,) ein Erzeugendensystem ist, gilt w = ayv1 + . . . + a,v, fiir
geeignete ay, ..., a, € K. Also ist ajv; + ...+ a,v, + (—1)w = 0 eine Linearkombination der
Null, in der nicht alle Koeffizienten = 0 sind. Also ist (vy,...,v,, w) linear abhéngig.

(¢c) = (a): Da (vq,...,v,) linear unabhéngig ist, bleibt zu zeigen, dass (vi,...,v,) ein
Erzeugendensystem ist (nach Proposition 4.2.7), dass also (vq,...,v,) =V gilt.

Sei v € V. Dann ist (vq,...,v,,v) linear abhéngig, es gibt also Skalare aq,...,a,,b € K,
die nicht alle Null sind, mit

a1vy + -+ + a,v, + bv = 0.

Es muss b # 0 gelten, denn sonst zeigt die lineare Unabhéngigkeit von (vy,...,v,), dass alle
a; = 0 sind. Indem wir die obige Gleichung mit 6~! multiplizieren, sehen wir v € (vy, ..., v,).
Dies zeigt (v1,...,v,) =V wie gewiinscht. O

Definition 4.2.13. Ein Vektorraum V iiber einem Korper K heifit endlich erzeugt, wenn
es eine endliche Teilmenge M C V mit V = (M)g gibt. Eine dquivalente Bedingung ist,
dass es Vektoren vq,...,v, € V gibt, die ein Erzeugendensystem bilden, fiir die also V =

(v1,...,0,) gilt.
Satz 4.2.14. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann besitzt V' eine Basis.

Beweis. Sei (vq,...,v,) ein Erzeugendensystem von V. Ist es nicht minimal, so kénnen wir
einige der v; weglassen und haben immer noch ein Erzeugendensystem von V. Dies iterieren
wir so lange, bis wir ein minimales Erzeugendensystem erhalten (und dieser Prozess termi-
niert, da wir es mit endlich vielen Vektoren zu tun haben). Dieses ist dann eine Basis von
V, gem#B der Aquivalenz der Aussagen (a) und (b) in Satz 4.2.12. O

Bemerkung 4.2.15. Wenn man den Begriff der Basis etwas allgemeiner definiert, kann
man zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Dieser Beweis verwendet das Zornsche
Lemma und ist nicht konstruktiv.

Lemma 4.2.16. Sei V ein K-Vektorraum, seien die Vektoren vy,...,v, € V linear un-
abhdngig, und set v € V. Dann gilt

(v1,...,0n,v) ist linear unabhingiy <= v & (v1,...,U,).

Beweis. Wir zeigen dquivalent: (vy,...,v,,v) linear abhéngig <= v € (vy,...,v,).
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=: Sei (v1,...,v,,v) linear abhéngig. Dann gibt es Skalare ay,...,a,,b € K, die nicht
alle 0 sind, mit a;vy + ...+ a,v, + bv = 0. Da vy, ..., v, linear unabhéngig sind, muss b # 0
gelten. Wir folgern

1
v = _B(awl + .t apvn) € (Ui, ).

<: Gelte v € (vy,...,v,). Dann existieren Skalare a4, ...,a, € K mit v = ajv1+. . .+a,v,.

Also ist
—v+av;+...+tav, =0
eine Linearkombination der Null, in der nicht alle Koeffizienten Null sind. Also ist (vy, ..., v,, )
linear abhéngig. 0
Satz 4.2.17 (Basiserginzungssatz). Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum, und seien
vy, ..., 0 linear unabhdngige Vektoren. Dann existieren Vektoren v,iq,...,v, € V, so dass
(Ul7 ce sy Upy Upge1y - - avn)

eine Basis ist.

Beweis. Sei (wy,...,wy,) ein Erzeugendensystem von V.

Falls moglich, wahlen wir ein ¢y € {1,...,m} mit w;, & (vq,...,v,) und setzen v, 1= w;,;
nach Lemma 4.2.16 sind die Vektoren vy, ..., v,, v, linear unabhéngig.

Falls es ein solches i, gab, iterieren wir dieses Vorgehen: Falls mdoglich, wihlen wir ein
io € {1,...,m} mit wy, & (vy,...,0,,v,41) und setzen v,;5 := w;,. Nach Lemma 4.2.16 sind
die Vektoren vy, ..., v, vy1, Up12 linear unabhiingig.

Wir iterieren diese Vorgehensweise solange wie moglich. Alle Indizes i1, is, . . ., die wir so
produzieren, sind paarweise verschiedene Elemente der endlichen Menge {1,...,m}. Also
terminiert unser Verfahren nach endlich vielen Schritten.

Wir erhalten linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v, v41, ..., v,, fiir ein geeignetes n > r,
so dass w; € (vy,...,v,) fir alle ¢ € {1,...,m} gilt. Daraus folgt V' = (wq,...,wn,) C
(v1,...,0,) C V, alsoV = (vy,...,v,). Alsoist vy, ..., v, ein Erzeugendensystem und damit
eine Basis von V. 0
Satz 4.2.18. Sei V' ein K-Vektorraum, sei (vy,...,vy,) ein Erzeugendensystem von V' und
sei (wy, ..., wy,) linear unabhdngig in V. Dann gilt n < m.

In Worten hat jedes Erzeugendensystem mehr Elemente als oder gleich viele Elemente wie
jedes linear unabhdngige Tupel.

Beweis. Wir nehmen an, dass n > m gilt. Es geniigt zu zeigen, dass (wy,...,w,) linear
abhéngig ist. Es gilt, Skalare ¢y, ..., ¢, € K zu finden, die nicht alle Null sind, so dass

O0=cwi +...+cLw,

gilt. Da (vy, ..., v,) ein Erzeugendensystem ist, ldsst sich jedes w; als Linearkombination

m
U)j: E aijvi
i=1

fiir geeignete a;; € K darstellen. Wir méchten, dass der Ausdruck

n n m n,m m n
E CjU)j = E Cj E CLijUi = E cjaz-jvl- = E E cjaz-j V;
=1

j=1 j=1 i=1 j=1,i=1 Jj=1
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fiir geeignete Elemente c¢q,...,¢, € K Null ist. Dies ist sicherlich der Fall, wenn alle einge-
rahmten Summanden Null sind, wenn also

Zaijcj =0 fiir alle 1 <7 < m gilt.

j=1
Wir konnen dies als ein homogenes LGS mit m Gleichungen in den n Unbekannten ¢4, ..., ¢,
auffassen. Gesucht ist eine Losung (cy, ..., ¢,) dieses homogenen LGS, in der nicht alle ¢;
Null sind. Eine solche nicht-triviale Losung existiert aber nach Satz 3.2.11 wegen m < n.

Dies zeigt, dass (wq, ..., w,) linear abhingig ist. Die Behauptung des Satzes folgt. O

4.3. Dimension.

Satz 4.3.1. Je zwei Basen eines endlich erzeugten K-Vektorraums V haben gleich viele
Elemente.

Beweis. Seien (vq,...,v,) und (wy, ..., w,,) zwei Basen von V. Satz 4.2.18 liefert n > m und
m > n, also n = m. O

Definition 4.3.2. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Die Dimension von V ist
die Anzahl der Elemente in einer Basis von V. Sie wird als

dimV =dim(V) e N

notiert und ist eine natiirliche Zahl. Hierbei beachte man einerseits, dass V' eine Basis
hat (Satz 4.2.14), und andererseits, dass jede Basis aus gleich vielen Elementen besteht
(Satz 4.3.1), dim V" also nicht von der Wahl der Basis abhéngt.

Beispiel 4.3.3. Aus den beiden Beispielen (a) und (c) in 4.2.8 folgern wir
(a) dim K™ = n,
(b) dim K™ = mn.

Bemerkung 4.3.4. Man kann allgemeiner fiir jeden Vektorraum seine Dimension definieren
(als Kardinalitdt einer oder alternativ jeder Basis, vgl. Bemerkung 4.2.15). Man sagt dann,
dass ein Vektorraum endlichdimensional ist, falls diese Dimension eine natiirliche Zahl ist. Es
ist dann offensichtlich, dass die endlichdimensionalen Vektorrdume in diesem Sinne genau
unsere endlich erzeugten Vektorrdume sind. Da der Begrift endlichdimensional der in der
Literatur iiber Vektorrdume iiblicherweise verwendete Begriff ist und er mir auch griffiger
erscheint, machen wir diese Erkenntnis nun einfach zu einer Definition.

Definition 4.3.5. Ein K-Vektorraum heifit genau dann endlichdimensional, wenn er end-
lich erzeugt ist (vgl. Bemerkung 4.3.4). Sei n € N. Ein Vektorraum V heifit genau dann
n-dimensional, wenn er endlichdimensional ist und dim(V') = n gilt.

Satz 4.3.6. Sei V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum.

(a) Sei (vq,...,vm) ein Erzeugendensystem von V. Dann gelten:
(i) m>dimV.
(ii)) m = dimV < (vy,...,v,) Basis.
(b) Sei (wy, ..., wy,) linear unabhdingig in V. Dann gelten:
(i) n < dimV.
(ii)) n =dimV < (wy,...,w,) Basis.
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Beweis. (a): Die erste Behauptung folgt aus Satz 4.2.18. In der zweiten Behauptung ist die
Implikation < klar. Wir zeigen die Implikation =. Gelte also m = dim V. Indem wir aus

dem Erzeugendensystem (vy, ..., v,,) geeignete Eintrége streichen, erhalten wir ein minimales
Erzeugendensystem, also eine Basis (siche Satz 4.2.12). Da alle Basen dim V' = m Elemente
haben (Satz 4.3.1), haben wir gar keinen Eintrag gestrichen, und (vq,...,v,,) ist eine Basis.
(b): Die erste Behauptung folgt aus Satz 4.2.18. In der zweiten Behauptung ist die Implika-
tion < klar. Gelte n = dim V. Nach dem Basisergénzungssatz 4.2.17 konnen wir (wy, . .., wy,)
zu einer Basis von V ergénzen. Da alle Basen dim V' = n Elemente haben (Satz 4.3.1), haben
wir gar keinen Vektor ergénzt. Somit ist (wy, ..., w,) bereits eine Basis von V. O
Beispiel 4.3.7. (a) Es ist v, = (i) , Vg = le € R? eine Basis von R? (denn (vy,v9)
ist linear unabhiingig (Beispiel 4.2.9) und dim R? = 2).

1 1 0 1
(b) Betrachte die Vektoren vy = [2 |, vo = [0, v3=[1]|,vs = [1] € R% Dann

1 0 1 1

gelten:

e ,zu wenig Elemente fiir ein Erzeugendensystem®: (v, vq) ist kein Erzeugenden-
system (und erst recht keine Basis): Nach Satz 4.3.6.(a) muss jedes Erzeugen-
densystem mindestens dim R® = 3 Elemente haben.

e zu viele Elemente fiir linear unabhéngig®: (vy, va, v3, v4) ist linear abhéngig (und
erst recht keine Basis): Nach Satz 4.3.6.(b) sind maximal dimR?* = 3 Vekto-
ren linear unabhingig. Explizit ist ve 4+ v3 — v4 = 0 eine nicht-triviale lineare
Abhéngigkeitsrelation.

e ,richtige Anzahl an Elementen fiir Basis (= Erzeugendensystem und linear un-
abhéngig)“:

— (v, v3,vy) ist keine Basis, da wegen vy+v3—v, = 0 nicht linear unabhéngig.
(Alternativ siecht man auch leicht, dass es sich nicht um ein Erzeugenden-
system handelt.)

— (v, vq, v3) ist Basis: Wegen Satz 4.3.6.(b) reicht es zu zeigen, dass (vy, va, v3)
linear unabhéngig ist. Dies bedeutet, dass das LGS ajv; + asvs 4+ azvz = 0

0
in den Unbestimmten aq, as, ag nur die triviale Losung | 0 | besitzt. Dies
0

stimmt, wie eine einfache Rechnung zeigt.

Satz 4.3.8. Sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum, und set U C V' ein Untervek-
torraum. Dann ist U endlich erzeugt (und somit endlichdimensional, vgl. Definition 4.5.5)
und es qilt

dimU < dim V.
Ferner gilt Gleichheit der Dimensionen genau dann, wenn der Untervektorraum der ganze
Raum ist, in Formeln

dimU =dimV <«<— U=V.

Beweis. Wir nehmen an, dass U nicht endlich erzeugt ist. Dann gilt U # {0}. Es existiert
also ein Vektor v; € U \ {0}. Da (v1) ein endlich erzeugter Unterraum von U ist, ist er echt

in U enthalten. Es existiert als ein Vektor vy € U \ (v1). Da (v1,v,) ein endlich erzeugter
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Unterraum von U ist, ist er echt in U enthalten. Es existiert also ein Vektor vg € U\ (v, vq),
und so weiter.

Per Induktion konstruieren wir so eine Folge v, vs,v3,... von Vektoren in U mit der
Eigenschaft, dass v, & (vq,...,v,_1) fir alle n > 1. Induktiv sehen wir mit Lemma 4.2.16,
dass fiir jedes n € N das Tupel (vy,...,v,) linear unabhéngig ist. Dies kann aber nicht sein,

da dim V' nach Satz 4.3.6.(b) die maximale Lénge eines linear unabhéngigen Tupels in V' ist.
Dieser Widerspruch zeigt, dass U endlich erzeugt ist. Insbesondere ist dim U definiert.

Sei (v1, ..., vy) eine Basis von U. Nach dem Basisergénzungssatz 4.2.17 konnen wir dieses
Tupel zu einer Basis (v, ..., Um, Uni1, - - -, Uy) von V ergénzen. Dies zeigt dimU =m < n =
dim V.

Gilt dimU = dim V', also m = n, so haben wir nichts ergidnzt, und (vy, ..., v,,) ist bereits
eine Basis von V. Es folgt U = (vy,...,v,) = V. Die Implikation U =V = dimU = dim V'
ist trivial. 0

Beispiele 4.3.9. Im Video erkliirt: Untervektorrdume von R?; Dimension des Losungsraums
eines konkreten homogenen LGS mit zwei Gleichungen in vier Variablen.

Definition 4.3.10. Sei X ein Untervektorraum eines K-Vektorraums V. Ein Untervektor-
raum Y C V heifit genau dann Komplementirraum (oder Komplement) zu X in V,
wenn

XnYy ={0} und X+Y =V

gelten. In diesem Fall schreibt man V =X @Y.
Dann ist offensichtlich auch X ein Komplementarraum zu Y und man nennt X und Y
komplementire Untervektorrdume von V.

Lemma 4.3.11. Seien X und Y Untervektorrdume eines Vektorraums V. Dann sind X
und Y genau dann komplementdr in 'V, wenn es fir jeden Vektor v € V' eindeutige Vektoren
reXundy€eY mitv=ux+y gibt.

Beweis. Nach Definition von X 4+ Y ist die Aussage V = X 4+ Y dquivalent zur Aussage, dass
sich jedes v € V als v =2+ y mit x € X und y € Y schreiben lésst.

=: Sei v € V. Es bleibt die Eindeutigkeit der Darstellung v = x + y mit x € X und
y €Y zu zeigen. Gelte v = 2/ + ¢/ fir 2’ € X und ¢y € Y. Aus x +y = v = 2/ + ¢/ folgt
r—2' =y —yeXnNY={0},alsox=2"und y =y

<: Es bleibt X NY = {0} zu zeigen. Sei v € X NY. Dann sind v = v+ 0 = 0+ v zwei
Darstellungen von v als Summe eines Elements von X und eines Elements von Y. Aus der
Eindeutigkeit folgt v = 0. U

Beispiel 4.3.12. Sei V := R? und sei X := (e;) die ,erste Koordinatenachse*. Dann ist
jeder Untervektorraum der Form Y = (y) mit y € R? \ X ein Komplementéirraum zu X.

Satz 4.3.13. Sei X ein Untervektorraum eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V.
Dann existiert ein Komplementdrraum Y zu X in V.

Beweis. Sei (vq,...,v,) eine Basis von X. Nach dem Basisergénzugssatz 4.2.17 kénnen wir
sie zu einer Basis (vq,...,0,,Upy1,...,0,) von V erginzen. Wir behaupten, dass Y :=
(Ur41, ..., Uy) ein Komplementarraum zu X ist.
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(a) ‘X NY = {0} ‘: Seiv e X NY. Wegen v € X und v € Y gibt es Darstellungen

,
v = g a;v; fiir geeignete aq,...,a, € K und
i=1
n
v = g a;v; fiir geeignete a,y1,...,a, € K.
j=r+1

Ziehen wir die beiden Gleichungen voneinander ab, so erhalten wir

O=v—v= eram + 2”: (—aj)v;.
=1

j=r+1

Da (v, ...,v,) linear unabhéngig ist, folgt a; =ay =---=a, =a,41 =---=a, =0,
und damit v = "), a;v; = 0. Dies zeigt X NY C {0}. Die Inklusion {0} C X NY
ist klar, da X und Y Untervektorrdume sind.

(b) : Aus der Definition des Spanns folgt sofort X +Y = (vy,...,v,) +

(Uri1y ey Un) = (U1, 0o Uy U1y ey U ) = V.

O

Satz 4.3.14 (Dimensionsformel fiir zwei Untervektorrdume). Seien X wund Y Untervek-
torrdume eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V. Dann gilt

dim(X) + dim(Y) = dim(X N Y) + dim(X + Y).

Beweis. Beachte, dass nach Satz 4.3.8 alle Untervektorraume X, Y, X NY, X +Y von V
endlichdimensional sind und somit ihre Dimensionen wohldefinierte natiirliche Zahlen sind.
Sei (z1,...,2.) eine Basis von X NY. Nach dem Basisergénzungssatz 4.2.17 ist sie sowohl
zu einer Basis (z1, ..., 2., o1, ...,2s) von X als auch zu einer Basis (21, ..., 2, y1,...,¥) von
Y ergénzbar.
Wir behaupten, dass (z1,..., 2,21, ..., Ts,Y1,--.,Y;) eine Basis von X + Y ist.
Sicherlich handelt es sich um ein Erzeugendensystem von X + Y. Um die lineare Un-
abhéngigkeit zu beweisen, gelte fiir Skalare ay,...,a,,by,...,bs,c1,...c; € K die Gleichung

r s t
0= Zaizi +ijxj—|—chyk .
=1 j=1 k=1

=:1zeXNY —xcX =yeYy

Ausze XNY CYundyeY folgt z+y e Y. Somit gilt v = —2—y=—(2+y) €Y und
wegen z € X folgt x € XNY. Da (2,...,2.) eine Basis von X NY ist, finden wir eindeutige
Skalare dy, ..., d, mit

Nach Definition von z gilt



Da (z1,...,2,x1,...,xs) eine Basis von X ist, folgt d; = -+ =d, =0und by = --- = by =0,
also x = 0.

Analog zeigt man ¢; =--- =¢, =0 und y = 0.
Es folgt 0 = 24+ 2 4+y = 2z = Y. _,a;2. Da (z,...,z) eine Basis von X NY ist,
folgt a; = -+ = a, = 0. Insgesamt sind also alle Skalare a;, b;, c; Null. Dies zeigt unsere

Behauptung, dass (z1,..., 2, T1,..., s, Y1, .., Y;) eine Basis von X + Y ist.
Wir erhalten

dmX +dimY =(r+s)+(r+t)=r+(r+s+t)=dim(XNY)+dim(X +Y). O
Korollar 4.3.15. Sind X und Y komplementire Untervektorrdume eines endlichdimensio-

nalen Vektorraums V', so gilt dim(X) + dim(Y') = dim(V'). Sind (x4, ..., xs) eine Basis von
X und (y1,-..,y:) eine Basis von'Y', so ist (x1,...,%s,Y1,...,Y;) eine Basis von V.

Beweis. Aus V = X +Y und X NY = {0} und dim{0} = 0 folgt die erste Behauptung
sofort aus Satz 4.3.14. Die zweite Behauptung folgt sofort aus dem Beweis von Satz 4.3.14,
oder auch direkt aus der gerade bewiesenen Gleichung dim(X) + dim(Y') = dim(V): Es ist
klar, dass (z1,...,%s, Y1, ..,y:) ein Erzeugendensystem von X +Y = V ist, und dann ist es
schon eine Basis nach Satz 4.3.6, denn s + t = dim(X) + dim(Y") = dim(V). O

Aufgabe 4.3.16 (Dimension des Produkts). Seien V' und W endlichdimensionale Vek-
torrdume. Dann ist auch V' x W endlichdimensional und hat Dimension dim(V x W) =
dim(V') + dim(W) (die Vektorraumstruktur auf V' x W ist in Aufgabe 4.1.19 definiert).

5. LINEARE ABBILDUNGEN
Der Buchstabe K bezeichne stets einen Korper.
5.1. Erste Eigenschaften linearer Abbildungen.

Definition 5.1.1. Seien V und W K-Vektorrdume. Eine Abbildung f: V' — W heifit genau
dann K-linear oder kurz linear oder Homomorphismus von K-Vektorridumen, wenn

flo+d) = f(v)+ f(V) fiir alle v,0v" € V und
f(av) = af(v) fir alle a € K und v € V gelten.
Wir notieren die Menge aller linearen Abbildungen f: V — W als
Homg (VW) :={f: V — W | f ist K-linear}.

Bemerkung 5.1.2 (Alternative Definitionen einer linearen Abbildung). Seien V und W
Vektorrdume und sei f: V' — W eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

(a) f ist linear.

(b) flagvy +...+ayv,) = a1 f(v1) +...+a,f(v,) fiir allen € N, alle a4, ... ,a, € K und
alle vy,...,v, € V.

(c) flav+") =af(v) + f(¢') fiir alle a € K und alle v,v" € V.

Die Aquivalenz dieser Aussagen ist eine einfache Ubung, die wir dem Leser iiberlassen.
5.1.3. Ist f: V — W eine lineare Abbildung, so gelten
f(0)=0 und
flv=2")= f(v)— f(V) fir alle v,0v" € V,
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denn f ist insbesondere ein Homomorphismus (V,+) — (W, 4) der additiven Gruppen
(man kann dies auch mit Hilfe der Skalarmultiplikation und Lemma 4.1.7 sehen: f(0y) =
f(0k0v) = 0 f(Oy) = Ow und f(v—=0") = f(v+(=0)) = flo+(=1)v') = f(v)+(=1)f(v') =
flv) = f(@)).
Beispiele 5.1.4. (a) Die drei Abbildungen

p: R? —» R?, s: R?* — R?, d: R? — R?,

G- 00 ) ()

sind linear. Fassen wir R? als Zeichebene mit dem iiblichen rechtwinkligen Koordina-
tensystem auf, so sind
e p die Punktspiegelung im Ursprung,
e s die Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden und
e d die Drehung um 90° (im Gegenuhrzeigersinn).
(b) Die Abbildung

f:R* >R,
x
y | — o+ 42y — 3z,
z

ist linear. Wiirden wir rechts 2% + 42y schreiben, wiire die Abbildung nicht linear.
(c) Sind f,g: R — R differenzierbare Funktionen und ist a« € K ein Skalar, so gilt
(af +g) = af + ¢. Dies bedeutet, dass Ableiten eine lineare Abbildung vom Vek-
torraum der differenzierbaren reellwertigen Funktionen auf R in den Vektorraum der
reellwertigen Funktionen auf R ist.
(d) Seien n € Nund 1 <i < n. Die Projektion auf die i-te Komponente

K" — K,
(T1y ey Tp) > T,
ist eine lineare Abbildung. Ebenso ist die i-te Inklusion
K — K",
t(0,...,0,t,0,...,0),
linear (hier steht das ¢ rechts an i-ter Stelle).

(e) Ist U C V ein Untervektorraum, so ist die Inklusionsabbildung U — V|, u — u,
linear.

Definition 5.1.5. Ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist ein Homomorphismus f: V' —
W von Vektorrdaumen, fiir den es einen Homomorphismus g: W — V mit go f = idy und
f og = idy gibt (fiir eine alternative Definition siche Lemma 5.1.7.(b)). Ein solches ¢ ist
eindeutig”’, ist ein Isomorphismus, und wird als f~! notiert. Ein Isomorphismus wird als
f: V5 W notiert. Zwei Vektorrdume V und W heifien genau dann isomorph, notiert
V = W, wenn es einen Isomorphismus f: V = W gibt.

2Mst g+ W — V ein weiterer Homomorphismus mit ¢’ o f = idy und fo ¢’ = idy, so folgt g = goidy =

go(fog)=(gof)og =idyog =g
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Beispiel 5.1.6. Die Abbildung , Schreibe die Zeilen einer Matrix hintereinander*
Kan ; Kmn
A = (aij> — (alla-"7a1n7a21>~"7a2n>~"7am17-"7amn)7

ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

Lemma 5.1.7. (a) Die Verkniipfung linearer Abbildungen ist linear: Sind g: U — V
und f: V. — W K-lineare Abbildungen von K-Vektorrdaumen, so ist auch ihre Ver-
knipfung fog: U — W eine K-lineare Abbildung.

(b) Ein Homomorphismus f:V — W wvon Vektorriumen ist genau dann ein Isomorphis-
mus, wenn er bijektiv ist.

Beweis. Wir verwenden die dquivalente Charakterisierung von Linearitéit einer Abbildung
aus Bemerkung 5.1.2.
(a) Seien a € K und u,u € U. Aus der Linearitét von f und g erhalten wir

(fog)lau+u) = f(g(au +u')) = fag(u) + g(u')) = af(g(w)) + f(g(u'))
= a(fog)(u) + (fog)(u).

Also ist f o g linear.

(b): Sei f ein Isomorphismus. Dann gibt es nach Definition einen Homomorphismus g: W —
V mit go f =idy und fog = idy. Die erste (bzw. zweite) dieser Gleichungen zeigt, dass f
injektiv (bzw. surjektiv) ist. Also ist f bijektiv.

Sei f ein bijektiver Homomorphismus. Sei g: W — V' die mengentheoretisch inverse Ab-
bildung. Es geniigt zu zeigen, dass ¢ linear ist.

Seien a € K und w,w’ € W. Da f surjektiv ist, gibt es v,v" € V mit f(v) = w und
f(v") =w'. Da g invers zu f ist, folgt g(w) = v und g(w') = v’. Mit Hilfe der Linearitdt von
f erhalten wir daraus

glaw +w') = g(af(v) + f()) = g(f(av + ")) = av + v = ag(w) + g(w').
Dies zeigt die Linearitét von g. U

Definition 5.1.8. Ein Epimorphismus von Vektorrdumen ist ein surjektiver Homomor-
phismus von Vektorrdumen. Ein Monomorphismus von Vektorrdumen ist ein injektiver
Homomorphismus von Vektorrdumen.

Definition 5.1.9. Ein Homomorphismus eines Vektorraums in sich selbst wird als Endo-
morphismus bezeichnet. Wir schreiben

Endg (V) := Homg(V, V)

fiir die Menge aller Endomorphismen eines Vektorraums V. Ein Isomorphismus eines Vek-
torraums in sich selbst wird als Automorphismus bezeichnet. Wir schreiben

Autg (V) := GL(V) :={f € Endg (V) | f ist Isomorphismus}

fiir die Menge aller Automorphismen eines Vektorraums V. Diese Menge bildet mit Kompo-
sition als Verkniipfung eine Gruppe (diese Verkniipfung ist wegen Lemma 5.1.7.(a) wohlde-
finiert; der Leser priife, dass es sich um eine Gruppe handelt). Sie heifit allgemeine lineare
Gruppe von V. Die Notation GL kommt von der englischen Bezeichnung general linear

group.
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Beispiel 5.1.10. (a) Die drei Abbildungen (Punktspiegelung im Ursprung, Spiegelung
an der ersten Winkelhalbierenden, Drehung) in Beispiel 5.1.4.(a) sind Automorphis-
men des R2.

(b) Die Identititsabbildung (oder kurz Identitit) idy: V — V, v + v, ist eine lineare
Abbildung. Genauer ist sie ein Automorphismus von V.
(c) Die Nullabbildung 0: V' — W, v+ 0, ist linear.
(d) Sei V ein Vektorraum iiber K. Skalarmultiplikation K x V' — V liefert zwei lineare
Abbildungen:
(i) Fixieren wir a € K, so ist Skalarmultiplikation mit a

a.:V =V,

vV av = a.v,

eine lineare Abbildung. Diese Abbildung ist ein Endomorphismus von V' und
genau dann ein Automorphismus, wenn a # 0 oder V = {0} gilt.
(ii) Fixieren wir v € V, so ist das Multiplizieren eines Skalars mit v

v K=V,

a— av = a.v,

eine lineare Abbildung.
Ende 12. Vor-
lesung am

02.06.2020 Lemma 5.1.11. Seien V und W K -Vektorrdume. Dann ist Homg (V, W) ein K -Vektorraum,
wenn wir Addition und Skalarmultiplikation wie folgt definieren: Fiir f,g € Homg(V, W) und
a € K definiere f + g und af durch

(f+9)(v) = f(v)+gw) und (af)(v):=af(v)= f(av) firveV.

Beweis. Wir zeigen genauer, dass die Teilmenge Homg (V, W) des Vektorraums WV aller Ab-

bildungen von V' nach W (siehe Beispiel 4.1.4, wobei V' schlicht als Menge betrachtet wird)

ein Untervektorraum ist?®. Die im Lemma angegebene Addition und Skalarmultiplikation

kommt offensichtlich von der Addition und Skalarmultiplikation auf W" her. Offensicht-

lich liegt die Nullabbildung 0: V' — W in Homg (V, W). Zu zeigen bleibt also, dass die so

definierten Abbildungen f+ g und af von V nach W linear sind, also in Homg (V, W) liegen.
Seien v,v" € V und A € K. Dann gelten

(f+9)(Av+0)=fOu+0)+ghv+0") = f(v) + f(V) + Ag(v) + g(v)
= AMf(v) +9(v) + f(V) + g(v') = M(f + g)(v)) + (f + g) (V).

~—

und

(@f) (M +) = af(w+) =a(Af(v) + f(V) = (aX) f(v) + af (V) = (Aa) f(v) + af (V)
= Maf(v)) +af(W) = A((af)(v)) + (af) ().
Nach Bemerkung 5.1.2 sind also f + g und af K-linear. 0
mv zeigt man zuerst, dass Addition und Skalarmultiplikation wohldefiniert sind, dass also f + g
und af K-lineare Abbildungen sind (siehe unten), und iiberlegt sich dann direkt, dass alle Bedingungen in

der Definition eines Vektorraums erfiillt sind.
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Lemma 5.1.12. Seien h: T — U und g,¢': U — V und f, f': V — W Homomorphismen
von K-Vektorraumen und sei A € K. Dann gelten die folgenden Formeln:

(feg)oh=fo(goh),
foidy = f =idw o f,
folg+d)=1feg+foy,
(f+f)eg="rfg+ [y
foAg) =Afog)=(Af)ey.
Insbesondere ist End g (V') mit Addition + und Multiplikation o ein Ring (der im Allgemeinen

nicht kommutativ ist, wie wir in Beispiel 5./.12 sehen werden). Das Nullelement ist die
Nullabbildung 0: V' — V| das Einselement ist die Identitdt idy: V — V.

Beweis. Die ersten beiden Formeln sind trivial, die dritte Formel folgt aus f((g + ¢')(u)) =
flg(u)+4'(w) = f(g(u)) + f(¢'(w)) fir u € U, die vierte Formel folgt analog, und die letzte
Formel folgt aus f((Ag)(u)) = f(Ag(uw)) = Af(g(w)) = (A(f © 9))(u) und (A(f o g))(u) =
Af(g(u)) = (Af)(g(w)). -
5.1.13. Die Gruppe der Einheiten des Ringes End g (V') ist Autg (V) = GL(V) = Endg (V) *.
5.2. Lineare Abbildungen und Untervektorridume.

Lemma 5.2.1. Bilder und Urbilder von Untervektorrdumen unter linearen Abbildungen sind
Untervektorrdume: Sei f: V. — W eine lineare Abbildung.

(a) Sei V' ein Untervektorraum von V. Dann ist sein mengentheoretisches Bild

V) ={f@) v eV}

ein Untervektorraum von W. Insbesondere ist das Bild von f,

m(f) = f(V),
ein Untervektorraum von W.
(b) Sei W' ein Untervektorraum von W. Dann ist sein mengentheoretisches Urbild

W) ={veV|flv)ew}

ein Untervektorraum von V. Insbesondere ist der Kern von f,

ker(f) := f({0}),

ein Untervektorraum von V.
Beweis. Der einfache Beweis ist dem Leser iiberlassen. OJ

Proposition 5.2.2. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gelten:
(a) f injektiv <= ker(f) = {0};
(b) f surjektiv <= im(f)=W.

Beweis. Die Behauptung zur Surjektivitét ist trivial, und die Behauptung zur Injektivitét
folgt aus Lemma 1.3.7, denn f ist insbesondere ein Homomorphismus der abelschen Gruppen
(V.+) = (W, +). Wir geben den Beweis noch einmal:

Ist f injektiv, so gilt sicherlich ker(f) = {0}. Gilt ker(f) = {0}, so folgt aus f(v) = f(v)
fiir beliebige Vektoren v,v" € V, dass f(v —v') = f(v) — f(v") = 0. Dies bedeutet v — v’ €
ker(f) = {0}, also v =v'. O
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5.3. Lineare Abbildungen und Basen.

Satz 5.3.1 (Lineare Abbildungen durch Werte auf Basis). Sei (vy,...,v,) eine Basis eines
K-Vektorraums V' und sei W ein weiterer K-Vektorraum. Dann ist die Abbildung

(5.3.1) Hompg (V,W) = W™,
[ (fo), - fon)),

bijektiv. Genauer ist sie ein Isomorphismus von Vektorrdaumen, wenn wir Homg (V, W) wie
in Lemma 5.1.11 und W™ wie in Beispiel 4.1./ als Vektorrdume auffassen.

Jede lineare Abbildung ist also eindeutig festgelegt und eindeutig festlegbar durch ihre Werte
auf einer Basis.

Beweis. Seien Vektoren wy,...,w, € W gegeben. Fiir die Bijektivitit unserer Abbildung
miissen wir zeigen, dass es genau eine lineare Abbildung f: V' — W mit

f(v;)) =w; firallei=1,...,n
gibt.
Existenz von f: Da (v,...,v,) eine Basis von V ist, existieren fiir jeden Vektor v € V
eindeutige Skalare ay, . .., a, mit v = ajv1+. . .+a,v,. Wir definieren f(v) := aywi+. . .+a,w,

und erhalten so eine wohldefinierte Abbildung f: V' — W mit f(v;) = w;.

Wir behaupten, dass diese Abbildung linear ist. Sei v" € V. Dann gibt es eindeutige
by, ..., b, mit v/ =byvy+---+bv,. Sei c € K. Aus co+v' = (cay; +by)vy +- - -+ (can + by)vp
erhalten wir

flev+v") = (car + b)wy + - -+ + (can + by)w, = cajwy + -+ - + capw, + bywy + -+ - + byw,
= c(aywy + -+ + apwy,) + bywy + - - + byw, = cf (v) + f(v).

Also ist f linear.

Eindeutigkeit von f: Seien f, f': V' — W zwei lineare Abbildungen mit f'(v;) = f(v;)
fir alle 7+ = 1,...n. Ein beliebiger Vektor v € V kann (eindeutig) als Linearkombination
v =av; + ...+ a,v, geschrieben werden. Auf Grund der Linearitdt von f’ und f gilt

flw) =aif'(vi) +...+anf (va) = arf(v1) + ...+ anf(vn) = f(v),

also f' = f.
Dies zeigt, dass unsere Abbildung bijektiv ist. Es ist offensichtlich, dass sie K-linear und
damit ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen ist (siche Lemma 5.1.7.(b)). O

Proposition 5.3.2. Sei f: K" — V eine lineare Abbildung. Setze v; := f(e;), wobei

(e1,...,€,) die Standardbasis von K™ ist. Dann gelten:
(a) f ist injektiv (= ein Monomorphismus) <= (vi,...,v,) ist linear unabhdngig;
(b) f ist surjektiv (= ein Epimorphismus) <= (vi,...,v,) ist ein Erzeugendensystem
von V;
(c) [ ist bijektiv (= ein Isomorphismus) <= (vy,...,v,) ist eine Basis von V.

Beweis. Beachte, dass
T

/ : =f (Z xiei) = Zl‘z‘f(@i) =T+ T,
i=1 =1

I
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fiur alle x4, ..., x, € K gilt.

(a): Lineare Unabhéngigkeit von (vy, ..., v,) ist offensichtlich dquivalent zu ker(f) = {0},
was nach Proposition 5.2.2 zur Injektivitdt von f &quivalent ist.

(b): Dies ist offensichtlich.

(c): Folgt sofort aus (a) und (b), da eine Basis dasselbe ist wie ein linear unabhéngiges
Erzeugendensystem (siehe Proposition 4.2.7). U

Korollar 5.3.3. Sei f: V = W ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Dann sind gegebene
Vektoren vy,...,v, € V genau dann linear unabhdingig bzw. bilden ein Erzeugendensystem
von V bzw. eine Basis von V', wenn ihre Bilder f(v1),..., f(v,) linear unabhingig sind bzw.
ein Erzeugendensystem bzw. eine Basis von W bilden.

Beweis. Sei g: K™ — V die nach Satz 5.3.1 eindeutige lineare Abbildung mit g(e;) = v;
fir alle ¢ = 1,...,n. Dann ist die Injektivitdt bzw. Surjektivitat bzw. Bijektivitit von g
dquivalent zur Injektivitdat bzw. Surjektivitdt bzw. Bijektivitdt von f o g, da f bijektiv ist.
Wegen f(v;) = f(g(e;)) folgt die Behauptung damit aus Proposition 5.3.2, wenn wir diese
sowohl auf g als auch auf f o gK™ — V anwenden. O

Korollar 5.3.4. Sei V' ein Vektorraum. Die Wahl einer Basis von V st gleichbedeutend mit
der Wahl eines Isomorphismus K™ = V. Genauer ist die Abbildung™

{f: K™ =V Isomorphismus} — {(v1,...,v,) Basis von V'},
[ (fler), ... flen)),
bijektiv.>°
Beweis. Satz 5.3.1 liefert die Bijektion Homy (K™, V) = V", f +— (f(e1),..., f(e,)). Nach

Proposition 5.3.2 entsprechen unter dieser Bijektion die [somorphismen genau den Basen. [

Satz 5.3.5 (Klassifikation endlichdimensionaler Vektorrdume bis auf Isomorphie). Zwei
endlichdimensionale K-Vektorrdume V und W sind genau dann isomorph, wenn dimV =
dim W gult.

Insbesondere ist jeder endlichdimensionale K-Vektorraum der Dimension n zu K" iso-
morph.

Beweis. =: Sei g: V= W ein Isomorphismus. Da ¢ dann jede Basis von V auf eine Basis
von W abbildet (siche Korollar 5.3.3), folgt dim V' = dim .

<: Sein = dimV = dimW. Seien (vi,...,v,) eine Basis von V und (wy,...,w,) eine
Basis von W. Nach Korollar 5.3.4 entsprechen diesen Basen Isomorphismen f: K™ = V und
g: K™ = W. Dann ist auch go f~': V= W ein Isomorphismus. O

5.3.6. Isomorphie V 22 T definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Vektorraume
und auch auf der Menge aller endlichdimensionalen Vektorraume; dies ist klar nach Defini-
tion 5.1.5, Lemma 5.1.7.(a) und Korollar 5.3.3.
Satz 5.3.5 und dim(K™) = n zeigen, dass V' — dim V' eine wohldefinierte bijektive Abbil-
dung
{ K-Vektorrdume}/~ = N

29Wir notieren hier und im Folgenden auch Bijektionen von Mengen mit dem Zeichen —.
30Falls V nicht n-dimensional ist, so sind beide Mengen leer.
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definiert. Bis auf Isomorphie werden endlichdimensionale Vektorrdume also durch ihre Di-
mension klassifiziert. Eine vollstédndige Liste aller endlichdimensionalen K-Vektorrdume bis
auf Isomorphie ist durch K° = {0}, K! = K, K?, K3,... gegeben.
Aufgabe 5.3.7. Sei f: V — W eine lineare Abbildung und seien Vektoren vy,...,v, € V
gegeben. Dann gelten:
(a) (f(v1),..., f(v,)) linear unabhéngig = (v,...,v,) linear unabhéingig.
(b) (v1,...,v,) linear unabhéngig und f injektiv = (f(vy1),..., f(v,)) linear unabhéngig.
(¢c) (v1,...,v,) Erzeugendensystem von V und f surjektiv = (f(v1),..., f(v,)) Erzeu-
gendensystem von .

Aufgabe 5.3.8. Sei f: V — W eine lineare Abbildungen von K-Vektorrdumen, und sei
(v1,...,v,) eine Basis von V. Dann gelten:

(a) f injektiv <= (f(v1),..., f(v,)) linear unabhéngig.

(b) f surjektiv <= (f(v1),..., f(v,)) Erzeugendensystem von W.

(c) f Isomorphismus <= (f(vy),..., f(v,)) Basis von W.

Aufgabe 5.3.9. Sei V' ein Vektorraum mit einer Basis (vy,...,v,). Unter der Bijektion
(5.3.1) aus Satz 5.3.1 entsprechen die Isomorphismen V' = W von Vektorrdumen genau den
Basen von W, in Formeln ist also

{f: V= W Isomorphismus} — {(w,...,w,) Basis von W},

e (fon),- ., fon)),
bijektiv.
5.4. Lineare Abbildungen K" — K™ und Matrizen.
Definition 5.4.1. Seien m,n € N und sei f: K™ — K™ eine lineare Abbildung. Die dar-

stellende Matrix von f ist die (m x n)-Matrix [f] € K™ " mit Eintrigen aus K, deren
j-te Spalte das Bild f(e;) des j-ten Standardbasisvektors e; ist; in Formeln gilt also

1= (flenlf(e2)l .. 1f(en)),

wobei wir der besseren Lesbarkeit halber die Spaltenvektoren f(e;) € K™ durch senkrechte
Striche voneinander getrennt haben.

Satz 5.4.2 (Lineare Abbildungen K" — K™ und Matrizen). Seien m,n € N. Dann ist die
Abbildung

(5.4.1) Homy (K™, K™) & K™,
f=1[f,

die eine lineare Abbildung f: K™ — K™ auf ihre darstellende Matriz [f] abbildet, bijektiv.
Genauer ist sie ein Isomorphismus von Vektorrdumen, wenn wir Homg (K™, K™) wie in
Lemma 5.1.11 und K™*™ wie in Beispiel 4.1.6 als Vektorrdume auffassen.

Erster Beweis. Nach Satz 5.3.1, angewandt auf V' = K™ mit der Standardbasis (e, ..., e,)
und W = K™, ist eine lineare Abbildung f: K™ — K™ eindeutig festgelegt und eindeutig
festlegbar durch das n-Tupel (f(e1), f(es),..., f(e,)) von Spaltenvektoren in K™. Die dar-
stellende Matrix [f] ist aber nur eine dquivalente Art, dieses n-Tupel darzustellen. Es ist offen-
sichtlich, dass die so erhaltene Bijektion K-linear ist, dass also die Formeln [f+ f'] = [f]+[f’]

und [Af] = A[f] gelten. O
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Zweiter, sehr expliziter Beweis. (Dieser Beweis ist nur angegeben, um den Leser hoffentlich
davon zu iiberzeugen, dass die Aussage sehr einfach ist) Jedes Element von K™ lasst sich als
Linearkombination der Standardbasisvektoren schreiben:

I 1 0 0

i) 0 1 0

T3 0 0 0

) =21 | .| +x2| . |+ -Fxn]| . | =T161+ T2+ + Tpep.
Tp_1 0 0 0

Tn 0 0 1

Sei f: K™ — K™ eine K-lineare Abbildung. Definiere Elemente a;; € K durch

a1 ay; Q1n

21 a2; A2p
fley =1 o | fle) =] | flen) =

Am1 Ami Qmn

Dies definiert eine Matrix A := (a;;) € K™*", und dies ist genau die darstellende Matrix [f]
von f. Weil f linear ist, gilt

T
f : = f(x1e1 + 2260 + -+ + xpe,) =21 f(€1) + - + 20 f(en)
Tp
a11 Q1n T1a11 + -+ Tplin
a21 Qon T1Qo1 + - -+ + Tpaop
am1 Amn T10m1 +---+ Tnlmn

Dies bedeutet, dass die Matrix A die K-lineare Abbildung f eindeutig festlegt. Dies zeigt
die Injektivitéit der im Satz angegebenen Abbildung.

Ist umgekehrt eine Matrix A = (a;;) € K™*™ gegeben, so sieht man leicht, dass die durch
die obige Formel definierte Abbildung K" — K™ K-linear ist und A als darstellende Matrix
hat. Dies zeigt die Surjektivitdt der angegebenen Abbildung.

Da unsere Abbildung offensichtlich K-linear ist, ist sie als bijektive lineare Abbildung ein
Isomorphismus. Il

5.4.3. Die Umkehrabbildung zu (5.4.1) ist die Abbildung, die einer Matrix A = (a;;) € K™*"
die Abbildung

K" — K™,
1 ary a2 A1n r1a11 + -0+ Tpayy,
oy | [z et | ] = .
Ln Am1 Am2 Qmn T1Gm1 + -+ TpQmn
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zuordnet: Dies folgt aus dem Beweis von Satz 5.3.1; alternativ rechnet man leicht nach, dass
diese Abbildung linear ist®') und offensichtlich den j-ten Standardbasisvektor auf die j-te
Spalte von A abbildet. Nach Einfiihrung der Matrizenmultiplikation werden wir eine kurze
Schreibweise (nédmlich x — Az) fiir diese Abbildung kennenlernen (siehe 5.4.13).

Beispiel 5.4.4. (a) Die drei Abbildungen in Beispiel 5.1.4.(a) haben als darstellende

Matrizen
-1 0 0 1 0 —1
0o -1/’ 1 0/ 1 0 /-

(b) Die darstellende Matrix der Identitdt idg-: K™ — K™ ist die sogenannte Einheits-
matrix oder genauer (n x n)-Einheitmatrix

10 0
(5.4.2) A e
0 0 1

deren Diagonaleintréige Eins und deren restliche Eintrdge Null sind. Es gilt also
(c) Die darstellende Matrix der Nullabbildung 0: K™ — K™ ist die Nullmatrix, in For-
meln [0] = 0.

Definition 5.4.5 (Matrizenmultiplikation). Seien m,n,r € N. Seien A = (a;;) € K™*" und
B = (b)) € K™ Matrizen. Wir betonen, dass die Anzahl der Spalten von A mit der Anzahl
der Zeilen von B {ibereinstimmt. Das Matrixprodukt oder kurz Produkt von A und B
ist definiert als die (m x r)-Matrix A - B mit

(A . B)zk = Z aijbjk = aﬂblk + ...+ ambnk.
j=1

Abkiirzend schreiben wir meist AB := A-B. Formal ist Matrizenmultiplikation eine Abbildng

(5.4.3) K™ KTy KT
(A,B) — AB.

Bemerkung 5.4.6 (Rechenschema). Setzen wir C' = (ci);2 ., = AB, so ist der Eintrag
Cit, = 2?21 a;;b;, das ,,Produkt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B“. Genauer
multipliziert man fiir jedes 1 < j < n den j-ten Eintrag der i-ten Zeile von A mit dem
j-ten Eintrag der k-ten Spalte von B, und bildet die Summe dieser n Produkte. Dieses

3loder folgert dies aus unseren abstrakten Resultaten: Sie ist die Summe, fiir j = 1,...,n, der Ver-
kniipfungen der linearen Abbildungen , Projektion auf die j-te Koordinate* (Beispiel 5.1.4.(d)) mit ,Mul-
tiplizieren eines Skalars mit der j-ten Spalte der Matrix A* (Beispiel 5.1.10.(d)). Diese Summe von Ver-
kniipfungen ist linear nach Lemma 5.1.7.(a) und Lemma 5.1.11.
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Rechenschema merke ich mir graphisch wie folgt:
bk

all .. ... aZTL . PR Clk

2 1 10
Beispiel 5.4.7. Fir A= |0 —1| und B = <1 1) gilt
3 1

A-B=1|-1 -1

Beachte, dass B - A nicht definiert ist.

Satz 5.4.8 (Darstellende Matrizen: Komposition und Matrizenmultiplikation). Sind g: K™ —
K" und f: K™ — K™ lineare Abbildungen von K -Vektorrdumen, so ist die darstellende Ma-
trix der Verkniipfung f o g: K" — K™ das Matrixprodukt der darstellenden Matrizen von g

und f, in Formeln
[fogl=1f]-1g]-

Beweis. Seien (eq,...,e.) bzw. (€], ...,¢e.) bzw. (¢],..., e ) die Standardbasen von K" bzw.
K" bzw. K™. Nach Definition der darstellenden Matrizen gilt

n

glex) = Z[g]jke; fir alle k =1,...,7,

=1
fles) = Z[f]ije;’ fir alle j =1,...,n, und
i=1
(5.4.4) (fog)ex) = Z[f ogluye; firalek=1,...r
i=1

Aus den ersten beiden Gleichungen erhalten wir fiir beliebiges k € {1,...,r}

(fog)(ex) = flg(er)) = f(Z[g]jke}) = Z[g]jkf(ez-) = Z[g]jk(Z[f]ijeé’)
=" DU lalne! = 3 (S lslal)el = D111 laDuet

Der Ausdruck rechts stimmt also mit der rechten Seite von (5.4.4) iiberein. Per Koeffizienten-

vergleich (siehe Lemma 4.2.5.(b), dies verwendet die lineare Unabhéngigkeit der (¢, ... e/ ))

) m
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erhalten wir ([f]-[g])it = [fogli fir allei € {1,...,m} und alle k € {1,...,r}. Dies bedeutet
/][9] = [fogl N
Definition 5.4.9. Eine Matrix mit gleich vielen Zeilen wie Spalten heifit quadratische
Matrix. Eine Matrix A € K™*" ist also genau dann quadratisch, wenn m = n gilt.

Lemma 5.4.10 (Rechenregeln fiir Matrizen). Fir alle A, A’ € K™*" B, B € K"*", C €
K™ und A\ € K gelten:

(A-B)-C=A-(B-C),
AL, =A=1, A,
A-(B+B)=A-B+A-DB,
(A+A")-B=AB+ A'B,
A-(AB)=XA-B)=(\A)-B.
Insbesondere ist die Menge K™ ™ der quadratischen Matrizen ein Ring, der sogenannte Ma-

trizenring oder genauer Ring der (n xn)-Matrizen. Sein Nullelement ist die Nullmatrix
und sein Finselement die Finheitsmatriz.

Erster Beweis. Diese Formeln entsprechen genau den Formeln in Lemma 5.1.12, wenn man
sie mit Hilfe der Sétze 5.4.2 und 5.4.8 in Aussagen iiber lineare Abbildungen iibersetzt. Wir
zeigen dies exemplarisch fiir die erste Formel.

Nach Satz 5.4.2 gibt es eindeutige Homomorphismen A: K* — K" und g: K" — K" und
f: K™ — K™ von Vektorrdumen mit [f] = A und [g] = B und [h] = C. Unter Verwendung
von Satz 5.4.8 und der ersten Formel in Lemma 5.1.12 erhalten wir

(A-B)-C=(f]-1g)-[h = [fogl-[h =[(fog)oh]=[feo(goh)]
= fl-lgon]=1f1-(g]- [h]) = A-(B-C).
Fiir die zweite Formel bendtigt man die offensichtliche Gleichheit [idgn]| = I,, und fiir die

anderen Formeln, dass [Af] = A[f] und [f + f'] = [f] + [f'] gelten (dies folgt aus Satz 5.4.2,
denn die Abbildung f + [f] ist K-linear. O

Zweiter Beweis durch stupides Nachrechnen. Alle Aussagen sind offensichtliche Indexschlach-
ten, wenn man die Definitionen ausschreibt. Wir zeigen die erste Aussage zur Demonstration:

T T T

((AB)C)Z‘J’ = Z(AB)iwaj - Z(Z Ainyw)ij - Z Z AiyByoCsj

r=1 rz=1 y=1 z=1 y=1
=Y Ay(Y BuCuj) = Y Ay(BC)y; = (A(BO))s.
y=1 r=1 y=1

Um A = A-1, = I, - A zu zeigen, ist es hilfreich, das sogenannte Kronecker-J zu
verwenden: Es ist definiert durch
5 {1 falls 7 = 7,
0

sonst.

Dabei sind 7 und j meist ganze Zahlen (allgemeiner kénnen 7 und j Elemente einer beliebigen

Menge sein). Damit gilt (1,,);; = d;; und man kann nun A = A - [, direkt nachrechnen. [
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Bemerkung 5.4.11. Die Abbildung
Endg(K™) = K™,
felf]

ist ein Ringisomorphismus. Dies folgt aus den Sétzen 5.4.2 und 5.4.8 und aus [idgn] = I,,.
Beispiel 5.4.12. (a) Der Ring K™ ™ ist fiir n > 2 nicht kommutativ: Fiir n = 2 und die

. 10 0 1\ . . .
Matrizen A = (O O) und B = (O 0) gilt beispielsweise

01 00
A'B:<o 0)%3"4:(0 0)

Fiir n > 2 findet man leicht dhnliche Beispiele; zum Beispiel kann man A und B
rechts und unten durch Nullen ergénzen.
Nach Bemerkung 5.4.11 zeigt dies auch, dass Endg(K™) fiir n > 2 nicht kommu-
tativ ist.
(b) Der Ring K'*! ist der Korper K.
(c) Fiir alle n > 2 gibt es eine Matrix A € K™ mit A% = 0 aber A # 0.

Im Fall n = 2 nehme man etwa die Matrix A = 8 (1)> Fiir n > 2 kann man
analog eine Matrix nehmen, die sich nur im rechten oberen Eintrag von der Nullmatrix

unterscheidet.

5.4.13 (Matrix-Vektor-Multiplikation). Wir erinnern daran, dass ein Spaltenvektor mit n
Eintriigen dasselbe ist wie eine (n x 1)-Matrix, wir also K" = K™*! identifizieren konnen.
Damit liefert Matrizenmultiplikation (5.4.3) eine Abbildung
o K™ x Kt — K,
(A,z) — A-x = Az,
die man als Matrix-Vektor-Multiplikation bezeichnet. Fixieren wir A € K™*", so erhal-
ten wir die Abbildung Linksmultiplikation mit A
(5.4.5) A K" — K™,
r— A-x=Ax.
Diese Abbildung ist K-linear, denn nach unseren Rechenregeln in Lemma 5.4.10 gelten A(z+
y) = Az + Ay fir alle z,y € K" und A(Ax) = Mz fiir alle A € K und = € K. Manchmal
wird sie die zu A assoziierte lineare Abbildung genannt.
Die Abbildung (5.4.5) ist in weniger kompakter Schreibweise explizit durch
(5.4.6)
1 1101 + -0 + A1y a11 a12 a1p
r=| ' | = Az = : : =z | ¢ | H+x| |+t
L, Q11+ -+ ATy (m1 Am2 Qmn
gegeben und uns bereits in 5.4.3 begegnet. Es ist also Az die angegebene Linearkombination

der Spalten von A, und speziell ist Ae; die j-te Spalte von A, wobei e; der j-te Standardba-

sisvektor von K™ ist.
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Spéatestens nun ist klar, dass die Abbildung K™*" — Homg (K™, K™), die eine Matrix A
auf A- abbildet, invers zu der Bijektion (5.4.1) in Satz 5.4.2 ist. Mit anderen Worten ist die
darstellende Matrix von A- gerade A ist, in Formeln [A-] = A.

5.4.14. Die Identifikation (5.4.1) von (m xn)-Matrizen und linearen Abbildungen K" — K™
sollte dem Leser in Fleisch und Blut iibergehen. Gegeben eine Matrix A € K™*™ notieren
wir die zugehorige lineare Abbildung A-: K™ — K™ oft kurz als A: K™ — K™ und fassen
somit die Matrix als lineare Abbildung auf (deren darstellende Matrix A ist). Ist umgekehrt
A: K™ — K™ eine lineare Abbildung, so sollte es fiir den Leser vollkommen natiirlich sein,
A als Matrix aufzufassen.

Beispiel 5.4.15 (Beispiele assoziierter Abbildungen). Nun ist es einfach, Beispiele linearer

Abbildungen anzugeben.

(a) Die zur (1xn)-Matrix A = (1 1 ... 1) assoziierte lineare Abbildung ist die Abbildung
y,oummiere die Eintréage“

A: K" — K,
T1
T = : = X1+ ..+ Ty,
Tn

(b) Fiir ¢ € R liefert die Drehmatrix A = CQS(SO) —sin(¢) die lineare Abbildung
sin(p)  cos(p)

A: R* 5 R?

AR x cos(p) — ysin(p)

Y zsin(p) +ycos(p) )
Als Abbildung der Zeichenebene (mit den iiblichen, aufeinander senkrecht stehenden
Koordinatenachsen) ist dies die ,,Drehung um den Winkel ¢ (im Bogenmaf$)“, denn

sie bildet den Vektor <C98(a)> nach den Additionstheoremen auf <C9S(a + SO)) ab.
S sin(a + ¢)

in(a)

Speziell fiir o = 7 erhalten wir die Drehmatrix ((1) _01>, die eine Drehung um 90°

beschreibt.
Aufgabe 5.4.16. Unter welchen Bedingungen an s,t,u € K ist die lineare Abbildung

S U\ | -2 2
(0 t).K—)K

ein Automorphismus von Vektorrdumen?

5.5. Dimensionsformeln fiir lineare Abbildungen.

Definition 5.5.1. Ist f: V — W eine lineare Abbildung endlichdimensionaler Vektorraume,
so heifit
rk(f) := dim(im(f)) € N
der Rang von f. Ist A € K™*" eine Matrix, so ist der Rang rk(A) von A der Rang der
linearen Abbildung A = A-: K™ — K™, in Formeln rk(A) :=rk(A4-) = dim(im(A-)).
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Bemerkung 5.5.2. Das Bild der Abbildung A: K" — K™ ist der von den Vektoren Ae;,
fiir j = 1,...,n, aufgespannte Untervektorraum von K™. Diese Vektoren sind gerade die
Spalten von A (vgl. (5.4.6)). Deswegen nennt man rk(A) auch den Spaltenrang von A.

Satz 5.5.3 (Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen). Sei f: V. — W eine lineare Ab-
bildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen. Dann gilt die Dimensionsformel
(fiir lineare Abbildungen)

(5.5.1) dim V' = dim(ker(f)) + dim(im(f)).

5.5.4 (Rangsatz). Die Dimensionsformel (5.5.1) lautet umgeschrieben
(5.5.2) dim V' = dim(ker(f)) + rk(f)

und wird auch als Rangformel bezeichnet.

5.5.5. Man beachte, dass ker(f) und im(f) als Untervektorraume endlichdimensionaler Vek-
torrdume automatisch endlichdimensional sind (Satz 4.3.8), so dass also dim(ker(f)) und
dim(im(f)) wohldefinierte natiirliche Zahlen sind.

Beweis. Sei U C V' ein Komplementérraum zu ker(f) (er existiert nach Satz 4.3.13). Es gilt
(5.5.3) dimV = dim(ker(f)) + dim U

nach Korollar 4.3.15.

Sei g: U — W die Einschriankung von f auf U. Sie ist offensichtlich linear (als Komposition
der Inklusionsabbildung U — V mit f) und es gilt im(g) = g(U) = f(U) C f(V) = im(f).

Wir behaupten, dass auch die Inklusion im(f) C im(g) gilt. Jedes v € V lédsst sich (ein-
deutig) als v = v + w mit v € U und w € ker(f) darstellen (siche Lemma 4.3.11). Es gilt
f(v) = f(u) + f(w) = f(u) +0 = f(u) = g(u). Daraus folgt die behauptete Inklusion und
insgesamt im(f) = im(g).

Wir kénnen g also als surjektive lineare Abbildung ¢: U — im(f) auffassen. Diese Abbil-
dung ist aber auch injektiv: Fiir jedes u € U mit 0 = g(u) = f(u) gilt u € ker(f)NU = {0},
also u = 0. Somit gilt ker(g) = {0} und g ist injektiv (Proposition 5.2.2).

Also ist g: U = im(f) bijektiv und damit ein Isomorphismus. Satz 5.3.5 liefert dim(U) =
dim(im(f)). Kombiniert mit (5.5.3) zeigt das die Dimensionsformel. O

5.5.6. Das folgende Korollar zeigt, dass man jeden Homomorphismus zwischen endlichdi-
mensionalen Vektorrdumen durch geeignete Wahl von Basen auf eine sehr einfache Gestalt
bringen kann.

Korollar 5.5.7 (im Wesentlichen Smith-Normalform). Sei f: V' — W eine lineare Abbil-
dung zwischen endlichdimensionalen Vektorraumen; sei v := rk(f) der Rang von f. Dann

gibt es eine Basis (vy,...,v,) von V und eine Basis (wy,...,wy,) von W, so dass gelten:
f(vi) = w; fir alle 1 <i<r,
f(vi) =0 fur aller +1 <11 <n.

Beweis. Wir verwenden den Beweis von Satz 5.5.3. Es gilt r = rk(f) = dim(im(f)) =
dim(U). Sei (by,...,b,) eine Basis von U. Da die Einschrinkung g: U = im(f) von f ein
Isomorphismus ist, ist (g(b1),...,g(b.)) eine Basis von im(f) (Korollar 5.3.3). Nach dem
Basisergdnzungssatz 4.2.17 konnen wir die linear unabhéngigen Vektoren w; := ¢(b;) =
f(b1),...,w, := g(b.) = f(b,) zu einer Basis (wy, ..., w,, Wy11,...,wy,) von W erginzen.
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Sei (by41,...,b,) eine Basis von ker(f). Weil U und ker(f) komplementére Untervek-
torrdume von V sind, ist (by,...,b.,by41,...,b,) eine Basis von V' (Korollar 4.3.15). Nach
Konstruktion hat f auf den Elementen dieser Basis die gewiinschten Werte. U

Korollar 5.5.8. Sei f: V — W eine lineare Abbildung endlichdimensionaler Vektorrdume.
Dann gelten die folgenden Implikationen:
(a) f ist injektiv (= ein Monomorphismus) <= dim(ker(f)) = 0 <= rk(f) =
dimV = dimV <dimW.
(b) [ ist surjektiv (= ein Epimorphismus) <= dimW =rk(f) = dimV > dim W.
(¢) f ist bijektiv (= ein Isomorphismus) <= dimV =rk(f) = dim W.

Beweis. (a): Injektivitéit von f ist dquivalent zu ker(f) = {0} (siehe Proposition 5.2.2), was
offensichtlich zu dim(ker(f)) = 0 dquivalent ist. Nach der Rangformel (5.5.2) ist dies zur
Bedingung dim V' = rk(f) dquivalent. Diese Gleichheit impliziert dim V' < dim W, da stets
tk(f) = dim(im(f)) < dim(W) gilt (siehe Satz 4.3.8).

(b): Surjektivitdt von f ist dquivalent zu im(f) = W (siehe Proposition 5.2.2), was
nach Satz 4.3.8 dquivalent zu rk(f) = dim(im(f)) = dim W ist. Diese Gleichheit impliziert
dimV > dim W, da nach der Rangformel (5.5.2) stets dim V' > rk(f) gilt.

(¢): Dies folgt sofort aus (a) und (b). O

Korollar 5.5.9. Sei f: V — W eine lineare Abbildung endlichdimensionaler Vektorrdume
derselben Dimension n := dimV = dim W. Dann sind dquivalent:

(a) [ ist injektiv (= ein Monomorphismus);

(b) f ist surjektiv (= ein Epimorphismus);

(c) [ ist bijektiv (= ein Isomorphismus);

(d) Tk(f) = n.
Insbesondere ist ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums genau dann
ingektiv, wenn er surjektiv ist, was genau dann der Fall ist, wenn er bijektiv ist.

Beweis. Laut Annahme gilt n = dim V' = dim W. Nach Korollar 5.5.8 sind sowohl Injekti-
vitdt als auch Surjektivitdt von f dquivalent zu der Aussage rk(f) = n. O

Korollar 5.5.10. Fir A € K™ gilt rk(A) € {0,1,...,min(m,n)}.

Beweis. Da rk(A) die Dimension des von den Spalten von A aufgespannten Untervektor-
raums des K™ ist, ist tk(A) < m klar (siehe Satz 4.3.8). Nach der Dimensionsformel (siche
Satz 5.5.3) fiir die lineare Abbildung A: K™ — K™ gilt n = dim K™ = dim(ker(A4)) +
dim(im(A)) > dim(im(A)) = rk(A). O
Aufgabe 5.5.11. Folgere die Dimensionsformel fiir zwei Untervektorraume 4.3.14 aus dem
Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen 5.5.3.

Hinweis: Betrachte die (lineare) Abbildung X x Y — V. (z,y) — z + y, deren Kern
isomorph zu X NY ist.

5.6. Invertierbare Matrizen.

Definition 5.6.1. Eine quadratische Matrix A € K™*" heifit genau dann invertierbar
(oder regulér), wenn eine quadratische Matrix B € K™ "™ mit

AB=BA=1,
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existiert. Mit anderen Worten ist eine Matrix genau dann invertierbar, wenn sie eine Einheit
im Matrizenring K™*" ist. Da die Menge aller Einheiten in einem Ring eine Gruppe bildet
(siehe 2.2.2), ist

GL,(K) := (K™")* ={A € K™ | A ist invertierbar}

mit Matrizenmultiplikation eine Gruppe. Sie wird die allgemeine lineare Gruppe der
(n x n)-Matrizen genannt. Die Notation GL kommt von der englischen Bezeichnung general
linear group.

5.6.2. Unter unserer Identifikation Endg(K™) = K™*" (Bemerkung 5.4.11) von Endomor-
phismen K" — K" mit (n x n)-Matrizen gilt GL(K") = GL,(K) (siehe Definition 5.1.9).

5.6.3. Die Gruppe GL(K) = K* = K \ {0} ist kommutativ. Fiir n > 2 ist die Gruppe
GL,(K) nicht kommutativ. In GLy(K) gilt beispielsweise

e ) G066 60)

Dieses Beispiel verallgemeinert sich leicht fiir n > 2: Man nehme die Einheitsmatrix und
dndere die Null an Position (1,2) bzw. an Position (2, 1) in eine Eins.

5.6.4. Wie in Gruppen iiblich, wird das Inverse eines Elements A € GL,(K) mit A~!
bezeichnet. Das neutrale Element von GL,,(K) ist die Einheitsmatrix /,,. Nach Lemma 1.1.4
gilt (A™H™ = A und I} = [,; sind weiter A, B € K™ " invertierbar, so ist auch AB
invertierbar mit (AB)™! = B~tA~L.

Satz 5.6.5. Fir eine quadratische (n X n)-Matriz A € K™*" sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) A ist invertierbar, d. h. A € GL,(K).

(b) A: K™ — K" ist ein Isomorphismus (dquivalent: die Spalten von A bilden eine Basis
von K™).

(c) A: K" — K" ist ein Monomorphismus (dquivalent: die Spalten von A sind linear
unabhingig).

(d) A: K™ — K" ist ein Epimorphismus (dquivalent: die Spalten von A sind ein Erzeugenden-
system von K™).

(e) tk(A) = n.

(f) (Ezistenz eines Rechtsinversen) Es gibt ein B € K™™ mit AB = I,,.

(9) (Eristenz eines Linksinversen) Es gibt ein B € K™*" mit BA = 1I,,.

Ist B wie in (f) oder (g), so gilt B= A"

Beweis. Die Aussagen (a) und (b) sind offensichtlich dquivalent.

Fiir einen Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums sind die vier Bedin-
gungen surjektiv, injektiv, bijektiv, voller Rang dquivalent (siehe Korollar 5.5.9). Dies zeigt
die Aquivalenz der vier Aussagen (b), (c), (d) und (e), und die Aquivalenz zu den drei in
Klammern angegebenen Aussagen folgt aus Proposition 5.3.2.

(a) = (f) und (a) = (g): Trivial.

(f) = (d): Fassen wir A und B als Endomorphismen von K™ auf, so folgt aus AB = I,, =
idgn, dass A surjektiv ist. Da dann nach dem bereits Bewiesenen A invertierbar ist, konnen

wir AB = I,, von links mit A~! multiplizieren und erhalten B = A~
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(f) = (c): Fassen wir A und B als Endomorphismen von K™ auf, so folgt aus BA = I,, =
idgn, dass A injektiv ist. Da dann nach dem bereits Bewiesenen A invertierbar ist, konnen
wir BA = I,, von rechts mit A~! multiplizieren und erhalten B = A~!. O

Definition 5.6.6. Eine quadratische Matrix N € K™*" heifit nilpotent (also ,nichts-
konnend®), falls es ein m € N mit N™ = 0 gibt.

Lemma 5.6.7. Sei N € K"*" eine nilpotente Matriz. Dann ist die Matriz I,,— N invertierbar
(und ebenso ist I, + N invertierbar).

Beweis. Gelte N™ = 0. Wir behaupten, dass I, + N + N? + ...+ N™ 2 + N™ ! invers zu
I, — N ist. In der Tat, es gilt
(I, = N)I,+ N+ N*+ ... 4 N" 24 N ) = 4+ N+ N> ... 4 N* 24 N}
~N-N?*—... - N"2_Nml_Nm
=L, -0=1,.
Also ist unsere Matrix rechtsinvers zu I, — N und Satz 5.6.5 zeigt, dass I, — N invertierbar

ist (man kann auch analog nachrechnen, dass unsere Matrix auch linksinvers ist).
Da mit N auch —N nilpotent ist, ist dann auch [, + N = I,, — (—N) invertierbar. 0

Beispiel 5.6.8. Die Matrix ((1) 117) ist invertierbar als Summe der Einheitsmatrix mit der

nilpotenten Matrix (8 107). Thr Inverses ist (é _11 7).

Aufgabe 5.6.9. Ist A € K™ nilpotent, so gilt bereits A™ = 0.

Hinweis: Betrachte die aufsteigende Folge der Untervektorrdume {0} = ker(A°) C ker(A) C
ker(A?) C ... des K" und zeige: Gilt an einer Stelle Gleichheit ker(A*) = ker(A**!), so auch
an jeder nachfolgenden Stelle.

Lemma 5.6.10 (Rang einer Verkniipfung). Seien g: U — V und f: V — W Homomor-
phismen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdaumen. Dann gilt

(5.6.1) rk(f o g) < min(rk(f),rk(g)).

Insbesondere gelten:
(a) Ist [ ein Isomorphismus, so gilt vk(f o g) = rk(g).
(b) Ist g ein Isomorphismus, so gilt tk(f o g) = rk(f).
(c) Gegeben eine Matriz A € K™ und invertierbare Matrizen S € GL,,(K) und T €
GL,(K), so gilt
rk(A) = rk(SAT).
Beweis. Wegen g(U) C V folgt im(f o g) = f(g(U)) C f(V) = im(f) und somit rk(f o g) <

rk(f) nach Satz 4.3.8. Wir wenden den Dimensionssatz 5.5.3 auf die durch Einschrinkung
erhaltene lineare Abbildung f|ywy: g(U) — W an und erhalten

(5.5.1)

rk(g) = dim(g(U)) = =~ dim(ker(fgqw)) + dim(im(f|gq))
> dim(im(f|yw))) = dim(f(9(U))) = rk(f o g).

Insgesamt zeigt dies die behauptete Abschétzung (5.6.1).
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(a) Ist f ein Isomorphismus, so folgt die behauptete Gleichheit aus

5.6.1

(5.6.1) (5.6.1)
th(fog) < 1tk(g)=1k(fT'ofog) < rk(fog).
(b) Ist g ein Isomorphismus, so folgt die behauptete Gleichheit aus

(5.6.1) . Go)
tk(fog) < tk(f) =rk(fogog™) < rk(foy).
(¢) Damit folgt sofort rk(A) @ rk(SA) v rk(SAT). O

Aufgabe 5.6.11. Fiir lineare Abbildungen f,g: V' — W gilt rk(f + g) < rk(f) + rk(g).
Hinweis: Dimensionsformel fiir zwei Unterverktorrdume 4.3.14 oder Lemma 5.6.10 samt
der folgenden Beobachtung: Die lineare Abbildung f + ¢g: V' — W kann als Verkniipfung

VA VXV 4 WxWw 5V linearer Abbildungen geschrieben werden, wobei A(v) := (v, v)

und (f x g)(v, w) == (f(v), g(w)).

5.7. Lineare Abbildungen und lineare Gleichungssysteme.

5.7.1. Sei ein LGS der Form (3.1.1) gegeben. Sei A = (ay;);} -, seine Koeffizientenmatrix
b1
und b = | @ | € K™ die ,rechte Seite“ des LGS. Wir erkennen aus (5.4.6): Ein Spalten-
bm
L1
vektor z = | | € K" ist genau dann eine Losung des LGS, wenn Az = b gilt.
Tn

Man schreibt deshalb kurz AX = b fiir das LGS (3.1.1) (oder auch Az = b, wobei man
sich z € K™ variabel denkt).

5.7.2. Ein LGS AX = b ist also dasselbe wie eine lineare Abbildung A: K" — K™ zu-
sammen mit einem Vektor b € K™. Seine Losungsmenge ist das Urbild von b unter dieser
linearen Abbildung.

Genau dann ist AX = b fiir alle b € K™ losbar, wenn A: K" — K™ surjektiv ist, wenn
also rk(A) = m gilt (siehe Korollar 5.5.8.(b)).

Die Losungsmenge eines homogenes LGS AX = 0 ist genau der Kern der linearen Abbil-
dung A: K™ — K™ und somit ein Untervektorraum des K" (siche Satz 3.3.2) der Dimension

dim(ker(A)) = n —rk(A)
(siche Satz 5.5.3 bzw. (5.5.2)).

e Offensichtlich gilt rk(A) < m. Im Fall n > m (,mehr Variablen als Gleichungen*)
folgt also dim(ker(A)) = n —rk(A) > n —m > 0 und somit hat das homogene LGS
AX = 0 mindestens eine nicht-triviale Losung. Diese Aussage ist genau der Inhalt
von Satz 3.2.11.%

e Ist A in Zeilenstufenform, so ist rk(A) offensichtlich die Anzahl der Pivotelemente von
A (vergleiche der im homogenen Fall stets eintretende zweite Fall in Bemerkung 3.2.8,
wo man die Werte von n—#{Pivotelemente} = n—rk(A) Variablen frei wéhlen kann).

32Das hier gegebene Argument ist aber kein unabhéngiger Beweis, denn er verwendet Resultate, die wir
aus Satz 3.2.11 gefolgert haben.
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5.7.3. Die mittlerweile eingefithrten Begriffe (Vektorraum, Matrix-Vektor-Multiplikation)
und die damit verbundene effiziente Sprech- und Schreibweise gestatten uns nun, Aufga-
be 3.3.5 kompakt zu formulieren und zu beweisen.

Satz 5.7.4. Set AX =0 ein LGS mit A € K™*" und b € K™. Hat das LGS AX = b
eine Losung y € K™ (eine solche muss aber nicht ezistieren, falls b # 0), so ist seine
Losungsmenge {x € K" | Az = b} durch y+ker(A) gegeben. Sie entsteht also durch Addition
von y aus der Liosungsmenge des homogenen LGS AX = 0.

Beweis. Sei S := {x € K" | Ax = b} die Losungsmenge und sei y € S eine Losung. Zu zeigen
ist S =y + ker(A).

C:Seis € S. Wegen A(s —y) = As — Ay = b—b = 0 gilt s —y € ker(A) und damit
s=y+(s—y) € y+ker(A).

D: Seix € y+ker(A), d. h. es gibt ein | € ker(A) mit x = y+1. Dann gilt Az = Ay+ Al =
b+0=0b,alsox € S. O

Aufgabe 5.7.5. Sei f: V — W ein Homomorphismus von Vektorrdumen. Zeigen Sie fiir
jeden Vektor w € W: Fiir jedes v € f~(w) gilt die Gleichheit f~'(w) = v + ker(f).
Folgern Sie daraus Satz 5.7.4.

Aufgabe 5.7.6. Sei ein LGS AX = b mit A € K™ und b € K™ gegeben. Uberlegen Sie
sich, dass das GaufB-Verfahren (oder eine beliebige andere Abfolge elementarer Zeilenope-
rationen, die das LGS auf ZSF bringt) einen Isomorphismus von K" P in den Vektorraum
ker(A) der Losungen des LGS liefert, wobei p die Menge der Pivot-Elemente in der Zeilen-
stufenform ist.

5.8. Algorithmus zur Berechnung der inversen Matrix.

Algorithmus 5.8.1 (zur Berechnung der inversen Matrix (modifiziertes Gaufi-Verfahren)).
Sei A € GL,(K) gegeben (den Fall, dass A € K™*" nicht als invertierbar vorausgesetzt
ist, besprechen wir in Algorithmus 5.8.2). Wir méchten die inverse Matrix A~ ausrechnen.
Gesucht ist also die eindeutige Matrix B mit AB = I,,. Bezeichnen wir die Spalten von B

blj

mit s1,...,s, (d.h.s; =] © |), soist die Gleichung AB = I, in K™*" &quivalent zu den
by

n Gleichungen
As; =e; in K", fir j=1,...,n,

wobei e; der j-te Standardbasisvektor ist.

Fiir jedes j konnen wir As; = e; als LGS (mit n Gleichungen) in den n Eintréigen von
s; als Variablen auffassen, und wir konnen dieses Gleichungssystem bzw. die zugehérige
erweiterte Koeffizientenmatrix (A | e;) mit dem Gauf-Verfahren auf Zeilenstufenform brin-
gen und dann die Losungsmenge ablesen. Da A als invertierbar angenommen ist, wissen
wir bereits abstrakt, dass die Losungsmenge aus genau einem Element besteht, ndmlich aus
dem Vektor s; = A~ 'e;. Also muss die Zeilenstufenform die Gestalt (I, | s;) haben (siehe
Bemerkung 3.2.8 zum Ablesen der Losung bei ZSF).

Wir konnen die erweiterten Koeffizientenmatrizen (A | e;), fur j = 1,...,n, wie folgt

zusammenfassen und sie dann simultan auf Zeilenstufenform bringen: Schreibe die Matrix A
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links eines vertikalen Strichs und rechts davon die Einheitsmatrix I,,:
(5.8.1) (A I,

Formal ist das eine (n x 2n)-Matrix. Wir bringen diese Matrix mit dem GauB-Verfahren (oder
anderen geschickten elementaren Zeilenumformungen) auf Zeilenstufenform. Diese muss nach
der obigen Erkldrung die Gestalt (I,, | s1 52 ... s,) haben. Da die s; die Spalten von B sind,
gilt

(5.8.2) (I, | s182 ... 80) = (I, | B).
Mit anderen Worten haben wir das Inverse B = A~! berechnet.

Algorithmus 5.8.2 (um herauszufinden, ob eine Matrix invertierbar ist, und um gegebenen-
falls die inverse Matrix zu berechnen (modifiziertes Gaufi-Verfahren)). Bei der Vorstellung
des Algorithmus 5.8.1 haben wir angenommen, dass A € K™ invertierbar ist. Falls nur
A € K™ gegeben ist, konnen wir auch mit dem ,simultanen® Losungsschema (A | I,)
starten und dieses auf ZSF bringen.

Wir begriinden unten, dass es in der ZSF genau n Pivotelemente geben muss. Nehmen wir
das einstweilen an, so gibt es zwei Félle fiir die ZSF.

(a) Alle Pivots befinden sich links des senkrechten Strichs: Dann hat die ZSF notwendig
die Form (I,, | B). Dies bedeutet, dass A invertierbar ist und B = A~! gilt (vgl.
Bemerkung 3.2.8 zum Ablesen der Losung).

(b) Ein Pivot befindet sich rechts des senkrechten Strichs: Dann ist A nicht invertierbar.
Befindet sich namlich ein Pivot in der j-ten Spalte rechts des Strichs (wobei j €
{1,...,n}), so ist das Gleichungssystem AX = e; nicht losbar (vgl. Bemerkung 3.2.8
zum Ablesen der Losung).

Za begriinden ist noch, dass es genau n Pivotelemente gibt, dass es also keine Nullzeilen am
Ende gibt. Dazu iiberlegt man sich (was nicht schwer ist), dass bei elementaren Zeilenumfor-
mungen der Zeilenrang, also die Dimension des von den Zeilen einer Matrix aufgespannten
Untervektorraums konstant ist (in unserem Fall handelt es sich um einen Unterraum des
K?"). Der Zeilenrang von (A | I,,) ist offensichtlich n, denn die n Zeilen sind linear un-
abhéngig (was an der Matrix [, liegt) und bilden somit eine Basis ihres linearen Spanns.
Der Zeilenrang der ZSF muss dann auch n sein, was nicht mdéglich ist, wenn es am Ende
Nullzeilen gibt.

2 01
Beispiel 5.8.3. Gegeben sei die Matrix A= |3 1 1|. Wir erhalten
111
2 01 1 00
(All,)=(3 1 1]010
1111001
Wir erhalten per Z; ~~ Z; — Z3
1 -1 0|10 —1
31 1,01 0],
1 1 1100 1
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per Z2 ~ ZQ —321 und Z3 ~ Zg - Zl

1 -1 0] 1 0 -1
0 4 1] -31 3],
0 2 1| -10 2

per ZQ ~ ZQ —Zg

0 1 -1 2
per ZgWZ;;—ZQ und ZQW%ZQ
1 -1 0 1 0 -1
0o 1 0| -1 5 3|,
0 0 1 1 -1 1
per Z1->Z1+Zg
1 _1
A B
- 2 2
0 01 1 -1 1
Dies bedeutet
0 % -1
-1
At=(-1 5 3
1 -1 1
Zur Probe berechnen wir
0 % —1 2 01
-1 5 1 31 1| =1L.
1 -1 1 1 11

1 2 3
Beispiel 5.8.4. In der Vorlesung wird der Algorithmus fiir A = |4 5 6

7 8 10
Ersetzt man die 10 durch eine 9, so ist die Matrix nicht mehr invertierbar (eine lineare
Abhéngigkeit der Spalten findet man schnell, wenn man die Differenzen aufeinanderfolgender
Spalten betrachtet).

vorgefiihrt.

5.9. Elementarmatrizen und elementare Umformungen.

5.9.1. Sei n € N eine natiirliche Zahl. Wir erinnern an die in Beispiel 4.2.8.(c) definierten
Matrizen E;;, fiir 4,j € {1,...,n}, die eine Basis des K™*"™ bilden.

Definition 5.9.2. Die im Folgenden definierten quadratischen Matrizen heiflen Elementar-
matrizen, denn sie gehen jeweils aus der Einheitsmatrix durch die naheliegende elementare
Zeilenumformung hervor.

(a) Firi,j € {1,...,n} mit ¢ # j und A € K definiere
E(/\) =1, + )\EZJ e K™,
Diese Matrix hat also Einsen auf der Diagonalen, den Eintrag A an der Position (i, j)

und besteht sonst aus Nullen.

Matrizen dieser Gestalt heiflen Elementarmatrizen vom Typ L
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(b) Firi,j € {1,...,n} mit ¢ # j definiere

Diese Matrix hat also Einsen auf der Diagonalen aufler an den Positionen (i,7) und
(7,7), wo Nullen stehen, hat Einsen an den Positionen (i, ) und (j,7) und besteht
sonst aus Nullen.
Matrizen dieser Gestalt heiflen Elementarmatrizen vom Typ II.
(c) Firie{l,....,n} und p € K* = K \ {0} definiere

Di(p) :== I, — Eyi + pE;.

Diese Matrix hat also Einsen auf der Diagonalen aufler an Position (i, 1), wo u steht,
und besteht sonst aus Nullen.
Matrizen dieser Gestalt heiflen Elementarmatrizen vom Typ IIL

5.9.3. Alle Elementarmatrizen haben offensichtlich Rang n und sind deswegen invertierbar
(siehe Satz 5.6.5), in Formeln gilt also

Tij(/\)> Pija D,(,u) € GLn(K)

Alternativ kann man auch einfach die Inversen angeben und sieht zuséatzlich, dass diese
ebenfalls Elementarmatrizen sind: Es gelten

PPy = I,
Di(u)Di(p™") = In.

Hierbei haben wir verwendet, dass E}; = E;;E;; = 0 gilt. Dies muss man nachrechnen:
Die Abbildung Fj;;: K™ — K" schickt den Standardbasisvektor e; auf e;, und alle anderen
Standardbasisvektoren auf Null. Wegen ¢ # j schickt also EZQJ alle Standardbasisvektoren auf
Null und ist somit die Nullabbildung. Man kann dies auch brutal durchrechnen, etwa mit
Hilfe von (E;;)s = d;50;: unter Verwendung des Kronecker-d.

Bemerkung 5.9.4 (Elementare Zeilenumformungen als Linksmultiplikation mit Elementar-
matrizen). Sei A € K™*" eine (m x n)-Matrix. Seien 4,7 € {1,...,m} mit ¢ # j und A € K
und € K\ {0}.
(I)z Die Matrix, die aus A entsteht, indem man das A-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile
addiert, ist 7;;(\)A.
(IT)z Die Matrix, die aus A entsteht, indem man i-te und j-te Zeile miteinander vertauscht,
(III); Die Matrix, die aus A entsteht, indem man i-te Zeile mit p multipliziert, ist D;(u)A.

Definition 5.9.5. Elementare Spaltenumformungen einer Matrix sind analog zu den
elementaren Zeilenumformungen definiert.

Bemerkung 5.9.6 (Elementare Spaltenumformungen als Rechtsmultiplikation mit Element-
armatrizen). Sei A € K™*" eine (m x n)-Matrix. Seien i,j € {1,...,n} miti # jund A € K
und p € K\ {0}.
(I)s Die Matrix, die aus A entsteht, indem man das A-fache der i-ten Spalte zur j-ten
Spalte addiert, ist AT};(\).
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(II)s Die Matrix, die aus A entsteht, indem man i-te und j-te Spalte miteinander ver-
tauscht, ist AP;;.

(ITT)s Die Matrix, die aus A entsteht, indem man die i-te Spalte von A mit p multipliziert,
ist AD;(p).

Bemerkung 5.9.7. Da elementare Zeilen- bzw. Spaltenumformungen Links- bzw. Rechts-
multiplikationen mit invertierbaren Matrizen entsprechen (siehe 5.9.3 und Bemerkungen 5.9.4
und 5.9.6), erhalten sie den Rang: Die Matrix und die umgeformte Matrix haben denselben
Rang. Dies folgt aus Lemma 5.6.10.

Es sei darauf hingewiesen, dass elementare Spaltenumformungen offensichtlich den Spal-
tenrang erhalten; fiir den Zeilenrang ist dies a priori nicht klar. Ebenso offensichtlich erhalten
elementare Zeilenumformungen den Zeilenrang; fiir den Spaltenrang ist dies a priori nicht
klar. Jedoch stimmen Zeilen- und Spaltenrang iiberein (siehe Satz 5.11.7).

Satz 5.9.8. Jedes Element von GL,,(K) kann als Produkt von Elementarmatrizen der Typen
I, IT und III geschrieben werden. Insbesondere wird die Gruppe GL,(K') von diesen Element-
armatrizen erzeugt.

Beweis. Dies folgt sofort aus dem Algorithmus 5.8.1 zum Berechnen der inversen Matrix. Wir
haben dort gesehen, dass fiir jedes Element A € GL,, die Matrix (5.8.1) durch elementare
Zeilenumformungen auf die Gestalt (5.8.2) gebracht werden kann. Insbesondere kann die
Matrix A durch elementare Zeilenumformungen auf die Gestalt I, gebracht werden. Da
elementare Zeilenumformungen schlicht Linksmultiplikationen mit Elementarmatrizen sind
(Bemerkung 5.9.4), gibt es Elementarmatrizen C1, ..., C,,, so dass C,,Cp,—1 ... CoC1A = 1,
gilt. Nach 5.9.3 sind Elementarmatrizen invertierbar mit Elementarmatrizen als Inverse.
Unsere Gleichung is somit dquivalent zu der gesuchten Darstellung A = C;'Cy ... CoL O

5.10. Darstellende Matrizen beziiglich Basen.

Definition 5.10.1. Sei f: V — W ein Homomorphismus von einem n-dimensionalen Vek-
torraum V' in einen m-dimensionalen Vektorraum W. Sei B = (by,...,b,) eine Basis von
V und sei C = (ci,...,cn) eine Basis von W. Die darstellende Matrix ,[f], € K™*"
von [ in Bezug auf die Basen B und C ist diejenige (m x n)-Matrix, deren j-te Spalte
als Eintrdge die Koordinaten von f(b;) beziiglich der Basis C hat, fiir alle j = 1,...,n; in
Formeln

(5.10.1) Fb) = (clflg)ije  firalle j=1,... n.
i=1

sl

5.10.2. Setze A := [f]gz. Sei = | @ | das Koordinatentupel (als Spaltenvektor) eines
xn

beliebigen Vektors v € V beziiglich der Basis B, d. h. es gilt v = Z?Zl x;b;. Wir erhalten

f(’U) = f (Z l’jbj) = ijf(b]) = ZCL’J' Z a;C; = (Z aijxj> C;
j=1 j=1 j=1 =1 i=1 \j=1
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m m

=Y (Ax)ici =Y ([ flpr)ici.
i=1 i=1
Also ist Az = ,[f]zz € K™ das Koordinatentupel von f(v) beziiglich der Basis C.
Das Koordinatentupel von f(v) (beziiglich C) erhdlt man also durch Multiplikation der
darstellenden Matrix A = ,[f]z mit dem Koordinatentupel von v (beziiglich B).
Dies erklart den Begriff darstellende Matriz.

Bemerkung 5.10.3. Seien S,, = (ey,...,e¢,) die Standardbasis von K™ und S,, die Stan-
dardbasis von K™. Dann ist die darstellende Matrix [f] einer linearen Abbildung f: K" —
K™, wie in Definition 5.4.1 erklért, die darstellende Matrix g [f]s beziiglich der Standard-
basen im Sinne der Definition 5.10.1, in Formeln [f] = s [f]s . Dies ist klar, denn die j-te

Spalte von [f] ist f(e;) und die Eintrdge von f(e;) sind nun einmal die Koordinaten von
f(ej) beziiglich S,,,.

5.10.4. Fiir jede Basis B = (by,...,b,) eines Vektorraums V' gibt es nach Korollar 5.3.4
genau einen Isomorphismus

op: K" =V
mit pg(e;) =0b; firallei =1,... n.

Proposition 5.10.5. Sei f: V — W ein Homomorphismus eines n-dimensionalen Vektor-

raums V' in einen m-dimensionalen Vektorraum W. Seien B = (by,...,b,) eine Basis von
Vound C = (c1,. .., cn) eine Basis von W. Fassen wir die Matriz ,[f] als lineare Abbildung
K" — K™ auf, so gilt

(5.10.2) clflg=wz'ofopp: K" — K™

Genauer ist [ f]z durch diese Gleichung eindeutig charakterisiert: Genau dann erfillt eine
Matriz A € K™ die Gleichung

(5.10.3) A=¢;'ofops: K" — K™,
wenn A = [flz gilt.

5.10.6. Ich merke mir den Inhalt von Proposition 5.10.5 mit Hilfe von Diagrammen. Die
Gleichheit (5.10.2) ist dquivalent zu ¢ o o[f]5 = f o ¢ und besagt, dass es im Diagramm

(5.10.4) v ow

PB |~ pc |~

on <Wls o
egal ist, ob man von K" nach W mit Hilfe der Abbildungen iiber die rechte untere Ecke
K™ oder iiber die linke obere Ecke V' geht. Analog kann man sich die Gleichheit (5.10.3)
graphisch vorstellen, indem man die Beschriftung ,[f]; in diesem Diagramm durch A ersetzt.

Beweis. Fiir A € K™*" sind die folgenden Aussagen dquivalent:

e Die Gleichheit (5.10.3) gilt.

e Die Gleichheit e 0 A = f o g von linearen Abbildungen K™ — W gilt.
89



e Fiiralle j =1,...,n gilt

> aijei = f(by).

i=1
(Da zwei lineare Abbildungen nach Satz 5.3.1 genau dann gleich sind, wenn sie auf
einer Basis des Ausgangsraums iibereinstimmen.)

o A=_[flg 0

5.10.7. Da die beiden Abbildungen pp und ¢ in (5.10.2) (also die beiden vertikalen Pfeile
in Diagramm (5.10.4)) bijektiv sind, sehen wir: Der Homomorphismus f ist genau dann
injektiv (bzw. surjektiv, bijektiv), wenn ,[f];: K™ — K™ injektiv (bzw. surjektiv, bijektiv)
ist.

Insbesondere ist f genau dann ein Isomorphismus, wenn n = m und [f]z; € GL,(K)
gelten (dies verwendet Satz 5.3.5).

5.10.8 (Rang einer Abbildung als Rang jeder darstellenden Matrix). Der Rang von f stimmt
mit dem Rang der darstellenden Matrix von f beziiglich beliebig gewahlter Basen B von V'
und C von W iiberein, in Formeln

rk(f) = rk(c[f]s)‘

Dies folgt aus der Gleichheit (5.10.2) und der folgenden Rechnung, in der wir Lemma 5.6.10
zweimal anwenden:

rk(f) = 1k(f o v5) = rk(pc o c[fl5) = k(. [f]p)-
5.10.9. Fixieren wir wie oben Basen B von V und C von W so ist die Abbildung

(5.10.5) Homg (V, W) = K™,
= clfls

bijektiv*®. Dies folgt einerseits direkt aus der Definition 5.10.1 der darstellenden Matrix
beziiglich gewéhlter Basen und Satz 5.3.1 oder andererseits aus der Gleichung (5.10.2) und
der Bijektivitdt von oz und @e.

Beispiele 5.10.10. (a) Sei V ein Vektorraum mit Basis B = (by, ..., b,). Die darstellen-
de Matrix der Identitét idy : V' — V beziiglich der Basen B und B ist die Einheits-
matrix, in Formeln g[idy]z; = I,,. Beachte, dass diese Aussage fiir jede Wahl einer
Basis von V' gilt.

(b) Sei S = (ey,es) die Standardbasis von R2. Sei B = (x = (il) Y= (?)) eine
2 2
beliebige Basis von R?. Betrachte die eindeutige lineare Abbildung f: R? — R? mit
f(e1) =z und f(es) =y (siche Satz 5.3.1). Dann gilt

10
B[f]sz (O 1> =1
(obwohl f nicht die Identitét ist, falls B # S) aber

f _(T1
= (5 1)
33Gie ist offensichtlich sogar ein Isomorphismus von Vektorrdumen, wenn wir Homg (V, W) wie in Lem-

ma 5.1.11 und K™*" wie in Beispiel 4.1.6 als Vektorraum auffassen.
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(c) Betrachte die lineare Abbildung
(1 0 =1\ 3 2
f._(ll 1>.R—>R.

Sei S = (eq, €3, e3) die Standardbasis von R3 und C := (cl = G) ,Cy 1= (?)), was

eine Basis von R? ist. Wegen f(e;) = (}) = 1-¢1+0-cound f(es) = <(1)> =2.c1—1-cy

und f(e3) = (_11> =3-c¢; — 2 ¢ erhalten wir

clfls = ((1) _21 _32)

Satz 5.10.11. Seien g: U — V und f: V — W lineare Abbildungen zwischen endlichdi-
mensionalen Vektorrdumen. Seien A eine Basis von U, B eine Basis von 'V und C Basis von
W. Dann gilt

s slala=clfodl4
Beweis. Fassen wir die drei Matrizen als lineare Abbildungen auf, so ist nach Satz 5.4.8 die
Gleichheit ,[f]; 0 zl9] 4 = ¢[f © 9] 4 zu zeigen. Nach Proposition 5.10.5 gilt aber
clflgoplala= (ec'ofops)o(pg ogowa)

=@c o fopsops 0gopa

=@ o(fog)opa

=clfogla
Hier noch ein Diagramm, das den Beweis veranschaulicht (vgl. 5.10.6):

U v ow

soATAJ %Tw ¢CT~
K" — K" —— K™

B[g]A c[f]z;

g

O
Korollar 5.10.12. Seien B und C Basen eines n-dimensionalen Vektorraums V. Dann gilt

c[idV]B ) B[idv]c = c[idv]c =1I,.

Somit ist ,[idv]z € GL,(K) invertierbar mit Inversem glidy|., in Formeln

(c[idV]B)fl = B[idV]C'

Beweis. Die erste Gleichheit ist Satz 5.10.11 spezialisiert zu U =V = W und f = g = idy
und A = C. Die zweite Gleicheit ist offensichtlich und wurde bereits in Beispiel 5.10.10.(a)
beobachtet. Aus Symmetriegriinden folgt die letzte Behauptung des Korollars; alternativ

ist die Existenz einer rechtsinversen Matrix schon ausreichend fiir Invertierbarkeit nach

Satz 5.6.5. H
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Satz 5.10.13 (Smith-Normalform). Sei f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen end-
lichdimensionalen Vektorrdaumen vom Rang r := rk(f). Dann existieren Basen B von V' und
C von W, so dass

1 0 -0 0 0
0
e 0 | e I |0

gilt. Die angedeutete Matriz hat nur auf der Diagonalen®* von Null verschiedene Eintrdge,
und zwar zuerst r Finsen und dann lauter Nullen. Man beachte, dass diese Matrixz im All-
gemeinen nicht quadratisch ist: Sie hat dim W Zeilen und dim' V' Spalten.

Beweis. Dies ist schlicht eine Umformulierung von Korollar 5.5.7. U

Satz 5.10.14 (Smith-Normalform fiir Matrizen). Sei A € K™*™ eine Matriz. Dann gibt es
Matrizen S € GL,(K) und T € GL,(K) mit

I, 0
sar - (5-1)

wobei r :=1k(A) und die angedeutete Matriz die aus (5.10.6) ist.

Beweis. Wenden wir Satz 5.10.13 auf f = A: V = K™ — W = K™ an, so erhalten wir Basen
B von K™ und C von K™, so dass die darstellende Matrix M := ,[A]; die gesuchte Gestalt
hat. Nach Proposition 5.10.2 gilt also in Formeln

M = Spc_l oAopg.

Fiir T := ¢ € GL,(K) und S := ¢ ;' € GL,,(K) gilt damit die gewiinschte Behauptung.
Hier ein Diagramm zu Veranschaulichung;:

Kn AL g
T%TN NTS”:w
Kn M gm
O

Aufgabe 5.10.15. Geben Sie einen Alternativbeweis von Satz 5.10.14:

e Bringen Sie A zuerst auf ZSF, indem sie A von links mit geeigneten Elementarma-
trizen multiplizieren. Hinweis: Gauf3-Verfahren.

e Bringen Sie das Resultat dann auf die Smith-Normalform, indem sie von rechts mit
geeigneten Elementarmatrizen multiplizieren, also geeignete elementare Spaltenum-
formumgen vornehmen.

34 Auch bei nicht notwendig quadratischen Matrizen A sprechen wir von der Diagonalen und meinen damit
alle Eintrége a;; an Koordinaten mit demselben Zeilen- und Spaltenindex.
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5.11. Spaltenrang = Zeilenrang.

Definition 5.11.1. Sei A = (a;;) € K™*" eine (m x n)-Matrix. Die transponierte Matrix
von A ist die durch

(A% = ayi
definierte (n x m)-Matrix A* € K™*™.

5.11.2. Anschaulich entsteht die transponierte Matrix A® aus A durch Spiegeln an der Dia-
gonalen, denn der Eintrag von A* an der Position (i, j) ist der Eintrag von A an der Position
(4,7). Mit anderen Worten ist die i-te Zeile von A* die i-te Spalte von A (als Zeilenvektor),
und die j-te Spalte von A® ist die j-te Zeile von A (als Spaltenvektor).

1 2 3

1 4
Beispiel 5.11.3. Die Transponierte von A = ist A=12 5
4 5 6
3 6
Lemma 5.11.4. Transponieren (—)': K™ — K™ A A", ist eine lineare Abbildung.

Es gelten
(A=A fir alle A e K™" und
(AB)' = B*A" fir alle A€ K™" und alle B € K™".

Insbesondere gilt: Fine quadratische Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn A" inver-
tierbar ist; in diesem Fall gilt (A*)~! = (A~H)"

Beweis. Offensichtlich ist Transponieren linear. Die Gleichheit (A')' = A ist ebenfalls klar.
Die Gleichheit (AB)" = B*A" rechnet man wie folgt komponenten weise nach:

((AB)")ij = (AB)ji = Y AjsBa = > _(B")is(A)y = (B'AY);
s=1 s=1
Ist A € GL,(K), so gilt AA™' = I, woraus (A7')'A* = (AA™Y)" = (I,)" = I, folgt, also
ist A" invertierbar mit Inversem (A®)~! = (A™')". Ist A" invertierbar, so ist also A = (A*)"*
invertierbar. O

5.11.5. Sei A € K™". Wir erinnern daran, dass der Rang rk(A) von A (siche Definiti-
on 5.5.1) die Dimension des von den Spalten von A in K™ aufgespannten Untervektorraums
ist (siche Bemerkung 5.5.2) und deswegen auch Spaltenrang heifit.

Man nennt rk(A") den Zeilenrang von A, denn rk(A") ist die Dimension des von den
Spalten von A®, also den Zeilen von A, in K™ aufgespannten Untervektorraums.

Korollar 5.11.6. Eine quadratische Matriz A € K™" ist genau dann invertierbar, wenn
ihre Zeilen linear unabhdingig sind (bzw. ein Erzeugendensystem bzw. eine Basis des K"
bilden bzw. wenn rk(A") =n gilt).

Beweis. Nach Lemma 5.11.4 ist die Invertierbarkeit von A dquivalent zur Invertierbarkeit
von A'. Letztere ist nach Satz 5.6.5 dquivalent zu den angegebenen Bedingungen, da die
Spalten von A' die Zeilen von A sind. O

Satz 5.11.7 (Spaltenrang=Zeilenrang). Sei A € K™*". Dann gilt tk(A) = rk(A").
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Beweis. Sei r := 1k(A). Nach Satz 5.10.14 gibt es Matrizen S € GL,,,(K) und T € GL,(K)

mit
I, 0
sar - (5-19),

wobei die angedeutete Matrix die aus (5.10.6) ist. Fiir diese Matrix stimmen offenbar Spalten-
und Zeilenrang iiberein, es gilt also rk(SAT) = rk((SAT)"). Aus dieser Gleichheit, Lem-
ma 5.6.10 und Lemma 5.11.4 folgern wir

rk(A) = rk(SAT) = rk((SAT)") = tk(T* A'S") = rk(A"). O

5.12. Basiswechsel.

Definition 5.12.1 (Basiswechselmatrix). Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum der
Dimension n = dim V. Sind B und C zwei Basen von V, so heifit die darstellende Matrix

clidv]s € GL,(K)

der Identitét von V beziiglich dieser Basen die Basiswechselmatrix von B nach C (sie ist
nach Korollar 5.10.12 invertierbar).

5.12.2. Gelte B = (by,...,b,) und C := (cy,...,¢,). Die Gleichungen (5.10.1) spezialisieren
fir f =idy zu
(5.12.1) bi=> (clidy]y)ye fiiralle j=1,... n.
i=1

Die j-te Spalte der Basiswechselmatrix von B nach C besteht also gerade aus den Koordinaten
von b; beziiglich der Basis C.

Spezialisiert man 5.10.2 auf den Fall f = idy, so erhélt man: Das Koordinatentupel von
v € V (beziiglich C) erhdlt man durch Multiplikation der Basiswechselmatrix A = ,[idy],
mit dem Koordinatentupel von v (beziiglich B). Dies erklart den Begriff Basiswechselmatriz.

Satz 5.12.3 (Unabhéngiger Basiswechsel im Start- und Zielvektorraum eines Homomorphis-
mus). Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen.
Seien B und B' Basen von V', und seien C und C' Basen von W. Dann gilt

! [f]zsf —c [idW]c 'c[f]zs ) B[idv]sf —c [idW]c 'c[f]s ' (B, [idV]B)_la
die darstellende Matriz .,[f], kann also aus der darstellenden Matriz ,[f]; von f und den
Basiswechselmatrizen berechnet werden.
Setzen wir A= ,[flz, A = olflg. S = olidwle und T := 4 idy],, so gilt also

A = SAT .

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 5.10.11 und 4z[idy]s = (5 [idy]sz) " (siehe Korollar 5.10.12).
0

Definition 5.12.4. Gegeben Matrizen A, B € K™*" schreiben wir genau dann A ~ B
und sagen, dass A zu B dquivalent ist, wenn es invertierbare Matrizen S € GL,,(K) und
T € GL,(K) mit B = SAT~! gibt.

5.12.5. Dies definiert eine Aquivalenzrelation ~ auf K™*" (und rechtfertigt den Namen
dquivalent):
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e reflexivi A~ A: Nimm 7' = I, und S = I,,.

e symmetrisch: A ~ B <= B = SAT! fiir geeignete S € GL,,(K) und T € GL,(K)
<= S7!BT = A fiir geeignete S € GL,,(K) und T € GL,(K) <= B ~ A.

e transitiv: A~ Bund B ~ C <= B = SAT ! und C = S’BT"! fiir geecignete
S,S' € GLn(K) und T,T' € GL,(K) = C = S'BT"' = S'SAT'T"-! =
(S'HA(T'T) — A~C.

Korollar 5.12.6. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen
Vektorraumen. Setze n := dim(V') und m := dim(W). Sei B eine Basis von V', sei C eine
Basis von W, und sei A := ,[f]gz. Dann lisst sich die Menge aller darstellenden Matrizen
von f beziiglich aller Basen von V und W wie folgt beschreiben:

{o[flg | B Basis von' V und C' Basis von W} = {SAT™' | S € GL,,(K),T € GL,(K)}.

Die Menge auf der rechten Seite ist die Aquivalenzklasse von A beziiglich der Aquivalenzrelation
~, also die Menge aller zu A dquivalenten Matrizen.

Beweis. Die Inklusion C folgt sofort aus Satz 5.12.3.

Die Inklusion D benétigt die folgende Hilfsaussage: Jedes Element 7' € GL, (K) ist eine
Basiswechselmatrix von B zu einer geeigneten (sogar eindeutigen) Basis B’ von V| in Formeln
T = B [1dV]B

Betrachte die Verkniipfung

ppoT 1 K" Ky N

~

von Isomorphismen. Sie bildet die Elemente der Standardbasis von K™ nach Korollar 5.3.4
auf eine Basis von W ab, die wir B’ nennen. Es gilt also

ppoT ' = pp
oder dquivalent
T =y ops =g oidyv o s
Nach Proposition 5.10.5 folgt T = 4 [idy|4. Dies zeigt die Hilfsaussage.

Seien nun S € GL,,(K) und T' € GL,(K). Nach der Hilfsaussage existieren Basen B’ von
V und " von W mit T' = g [idy|; und S = [idw],. Satz 5.12.3 liefert dann

SAT™ = c [idW]c 'c[f]zs ) (B' [idv}g)_l —c [f]B/-
Dies zeigt die Inklusion . Dass rechts die Aquivalenzklasse von A steht, ist offensichtlich. O

Satz 5.12.7 (Klassifikation von Matrizen bis auf Aquivalenz). Seien m,n € N fiziert. Zwei
Matrizen A, B € K™*" sind genau dann dquivalent, wenn rk(A) = rk(B) gilt. Insbesondere

ist jede (m x n)-Matriz vom Rang r dquivalent zur Matriz <€)T 8) € Km .
Beweis. Seien A und B dquivalent, d.h. es gibt S € GL,,(K) und T € GL,(K) mit B =
SAT~!. Daraus folgt rk(A) = rk(SAT~') = rk(B) nach Lemma 5.6.10.

Gelte umgekehrt rk(A) = rk(B). Dann sind nach Satz 5.10.14 sowohl A als auch B

T

0 0

Aquivalenzrelation ist, sind A und B #quivalent. U
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5.12.8. Fiir jedes r € {0, 1, ..., min(m, n)} hat die Matrix (Ig 8

r. Diese Matrizen bilden eine vollstindige Liste aller (m x n)-Matrizen bis auf Aquivalenz,
nach Satz 5.12.7. In Formeln liefert die Rankabbildung A — rk(A) also eine Bijektion

> € K™*" offenbar Rang

K™ [~ = {0,1,2,...,min(m,n)},
wobei links die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich ~ steht.

5.12.9. Wir haben gesehen, dass jeder Homomorphismus f: V' — W zwischen endlichdi-
mensionalen Vektorrdumen bei geschickter Wahl von Basen im Start- und Zielraum durch
eine Matrix in Smith-Normalform EO—[S 8) dargestellt wird (siehe Satz 5.10.13).
Insbesondere kann man dies auf Endomorphismen f: V' — V anwenden. Jedoch ist es
in diesem Fall naheliegend zu fragen, ob es eine einzige Basis B von V' gibt (statt zweier
Basen B und C wie bei der Smith-Normalform), so dass die darstellende Matrix ,4[f];z von f
beziiglich diese Basis eine moglichst einfache Gestalt hat. Die Jordansche Normalform, die
wir spater kennenlernen werden (siehe Satz 7.5.5), liefert fiir X' = C (und jeden anderen
algebraisch abgeschlossenen Korper) eine befriedigende Antwort auf diese Frage.

Satz 5.12.10 (Basiswechsel fiir Endomorphismen). Sei f: V. — V' ein Endomorphismus
eines endlichdimensionalen Vektorraums V' mit Basen B und B'. Dann gilt

B/[f]zgf = B/[idV]B ) B[f]g ) B[idV]B/ = B/[idV]B ) B[f]g ) (B/[idv]s)ila

die darstellende Matriz 4 |[f]z kann also aus der darstellenden Matriz 4[f]z von f und der
Basiswechselmatriz 4 [idy ], berechnet werden.
Setzen wir A := 4(flg, A" = glflg und T = gzlidv]g, so gilt also

A =TAT.
Beweis. Dies wird wie Satz 5.12.3 bewiesen bzw. ist auch ein Spezialfall dieses Satzes. [

Definition 5.12.11. Gegeben quadratische Matrizen A, B € K™*" schreiben wir genau dann
A =~ B und sagen, dass A und B dhnlich oder konjugiert sind, wenn es eine invertierbare
Matrix T € GL,,(K) mit B = TAT ! gibt.

5.12.12. Dies definiert eine Aquivalenzrelation ~ auf K"*". Der Beweis ist vollkommen
analog zu dem Beweis in 5.12.5.

Korollar 5.12.13. Sei f: V. — V ein Endomorphismus eines n-dimensionalen Vektor-
raums. Seien B eine Basis von V und A = gz[f]5. Dann gilt:

(5.12.2) {s1flg | B Basis von V}={TAT'|T € GL,(K)}.

Die Menge auf der rechten Seite ist die Aquivalenzklasse von A beziiglich der Aquivalenzrelation
~, also die Menge aller zu A dhnlichen Matrizen.

Beweis. Der Beweis verwendet Satz 5.12.10 und ist ansonsten vollkommen analog zu dem

Beweis von Korollar 5.12.3. O
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5.13. Diagonalmatrizen und obere Dreiecksmatrizen.

Definition 5.13.1. Eine quadratische Matrix A = (a;;) € K™ heifit genau dann Diago-
nalmatrix, wenn all ihre Eintrage auflerhalb der Diagonalen Nullen sind, wenn also fiir alle
i,j € {1,...,n} gilt: Aus a;; # 0 folgt i = j.

5.13.2. Eine Diagonalmatrix A ist genau dann invertierbar, wenn all ihre Diagonaleintriage
a11, @29, . . . , Any von Null verschieden sind. In diesem Fall ist ihr Inverses die Diagonalmatrix
mit Diagonaleintriigen ajj,ay,...,a, . Wir folgern sofort, dass die Menge aller invertier-

r'nn

baren Diagonalmatrizen eine Untergruppe der GL,, (K) ist.

Definition 5.13.3. Eine obere Dreiecksmatrix ist eine quadratische Matrix A = (a;;) €
K™ deren Eintriage echt unterhalb der Diagonalen Null sind (d. h. fiir alle ¢, 5 € {1,...,n}
folgt aus a;; # 0 bereits i < j), also eine Matrix der Form

a1 * *

0 29

anfl,nfl *

0o ... ... 0 Ann,

Eine untere Dreiecksmatrix ist eine quadratische Matrix A € K"*", deren Eintriage echt
oberhalb der Diagonalen Null sind, fiir die also A® eine obere Dreiecksmatrix ist.

5.13.4. Eine obere Dreiecksmatrix ist genau dann invertierbar, wenn all ihre Diagonalein-
trage ain, agg, - - ., anp in K* = K\ {0} liegen: Sind alle Diagonaleintriage in K *, so ist leicht
zu sehen, dass die Spalten linear unabhéngig sind; ist ein Diagonaleintrag Null, sagen wir
a; = 0 mit ¢ minimal, so ist die ¢-te Spalte eine Linearkombination der ersten i — 1 Spalten,
und somit sind die Spalten linear abhéngig.

Aufgabe 5.13.5. Die Menge

B := B, := {invertierbare obere Dreiecksmatrizen in K"}

([dy * ... ... % )
0 dy :

= Do e e e KM | dy, .. dy € KT
. . dn—l *
o ... ... 0 d,

\ /

ist eine Untergruppe von GL,(K).”” Die Teilmenge U = U, aller oberen Dreiecksmatrizen
mit Einsen auf der Diagonalen ist eine Untergruppe von B.?° Analoge Aussagen gelten fiir
untere Dreiecksmatrizen.

35Sie ist ein Beispiel einer Borel-Untergruppe (zumindest falls K ein algebraisch abgeschlossener Kérper
ist), was die Wahl des Buchstabens B erklért.
36Dje Wahl des Buchstabens ¢/ kommt daher, dass alle Elemente von U unipotent sind.
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Hinweis: Verwende entweder Lemma 5.6.7 oder gehe wie folgt vor: Sei F,. := K" x {0}"" C
K™ der von den ersten r Standardbasisvektoren aufgespannte Untervektorraum. Dann gilt
B, ={g € GL,(K) | g(F,) =F, fir aller =0,1,...,n}.

5.14. Permutationsmatrizen.

Definition 5.14.1. Sei 7 € S,, eine Permutation. Die Permutationsmatrix zu = ist die
Matrix P, € K™*", deren j-te Spalte der Standardbasisvektor ey ;) ist, fiir j = 1,...,n, d. h.
symbolisch

Pr=(exqy |-+ | €xm))
oder als Formel

1 falls i = 7w(j),
Pwi':(siﬂ‘ -
( )] 7(]) {O

Die auf diese Weise erhaltenen Matrizen heiflen Permutationsmatrizen.

sonst.

Beispiel 5.14.2. (a) Elementarmatrizen vom Typ II sind Permutationsmatrizen zu Trans-
positionen: Es gilt Pj; = P ).
1 2 3 4

4 1 3 2:|€S4iSt

(b) Die Permutationsmatrix zu 7 = {

5.14.3. Eine Matrix ist genau dann eine Permutationsmatrix (zu einer eindeutig bestimmten
Permuation), wenn sie in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine Eins enthélt, und sonst
aus Nullen besteht.

Lemma 5.14.4. Fir jedes m € S, gilt Py € GL,(K), und die Abbildung
Sy — GL,(K),
T P,
ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Insbesondere gilt (Py)™' = Pr-1.

Beweis. Die Spalten von Py bilden eine Basis des K™, denn bis auf ihre Reihenfolge stimmen
sie mit den Elementen der Standardbasis ey, ..., e, iiberein. Deshalb ist P, invertierbar, also
in GL,,(K) (siche Satz 5.6.5).

Per Definition ist Pr: K" — K" eindeutig dadurch festgelegt, dass Pre; = er(;) fiir alle
jeA{l,...,n} gilt. Fir m,0 € S, und beliebiges j € {1,...,n} berechnen wir

Pr(P5(€;)) = Prl€a(s) = €xai)) = Proo(€;)-
Somit gilt P, o P, = P,.,. Also ist die angegebene Abbildung ein Gruppenhomomorphismus.
Sie ist injektiv, denn es gilt Pr(e;) = ex(;) fiir alle j € {1,...,n} bzw. ausfiihrlich: Gelte
P, = P, fiir beliebige 7,0 € S,. Dann folgt e;y = Px(e;) = P,(e;) = es;) und damit
7(7) = o(j) fiir alle j € {1,...,n}, also 7 = 0. O
6. DETERMINANTEN

Seien K ein Korper und n € N eine natiirliche Zahl.
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6.1. Definition der Determinante.
Definition 6.1.1. Die Determinante ist die Abbildung
det: K™" — K,

die eine quadratische Matrix A = (a;;) € K™*" auf

(6.1.1) det(A) := Z sgn(o) Hai”(i) = Z sgn(0)a15(1) * * * Gno(n)
i=1

o€Sh oESH

abbildet. Dieser Ausdruck fiir die Determinante heifit Leibniz-Formel.
Beispiel 6.1.2. Wir schreiben die Leibniz-Formel in den Fallen n = 1, 2, 3 explizit aus:

det(a) = a

(o ) os

11 aiz2 A3
det Qo1 G2 QA23 = +0a11Q22a33 + Q12023031 + 13021032
31 Aazz G33

— 130220431 — A12021A33 — (11023432

Die letzte Formel heifit Regel von Sarrus oder weidmannssprachlich Jigerzaunformel,
siehe Illustration in der Vorlesung. Die naive Verallgemeinerung dieser Regel fiir n > 4 ist
falsch (was man schon allein deshalb vermuten sollte, dass in ihr nur 2n statt n! Summanden
auftauchen).

6.1.3. In der Praxis ist die Leibniz-Formel im Allgemeinen (also fiir groBe Matrizen) keine
sinnvolle Methode, um die Determinante auszurechnen, jedoch ist sie theoretisch niitzlich.

Anschauung 6.1.4. Eine gute geometrische Anschauung fiir die Determinante det(A) einer
quadratischen Matrix A mit Eintrdgen in einem beliebigen Kérper habe ich nicht. Hat A aber
reelle Eintréige, so gibt es eine gute Anschauung fiir deren Betrag | det(A)|: Diese reelle Zahl
ist das Volumen des von den Spalten von A aufgespannten Parallelepipeds (spater wird das
zur Definition erklart, siehe Definition 8.4.12). Wir erkldren dies fiir reelle (2 x 2)-Matrizen.

Sind v,w € R? zwei Vektoren, so bezeichen wir mit area(v,w) die Fliche (= das zweidi-
mensionale Volumen) des Parallelogramms in der ,, Zeichenebene® R?, das von den Vektoren v
und w aufgespannt wird. Elementargeometrisch sind die folgenden Eigenschaften der Flache
plausibel (siehe Zeichnungen in der Vorlesung):

e Invarianz unter Scherungen: area(v + Aw,w) = area(v,w) = area(v, w + \v) fiir alle
v,w € R? und alle X € R.
e Verhalten unter Skalierungen: area(Av,w) = |\ area(v,w) = area(v, A\w) fiir alle
v,w € R? und alle X € R.
e Normierung: area(es, es) = 1.
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Ende 18. Vor-

lesung
25.06.2020

am

Seien Vektoren (i) , (Z) € R? gegeben. Wir wollen die Gleichung

a b a b
o ((6)-(0) = (G )
plausibel machen. Mit Hilfe der obigen Eigenschaften berechnen wir unter der Annahme
d #0:
a b\ al ¢ (b b
area { | .| ) ) =areal |, \a) g
ad—bc b
- d
- () ()

(3 0)
gt (3.()-+(0)
gt ()0
o ( (1), (%))

= |ad — be|

()]

Den Fall d = 0 erledigt man in dhnlicher Weise (mit einer weiteren Fallunterscheidung b = 0
bzw. b # 0) unter Beachtung von area(v,0) = 0 (wegen des Skalierungsverhaltens) und
area(v, w) = area(w,v) (wegen area(v,w) = area(v,w — v) = area(v + (w — v),w —v) =
area(w,w — v) = area(w, w — v — w) = area(w, —v) = area(w, v)).

Lemma 6.1.5. Ist A € K™ eine obere oder untere Dreiecksmatriz, so ist det(A) das
Produkt der Diagonaleintrdge, in Formeln

det(A) = a110a922 * * * Qpp -
Insbesondere gilt dies fiir Diagonalmatrizen und noch spezieller gilt det(1,,) = 1.

Beweis. Sei A = (a;j) eine obere Dreiecksmatrix. Es geniigt zu zeigen, dass in der Leibniz-

77777

Sei o € S, mit (1) * * * Uno(n) # 0. Dann gilt a;,(;) # 0 fiir alle Faktoren dieses Produkts,

also i < o(7) fiir alle ¢ = 1,...,n. Der Reihe nach folgert man o(n) =n, o(n —1) =n —1,
.., 0(2) =2, 0(1) = 1; es gilt also 0 = id.
Fiir untere Dreiecksmatrizen argumentiert man analog (aus o(i) < i fir allei =1,...,n
folgert man der Reihe nach o(1) =1, 0(2) =2, ..., 0(n) = n) oder verwendet Lemma 6.1.8
unten. U
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Beispiel 6.1.6. Lemma 6.1.5 erlaubt die schnelle Berechnung der Determinante aller Ele-
mentarmatrizen vom Typ I oder III (siehe Definition 5.9.2):

det(T;;(N)) =1,
det(D;(p)) = p-

Beispiel 6.1.7 (Determinante von Permutationsmatrizen). Die Determinante der Permuta-
tionsmatix P, fir 7 € S, ist das Vorzeichen von 7, denn

det Z Sgn H ) o(i)

ocESnh i=1
= Z sgn(o H i,m(o(i))

oc€Snh i=1

\W_/
#£0 <= Vi: i=n(0(i)) <= id=moc <= 1" 1=0

=sgn(n 1)
= sgn(r) "
= sgn(7),

wobei die vorletzte Gleichheit verwendet, dass sgn: S,, — {£1} ein Gruppenhomomorphis-
mus ist (Satz 1.4.17), und die letzte, dass (=1)™!' = —1 und 17 = 1.
Insbesondere hat jede Elementarmatrix vom Typ II Determinante —1, in Formeln

det(P;;) = det(P;) = sgn((ij)) = —1,
denn die Anzahl der Fehlstédnde der Permutation (ij) ist ungerade.

Lemma 6.1.8. Die Determinante dndert sich nicht beim Transponieren einer Matrix, in
Formeln

det(A) = det(A").

Beweis. Wir erinnern daran, dass sgn(o) = sgn(o~!) fiir alle 0 € S,, gilt (siehe Beispiel 6.1.7).
Damit berechnen wir

n

det(A") = Z sgn(o) H(At)w(i) = Z sgn(o) Hag(i)i = Z sgn(o) H aj;

oc€Sh =1 oc€Sh i=1 oc€Sh i=1,...,n,
Jj=1,...,n
“l)=i
n
= Z sgn(oc™ 1) l_Iaj(7 ; Z sgn(T HajT(j) =det(A4). O
oc€Sn j=1 TESK

6.1.9. Erinnert man sich nicht, ob in der Leibniz-Formel (6.1.1) a;,;) oder aq(;; steht, so
dandert dies nichts am Ergebnis: Es gilt

det(4) "= 3" sgu(o Haw @ =Y sen(o )ﬁaa(m
=1

ocESH oES,

nach (dem Beweis von) Lemma 6.1.8.
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6.2. Charakterisierung der Determinante.

Definition 6.2.1. Eine Abbildung
D: K"x---xK"— K

~
n Faktoren

heifit genau dann Determinantenfunktion, wenn sie die folgenden beiden Bedingungen
erfiillt:

(a) Sie ist multilinear, d.h. linear in jedem Argument, wenn die anderen Argumente

fixiert sind: Fiir alle i@ € {1,...,n} und alle vy,...,v;_1,V41,...,0, € K" ist die
Abbildung
D(vy, ..., 01,7, V41, .., 0n) K" — K
x> D(vy, ... 01, T, Vi1, ., Up)
K-linear.
(b) Sie ist alternierend, d.h. sie ist Null, wenn zwei Argumente iibereinstimmen: Ge-
geben beliebige Vektoren vy,...,v, € K", fiir die v; = v; fiir zwei Indizes i,j €

{1,...,n} mit ¢ # j gilt, so gilt
D(vy,...,v,) =0.

Eine solche Determinantenfunktion heisst normiert, falls sie auf der Standardbasis den Wert
Eins annimmt, in Formeln
D(@l, €a, ... 7671) =1.

Lemma 6.2.2. Sei D: K™ x --- x K" — K eine Determinantenfunktion. Vertauscht man
2wei Argumente von D, so dndert sich das Vorzeichen® : Seien vy, ..., v, € K" und 1 <i <
7 <n. Dann gilt
(621) D(Ul, ey Vi—1, V5, Vi1, - 005 V=1, Vg, Vg, - - ,Un)
= _D(Uh <oy Vim1, U5, Vg1 -« o5 Uj—1, Uiy Ujgy - - >vn)-
Insbesondere gilt
(6.2.2) D(Vo(1); Vo(2)s - - - Vo(n)) = 880(0)D(v1, ..., vp)
fiir alle o € S,,.
Beweis. Wir definieren D'(z,y) := D(vy, ..., 0im1, T, Vit1,s - - -, Vj—1, Y, Vi1, - - - , Up). Fiir (6.2.1)
ist D'(z,y) = —D'(y,x) zu zeigen. Da D alternierend und multilinear ist, gilt
0=D(x+y,z+y) =D(r,x+y)+D(y,x+y)
= D'(z,2) + D'(z,y) + D'(y,x) + D'(y,y) = D'(x,y) + D'(y, z),

also D'(x,y) = —D'(y, x). Dies zeigt (6.2.1).

Sei o € S,,. Schreibe 0 = 1 0.. .07, als Produkt einfacher Transpositionen 7, ..., 7, (eine
solche Darstellung existiert nach Satz 1.4.13), und es gilt sgn(c) = (—1)" nach Satz 1.4.17.
Indem wir (6.2.1) r-mal anwenden, erhalten wir

D(Vo(1); Vo(2)s - - - > Va(n)) = DVr((m(1)))s - - s Vi (oo (me(m)).0.))

3"Dies erklirt den Begriff alternierend.
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—D(UTQ(“_(TT(I))... )R 7U7'2(---(Tr(n))---))

= ( )r 1D<UTT‘ ) UTr(n))
= (=1)"D(vy,.. vn)
=sgn(o)D(vy,...,v,). O

6.2.3. Da eine (n x n)-Matrix nichts anderes ist als ein n-Tupel von Spaltenvektoren, kénnen
wir die in Definition 6.1.1 per Leibniz-Formel definierte Determinante det: K"*™ — K auch
als Abbildung

(6.2.3) det: K" x -+ x K" — K,

(U1, ..., 0,) = det(vy,ve,...,0,) = det (('01 | vg | -+ | vn)),
auffassen. Hier bezeichnet (vq | --- | v,) die Matrix, deren Spalten die Vektoren vy,..., v,
sind.
Satz 6.2.4. Es gibt genau eine normierte Determinantenfunktion K™ x --- x K" — K,

ndmlich die durch die Leibniz-Formel definierte Determinante det: K™ x --- x K" — K
(siehe Definition 6.1.1).
Ist genaver D: K" x---x K™ — K eine (nicht notwendig normierte) Determinantenfunk-

tion, so stimmt sie bis auf den Faktor D(ey,...,e,) € K mit der Determinante det tberein,
es gilt also
(6.2.4) D(vy,...,v,) = D(ey, ..., e,)det(vq,...,0,)

fur alle vy, ...,v, € K™
6.2.5. In anderen Worten ist die Abbildung det: K™*" — K eindeutig durch die folgenden
Eigenschaften bestimmt:

e det ist linear in jeder Spalte, wenn die anderen Spalten fixiert sind,
e det(A) = 0, falls zwei Spalten von A iibereinstimmen,

e det(,) = 1.
Beweis. Sei D: K™ x --- x K™ — K eine Determinantenfunktion. Seien vy, ...,v, € K" und
A= (a;):=(v1 || vn),alsov; =" a;e; fir alle j € {1,...,n}. Wir berechnen
D(vy,...,v,) =D Z Aiy1€4, s - Z ijj€iss - - - s Z i, n€i,
i1=1 i;=1 in=1
= Z Z e Z i1 -G D€, ... e) (da D multilinear)
in=lig=1  ip=
= Z D(es1);-- -, €om)) H Ao (j)j (da D alternierend)
oESh j=1
= Z sgn(o)D(eq, ..., e,) Ha"(j)ﬂ' (nach (6.2.2) in Lemma 6.2.2)
oc€Sn j=1



n

= D(ey,. .. ( Z sgn(o Haa(j)j)

oESy j=1
= D(ey,...,e,) det(A")
= D(ey,...,e,)det(A) (nach Lemma 6.1.8)

= D(eq,...,e,)det(vy, ..., v,).

Dies zeigt (6.2.4).

Wir folgern die Eindeutigkeit einer normierten Determinantenfunktion: Ist D eine nor-
mierte Determinantenfunktion, so gilt D = det.

Es bleibt die Existenz einer normierten Determinantenfunktion zu zeigen: Nach unseren
bisherigen Uberlegungen ist det der einzige Kandidat, und wir miissen nachrechnen, dass det
eine normierte Determinantenfunktion ist. Seien vy, ..., v, und A = (vy | --- | v,,) wie oben.

(v

Schreiben wir v; = , so gilt (v;); = a;; und wir erhalten mit Lemma 6.1.8

(vj)n

det(vy,...,v,) = det(A) = det(A") = Z sgn(o H Ao ()i = Z sgn(o) H(v
O—ESTL 1=1 UES’IL =1
Fiir fixiertes ¢ € {1,...,n} konnen wir diesen Ausdruck zu
Z Sgn O'(Z ) ( H(U’L>O'(Z)>
0ESh i=1
i#i'

umschreiben. Dieser ist offensichtlich linear in vy € K™, wenn wir die anderen Argumente v;
mit ¢ # 4 fixiert lassen. Dies zeigt, dass det multilinear ist.
Seien nun 1 < 7' < i” < n gegeben mit v;; = v;» Dann gilt

n

(625) det(vl, ..., U Z sgn U(Z )(Ui//)g(i//) ( H(U,‘)J(i)>.

oc€Sn =1
it
i#i//
Sei 7 := (¢'i") € S, die Transposmon Es gilt sgn(r) = —1.
Sei A, := ker(sgn) = sgn~*({1}). Fiir jedes Element o € S, mit sgn(c) = —1 gibt es
genau ein Element 7 € A, mit ¢ = 77, nimlich 7 := o7 = o7.

Wir setzen die Rechnung (6.2.5) fort zu

n

det(vr,...,00) = Y sgn(ﬁ)(vi/)w(i/)(vi//)w(iu)( I1 (vi)ﬂ(i))

TEA, =1
il
i#i//
+ E Sgn(W7)<Ui’)7r(T(i’))(Ui”)W(T(z‘”))<H(Ui)ﬂ(T(i))>-
it/
i;ﬁ’i"

Diese Summe ist aber Null: Betrachte den zweiten Summanden und verwende
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sgn(n7) = —sgn(m),
m(7(i')) = m(i") und 7 (7(i")) = 7 (),
vy = v;» nach Annahme,
fir alle i € {1,...,n} mit ¢ # ¢ und @ # " gilt 7(7(2)) = 7(3).
Dies zeigt, dass det alternierend ist.
Wegen det(eq, ..., e,) = det(I,) = 1 (sieche Lemma 6.1.5) ist det normiert. O

Satz 6.2.6 (Determinante verschwindet bei linearer Abhéngigkeit). Sei A € K™ eine

quadratische Matriz mit linear abhéingigen Spalten oder linear abhingigen Zeilen. Dann gilt*®
det(A) = 0.

Beweis. Wegen det(A) = det(A') (Lemma 6.1.8) geniigt es, die Aussage im Fall linear
abhéngiger Spalten zu beweisen.

Seien wvq,...,v, die linear abhéingigen Spalten von A. Dies bedeutet, dass es Elemente
c1, ..., Cq € K mit ¢; # 0 fiir ein ¢ gibt, so dass

n

0 = ZCj’Uj

=1

gilt. Indem wir ¢;v; auf die linke Seite bringen und mit —c; ! multiplizieren, erhalten wir die

Darstellung
v, = Z bjUj
j=1

i#i
fiir geeignete b; € K. Da det multilinear und alternierend ist erhalten wir

n
det(vy, ..., U1, V5, Vig1,y .-, Up) = det(vy, ..., 01, E bjvj, Vig1, ..., p)
Jj=1
J#i
n
= E bjdet<1)1,...,Uifl,Uj,’Ui+1,...,’Un)
i=1
J#i
= 0. ]

Satz 6.2.7 (Rechenregeln fiir die Determinante). Es gelten die folgenden Rechenregeln:

(a) Die Determinante dndert sich nicht, wenn man ein Vielfaches einer Spalte zu einer
anderen Spalte addiert (elementare Spaltenoperation vom Typ I):*

det(..., v ..., 05+ vy, . ..) =det(.. ., v, .., 05,0 )

(b) Die Determinante dndert sich um den Faktor —1, wenn man zwei Spalten miteinander
vertauscht (elementare Spaltenoperation vom Typ I1):

det(...,v,-,...,vj,...):—det(...,vj,...,v,-,...)

38Der Beweis zeigt die entsprechende Aussage allgemeiner fiir jede Determinantenfunktion.
39Nicht aufgefiihrte Argumente sind fixiert.
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(c) Die Determinante dndert sich um den Faktor A\, wenn man eine Spalte mit A € K
multipliziert (elementare Spaltenoperation vom Typ III, falls X #0):

det(..., Av;,...) = Adet(...,v;...)
Dieselben Regeln gelten auch, wenn man ,Spalte” durch ,Zeile* ersetzt.

Beweis. Wegen det(A) = det(A") (Lemma 6.1.8) gelten die Regeln genau dann fiir Spalten-
operationen, wenn sie fiir Zeilenoperationen gelten. Wir beweisen sie fiir Spaltenoperationen.
Die erste Regel folgt daraus, dass die Determinante multilinear und alternierend ist (alle
nicht angegebenen Argumente sind fixiert; gelte ohne Einschrankung i < j):
det(...,vi,...,vj—l—/\vi,...) :det(...,vi,...,vj,...)+)\det(...,vi,...,vi,...)
:det(...,vi,...,vj,...)
Die zweite Regel haben wir bereits in Lemma 6.2.2 fiir beliebige Determinantenfunktionen

bewiesen, und nach Satz 6.2.4 ist det eine solche. Die dritte Regel folgt direkt aus der
Multilinearitét. U

Bemerkung 6.2.8 (Berechnung der Determinante). Um die Determinante einer (hinrei-
chend komplizierten) quadratischen Matrix A zu berechnen, ist es sinnvoll, sie per geeigneter
elementarer Zeilen- und Spaltenoperationen auf obere oder untere Dreiecksform zu bringen.
Die Rechenregeln aus Satz 6.2.7 sagen uns, wie sich die Determinante dabei verandert; wenn
man sich dabei auf elementare Operationen vom Typ I und II beschriankt, dndert sie sich
um den Faktor (—1)Anzahl Operationen vom Typ I i Determinante einer oberen (oder unteren)
Dreiecksmatrix ist einfach zu berechnen: Sie ist das Produkt der Diagonaleintréige (siehe Lem-
ma 6.1.5). Stellt man unterdessen fest, dass die Zeilen oder Spalten linear abhéngig sind,
so ist die Determinante Null (Satz 6.2.6). Hilfreich ist auch Korollar 6.5.2 weiter hinten im
Text, das erklart, wie man die Determinante von Oberen-Dreiecks-Blockmatrizen berechnet.

6.3. Multiplikativitat der Determinante.
Satz 6.3.1. Fiir alle Matrizen A, B € K™*" gilt
det(AB) = det(A) det(B).
6.3.2. Offensichtlich impliziert dies det(AB) = det(BA).
Beweis. Fixiere A € K™*" und betrachte die Abbildung
D:K"x---xK"—= K,
(1, ..., 0,) = det(Avy, ..., Av,).

Diese Abbildung ist offensichtlich multilinear und alternierend, also eine Determinantenfunk-
tion. Nach Satz 6.2.4 gilt

D(vy,...,v,) = D(eq,...,e,)det(vy, ..., v,)
= det(Aey, ..., Ae,)det(vy, ..., v,) = det(A) det(vy, ..., v,)

fir alle vy,...,v, € K". Nehmen wir speziell v; := Be; die j-te Spalte von B, so gelten
det(vy,...,v,) = det(Bey, ..., Be,) = det(B) und
D(vy,...,v,) =det(Avy, ..., Av,) = det(ABe, ..., ABe,) = det(AB).
Setzen wir dies oben ein, erhalten wir die Behauptung. U
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Korollar 6.3.3. Ahnliche Matrizen haben dieselbe Determinente: Seien A, B € K™ mit
B =TAT™" fiir ein T € GL,(K). Dann gilt

det(A) = det(B).
Beweis. Die Multiplikativitdt der Determinante (siehe Satz 6.3.1) liefert
det(B) = det(TAT ") = det(T) det(A) det(T") = det(T) det(T*) det(A)
= det(TT ') det(A) = det(I,,) det(A) = det(A). O

Bemerkung 6.3.4. Aus Satz 6.3.1 kann man alle Rechenregeln in Satz 6.2.7 noch einmal
herleiten:
(a) det(Ti;(\)A) = det(4) = det(AT(A);
(b) det(P;,;A) = —det(A) = det(AP,;).
(c) det(D;(p)A) = pdet(A) = det(AD;(n)) (dies gilt auch fiir g = 0, wenn man D;(0)
in offensichtlichter Weise definiert);

6.4. Determinantenkriterium fiir Invertierbarkeit.

Satz 6.4.1 (Determinantenkriterium fiir Invertierbarkeit einer Matrix). Eine quadratische
Matriz A € K™ ist genau dann invertierbar (also ein Element von GL,,(K) ), wenn det(A) #
0 gult.

Anschauung 6.4.2. Im Fall K = R ist dieser Satz recht anschaulich, wenn man glaubt,
dass | det(A)| das Volumen des von den Spalten von A aufgespannten Parallelepipeds ist
(vgl. Anschauung 6.1.4). Sind die Spalten von A linear unabhéngig, d. h. gilt A € GL,(R), so
hat das aufgespannte Parallelepiped (als ,,durch Scherungen verformter® Quader positiven
Volumens) positives Volumen, und somit gilt det(A) # 0. Sind die Spalten von A linear
abhéngig, d.h. gilt A ¢ GL,(R), so liegt das aufgespannte Parallelepiped in einem echten
Unterraum des R", und somit ist sein n-dimensionales Volumen Null, es gilt also det(A) = 0.

Beweis. Aus A € GL,(K) folgt 1 = det(I,,) = det(AA™") = det(A) det(A™"). Also ist det(A)
eine Einheit in K, d.h. es gilt det(A) # 0.

Sei A ¢ GL,,(K). Dann sind die Spalten von A linear abhéngig (siehe Satz 5.6.5), so dass
det(A) = 0 nach Satz 6.2.6 gilt. O

Definition 6.4.3. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektor-
raums. Dann ist die Determinante von f durch

det(f) := det(4[f]p)

definiert, wobei B eine beliebige Basis von V' und gz[f]; die darstellende Matrix von f
beziiglich dieser Basis sind. Nach Satz 5.12.10 und Korollar 6.3.3 hangt det(f) nicht von
der Wahl der Basis ab.

Korollar 6.4.4 (Determinantenkriterium fiir Invertierbarkeit eines Endomorphismus). FEin
Endomorphismus f: V — V eines endlichdimensionalen Vektorraums ist genau dann inver-
tierbar, wenn det(f) # 0 gilt.

Beweis. Sei B eine Basis von V. Nach 5.10.7 ist f genau dann invertierbar, wenn .|f]
invertierbar ist. Nach Satz 6.4.1 ist das genau dann der Fall, wenn det(f) = det(4[f]z) #
gilt.

U ow
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Satz 6.4.5. Die Determinante
det: GL,(K) - K* = K\ {0}
ist ein Gruppenhomomorphismus. Insbesondere gilt det(A™') = det(A)™! fiir alle A € GL,(K).

Beweis. Nach Satz 6.4.1 ist die Abbildung wohldefiniert, und nach Satz 6.3.1 ist sie ver-
traglich mit den Gruppenverkniipfungen Matrizenmultiplikation bzw. Multiplikation. 0]

6.5. Determinante von Oberen-Dreiecks-Blockmatrizen.

B | C
(i 5)
eine Obere-Dreiecks-Blockmatrixz, d.h. B € K™ und D € K*®*° sind quadratische

Matrizen, es gilt C' € K™ und A ist die angedeutete quadratische (r + s) x (r + s)-Matriz.
Dann gilt

Proposition 6.5.1. Sei

det(A) = det(B) det(D).

Erster Beweis. Wir betrachten zunéichst den Fall, dass B nicht invertierbar ist. Dies bedeu-
tet, dass die Spalten von B linear abhingig sind. Dann sind die Spalten von A erst recht
linear abhéngig, es ist also A nicht invertierbar. Satz 6.4.1 liefert det(B) = 0 = det(A), und
die behauptete Gleichheit gilt.

Sei im Folgenden B invertierbar. Es gilt (in hoffentlich verstdndlicher Notation)

A (BLCY_ (B OY (L | 0 (I | BCY
\o [ D) \o [ L) \0o[|D) o] I )
Multiplikativitat der Determinante (siehe Satz 6.3.1) zeigt, dass det(A) das Produkt der
Determinanten der drei Faktoren ist. Der dritte Faktor ist eine obere Dreiecksmatrix mit
Einsen auf der Diagonalen und hat deswegen Determinante Eins. Aus der Leibniz-Formel
sieht man sofort, dass det(B) die Determinante des ersten Faktors ist (denn in der Summe
in der Leibniz-Formel steuern nur die Permutationen o € S,,, etwas bei, die die Zahlen
r+1,...,r+s fixieren, die man also als Elemente von S, auffassen kann). Analog ist det(D)
die Determinante des zweiten Faktors. U

Zweiter Beweis. *° Nach der Leibniz-Formel (6.1.1) gilt

r+s
det(4) = Y segn(0) [ @i
0ESr4s i=1
r+s
_ 3 sg1(0) [Ty
0ESrts, =1

o({r+1,....,r+s})C{r+1,...,r+s}

= Z sgn(7) sgn(p) H Qir(4) H Qr+ir+p(i)
i=1 i=1

TEST;pESS

40Djeser Beweis hat den Vorteil, dass er auch fiir Matrizen mit Eintrdgen in einem kommutativen Ring
funktioniert, vgl. Abschitt 7.2.
108



= Z Z sgn(7) sgn(p) H bir (i) H i p(i)
i=1 i=1

TESr pESs
- < Z sgn(7) H biT(i)> ( Z sgn(p) H di,p(i))
TES: =1 pES, i=1
= det(B) det(D).
O
Korollar 6.5.2. Sei
Ay B e B,
A= 0 Ao Bs,,
0 . 0 A,

eine Obere-Dreiecks-Blockmatriz mit quadratischen Matrizen A; € K"*" quf der ,Block-
diagonalen®, Nullmatrizen unterhalb und beliebigen Matrizen oberhalb der Blockdiagonalen.
Dann gilt

det(A) = det(A;) det(Ay) - - - det(A,).

6.5.3. Ein Spezialfall dieses Korollars ist, dass die Determinante einer oberen Dreicksmatrix
das Produkt der Diagonaleintriage ist. Wir haben dies bereits in Lemma 6.1.5 gesehen.

Beweis. Dies folgt per Induktion sofort aus Proposition 6.5.1, indem man A in vier Blocke
einteilt. 0

6.6. Determinante der Vandermonde-Matrix.

Satz 6.6.1. Seien x1,...,x, € K beliebig. Dann hat die sogenannte Vandermonde-
Matriz
1 oz 23 ... :L”fi
V=V(ry,... z,):= ! I.Q Ta o T = (] l)w=1 7777 n € K™
1 xn x% !

die Determinante

Beispiel 6.6.2. Im Fall n = 3 gilt also det(V) = (z2 — x1)(z3 — x1)(23 — x2). Der Leser
iiberzeuge sich von Hand in den Féllen n = 1,2, 3, dass die Formel fiir det(V') stimmt.

Beweis. Die Formel stimmt offensichtlich im Fall n = 1. Der allgemeine Beweis ist leicht

ersichtlich aus dem im Folgenden angegebenen Beweis fiir n = 5. Zu berechnen ist also die
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Determinante der Matrix

<
Il
— =

—_

2
ZT3 Ig
Ty Ii
Ty I’g

Wir ziehen die erste Zeile von allen anderen Zeilen ab und erhalten die Matrix

1 T

0 To — I1
V=10 23—,

0 Ty — T1

0 T5 —I1

Mit Hilfe der allgemeinen Formel

aN

af
x5 — o]
22— a2
xf — af
22— g2

sehen wir, dass die Matrix V' aus der Matrix V"

7 7
Ty -y @y —
vy @) r3— 1)
vy -y wy -y
v —ai xg—

N =(a=b) (" 4+ a2+ a2V

(1] o a? 3 ]
0 1 @+ a5+ 20w + 23 X3 + 2371 + 1077 + T3
V=10 | 1 z3+x1 23+x30+27 23+ 23z +x32] + 2}
0| 1 zy+x 234+ x4m+23 23+ 23 + 2422 + 23
0 | 1 ws5+m 22+asm+2? 28+ 2din + xs2? + 23

hervorgeht, indem wir, fiir jedes ¢ > 2, die i-te Zeile mit x; — x; multiplizieren. In der
angedeuteten Weise ist V" eine Obere-Dreicks-Blockmatrix. Sei W der 4 x 4-Block rechts

unten von V”. Dann gilt

To + X1 -
T3+ a1 -
o S A
Ts + 1 -

W:

—_ = =
—_ =

73+ 21 (79 + 71)
22 4 21 (73 + 71)
23 4 2 (g + 71)
22 + 2y (T5 + 71)

x5 + x1 (23 + Toxq + 27)
zy + x1 (23 + z321 + 27)
zh + x1 (2] + 1421 + 27)
3+ zy (22 + w521 + 27)

Wir ziehen nun von der vierten Spalte von W das x;-fache der dritten Spalte ab, dann von
der dritten Spalte das zi-fache der zweiten Spalte, und schlielilich von der zweiten Spalte
das xq-fache der ersten Spalte. Das Ergebnis ist die Matrix

Dies ist wiederum eine Vandermonde-Matrix der Grofle 4 x 4. Per Induktion konnen wir
annehmen, dass ihre Determinante bereits als

det(W') =



bekannt ist. Auf Grund der Rechenregeln in Satz 6.2.7 und Proposition 6.5.1 folgt wie
gewiinscht

det(V) = det(V') = (xg — x1) (23 — 1) (24 — 1) (x5 — 21) det(V")
= (29 — 1) (x3 — 1) (24 — 1) (25 — 1) det (W)

= (12 — 1) (w3 — 21) (24 — 1) (w5 — 1) det(W) = [ (5 —25) O
ij€{1,....5}
1<J
Korollar 6.6.3 (Polynom zu vorgeschriebenen Werten). Sei n € N. Seien zq,...,z, € K
paarweise verschiedene Elemente und by, ..., b, € K beliebige Elemente. Dann gibt es genau
ein Polynom p € K[X]| vom Grad < n —1 mit p(x;) = b; fir allei=1,...,n.

Beweis. Der Ansatz p = Cy+ C1X +...C,_1 X" ! € K[X] fiihrt zu einem linearen Glei-
chungssystem mit n Gleichungen in den n Variablen Cy,...,C,_;. Dieses hat die Form
VC = b, wobei V = V(xy,...,x,) die Vandermonde-Matrix, C' der Spaltenvektor mit den
Variablen Cy, ..., C),_; als Eintrdgen und b der Spaltenvektor mit den Eintrégen by, ..., b,_1
ist. Nach Satz 6.6.1 und unserer Annahme z; # x; fiir alle ¢ # j gilt

det(V)= [ (2 —a)#0.
o ——
z,JG{'l,.l..,n} 20
1<]
Nach dem Determinantenkriterium 6.4.1 ist V' invertierbar. Die eindeutige Losung unseres
linearen Gleichungssystems VC = b ist somit der Spaltenvektor ¢ = V~!b. Dies zeigt die
behauptete Existenz und Eindeutigkeit von p. [l

6.6.4. Man kann das Polynom p aus Korollar 6.6.3 auch direkt hinschreiben. Fiir jedes
i€ {l,...,n} hat das Polynom
4 = Hg;ﬁz(X .ZU]) c K[X]
Hj;éi(mi — ;)
(mit Nenner # 0) die Eigenschaft g;(xs) = d;5. Setzen wir p := > biq; so gilt p(zs) = by
fiir alle s. Wegen deg(q;) = n — 1 hat p hochstens Grad n — 1. Dies zeigt die Existenz des
gesuchten Polynoms p.

In der Notation vom Anfang des Beweises von Korollar 6.6.3 zeigt dies, dass es fiir jeden
Vektor b = (by,...,b,) € K" einen Vektor ¢ = (cp,c1,...,¢,-1) € K™ mit Ve = b gibt.
Die lineare Abbildung V': K™ — K™ ist also surjektiv. Nach Korollar 5.5.9 ist sie dann auch
injektiv. Dies zeigt die Eindeutigkeit von p. Insgesamt liefert dies einen Alternativbeweis von
Korollar 6.6.3.

6.6.5. Sei ( € C eine primitive n-te Einheitswurzel?!, etwa ¢ = *™/" wobei n € Nyg.

Die Vandermonde-Matrix zur Folge der m-ten Einheitswurzeln 1,(,¢%,...,{"" !, genannt
Fourier-Matrix, ist niitzlich beim Multiplizieren mit diskreter Fourier-Transformation, sie-
he etwa | , Chapter 41, The Fast Fourier Transform|; vgl. | , Diskrete Fourier-

Trz’msformat1011] .

41Ein komplexe Zahl z € C mit 2z” = 1 heifit n-te komplexe Einheitswurzel; eine solche heifit primitiv,
falls 2™ # 1 fiir alle m € N mit 0 < m < n gilt.
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Aufgabe 6.6.6. Sei ( € C eine primitive n-te Einheitswurzel mit ¢ # 1, etwa ( = 2™/

fiir n € Nyo. Dann ist die Vandermonde-Matrix zu 1, ¢, ¢2, ..., (" ! invertierbar und hat als
Inverse das Z-fache der Vandermonde-Matrix zu 1,71, (72, ..., ("1, Beispielsweise ist fiir
n = 3 das Produkt der beiden Fourier-Matrizen

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

L ¢ ¢l=(1 ¢ ¢ und L ¢t ¢ =11 ¢ ¢

1 ¢ ¢! 1 ¢ ¢ L ¢? ¢t 1 ¢ ¢

das 3-fache der Einheitsmatrix.
Hinweis: Es gilt 1+ &+ &2+ -+ + "1 = 0 fiir jede komplexe n-te Einheitswurzel £ # 1
(das Polynom X" —1 € C[X] hat die Nullstelle 1 und somit ist der Faktor X — 1 abspaltbar).

6.7. Laplacescher Entwicklungssatz.

Satz 6.7.1 (Laplacescher Entwicklungssatz). Fiir eine quadratische Matriz A € K™ ™ und
s,t € {1,...,n} bezeichne A(s,t) die sogenannte Streichmatrix, die man aus A erhdll,
indem man die s-te Zeile und die t-te Spalte streicht.

Dann gilt fiir jedes fest gewdhlte i € {1,...,n} die Entwicklung der Determinanten

nach der i-ten Zeile

det(A) =Y (=1)™Ma;; det(A(, j)).
j=1
Analog gilt fiir jedes fest gewdhlte j € {1,...,n} die Entwicklung der Determinanten
nach der j-ten Spalte

det(A) =} (=1)"ay; det(Ali, j)).
i=1
Beweis. Wir beweisen die Entwicklung nach der j-ten Spalte. Die Entwicklung nach der i-
ten Zeile folgt dann sofort mit Hilfe der Formeln det(A) = det(A") (siehe Lemma 6.1.8) und
At(s,t) = (A(t,s))" (oder kann analog bewiesen werden).
Es gilt Ae; =Y | a;je;. Damit berechnen wir

det(A) = det(Aey | --- | Aej | -+ | Aey)
= Zaij det(Ael ’ tee | Aej_l | €; | A€j+1 | tee | Aen)
i=1

Es bleibt also
(6.7.1) det(Aey | -+ | Aej1 | ei | Aejyr |-+ | Aen) = (—1)"7 det(A(i, 5))
fur alle i € {1,...,n} zu zeigen.

Wir verwenden dazu die Rechenregeln aus Satz 6.2.7 und fixieren . Wenn man in der
Matrix (Aey | --- | Aej—1 | ei | Aejp1 | -+ | Ae,) geeignete Vielfache der j-ten Spalte

e; zu den anderen Spalten dazuaddiert, kann man erreichen, dass der i-te Eintrag all dieser
Spalten Null wird. Dabei #ndert sich die Determinante nicht.*” Nun lisst man die j-te Spalte
bis ganz nach rechts wandern, indem man sie sukzessive mit der néchsten Spalte vertauscht.

42 Auf diesen ersten Schritt kann auch verzichtet werden, wenn man am Ende des Beweises die Formel fiir
die Determinante einer Unteren-Dreiecks-Blockmatrix verwendet.
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Dabei dndert sich das Vorzeichen der Determinante um den Faktor (—1)"7/, denn es finden
n—j Vertauschungen statt. Nun lasst man die i-te Zeile bis ganz nach unten wandern, indem
man sie sukzessive mit der néchsten Zeile vertauscht. Dabei &ndert sich das Vorzeichen der
Determinante um den Faktor (—1)"~*, denn es finden n—i Vertauschungen statt. Wir erhalten

so die Matrix
AG,j) | 0
0 1/

Diese hat offensichtlich dieselbe Determinante wie die Matrix A(7, 7). Wegen (—1)"~t"~% =
(—1)"*7 zeigt das die Gleichheit (6.7.1). O

6.8. Adjunkte Matrix und Cramersche Regel. Abschnitt im Sommersemester 2020
weggelassen.

Bemerkung 6.8.1 (Herleitung der Cramerschen Formeln). Seien A € K™*" und b € K"
und betrachte das LGS AX = b. Wir nehmen an, dass es eine Losung x € K" hat. Dies
bedeutet, dass b wie folgt als Linearkombination der Spalten von A geschrieben werden kann:

b=ux1Ae; + -+ x,Ae,.
Wir berechnen fiir beliebiges i € {1,...,n}
(6.8.1)

det(Ael, Ce 71461',1, b, A€i+1, Ce ,Aen) = Z T det(Ael, c. 71461',1, Aej, A€i+1, R ,A@n)
j=1

=T; det(Ael, Ce ,Aei,l, Aei, A€i+1, Cen ,Aen)
= z;det(A).

Ist det(A) # 0 (also A € GL,(K), siehe Satz 6.4.1), so erhalten wir

o det(Ael, PN ,Aei_l, b7 A&H_l, ce ,Aen)

B det(A) '

Weiss man von Anfang an, dass A € GL,,(K) gilt, so hat das LGS AX = b eine eindeutige
Losung x (ndmlich z = A~'0), und die obige Begriindung zeigt, dass die Koordinaten des
Losungsvektors durch die Cramerschen Formeln (6.8.2) gegeben sind. In Worten steht im
Nenner die Determinante von A, und im Zé&hler steht die Determinante der Matrix, die man

aus A erhilt, indem man die ¢-te Spalte durch b ersetzt.
Diese Losungsformeln sind leider in der Praxis meist unbrauchbar.

(6.8.2) @

Satz 6.8.2 (Cramersche Losungsformeln). Sei A € GL,(K) und b € K". Sei x € K" der
Spaltenvektor, dessen Eintrige x; durch die Cramerschen Formeln (6.8.2) definiert sind, fir
i=1,...,n. Dann ist x die eindeutige Lisung des LGS AX =b, d. h. es gilt x = A™'b.

Beweis. Dies ist klar nach der Herleitung in Bemerkung 6.8.1. U

Bemerkung 6.8.3 (Motivation der adjunkten Matrix und der Cramerschen Regel). Sei
A € GL,(K). Sei j € {1,...,n} beliebig und sei 27 € K" die Lésung von Az’ = e;. Wir
erhalten aus (6.8.1) (fiir b = e;) die Gleichung

.fi det(A) = det(Ael, c ,Aei,l, €j, A€i+1, c. ,A@n).
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Wir erhalten per Laplace-Entwicklung der Determinanten auf der rechten Seite nach der
i-ten Spalte .
z] det(A) = (—1)"*7 det(A(j, 4)).

Sei B € K™ durch
(6.8.3) bij = (—1)" det(A(j,1))
definiert. Die j-te Spalte von B ist also gerade det(A)z’. Aus Az’ = e; folgt Adet(A)z? =
det(A)e; und somit AB = det(A)I,

Zusammengefasst definiert also fiir jedes A € GL, (K) die Formel (6.8.3) (die nur von A
abhéngt) eine Matrix B mit AB = det(A)I,.

Es ist B die zu A adjunkte Matriz im Sinne der folgenden Definition 6.8.4, in der A nicht
als invertierbar vorausgesetzt ist. Die Cramersche Regel (siehe Satz 6.8.5) verallgemeinert
unsere Formel AB = det(A)I, zu nicht notwendig invertierbarem A.

Definition 6.8.4. Sei A € K™ eine quadratische Matrix. Die adjunkte Matrix A* ¢
K™ ™ ist definiert durch -

(A%)yj = (=1)"" det(A(j, ),
wobei A(7j,4) die in Satz 6.7.1 erklirte Streichmatrix ist (beachte die Reihenfolge von i und
7)-
Satz 6.8.5 (Cramersche Regel). Fiir alle quadratischen Matrizen A € K™*™ gilt

A-A* =det(A) - I, = A" . A,

In Worten ist das Matrizprodukt von A mit ihrer adjunkten A% das det(A)-fache der Ein-
heitsmatriz.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Gleichheit. Der Beweis der zweiten Gleichheit geht voll-
kommen analog.

Zu zeigen ist (A - A%);; = 6;;det(A) fiir alle 4,5 € {1,...,n}, wobei §;; das Kronecker-§
ist.

Fiir ¢ = 7 gilt

(A-A%) = ai(A%) =Y ai(—1)"" det(A(i, s)) = det(A),
s=1 s=1

wobei die letzte Gleichheit die Laplace-Entwicklung der Determinante nach der i-ten Zeile
ist (siehe Satz 6.7.1).

Fiir ¢ # j gilt

(6.8.4) (A- A*), Zaw (A™),; Zam 1)** det(A(j, s)).

Sei B die Matrix, die aus A entsteht, indem man in die j-te Zeile eine Kopie der i-ten Zeile
schreibt. Dann hat B zwei gleiche Zeilen, und wir erhalten mit der Laplace-Entwicklung der
Determinante nach der j-ten Zeile (siche Satz 6.7.1))

n n

0=det(B) =Y (—1)""bj, det(B(j,s)) = > (—1)"a;, det(A(j, s)).
s=1 s=1
Vergleich mit der rechten Seite von (6.8.4) liefert wie gewiinscht (A - A%),; = 0. O
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Korollar 6.8.6. Fir A € GL,(K) gilt

1
= A
det(A)
Beweis. Da wir bereits wissen, dass det(A) in K invertierbar ist (siehe Satz 6.4.1), folgt dies
aus Satz 6.8.5. O

6.8.7. Somit ist die eindeutige Losung eines ,,quadratischen“ LGS AX = b mit det(A) # 0
durch A= = @A#b gegeben.
d

Beispiel 6.8.8. Sei A = (CCL 2) Dann ist die adjunkte Matrix A% = <—c

—b .
a ) Es gilt

A AF = (ad_bc 0 ) _ det(A) .

0 ad — be
Ist det(A) = ad — bc # 0, so gilt A € GLy(K) und
1 d —-b 1 d —-b
—1 . J—
(6.8.5) A= e <—c a ) ~ det(A) <—c a ) '

Bemerkung 6.8.9. Die Definition der Determinanten (6.1.1) verallgemeinert in offensichtli-
cher Weise zu quadratischen Matrizen mit Eintrdgen in einem beliebigen kommutativen Ring
R. Das in offensichtlicher Weise definierte Matrix-Produkt macht die Menge R™*" all solcher
Matrizen zu einem Ring. Multiplikativitdt der Determinanten (Satz 6.3.1) und die Cramer-
sche Regel (Satz 6.8.5) gelten auch in diesem Kontext (wie auch viele andere Resultate iiber
Determinanten(funktionen)).

Daraus kann man das folgende Determinantenkriterium fiir Invertierbarkeit folgern (vgl.
Satz 6.4.1): Eine (n x n)-Matrix A € R™™ ist genau dann invertierbar, wenn det(A) eine
Einheit in R ist, wenn also in Formeln det(A) € R* gilt.

Die Implikation = folgt aus der Multiplikativitdt der Determinanten, die Implikation <
aus der Cramerschen Regel.

Beispielsweise ist die 2 x 2-Matrix (g i) mit ganzzahligen Eintrdgen invertierbar im

Ring Z**? der ganzzahligen 2 x 2-Matrizen, denn ihre Determinante 14 — 15 = —1 ist eine

Einheit in Z. Ihre Inverse ist die Matrix <_57 _32), vgl. (6.8.5).

Die Matrix (1 hat Determinante 4 — 6 = —2, was keine Einheit in Z ist. Also ist

2
3 4
sie im Ring Z%*? nicht invertierbar. Im Ring Q2?*? ist sie aber invertierbar, mit Inversem

(_2 : )
3 _1J
2 2

7.1. Eigenwerte und Eigenvektoren.

7. ENDOMORPHISMEN

7.1.1. Wir mochten Endomorphismen endlichdimensionaler Vektorrdaume moglichst gut ver-
stehen. Es ist naheliegend, alle Vektoren v € V' zu betrachten, die von einem gegebenen

Endomorphismus f: V — V auf Null abgebildet werden (also f(v) = 0 erfiillen) oder von f
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fixiert werden (also f(v) = v erfiillen). Etwas allgemeiner betrachtet man alle Vektoren v, die
von f auf ein Vielfaches von v abgebildet werden. Dies fiithrt zum Begriff des Eigenvektors.

Definition 7.1.2. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums.

e Ein Vektor v € V heifit genau dann Eigenvektor (EV) von f, wenn v # 0 gilt und
f(v) ein skalares Vielfaches von v ist, es also ein A € K mit f(v) = v gibt.

e Ein Skalar A € K heifit genau dann Eigenwert (EW) von f, wenn es einen Eigen-
vektor v € V mit f(v) = Av gibt.

e Ein Eigenvektor von f zum Eigenwert \ ist ein Eigenvektor v von f mit f(v) =
Av.

e Fiir beliebiges A € K nennen wir den Untervektorraum

Eig(f,A\) :={v e V| f(v) = A} = ker(Aidy — f)
von V den Eigenraum von f zu .
7.1.3. Skalare Vielfache # 0 von Eigenvektoren sind Eigenvektoren: Ist v ein Eigenvektor

von f zum Eigenwert A und a € K \ {0} ein Skalar ungleich Null, so ist auch av # 0 ein
Eigenvektor von f zum selben Eigenwert \.

7.1.4. Ist X kein Eigenwert, so gilt Eig(f, \) = {0}. Ist A ein Eigenwert, so besteht Eig( f,
genau aus allen Eigenvektoren von f zum Eigenwert A und aus der Null (denn (Aidy — f)(v)
0 ist dquivalent zu f(v) = Av).

)

7.1.5. Ist v € V ein Eigenvektor von f, so gibt es genau ein A € K, so dass v Eigenvektor
von f zum Eigenwert A ist: Aus f(v) = Av und f(v) = po fiir A\, p € K folgt (A —p)v =0
und somit A = g wegen v # 0 und Lemma 4.1.7.(f).

7.1.6. Lemma 4.1.7.(f) zeigt auch

Eig(f,A\) N Eig(f, n) = {0}
fiir alle Skalare A # p: Ist v im Schnitt, so gilt Av = f(v) = pw, also (A — p)v = 0 und wegen
A — u # 0 folgt v = 0.

Beispiel 7.1.7. Betrachte die drei linearen Abbildungen (siche 5.1.4.(a))

(-1 0 (01 S N
po(d 5 s (00, b (U)o

(a) Punktspiegelung P im Ursprung: Jeder Vektor v € R? mit v # 0 ist Eigenvektor von
P zum Eigenwert —1.

(b) Spiegelung S an der ersten Winkelhalbierenden: Der Vektor G) (und jedes Vielfache

_11 (und jedes
Vielfache # 0) ist ein Eigenvektor von S zum Eigenwert —1. Kein anderer Vektor ist
ein Eigenvektor.

(c) Drehung D um 90°: Es gibt keine Eigenvektoren. Dies ist hoffentlich anschaulich klar,

# 0) ist ein Eigenvektor von S zum Eigenwert 1. Der Vektor

die formale Rechnung geht wie folgt: Die Annahme, dass 0 # (Z:) ein Eigenvektor

zum Eigenwert A € K ist, liefert die Gleichungen x = Ay und —y = Az. Dies
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liefert z = Ay = —A%z, also (1 + M)z = 0. Wegen 1 + A2 > 0 folgt x = 0 und
dann y = —Ax = 0. Dies widerspricht der Annahme, denn der Nullvektor ist kein
Eigenvektor.

Beispiel 7.1.8. In Beispiel 7.1.7 haben wir die Drehung D betrachtet, die keinen Eigenwert
hatte. Wir verindern dieses Beispiel, indem wir R? durch C? ersetzen und die Abbildung

I 0_1 . 2 2
D_(1 0).@ — C

betrachten. Sie hat die Eigenvektoren ( 1.) zum Eigenwert ¢ und <1> zum Eigenwert —i.

Diese beiden Vektoren bilden eine Basis von C? aus Eigenvektoren.

Beispiel 7.1.9. Sei A € K™ eine Matrix. Ist A eine Diagonalmatrix, so ist der i-te Stan-
dardbasisvektor e; ein Eigenvektor von A: K™ — K" zum Eigenwert a;;, fiir all 7; auflerdem
ist die Menge der Eigenwerte genau die Menge {ay1, .. ., a,,} der Diagonaleintrige, denn fiir
jedes andere A gilt ker(AI,, — A) = {0}.
Sind umgekehrt alle e; Eigenvektoren von A, so hat A notwendig Diagonalgestalt.
Al

0 A
gehorige Eigenvektoren sind alle Vielfachen von e; bis auf den Nullvektor.

Beispiel 7.1.10. Sei A € R. Die Matrix A = hat A\ als einzigen Eigenwert: Zu-

Beispiel 7.1.11. Sei x € K. Hat eine Matrix A € K™*" den Eigenwert A (mit zugehorigem
Eigenvektor v), so hat A + xI,, den Eigenwert A + x (mit demselben Eigenvektor v).

0 1) zu betrachten.

Im vorigen Beispiel 7.1.10 hétte es also geniigt, denn Fall A = <O 0

Beispiel 7.1.12. Die Abbildung

(13 14\ _, o,
A—(_7 8>.R — R

hat die Eigenvektoren 9 1

Vektoren bilden eine Basis B von R2, fiir die

= (g )

gilt (im Sinne der spéteren Definition 7.4.4 ist A also diagonalisierbar).

(2) zum Eigenwert 1 und <2> zum Eigenwert —6. Diese beiden

Satz 7.1.13 (Lineare Unabhéngigkeit von Eigenvektoren). FEigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten sind linear unabhingig. Genauer sei f: V. — V ein Endomorphismus eines
Vektorraums V' und v; sei ein Eigenvektor von f zum Eigenwert X\;, fir ¢ =1,...,r. Sind
die Figenwerte Ay, ..., N\, € K paarweise verschieden, so sind die Vektoren vy, ..., v, linear
unabhingig.*

430ft ist die folgende #quivalente Aussage niitzlich (diese wird etwa im Beweis von Satz 7.4.7 verwendet):
Sei f: V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums V. Seien \q,..., A, € K paarweise verschiedene
Elemente des Korpers und gelte

O=vi+--- 4o
fiir Vektoren v; € Eig(f, \;), wobei i = 1,...,r. Dann sind alle v; Null, in Formeln 0 =v; = --- = v,.
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Beispiel 7.1.14. Beispielsweise sind in Beispiel 7.1.8 die beiden dort angegebenen Eigen-
vektoren linear unabhéngig.

Erster Beweis. Wir beweisen dies per Induktion nach r. Fiir » = 1 ist die Aussage richtig,

denn v; # 0.
Gelte nun r > 2. Gelte
(7.1.1) a1+ -+ av. =0
fiir Skalare aq,...,a, € K. Wir wenden einerseits f auf diese Gleichung an und erhalten

ar vy + -+ a\ov,. = 0.
Andererseits multiplizieren wir sie mit A\, und erhalten
Ar@1v1 + - - + Aapv. = 0.
Die Differenz der beiden Gleichungen ist
(A1 = Ap)arvr + (Mg — Ap)agvg + - -+ + (A1 — Ap)ay_q1v,-1 = 0.

Die Induktionsvoraussetzung besagt, dass die Vektoren vy, ..., v,_; linear unabhéngig sind.
Es folgt 0 = (A — A\p)ag = -+ = (A—1 — \p)a,—1. Da die \; paarweise verschieden sind, folgt
0=a; = - = a,_1. Setzen wir diese Erkenntnis in (7.1.1) ein, so erhalten wir a,v, = 0.
Wegen v, # 0 folgt a, = 0. Dies zeigt die lineare Unabhéngigkeit von vy, ..., v,. 0J

Zweiter Beweis. Gelte
(7.1.2) a1+ -+ av. =0

fiir Skalare aq,...,a, € K.

Die Abbildung f — \; := f — Aidy: V' — V bildet v; auf Null ab und jedes v;, fiir j # 1,
auf (A\; — \;)v; # 0. Wenden wir die Verkniipfung

(f=2)(f =A3) - (f = A) = (f = Aaldy) o (f = Asidy) o+ o (f = Asidy)
auf die Gleichung (7.1.2) an (je zwei der verkniipften Abbildungen kommutieren), so erhalten
wir also
()\1 — )\2)()\1 - )\3) tee ()\1 - )\T)alvl = 0.

Da v; und alle Skalare A\; — Ao, ... A1 — A, von Nullverschieden sind, folgt a; = 0. Analog
erhilt man 0 = ay, = -+ = a,. L]

Korollar 7.1.15. Ist f: V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektor-
raums V', so hat f hichstens dim(V') verschiedene Figenwerte.

Beweis. Seien Ay, ..., A, verschiedene Eigenwerte von f. Sei v; ein Eigenvektor mit Eigen-
wert \;. Nach Satz 7.1.13 sind vy, ..., v, linear unabhéngig. Somit gilt » < dim(V') nach
Satz 4.3.6.(b). O

Lemma 7.1.16. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektor-
raums und set X € K. Dann besitzt f genau dann einen Figenvektor zum Eigenwert A, falls
es eine Basis B von V' mit

0




qibt.

Beweis. Besitze f einen Eigenvektor v zum Eigenwert A. Nach dem Basisergéinzungssatz 4.2.17
(und da v wegen v # 0 linear unabhéngig ist) konnen wir v zu einer Basis B = (v, by, b3, ..., b,)
erganzen. Wegen f(v) = v hat »z[f],; die gewiinschte Gestalt.

Ist B = (b1,...,b,) eine Basis von V, so dass z[f],; die angegebene Gestalt hat, so gilt
f(b1) = Aby. Wegen by # 0 ist by ein Eigenvektor zum Eigenwert . O
7.2. Charakteristisches Polynom.

7.2.1. Sei R ein kommutativer Ring.

7.2.2. Wir verallgemeinern einige Begriffsbildungen von Kérpern zu kommutativen Ringen.
Eine (m x n)-Matrix mit Eintrigen in R ist eine Abbildung

A:{1,2,...,m} x{1,2,...,n} = R.

Sie wird meist als

ay; Q12 - Aip
Q21 Q22 -° Q2n
Am1 Am2 - Omnp

notiert. Wir schreiben R™*" fiir die Menge aller (m x n)-Matrizen mit Eintrdgen in R.

Addition zweier Matrizen A, B € R™*™, Skalarmultiplikation eines Skalars A € R mit einer
Matrix A € R™™ und Multiplikation zweier Matrizen A € R™*™ und B € R™" werden
durch die {iblichen Formeln definiert (siehe Beispiel 4.1.6 und Definition 5.4.5, wo man K
durch R ersetze). Alle Rechenregeln fir Matrizen in Lemma 5.4.10 gelten analog in diesem
verallgemeinerten Rahmen. Viele Begriffsbildungen (Zeilen, Spalten, quadratische Matrizen,
obere Dreiecksmatrizen, elementare Zeilen- und Spaltenoperationen, etc.) verallgemeinern in
offensichtlicher Weise (vgl. Bemerkung 6.8.9).

Insbesondere definieren wir die Determinante det(A) € R einer quadratischen Matrix
A € R, indem wir in Definition 6.1.1 den Koérper K durch den kommutativen Ring R

ersetzen:
n

(7.2.2) det(A) := Z sgn(o) Haw(i) = Z SgN(0)A1g(1) * * * Una(n)-

oESn i=1 TESn
Die Determinante det: R™™ — R ist durch die folgenden Eigenschaften eindeutig bestimmt
(vgl. 6.2.5; der Beweis ist vollkommen analog zum Beweis von Satz 6.2.4)

e det ist R-linear in jeder Spalte, wenn die anderen Spalten fixiert sind (wobei R-
Linearitdt in offensichtlicher Weise definiert ist),

e det(A) = 0, falls zwei Spalten von A iibereinstimmen,

e det(,) = 1.

7.2.3. Die meisten Resultate aus Kapitel 6 gelten auch® fiir Matrizen mit Eintrigen in R,
zum Beispiel die Berechnung der Determinante per Entwicklung nach einer Spalte oder Zeile

4411 Wesentlichen mit den angegebenen Beweisen. Da wir eigentlich nur am Polynomring K[X] interessiert
sind, kann man alternativ auch seinen Quotientenkorper K(X) (nicht definiert) betrachten. Alle Resultate
iiber Determinanten gelten fiir Matrizen iiber diesem Koérper und implizieren die entsprechenden Resultate
fiir Matrizen mit Eintréigen in K[X], da K[X] ein Unterring von K (X) ist.
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(Laplacescher Entwicklungssatz 6.7.1), die Berechnung von oberen Dreiecksmatrizen (siehe
Lemma 6.1.5) oder Oberen-Dreiecks-Blockmatrizen (siehe Korollar 6.5.2), die Multiplikati-
vitit der Determinante det(AB) = det(A) det(B) (siehe Satz 6.3.1), det(A") = det(A) (siehe

Lemma 6.1.8), die Rechenregeln aus 6.2.7.

Definition 7.2.4. Das charakteristische Polynom einer quadratischen Matrix A € K™*"
alias einer linearen Abbildung A: K™ — K" ist das Polynom
Xa = xa(X) :=det(XI, — A) € K[X].

7.2.5. Ausgeschrieben ist das charakteristische Polynom von A = (a;;) € K™*" also die
Determinante der Matrix

X —an —ai2 T —Qain
—das X — ag —Aap
XI,— A= , ‘ e K[X]™",
: ) —An-1n
—Qnp1 T —Qpn—1 X — Apn

d. h. nach der Leibniz-Formel gilt

xa(X) =det(XI, — A) = Z sgn(o) H(X(Sw(i) — Gin(i))

0ESH i=1

unter Verwendung des Kronecker-¢.

Satz 7.2.6. Sei A € K™*" eine beliebige quadratische Matrixz. Dann sind die Nullstellen von
xa in K genau die Eigenwerte des Endomorphismus A: K™ — K™, in Formeln

{Figenwerte von A: K" — K"} = {Nullstellen von x4 in K}.
Beweis. Die Auswertung des charakteristische Polynoms x 4(X) bei A € K ist

XaA) = sen(o) [ [(Miow) — tini)) = det(A, — A).
ocESH =1
Fiir jedes A € K sind die folgenden Aussagen dquivalent:
e )\ ist Nullstelle von y 4;
e det(A, — A) = 0;
e M, — A: K® — K™ ist nicht injektiv (Aquivalenz zum vorigen Punkt nach den
Sétzen 6.4.1 und 5.6.5);
e es gibt ein x € K™\ {0} mit (A, — A)z = 0;
e es gibt ein x € K™\ {0} mit Az = Ax;
e )\ ist Eigenwert von A: K" — K",
Dies zeigt die behauptete Gleichheit. U

Beispiel 7.2.7. Betrachte den Endomorphismus
(2 1\ e 2
A= (2 3) : R — R

Nach Satz 7.2.6 sind die Eigenwerte von A genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms
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v (o5 () e (057 1))
=(X-2)(X-3)—-2=X"-5X+4cR[X].

Nach einer der iiblichen Losungsformeln fiir quadratische Gleichungen (p-g-Formel oder Mit-
ternachtsformel) sind 1 und 4 die Nullstellen. Die zugehérigen Eigenrdume berechnen sich

Eig(A, 1) = ker(I, — A) = ker (:; :;) - <<_11)> ,
Eig(A,4) = ker(41, — A) = ker (_22 _11) = <G) > ,

und die angegebenen Erzeuger dieser Eigenriume bilden eine Basis des R? aus Eigenvektoren
von A.

Beispiel 7.2.8. Betrachten wir die Drehung D: R? — R? aus Beispiel 7.1.7, so ist ihr

charakteristisches Polynom
B X 1 v
XD—det((_l X))—X + 1.

Dieses Polynom hat keine reelle Nullstelle, denn jedes Quadrat in R ist nicht-negativ. Also
hat D keine Eigenwerte.

Jedoch hat dieses Polybom die beiden komplexen (aber nicht reellen) Nullstellen 4. Diese
sind genau die beiden Eigenwerte der Abbildung D’ in Beispiel 7.1.8.

Definition 7.2.9. Sei A = (a;;) € K™*" eine quadratische Matrix. Dann heifit
tI‘(A) = a1t Qo+ -+ A

die Spur von A (im Englischen trace).

10 3
Beispiel 7.2.10. tr [ 1 2 3 =14+2-11=-8.
4 6 —11

Lemma 7.2.11. Die Spur tr: K™" — K ist eine lineare Abbildung. Fiir alle Matrizen
A, B e K™ gilt

tr(AB) = tr(BA).

Beweis. Die erste Aussage ist offensichtlich, die zweite rechnet man sofort nach: tr(AB) =
Yo (AB)y = >0 > 0 a;sbg und analog fur tr(BA). O

Beispiele 7.2.12. (a) Fiir eine (2 x 2)-Matrix A = (ﬁ 2) gilt

i) =det ((F 7% TP ) o (X —a) (X —d)—be= X2 — (a+d) X + (ad — be).
—C X —d N——— N—
=tr(A) =det(A)
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(b) Fiir eine (3 x 3)-Matrix A = (a;;) € R**3 gilt (vgl. Beispiel 6.1.2)
Xa(X) = +(X —a11)(X — an)(X — ass) + aipa93a31 + a13021a39
—013(X - G22)a31 - Cl12@21(X - a33) - (X - a11)a23a32
- X3
—(ay1 + ax + 033)X2
S
=tr(A)
+(a11a92 + ar1a33 + 92033 — 13031 — Q12021 — A23a32) X
—det(A).

(c) Ist A € K™ eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonaleintragen Ay, Ao, ..., A,. Dann
ist x4 die Determinante der oberen Dreiecksmatrix

X—>\1 *

0 X =\,

Nach Lemma 6.1.5 (bzw. genauer dessen ebenfalls giiltiger Version fiir Matrizen mit
Eintridgen in K[X]) gilt

Xa(X) = (X = A)(X = Ag) -+ (X = An)
= X"~ (M Ao At FA)XT R (1) A g Ay
~~ —
=tr(A) =det(A)

Speziell fiir n = 3 erhélt man
XA(X) = X% — (M + A+ X)X+ (Mda + Mds + Aadg) X — Ao,
—— S~——
tr(A) det(A)
was man natiirlich auch aus der Formel im vorigen Beispiel bekommt.

B C
0 D
D e K**%, so gilt xa = xB - xp-. Dies folgt aus 7.2.3, denn Korollar 6.5.2 gilt sinngeméf fiir
Matrizen mit Eintrégen in K[X].

Beispiel 7.2.13. Ist A = eine Obere-Dreiecks-Blockmatrix, wobei B € K™*" und

Satz 7.2.14. Sei A € K™*" eine quadratische Matriz. Dann ist x 4 ein normiertes Polynom
vom Grad n, also von der Form

Xa(X) = X" — s X" o (D) s, X 4 (—1)"s,

fiir eindeutig bestimmte Zahlen s, S, . .., s, € K. (Beachte, dass (—1)'s; der Koeffizient von
X"~ 4st.) Es gelten

s1 = tr(A),
sp, = det(A).
Beweis. Nach der Leibniz-Formel gilt
Xa(X) =Y sgn(0)(Xb1,00) = a1o01) (X o) = tnom)):

UES’n
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Der Summand fiir o = id ist
(X—a11)(X—ag) - (X—au) = X"—(a1; + asy + -+ + Gpy) X" '+ (Terme von kleinerem Grad).

tr(A)

Alle Summanden fiir o # id haben Grad < n — 2, denn fiir jedes o # id gibt es mindestens
zwei Indizes 1 <i < j <nmit i # o(i) und j # o(j).
Dies zeigt, dass x4(X) normiert vom Grad n ist und dass s; = tr(A) gilt, wenn die s; wie

in der Formulierung des Satzes definiert sind.
Es ist (—1)"s,, der Wert des Polynoms x 4(X) bei Null, d. h.

(—1)"s, = xa(0) = det(0 — A) = det(—A) = (—1)" det(A),
wobei die letzte Gleichung daraus folgt, dass die Determinante multilinear ist. O

Satz 7.2.15. Eine Matriz A € K™ alias lineare Abbildung A: K™ — K" hat hdchstens n
verschiedene Figenwerte.

7.2.16. Wir kennen diese Aussage bereits aus Korollar 7.1.15, jedoch ist der folgende Beweis
mit dem charakteristischen Polynom fiir mich leichter merkbar.

Beweis. Das charakteristische Polynom x4 € K[X] hat nach Satz 7.2.14 Grad n und somit
nach Korollar 2.4.23 héchstens n Nullstellen. Da die Menge der Nullstellen von x4 in K mit
der der Eigenwerte von A iibereinstimmt (Satz 7.2.6), folgt der Satz. O

Satz 7.2.17. Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom: Seien A, B €
K™ Gdhnliche Matrizen (d.h. es gibt eine invertierbare Matriz S € GL,(K) mit A =
SBS~Y). Dann gilt
XA = XB-
Insbesondere haben A und B haben dieselben Eigenwerte.
Beweis. Zunéchst beachte man
S(XI,—B)S'=8(XI,)S"-SBS'=(XI,)SS' —A=XI,—- A
in K[X]™".* Damit berechnen wir
Xa = det(X1I, — A)
= det(S(X1I, — B)S™)
= det(S) det(X I, — B)
= det(X 1, — B) det(95)
= det(X 1, — B)det(SS™1)
= det(X I, — B)det(1,)
=det(X1I, — B)
45Dje Aussage von Korollar 6.3.3 gilt sinngeméfl auch fiir Matrizen mit Eintringe in K[X]: Gegeben
C,D € K[X]™™", so dass eine invertierbare Matrix 7' € K[X]|"*" (vgl. Bemerkung 6.8.9) mit D = TCT !
existiert, so gilt det(C) = det(D). In der Situation hier ist S € GL,(K) sicherlich auch invertierbar in

K[X]™" und somit folgt die Behauptung des Satzes direkt aus der Gleichheit S(X1I,, — B)S~! = XI,, — A.
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Da die Eigenwerte die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind (Satz 7.2.6), folgt
die zweite Behauptung. 0

Definition 7.2.18. Sei f: V' — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-
Vektorraums. Dann ist das charakteristische Polynom von f durch

Xt = Xglfly = det(X L, — 5[f]5)

definiert, wobei B eine beliebige Basis von V' und n = dim V' gilt. Nach Satz 5.12.10 und
Satz 7.2.17 hingt x ¢ nicht von der Wahl der Basis ab.

7.2.19. Das charakteristische Polynom yx ist normiert und hat Grad dim(V'). Dies folgt
sofort aus Satz 7.2.14.

7.2.20. Das charakteristische Polynom einer quadratischen Matrix A € K™*" stimmt mit
dem charakteristischen Polynom des Endomorphismus A: K™ — K" {iberein.

Satz 7.2.21. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums.
Dann sind die Nullstellen von x¢ genau die Eigenwerte von f.

Beweis. Sei B eine beliebige Basis von V. Nach Satz 7.2.6 sind die Nullstellen von x;
genau die Eigenwerte von ,z[f]z. Wir behaupten, dass diese mit den Eigenwerten von f
iibereinstimmen.

Um dies zu zeigen, verwenden wir die Gleichheit ¢g o .[f]z = f o g, die aus (5.10.2) in
Proposition 5.10.5 folgt.

Sei A ein Eigenwert von f. Sei v € V ein zugehoriger Eigenvektor, d. h. es gilt f(v) = Av.
Wir setzen x := @' (v) € K™\ {0} und berechnen

v8(plf]sr) = flps()) = f(v) = dv = App(z) = pp(Ar).

Da g injektiv ist, folgt ;[f] sz = Az, d. h. x ist ein Eigenvektor von z[f], zum Eigenwert A.
Also ist A auch ein Eigenwert von ,4[f]z.

Analog ist jeder Eigenwert von z[f],; auch ein Eigenwert von f, denn aus z[f]zz = Az
folgt f(pp(x)) = Apg(x) durch Anwenden von . O

Beispiel 7.2.22 (Endomorphismen von K?). Dieses Beispiel motiviert einige der nachfol-
genden Begriffsbildungen (Trigonalisierbarkeit, Diagonalisierbarkeit) und Resultate.
Betrachte den Endomorphismus

A:(Z Z):K2—>K2.

Nach Satz 7.2.6 ist A € K genau dann ein Eigenwert von A, wenn \ eine Nullstelle von
xa=det(XI, — A) = X*— (a+d) X + ad — be
~—— " nd
tr(A) =det(A)
ist. Da ein Polynom vom Grad 2 maximal zwei Nullstellen hat (Korollar 2.4.23), tritt genau
einer der drei folgenden Félle ein.

1. Fall. x4 hat genau zwei (verschiedene) Nullstellen A\; # Ay in K (und ist somit von der
Form (X — A\p)(X — A\2)):
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Sei v; € K? ein Eigenvektor mit Av; = Ay, fiir ¢ = 1,2. Nach Satz 7.1.13 (oder
auch 7.1.6) sind vy, vy linear unabhéngig und bilden somit eine Basis B des K?. Wir
erhalten

(7.2.3) AMB:(% i).

Im Sinne der spéteren Definition 7.4.4 ist A | diagonalisierbar® (vgl. Korollar 7.4.8).
2. Fall. x4 hat genau eine Nullstelle \; in K (und ist somit von der Form (X — A\;)?, d.h. A
ist eine doppelte Nullstelle):
Dann hat A genau einen Eigenwert, ndmlich A;. Der zugehorige Eigenraum Eig(A, A;)
ist als Untervektorraum # {0} von K? entweder zwei- oder eindimensional.
(a) dimEig(A, A\;) = 2: Dies bedeutet K? = Eig(A, \;), also Av = \v fiir alle
ve K2, d.h.

(7.2.4) A= nidge = ML= (M 0.
0 A

Wiederum ist A ,diagonalisierbar® (vgl. Satz 7.4.14). Da A ein Vielfaches der
Identitét ist, gilt z[A]; = A\ fiir jede Basis B von K*.
(b) dim Eig(A, \;) = 1: Wir behaupten, dass K? eine Basis B = (v1, v) mit

(7.2.5) Amgz(ﬁ i)

hat. (Im Sinne der spéateren Definition 7.3.3 ist A ,trigonalisierbar® (vgl. Satz 7.3.6);
A ist aber nicht ,,diagonalisierbar® (vgl. Satz 7.4.14).)

Sei v; ein Eigenvektor von A zu ;. Sei v, € K2\ (v;). Dann sind vy, vy linear
unabhiingig und bilden somit eine Basis von K?2. Es folgt Avy = xvs + yuv; fiir
geeignete x,y € K. Da vy kein Eigenvektor von A ist, folgt y # 0. Indem wir die
Gleichung mit y~! multiplizieren und v, durch y~'v, ersetzen, kénnen wir ohne
Einschrinkung annehmen, dass Avy = zvs + vy gilt.

Wir behaupten, dass x = A\ gilt. Aus der Annahme x # \; wiirde ndmlich
folgen, dass w := vy + ﬁvl ein Eigenvektor von A zum Eigenwert x ist, denn

Aw = Avy + *

1
3 Avy = xvy + v + AU; = TV + V] = TW.

r — A1 r — )\1 r — )\1
Dies widerspricht der Annahme, dass \; der einzige Eigenwert von A ist. Also
gilt x = A und somit Avs = Ajvs +v1. Da vy, vy linear unabhéngig sind, ist B =
(v1,v9) eine Basis von K2. Nach Konstruktion gilt dann (7.2.5) wie gewiinscht.
3. Fall. x4 hat keine Nullstelle (und ist somit irreduzibel in K[X]):

In diesem Fall hat A keinen Eigenvektor. Nach Lemma 7.1.16 gibt es keine Basis
von K2, beziiglich der A durch eine obere Dreiecksmatrix dargestellt wird. Also ist

A nicht ,trigonalisierbar® (vgl. Satz 7.3.6) und erst recht nicht , diagonalisierbar*.

Fiir algebraisch abgeschlossene Korper K, etwa fiir K = C, tritt der dritte Fall nicht ein
(nach dem Hauptsatz der Algebra 2.4.29). Die darstellenden Matrizen in (7.2.3), (7.2.4),
(7.2.5), die wir fiir geeignete Basen erhalten haben, sind Beispiele fiir Matrizen in Jordanscher
Normalform (siche die spétere Definition 7.5.3).
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Ende 22. Vor-

lesung
09.07.2020

am

Aufgabe 7.2.23. Geben Sie fiir jeden der drei Fille in Beispiel 7.2.22 (samt weiterer Fall-
unterscheidung im zweiten Fall) eine reelle (2 x 2)-Matrix an, fiir die dieser Fall eintritt.

7.3. Trigonalisierbare Endomorphismen.

Definition 7.3.1. Eine quadratische Matrix A € K"*" heifit genau dann trigonalisierbar,
wenn sie zu einer oberen Dreiecksmatrix dhnlich ist, wenn es also eine invertierbare Matrix
S € GL,(K) gibt, so dass SAS™! eine obere Dreiecksmatrix ist.

7.3.2. Trivialerweise ist jede obere Dreiecksmatrix trigonalisierbar.

Definition 7.3.3. Ein Endomorphismus f: V' — V eines endlichdimensionalen Vektorraums
heifit genau dann trigonalisierbar, wenn es eine Basis B von V' gibt, so dass z[f]; eine obere
Dreiecksmatrix ist, d. h.

/\1 *
(7.3.1) B[f]B = .

0 An
fiir geeignete \q,..., \, € K.

7.3.4. Fiir einen Endomorphismus f: V — V eines endlichdimensionalen Vektorraums sind
dquivalent:

(a) f ist trigonalisierbar;
(b) fiir jede Basis B von V ist 4[f], eine trigonalisierbare Matrix.
(c) fiir eine Basis B von V ist 4[f] eine trigonalisierbare Matrix.

Die Aquivalenz dieser Bedingungen folgt ebenfalls sofort aus Korollar 5.12.13.
Insbesondere ist eine quadratische Matrix A € K™*" genau dann trigonalisierbar, wenn
der Endomorphismus A: K™ — K™ trigonalisierbar ist.

Satz 7.3.5. Jede nilpotente Matrix A € K™ " ist trigonalisierbar und hat charakteristisches
Polynom x4 = X" gilt."0

Beweis. Sei m € N so gewihlt, dass A™ = 0. Offensichtlich haben wir Inklusionen
{0} = ker(1,,) = ker(A") C ker(A) = ker(A") C ker(A?) C --- C ker(A™) = ker(0) = K".

Das leere Tupel () ist eine Basis von {0}. Wir ergénzen es zu einer Basis (by,...,b;) von
ker(A). Dieses ergéinzen wir zu einer Basis (by, ..., b;,,bi, 41 - ., bs,) von ker(A?) undsoweiter.
SchlieBlich ist B := (by,...,b;, ) eine Basis von K™ (und es gilt notwendig i,, = n). Wegen
A(ker(A®)) C ker(A57') ist 4[A]4 eine obere Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Diagonalen.
Weil A und z4[A], dhnlich sind (Korollar 5.12.13), ist A trigonalisierbar. Auflerdem haben
sie dasselbe charakteristische Polynom (Satz 7.2.17). Wir erhalten x4 = x,4), = X" nach
Beispiel 7.2.12.(c). O

Satz 7.3.6. Ein Endomorphismus f: V — V eines endlichdimensionaler K-Vektorraums
ist genau dann trigonalisierbar, wenn x ¢ in K[X| vollstindig in Linearfaktoren zerfallt.

46Gilt x4 = X™ fiir eine beliebige quadratische Matrix A € K™, so ist A nilpotent. Dies folgt aus

Satz 7.3.6.
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Beweis. Sei f trigonalisierbar. Sei BB eine Basis, so dass (7.3.1) fiir geeignete A,..., \, € K
gilt. Dann gilt x; = (X — A\)(X — Ag) ... (X — \,), wie wir bereits in Beispiel 7.2.12.(c)
gesehen haben. Dies bedeutet, dass f vollstédndig in Linearfaktoren zerfallt.

Gelte umgekehrt, dass xs vollstdndig in Linearfaktoren zerféllt.

Wir beweisen per Induktion iiber n = dim V', dass f trigonalisierbar ist. Fiir n = 1 (und
auch fiir n = 0) ist dies trivial.

Sei n > 2. Gelte xf = (X — A)(X — Ag) .-+ (X —\,) fiir Ay,..., A\, € K. Dann ist \; eine
Nullstelle von x; und somit ein Eigenwert von f (Satz 7.2.21). Nach Lemma 7.1.16 gibt es
eine Basis B = (vq,vg,...,v,) von V mit

(M| =
0

A= glflg = : B )
0

wobei B € KM=D*(=1) ynd z € K™=V Esgilt x;(X) = (X=X )xp (siehe Beispiel 7.2.13).
Durch Kiirzen im Integritiatsbereich K[X] (2.2.6, Satz 2.4.13) folgt xp = (X—X2) - - - (X =A\,),
d. h. xp zerfillt vollstéindig in Linearfaktoren. Per Induktionsannahme ist der Endomorphis-
mus B: K" ' — K" ! trigonalisierbar, d. h. es gibt ein S € GL,_1(K), so dass SBS™! eine
obere Dreiecksmatrix ist. Die Matrix

ist invertierbar und

TAT™
(110 -0\ /M ] =z (M| =5

\ (L1000
0 0 0 0
0

; S : B ; SBS—!
0 0 0

ist eine obere Dreiecksmatrix. Also ist die Matrix A = 4[f]; trigonalisierbar. Nach 7.3.4
bedeutet dies, dass f trigonalisierbar ist. ([l

Korollar 7.3.7. Jeder Endomorphismus f: V — V eines endlichdimensionalen C-Vektorraums
15t trigonalisierbar.

Beweis. Dies folgt aus Satz 7.3.6, denn nach Satz 2.4.31 zerféllt jedes Polynom in C[X]\ {0}
vollsténdig in Linearfaktoren. O

7.4. Diagonalisierbare Endomorphismen.

7.4.1. Die folgende Begriffsbildung der Diagonalisierbarkeit ist strukturell vollkommen ana-
log zur Trigonalisierbarkeit (siehe Abschnitt 7.3).
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Definition 7.4.2. Eine quadratische Matrix A € K™*" heifit genau dann diagonalisierbar,
wenn sie zu einer Diagonalmatrix dhnlich ist, wenn es also eine invertierbare Matrix S €
GL,(K) gibt, so dass SAS™! eine Diagonalmatrix ist.

7.4.3. Trivialerweise ist jede Diagonalmatrix diagonalisierbar.

Definition 7.4.4. Ein Endomorphismus f: V' — V eines endlichdimensionalen Vektorraums
heifit genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von V' gibt, so dass »z[f], eine
Diagonalmatrix ist, d. h.

A 0
(7.4.1) slfls = .
0 An
fiir geeignete \q,..., \, € K.

7.4.5. Fiir einen Endomorphismus f: V — V eines endlichdimensionalen Vektorraums sind
dquivalent:
(a) f ist diagonalisierbar;
(b) es gibt eine Basis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht. In Formeln: Es gibt
eine Basis B = (vy,...,v,) von V und Skalare Ay,..., A, € K mit f(v;) = A\, fiir
allei e {1,...,n};
(c) es gibt ein Erzeugendensystem (vy,...,v,) von V, das aus Eigenvektoren von f
besteht;
(d) fiir jede Basis B von V' ist 4[f], eine diagonalisierbare Matrix.
(e) fiir eine Basis B von V ist z[f], eine diagonalisierbare Matrix.
Die Implikationen (a) < (b) = (c¢) sind klar. Die Implikation (¢) = (b) gilt, da sich jedes
(bei uns per Definition endliche) Erzeugendensystem zu einer Basis verkleinern lisst (siche
Beweis von Satz 4.2.14). Die Implikationen (a) < (d) < (e) folgen sofort aus Korollar 5.12.13.
Insbesondere ist eine quadratische Matrix A € K™ ist genau dann diagonalisierbar,
wenn der Endomorphismus A: K™ — K" diagonalisierbar ist. Dies folgt sofort aus Korol-
lar 5.12.13.

Beispiele 7.4.6. In Beispiel 7.1.7 sind die Punktspiegelung und die Spiegelung an der ersten
Winkelhalbierenden diagonalisierbar; die Drehung ist nicht diagonalisierbar.
Diagonalisierbar sind die Abbildungen in den Beispielen 7.1.8, 7.1.12 und 7.2.7.
Nicht diagonalisierbar ist die Abbildung in Beispiel 7.1.10.

Satz 7.4.7. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums.
Seien A1, ..., A\, samtliche Eigenwerte von f, wobei \; # \; fir alle i # j gelte (beachte, dass
f nach Korollar 7.1.15 nur endlich viele Eigenwerte hat). Dann gilt

(7.4.2) i dim(Eig(f, \;)) < dimV

mit Gleichheit genau dann, wenn f diagonalisierbar ist.
Beweis. Betrachte die Abbildung

g: Big(f, ) x - x Eig(f,\) = V.
128



(U1, .., 0p) U+ F Uy

Das Produkt der Eigenrdume wird durch komponentenweise Addition und Skalarmultiplika-
tion ein Vektorraum (vgl. Aufgabe 4.1.19); ¢ ist dann offensichtlich eine lineare Abbildung.

Wir behaupten, dass ¢ injektiv ist oder dquivalent, dass ker(g) = {0} gilt. Sei (vy,...,v,) €
ker(g), d.h. vy 4+ - - + v, = 0 fiir Vektoren v; € Eig(f, \;). Sei [ := {i | v; # 0}. Falls I nicht
leer ist, ist », ., v; = 0 eine Darstellung der Null als nicht-triviale Linearkombination von
Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten. Da Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten linear unabhéngig sind (Satz 7.1.13), kann es eine solche Darstellung nicht
geben. Dies zeigt I =), d.h. 0 = v; = - -+ = v,. Dies zeigt ker(g) = {0}, also die Injektivitit
von g.

Wir begriinden nun die folgenden Gleichheiten und die Ungleichung.

(7.4.3) ji&mﬁﬂﬁ&)z&m(ﬁgﬂAﬂxn-xEQﬁMD
=1

:&m<EQﬁM%h“+Egﬁjﬁ>gmmV

Die erste Gleichheit gilt, da die Dimension eines Produkts die Summe der Dimensionen der
Faktoren ist (Basen der Vektorrdume Eig(f, \;) liefern eine Basis ihres Produkts liefern, vgl.
Aufgabe 4.3.16). Die zweite Gleichheit folgt aus ker(g) = {0} und im(g) = Eig(f, \1) +
...+ Eig(f, A) und dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen 5.5.3. Die Ungleichung ist
offensichtlich (Satz 4.3.8). Damit ist (7.4.2) bewiesen.

Zu zeigen bleibt, dass die Diagonalisierbarkeit von f dquivalent zur Gleichheit in (7.4.3)
ist.

Gilt Gleichheit in (7.4.3), so muss Eig(f, A1) + --- + Eig(f, A,) = V gelten (Satz 4.3.8).
Somit hat V' ein Erzeugendensystem aus Eigenvektoren von f (jedes Eig(f, A;) hat ein Er-
zeugendensystem /eine Basis aus Eigenvektoren von f; schreibt man all diese hintereinander,
so liefert dies ein Erzeugendensystem von V' aus Eigenvektoren von f). Also ist f diagona-
lisierbar (siehe 7.4.5).

Sei umgekehrt f diagonalisierbar. Dann gibt es eine Basis (by,...,b,) von V aus Eigen-
vektoren von f. Jedes Basiselement b; liegt in einem der Eigenrdume Eig(f, \;), da unsere
Liste von Eigenwerten vollstindig ist. Also enthélt Eig(f, A1) + --- + Eig(f, \,) eine Basis
von V und stimmt damit mit V' iiberein. Also gilt Gleichheit in (7.4.3). O

Korollar 7.4.8. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines n-dimensionalen Vektorraums.
Hat f genau n paarweise verschiedene Figenwerte, so ist f diagonalisierbar.

Beweis. Sei Ay, ..., \, die Liste paarweise verschiedener Figenwerte von f. Fiir jedes i gilt
sicherlich 1 < dim Eig(f, \;). Summieren wir diese Ungleichungen und verwenden Satz 7.4.7,
so erhalten wir

n < Zdim Eig(f, \;) < dim(V) = n.
i=1

Alle Kleiner-gleich-Zeichen sind somit Gleichheiten, so dass f nach Satz 7.4.7 diagonalisierbar
ist. U
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Beispiel 7.4.9 (Fibonacci-Zahlen; Herleitung einer expliziten Formel aus der induktiven
Definition mit Hilfe von Diagonalisierbarkeit). Betrachte die Fibonacci-Folge

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, . ..

(vel. [ , Fibonacci-Folge]). Sie ist induktiv durch Fy =0, F} = 1und F,, = F,,_1+ F,_o,
fiir n > 2, definiert.
Definieren wir die lineare Abbildung

o 11 . 2 2
A_(l 0).@ — C*,

Fn+1 — Fn+1+Fn _ Fn+2
Fn Fn+1 Fn+l

A

.. 1 F ) ) )

fiir alle n > 0. Wegen e; = o) =\ g erhalten wir daraus per Induktion sofort die Formel
0

so gilt

F,
(7.4.4) Atey = ( le)

fiir alle n > 0. Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen von

XAzdet((X__ll ;)) =(X-DX-1=X>-X—1,
also (Mitternachtsformel, p-g-Formel) die beiden (verschiedenen reellen) Zahlen

1+45
2
1—+/5
Ay = 2\/—.

Nach Korollar 7.4.8 oder Unterergebnis (7.2.3) in Beispiel 7.2.22 ist A diagonalisierbar. Die

Rechnung
AN 2YE S A O AN Y

ein Eigenvektor zu J; ist, fir ¢ = 1,2. Also ist (v, v2) eine Basis von

A1

(vel. | , Goldener Schnitt)]),

1
C? (klar oder Satz 7.1.13), die A diagonalisiert.
Eine kleine Rechnung liefert die folgende Darstellung von e; in dieser Basis:

()5 H(F) b

Ae; = % [Xf?h - )\Svg]
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Daraus folgt


http://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-Folge
http://de.wikipedia.org/wiki/Goldener_Schnitt

fiir alle n € N. Wir erinnern daran, dass die zweite Koordinate von A"e; nach (7.4.4) die
n-te Fibonacci-Zahl F,, ist. Wir erhalten so die Formel von Moivre/Binet

(5]

L
V5

Man beachte, dass der Ausdruck auf der rechten Seite fiir alle n € N eine natiirliche Zahl
liefert, obwohl er einige irrationale Zahlen enthélt.

E, =

Definition 7.4.10. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektor-
raums und A € K. Dann heift
e die Dimension dim Eig(f, \) die geometrische Vielfachheit von \ beziiglich f
und
e die Nullstellenordnung ordy(x ) die algebraische Vielfachheit von A beziiglich

f

7.4.11. Ist eine dieser Vielfachheiten von A Null, so auch die andere, denn fiir jedes A € K
sind nach Satz 7.2.21 die folgenden Bedingungen &quivalent:

e dim Eig(f, \) = 0;

e )\ ist kein Eigenwert von f;

o xr(A) #0, d.h. \ist keine Nullstelle von x;

e ordy(xys) =0.

01
00
algebraische Vielfachheit von 0 (beziiglich A). Die geometrische Vielfachheit von 0 (beziiglich
A) ist 1 = dim Eig(f,0) = dim ker(f).

Beispiel 7.4.12. Betrachte die nilpotente Matrix A = . Wegen x4 = X2 ist 2 die

Lemma 7.4.13. Seien f: V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K -
Vektorraums und A € K. Die geometrische Vielfachheit von X ist stets kleiner oder gleich
der algebraischen Vielfachheit von X, in Formeln

dim Eig(f, A\) < ordx(xy).

Beweis. Sei (vy,...,v,) eine Basis von Eig(f, A). Wir ergénzen diese Basis zu einer Basis
B = (v1,...,Um, Unii,---,0,) von V. Dann gilt
A 0
C
slfls = (Aém g = [0 A
0 D

Nach Beispiel 7.2.13 gilt x; = (X — X\)™ - xp und damit dim Eig(f, \) = m < ord,(xs). O
Ende 23. Vor-

lesun, am
Satz 7.4.14. Ein Endomorphismus f: V — V eines endlichdimensionalen K-Vektorraums 14_07%020

ist genau dann diagonalisierbar, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfillt sind:

e Das charakteristische Polynom x zerfillt vollstindig in Linearfaktoren.
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o Fiir jeden Eigenwert A € K von f stimmen algebraische und geometrische Vielfach-
heit beziiglich f idiberein, in Formeln ordy(x;) = dim Eig(f, A).*"

Insbesondere gilt im Falle K = C wegen Korollar 2.4.51: Die lineare Abbildung f genau dann
diagonalisierbar, wenn ordy(xs) = dim Eig(f, X) fir jeden Eigenwert X von f gilt.

Beweis. =: Sei f diagonalisierbar. Dann gibt es eine Basis B = (vq,...,v,) von V aus
Eigenvektoren von f. Wir kénnen die Basisvektoren so umordnen, dass

A1
At
ML, 0 e 0 A2

0 Aol ;

B[f]zg = 2 : = o
0
0 0 DV
Ar
A

gilt, wobei die Eigenwerte A1, ..., A, € K paarweise verschieden sind. Offensichtlich ist dann
(v1,...,0m,) eine Basis von Eig(f, A1) und (v, 41, - - - » Umy1m,) 1St eine Basis von Eig(f, As)

undsoweiter. Es gilt also dim Eig(f, ;) = m.

Offensichtlich gilt x;(X) = (X — A)"™ (X — Xg)™2--- (X — A\)™, d.h. xs zerfillt in
Linearfaktoren. Weiter gilt wie gewiinscht ordy,(xs) = m; = dimEig(f,\;) fiir alle ¢ =
1,...,7. SchlieBlich beachte man, dass {Aq,...,\,} genau die Menge der Eigenwerte von f
ist (vgl. Beispiel 7.1.9).

«: Nach Annahme gilt x;(X) = (X — A\)"™ (X — Xg)™2 -+ (X — \)™ fiir geeignete
paarweise verschiedene Ay, ..., A\, € K und positive natiirliche Zahlen m;, ..., m, € N>q. Die
Menge {A1,..., A} besteht somit genau aus den Nullstellen von y alias den Eigenwerten
von f. Auflerdem gilt nach Annahme ordy,(xs) = dim(Eig(f, \;)) fir allei =1,... 7.

Da x; Grad dim(V') hat und da ordy,(xs) = m; gilt, schlieen wir

dim(V) = deg(xy) = Zmi = Zord,\i(xf) = Zdim Eig(f, \i).
i=1 i=1 i=1

Nach Satz 7.4.7 bedeutet dies, dass f diagonalisierbar ist. 0
Aufgabe 7.4.15. Ist A = Z l; € R**? eine ,symmetrische” reelle Matrix, so ist A

diagonalisierbar (symmetrisch bedeutet A = A", siehe Definition 7.6.2).
Bemerkung: Allgemeiner gilt Satz 7.6.4.

7.5. Jordansche Normalform.

4TFiir jeden Nicht-Eigenwert A gilt diese Gleichheit trivialerweise nach 7.4.11.
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Definition 7.5.1. Sei A € K und d € N. Der Jordan-Block oder das Jordan-Kastchen
der Grofle d zu A ist die quadratische (d x d)-Matrix

Al 0
d d—1 N
Ja(A) = Z AE;; + Z Eiipn = - € K,
i=1 i=1 o1
0 A
Alle Diagonaleintrige sind A, alle Eintrage auf der ,,oberen Nebendiagonalen“ sind Einsen
(also alle Eintrdge an Positionen (7,7 + 1), fir i = 1,...,d — 1), und alle restlichen Eintrage
sind Null.
2 10 010
Beispiel 7.5.2. Die Matrizen [0 2 1| oder [0 0 1 | sind Jordan-Blocke der Grofie 3.
0 0 2 000

Definition 7.5.3. Eine Matrix in Jordanscher Normalform (kurz JNF) ist eine quadra-
tische Blockdiagonalmatrix, deren Diagonalblocke Jordan-Blocke sind, also eine quadratische
Matrix der Form

Jd1 (Al)

(7.5.1) T (%)

Jdr<>\7")

fiir geeignete r € N, dy,...,d, € N\ {0} und A\y,..., A\, € K. Auf der Diagonalen dieser
Matrix stehen die A;. Auf der ,Nebendiagonalen“ dariiber stehen je nach Gréfle der Jordan-
Késtchen Nullen oder Einsen. Alle anderen Eintrége sind Null.

7.5.4. Fassen wir die Matrix (7.5.1) als Endomorphismus eines geeigneten K™ auf (es ist
n=>._,d;),sosind die \; seine Eigenwerte. Man iiberlegt sich leicht, dass fiir jedes A € K
die geometrische Vielfachheit von A beziiglich dieses Endomorphismus durch die Anzahl

#ie{l,....;r} | = A}

der Jordan-Blocke mit A als Diagonaleintrag gegeben ist und dass die algebraische Vielfach-
heit von A beziiglich dieses Endomorphismus durch die Summe

S
i€{1,...,r},
Ai=A

der Groflen dieser Jordan-Blocke gegeben ist.

Satz 7.5.5 (Jordansche Normalform - ohne Beweis). Sei f: V — V' ein Endomorphismus
eines endlichdimensionalen Vektorraums. Ist f trigonalisierbar (nach Satz 7.5.6 konnen wir

dquivalent verlangen, dass x5 vollstindig in Linearfaktoren zerfillt), so gibt es eine Basis B
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von V', so dass zf|sz eine Matriz in Jordanscher Normalform ist, d. h. es gilt

Jdl (Al)
Jd2<>‘2)
(7.5.2) slfls =

Jd'r()\?")

fiir geeignete positive natirliche Zahlen dy, . .., d, € N\{0} und Kéorperelemente Ay, ..., \, €
K.

Genauer sind die Anzahl r der vorkommenden Jordan-Blocke und die Typen der vor-
kommenden Jordan-Blicke (also die Folge der Paare (dy, A1), (do, o), ..., (d, \.)) bis auf
Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Korollar 7.5.6. Fir jeden Endomorphismus f: V — V eines endlichdimensionalen kom-
plexen Vektorraums gibt es eine Basis B von V', so dass z[fl|s eine Matriz in Jordanscher
Normalform ist.

Beweis. Dies folgt aus Satz 7.5.5, denn iiber den komplexen Zahlen zerfillt jedes Polynom
# 0 in Linearfaktoren (siehe Korollar 2.4.31). O

7.6. Orthogonale Diagonalisierbarkeit symmetrischer reeller Matrizen (Haupt-
achsentransformation).

7.6.1. Wir erinnern an das in der Analysis definierte Skalarprodukt
(—, =) R"xR" - R,

(z,y) = (z,y) = zt- Y=y + Toy2 + -+ Ty = Zﬂfzyz
i=1

Die Lénge oder Norm von z € R” ist die nicht-negative reelle Zahl ||z|| = v/(z, z) € Rxo.
Man nennt z normiert, falls ||z| = 1 gilt.

Man sagt, dass zwei Vektoren x,y € R™ senkrecht oder orthogonal aufeinander ste-
hen, falls (z,y) = 0 gilt.

Vielleicht ist die folgende Definition aus der Schule bekannt: Der unorientierte Winkel <(z, y) fiir Vektoren z,y € R™\ {0}
ist die eindeutige Zahl « € [0, 7] mit
_ (=)

llll - flyll
Man beachte, dass der Ausdruck rechts des Gleichheitszeichens auf Grund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung |(z,y)| <

COos «x

[lz|l - lly|| im Intervall [—1,1] liegt. Mit anderen Worten gilt a = arccos (%)

Zwei Vektoren z,y € R™ stehen also genau dann aufeinander senkrecht, wenn <(z,y) = 5 (alias 90°) gilt.

Definition 7.6.2. Eine quadratische Matrix A € K™ heifit symmetrisch, falls A®* = A gilt.

Beispiel 7.6.3. Die Matrix (7.6.1) ist symmetrisch. Beziiglich der Spiegelung an der Diago-
nalen sind die Eintrage symmetrisch.

Satz 7.6.4 (Orthonormale Diagonalisierbarkeit symmetrischer reeller Matrizen - ohne Be-
weis). Jeder reelle symmetrische Matrix A € R™™™ ist diagonalisierbar.
Genauer hat R™ eine ,,Orthonormalbasis“ B = (by, ..., b,) aus Figenvektoren von A: R™ —
R™. Dies bedeutet:
e (Basis) B = (by,...,b,) ist eine Basis von R".
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e (aus Eigenvektoren) Jedes b; ist ein Eigenvektor der linearen Abbildung A: R™ — R",
in Formeln Ab; = \;b; fiir geeignete \; € R.
In anderen Worten ist z[A] eine Diagonalmatriz mit Diagonaleintragen Ay, ..., \,.
o (Orthonormalbasis) Jedes b; ist normiert und verschiedene Basiselemente stehen or-
thogonal aufeinander, in Formeln gilt (b;,b;) = d;; fiir alle i,j =1,...n.*

7.6.5. Sind in der Notation des obigen Satzes alle \; verschieden, so nennt man die von den
b, aufgespannten 1-dimensionalen Untervektorrdume auch die Hauptachsen von A.

Beispiel 7.6.6. Die symmetrische Matrix A = ( 2 ‘/5) alias lineare Abbildung A: R? — R?

V3 4
‘_/3;) zum Eigenwert 1 und by = (\}g/?z) zum

Eigenwert 5. In der Illustration sind diese Vektoren, der Einheitskreis in schwarz und sein
Bild unter A in blau eingezeichnet.

hat die normierten Eigenvektoren b; = (

NIRRT FERRE FRAT A
-2-101 2

Die Hauptachsen von A sind die Symmetrieachsen der Ellipse (und diese werden ebenfalls
als Hauptachsen bezeichnet).

Beispiel 7.6.7. Betrachte die symmetrische reelle Matrix

0 2 2
(7.6.1) A=12 8 -1
2 —1 8
Dann sind die Vektoren
0 1 4
v = 1 s Vg ‘= 2 , VU3 1= -1
—1 2 —1

Eigenvektoren von A, denn es gelten
AUl == 91}1, AUQ = 87}2, AU3 = —7Vs.

Die Vektoren vy, v9, v sind als Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig
(Satz 7.1.13) und bilden somit eine Basis des R? aus Eigenvektoren von A. Mit anderen Wor-
ten ist A diagonalisierbar.

48 Aus dieser Gleichung folgt bereits, dass die by, . . ., by, linear unabhingig sind (und damit eine Basis des
R™ bilden): Wende (b;, —) auf eine Relation 0 = ¢1b1 + - - - + ¢, by, an.
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Offensichtlich stehen je zwei verschiedene der Vektoren vy, vy, v3 orthogonal aufeinander.

Somit bilden die normieren Vektoren HEH = %vl, ﬁ = %vz, Hz_ill = ﬁvg eine Orthonor-
malbasis aus Eigenvektoren von A.

Ende 24. Vor-

lesung am

16.07.2020 8. EUKLIDISCHE VEKTORRAUME

Kapitel im Sommersemester 2020 weggelassen.
8.0.1. In diesem Kapitel betrachten wir nur Vektorrdume iiber den reellen Zahlen R.
8.1. Skalarprodukte und euklidische Vektorridume.
Definition 8.1.1. Sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung®’
(—,—): VXV =R,

(v, w) = (v, w),

heifit Skalarprodukt, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
(a) Die Abbildung ist linear in jedem Argument, wenn das andere Argument fixiert ist

(Bilinearitat):
(i) Linearitét im ersten Argument: Fiir jedes w € V ist die Abbildung
(—w): V=R,
w — (v, w),
R-linear.
(ii) Linearitdt im zweiten Argument’: Fiir jedes v € V ist die Abbildung
(v,—): V =R,
w = (v, w),
R-linear.

(b) Die Abbildung ist symmetrisch: Fiir alle v,w € V gilt
(v, w) = (w, v).
(c) Fiir alle v € V' gilt (v,v) > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn v = 0 gilt (positive
Definitheit).
Man nennt (v, w) das Skalarprodukt von v und w.

Definition 8.1.2. Ein euklidischer Vektorraum ist ein endlichdimensionaler®' reeller
Vektorraum V' zusammen mit einem Skalarprodukt (—,—). Wenn man sagt, dass V ein
euklidischer Vektorraum ist, so ist ein zugehoriges Skalarprodukt implizit fixiert.

Beispiel 8.1.3. Der n-dimensionale reelle Vektorraum R" zusammen mit dem sogenannten
Standardskalarprodukt

(—,=): R" x R" - R,

49Dje horzontalen Striche sind keine Minuszeichen, sondern stehen fiir freie Argumente.
50Djes ist dquivalent zur Linearitét im ersten Argument, wenn man bereits weif}, dass (—, —) symmetrisch
ist.
S1Einige der im Folgenden bewiesenen Aussagen gelten auch ohne diese Annahme.
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(r,y) = (z,y) =2y =291 + Doyo + - + Tpyp = Zmiyi,
i1

ist ein euklidischer Vektorraum. Linearitédt in beiden Argumenten ist klar: Die Abbildung
(—,y): R™ — Rist Rechtsmultiplikation mit dem Spaltenvektor y. Die Abbildung (z, —): R* —
R ist Linksmultiplikation mit dem Zeilenvektor z*. Symmetrie ist auch klar (offensichtlich
oder per -y = (z'-y)* = y* - (2*)") = y* - ). Zur positiven Definitheit: Da Quadrate reeller
Zahlen und deren Summen stets nicht-negativ sind, gilt

(x,2) =2f+ - +a2> >0.

Diese Summe ist genau dann Null, wenn alle Quadrate Null sind, wenn also alle z; Null sind,
wenn also x = 0 gilt.

8.1.4. Wenn wir im Folgenden von R"™ als euklidischem Vektorraum sprechen, ist er stets
mit dem Standardskalarprodukt versehen.

Beispiel 8.1.5. Untervektorrdume euklidischer Vektorraume sind euklidische Vektorraume:
Sei V' zusammen mit dem Skalarprodukt (—, —): V' x V' — R ein euklidischer Vektorraum
(etwa R™ mit dem Standardskalarprodukt). Sei U ein Untervektorraum von V. Dann ist die

Abbildung
UxU—R,

(u,u') = (u,u')

ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum U, denn alle definierenden Eigenschaften sind offen-
sichtlich. Dieses Skalarprodukt macht U zu einem euklidischen Vektorraum.

8.2. Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und Dreiecksungleichung. Im Rest dieses
Kapitels sei V' stets ein euklidischer Vektorraum. Sein Skalarprodukt wird wie oben als
(—, —) notiert.

Definition 8.2.1. Zwei Vektoren v,w € V heiflen genau dann senkrecht zueinander,
notiert v L w, wenn (v, w) = 0 gilt.

Man sagt dann auch, dass v und w orthogonal zueinander sind oder senkrecht auf-
einander stehen, oder dass v senkrecht auf w steht oder dass w senkrecht auf v
steht.

Beispiel 8.2.2. Im R? mit dem Standardskalarprodukt stehen die beiden Vektoren (;)
und (_21) senkrecht aufeinander.

Definition 8.2.3. Fiir v € V heif3t

[o]l := v/ (v, v) € Rxg

die (euklidische) Norm von v oder die Ldnge von v. Man beachte, dass (v,v) reell
und > 0 ist (wegen der positiven Definitheit), weswegen die Wurzel wieder reell ist; mit der
Wurzel meinen wir die nicht-negative Wurzel.

Ein Vektor v € V heifit normiert, falls ||v|| = 1 gilt.
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Anschauung 8.2.4. Unsere Definition der Lénge entspricht der Anschauung, wenn wir
den euklidischen Vektorraum R? (alias die Zeichenebene) betrachten: Nach dem klassischen

Satz des Pythagoras ist das Quadrat des Abstands eines Vektors v = (g) vom Nullpunkt

gerade 22 + y2. Mehrmaliges Anwenden des klassischen Satzes von Pythagoras liefert die
entsprechende Anschauung fiir den R”.

Lemma 8.2.5. Seien A € R und v,w € V. Dann gelten:

(a) ||v|| = 0 mit Gleichheit genau dann, wenn v = 0.
(b) Xl = [A] - o]l
(¢) Falls v und w senkrecht aufeinander stehen, so gilt der Satz des Pythagoras

lv = w|® = Jv]|* + [Jwl]*.
(d) Parallelogrammgleichung
[v+w|® + lv —wl[* = 2([Jo]|* + [w]]*).

Beweis. Der erste Punkt folgt aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts. Der zweite
Punkt folgt aus der Rechnung

Ml = v/ (v, M) = V/A2(v,v) = X[/ (v,0) = [A] - [lo]].

Der Satz des Pythagoras folgt aus der Rechnung

v —w|? = —w,v—w)=(v—w,v) - (v—w,w)
= (v,v) — (w,v) — (v, W) + {w, w) = (v,v) = 2(v, W) + (w,w) = [v]* = 2 (v, w) +]w]]*.
>
Die Parallelogrammgleichung folgt aus der Rechnung
v+ w|*+ [lv —w|]* = (v+w,v+w) + (v —w,v—w)
= <U’U> + 2<va> + <w7w> + <U’U> - 2<va> + <wvw> = 2||U||2 + 2||’LU||2.
O

Satz 8.2.6 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). In einem euklidischen Vektorraum V gilt
fiir alle Vektoren v,w € V die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(v, w)] < o] - [lwl]
Es gilt Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis. Die Aussagen stimmen offensichtlich, wenn w = 0 gilt.
Gelte im Folgenden w # 0. Fiir beliebiges A € R gilt

(8.2.1) 0 < {v—Aw,v—Iw) = (v,v) — 2\ (v, w) + A\*{w, w)
Wegen w # 0 gilt (w,w) > 0. Wir diirfen also A := &’}—Z’}é einsetzen. Multiplizieren wir

auerdem mit (w,w) > 0, so erhalten wir
0< <v,v)<w,w) o 2<U7w>2 + <U,U)>2 = <U,U><'LU,’LU> - <U,’U}>2,
also

(v, w)? < (v, v){w, w)
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und durch Wurzelziehen (die Wurzelfunktion v/—: Rs¢ — R ist (streng) monoton steigend)
(v, w)| <[] - [Jwl].
Dies ist die behauptete Ungleichung.
Hier gilt genau dann Gleichheit, wenn in (8.2.1) fir A = <v’w>> Gleichheit gilt. Dies ist aber

(w,w

wegen positiver Definitheit dquivalent zu

w,w) g,

{w, w)

Daraus folgt, dass v, w linear abhingig sind. Seien umgekehrt v, w linear abhéngig. Wegen
w # 0 muss v = pw fiir ein g € R gelten. Daraus folgt die Gleichheit

(v, w)| = [{pw, w)| = |u| - [{w,w)| = |p] - [w]® = ol - w]] = o] - w]|.
O
Korollar 8.2.7. In einem euklidischen Vektorraum V' gilt die Dreiecksungleichung
[v+wl|| < |lv]] + [[w]
fiir alle Vektoren v,w € V.
Beweis. Es gilt
v+ w||* = (v+w,v + w)
= (v,0) + 2(v,w) + (w,w)
< vl* + 2[(v, w)| + [Jw]]?
< lwll? + 2|jvl||w|| + ||lwl? (nach der CSU, siehe Satz 8.2.6)
= (lvll + [lwl)).
Nun beachte man wieder, dass die Wurzelfunktion monoton wachsend ist. 0
Aufgabe 8.2.8. Gegeben Elemente u,v € V setzen wir dist(u,v) := |ju — v|| und nennen

dies die Distanz oder den Abstand von v und v. Zeigen Sie fiir alle u,v,w € V:

e dist(u,v) > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn u = v (positive Definitheit);

o dist(u,v) = dist(v,u) (Symmetrie);

o dist(u,w) < dist(u,v) + dist(v, w) (Dreiecksungleichung).
Diese Eigenschaften von dist: V' x V' — R besagen, dass die Menge V' zusammen mit dist
einen metrischen Raum bildet. Ein metrischer Raum ist eine Menge mit einem sinnvollen

Abstandsbegriff.

8.2.9. Seien v,w € V' \ {0}. Dann gilt ||v]| # 0 # ||w]|, und nach der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung (siehe Satz 8.2.6) gilt

o< Mool
ol flwll T
also
< Sow o

— ol el
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8.2.10. Wir erinnern an die hoffentlich aus der Analysis bekannte Aussage, dass die Kosi-
nusfunktion das Intervall [0, 7| bijektiv auf das Intervall [—1, 1] abbildet.

Definition 8.2.11 (Winkel zwischen zwei Vektoren eines euklidischen Vektorraums). Der
(unorientierte) Winkel <((v,w) zwischen zwei Vektoren v,w € V '\ {0} ist definiert als die
eindeutige Zahl « € [0, 7] mit

A
COS QU = ————.
[o]] - flwll

8.2.12. Der Winkel zwischen den Vektoren v und w ist genau dann der rechte Winkel
(alias 90°), wenn (v, w) = 0 gilt, wenn also v und w wie oben definiert senkrecht aufeinande
stehen. Dies entspricht der Anschauung.

Man nennt einen Winkel a € [0, 7] genau dann spitz bzw. stumpf, wenn a < 7 bzw. a > 7
gilt.

Der Winkel zwischen den Vektoren v und w ist also genau dann spitz bzw. stumpf, wenn
(v,wy > 0 bzw. (v,w) < 0 gilt.

IR

=

8.2.13. Der Winkel ist also so definiert, dass das Skalarprodukt von v und w das Produkt
der Normen von v und w mit dem Kosinus des Winkels zwischen v und w ist, in Formeln

(v, w) = [0l - [Jwl] - cos(<(v, w)).

Da der Kosinus nur Werte in [—1, 1] annimmt, ist die rechte Seite < ||v|| - ||w]|. Dies liefert
eine ,,geometrische” Interpretation der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.

8.2.14. Aus der Definition ist klar, dass
w,v) = <(v,w) = <(Av,w) = <(v, \w)
fir alle v,w € V' \ {0} und alle positiven reellen Zahlen A > 0 gilt.

Anschauung 8.2.15. Wir wollen begriinden, warum unsere Definition des Winkels der
Anschauung entspricht, wenn wir den euklidischen Vektorraum R? (alias die Zeichenebene)
betrachten.

Seien v, w € R? beliebig. Da sich der Winkel bei Skalierung der Argumente um eine positive
reelle Zahl nicht éndert, konnen wir ohne Einschrénkung annehmen (ersetze v durch HvTH und

w durch m), dass ||v|| = ||w]] = 1 gilt, dass also v und w auf dem Kreis mit Radius eins um
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cos(a))

sin(a)

den Ursprung liegen. Dann gibt es eindeutige «, 8 € [0, 27) mit*?

oo (), e (),

vgl. die Hlustration. Wir kénnen ohne Einschréinkung annehmen, dass a < g gilt. Wir
erhalten unter Verwendung des Additionstheorems fiir den Kosinus und der Symmetrie des
Kosinus

(v, w) = cos(a) cos(f) + sin(a) sin(B) = cos(f — o) = cos(a — f) = cos(2m — f + «).

Es gilt nach Annahme 0 < § — o < 27. Im Fall § — a < 7 (linkes Bild) folgt also <(v,w) =
B — «, was der Anschauung entspricht. Im Fall 7 < 8 — a < 27 (rechtes Bild) gilt 0 <
21 — f+ a < 7w und <(v,w) = 271 —  + «, was ebenfalls der Anschauung entspricht.

8.3. Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren.
8.3.1. Weiterhin sei V' ein euklidischer Vektorraum.

Definition 8.3.2. Ein Tupel (vy,...,v,,) von Vektoren in V heifit genau dann
(a) orthogonal, wenn v; L v; fiur alle 4,5 € {1,...,m} mit i # j gilt.
(b) orthonormal, wenn es orthogonal ist und zusétzlich ||v;|| = 1 fur alle ¢ € {1,...,m}
gilt. Eine dquivalente Bedingung ist (v;, v;) = d;; fiir alle ¢, 5 € {1,...,m}.
(c) Orthonormalbasis (ONB) von V| wenn es orthonormal ist und eine Basis von V
bildet.

Beispiel 8.3.3. Die Standardbasis ist eine Orthonormalbasis des euklidischen Vektorraums
R” (mit dem Standardskalarprodukt).

52 Anschaulich ist klar, dass fiir ¢ € [0,27) die Vektoren (ZTE :’z> den Kreis mit Radius Eins um den

Nullpunkt genau einmal durchlaufen. Formal kann man so vorgehen: Sei <a) € R? ein Vektor der Linge

b
Eins, d.h. es gilt a® + 5% = 1. Aus a®> + > =1 folgt 0 < a? <1 und —1 < a < 1. Sei ¢’ € [0, 7] die eindeutig
bestimmte Zahl mit cosy’ = a. Wegen (cos¢’)? + (sing’)? = 1 folgt b* = (sin¢’)?, also b = siny’ oder
b= —siny'.

Im Fall b = sing’ setze ¢ := ¢'. Sonst gilt b = —sing’ = sin(—¢’) = sin(2r — ¢’) und wir setzen
¢ := 21 — ¢’ (man beachte, dass in diesem Fall ¢’ # 0 gilt, denn fiir ¢’ = 0 gilt a = cos¢’ = cos(0) = 1, und
damit b = 0 = sin(0) = sin ¢’ und wir sind im ersten Fall).
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Lemma 8.3.4. Jedes orthogonale Tupel (vy,...,vy) von Vektoren # 0 in V ist linear un-
abhdngig.

Ist insbesondere (vq,...,vy,) ein orthonormales Tupel von Vektoren in V und gilt m =
dim V', so ist (vy,...,vy) eine ONB von V.

Beweis. Seien ay, ..., a, € K mit
O:CL1U1+...—|—CLm'Um.

Wende auf diese Gleichung die lineare Abbildung (—,v;): V — R an, wobei j € {1,...,m}
beliebig ist. Dies liefert aufgrund der angenommenen Orthogonalitét

0=ay(vy,v;) + ...+ a;{v;,v) + - + @ (v, v;) = a;{vj,v;) = a;|v;||*.

Wegen v; # 0 folgt ||v;]| # 0 und damit a; = 0. Dies zeigt die lineare Unabhéngigkeit.
Die zweite Behauptung folgt, da ein linear unabhéangiges Tupel von dim V' Vektoren auto-

matisch eine Basis von V' ist (siehe Satz 4.3.6.(b)). O
Satz 8.3.5 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Seien vy, ..., v,, linear
unabhdingige Vektoren in einem euklidischen Vektorraum. Dann existiert genau ein ortho-
normales Tupel (wy, ..., wy) von Vektoren in V. mit’

w; € Rogv; + (01, ..., 1) fiir allei=1,...,m.
Mt anderen Worten lisst sich jedes w; als Linearkombination der vy, ..., v; schreiben, wobei

der Koeffizient bei v; positiv ist.
Beweis der Eindeutigkeit des Tupels nicht in der Vorlesung.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber m.
Induktionsanfang: Fiir m = 0 ist die Aussage offensichtlich korrekt. Wer mag, kann auch
mit m = 1 starten und
wyp = Lvl
[[o1]]
definieren. Dieser Vektor ist normiert und ein positives Vielfaches von v;. Fiir die Eindeu-
tigkeit sei A > 0 so, dass Av; normiert ist, d.h. 1 = |[Avy]| = [A|||v1]]. Es folgt || = m
(beachte |[v1]| # 0 auf Grund der linearen Unabhiigigkeit von v;) beziehungsweise genauer
A= m, da X positiv ist.

Induktionsschritt: Sei m > 0. Wir wenden die Induktionsannahme auf die linear un-
abhéngigen Vektoren vy, . .., v,,_1 an und erhalten genau ein orthonormales Tupel (wy, . .., Wy, _1)
in V' mit

w; € Rogv; + (vi_1,...,01) firalles=1,...,m— 1.

Wir behaupten, dass (wyq,...,w,_1) = (v1,...,V,_1) gilt: Die Inklusion C ist offensicht-
lich; fiir die Gleichheit reicht es somit zu zeigen, dass beide Vektorrdume dieselbe Dimension
haben (siehe Satz 4.3.8). Nach Annahme sind vy, ..., v,,_1 linear unabhéngig, und nach Lem-
ma 8.3.4 sind die Vektoren wy, ..., w,,_; der Linge Eins ebenfalls linear unabhéngig. Also
haben beide Vektorrdume Dimension m — 1.

531n der abgesetzten Formel stehen die spitzen Klammern fiir den Spann der angegebenen Vektoren, nicht
fiir das Skalarprodukt (das ohnehin nur fiir zwei Vektoren definiert ist).
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Wir behaupten, dass der Vektor

m—1
w' = vy, — Z(vm,wi>wi € U + (Wi, o Win1) = Uy + (U1, o, Upy1)
i=1
senkrecht auf allen Vektoren wq, ..., w,,_1 steht. In der Tat, es gilt
m—1
(W' ws) = (Um,wz) = D (vm, wi) (Wi, w;) = (U, W) — (Vm, w;) =0
i—1 W—/
=i
fir alle j = 1,...,m — 1. AuBlerdem gilt w’ # 0 auf Grund der linearen Unabhéangigkeit der
V1, ..., Uy (denn sonst wire 0 € v, + (v1, ..., Upn_1)).
Da der Vektor w’ im Allgemeinen nicht normiert ist, setzen wir
1 !/
Wy = ——wW € Roguy, + (U1, -+, Ume1)-
[

Dann ist w,, normiert und steht als skalares Vielfaches von w’ ebenfalls auf allen Vektoren
wy, ..., W,_1 senkrecht.

Also ist (wy, ..., w,,) ein orthonormales Tupel, und nach Konstruktion ist klar, dass es die
gewiinschten Eigenschaften hat.

Fiir die Eindeutigkeit geniigt es zu zeigen, dass wir bei der Konstruktion von w,, keine
andere Wahl hatten. Sei w,, € V so, dass das Tupel (wy, ..., wn_1, Wy,) orthonormal ist und

{Dm € R>Ovm + <Um—17 s 7U1>

gilt, sagen wir

Wy € tUy + (U1, ..., 01) fiir ein t € Ryg.
Es folgt
T Wm € Uy + (U1, -, V1) = U+ (W1, ..., w1 ),
und dieser Vektor steht auf allen Vektoren wy, ..., w,,_1 senkrecht. Schreiben wir

m—1
t YW, = vy + g o W;
i=1

fir geeignete (eindeutig bestimmte) Skalare ; € R und wenden darauf (—, w;) an, fir
beliebiges j € {1,...,m — 1}, so liefert dies

m—1
0= (t™ W, ws) = (U, w;) + Z ; (Wi, wy) = (Um, w5) +
=5y,
also a; = — (v, w;). Vergleich mit der Definition von w’ liefert w' = t~*w,,. Nehmen wir die
Norm beider Seiten, so erhalten wir
lw'l| = ¢ M@ = ¢,
und wir schlieen @,, = tw’ = —-w' = w,,. Dies zeigt die Eindeutigkeit. O

[[w"]|

Korollar 8.3.6. Jeder euklidische Vektorraum besitzt eine ONB.
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Beweis. Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Da er per Definition endlichdimensional ist,

besitzt er eine Basis vq,...,v,. Mit Gram-Schmidt (siehe Satz 8.3.5) finden wir ein ortho-
normales Tupel (wy, ..., w,) von Vektoren in V. Dieses Tupel ist eine ONB von V', wie direkt
aus Lemma 8.3.4 folgt (oder alternativ aus dem Beweis von Satz 8.3.5). U

Satz 8.3.7 (Orthogonales Komplement). Sei U ein Untervektorraum eines euklidischen Vek-
torraums V. Dann ist

Ut ={veV|{vu) =0 firaleuc U}

ein Untervektorraum von V, der zu U komplementir ist, in Formeln V = U @ U*. Er heifit
orthogonales Komplement von U in V.
Insbesondere gilt dim(V) = dim(U) + dim(U%).

Beweis. Sei v € UNU*. Dann gilt (v,v) = 0, also v = 0. Dies zeigt U N U+ = {0}.
Nach Beispiel 8.1.5 ist U ein euklidischer Vektorraum. Nach Korollar 8.3.6 hat er eine
ONB (by,...,bn). Betrachte die Abbildung

f:V-=>R"
<U7b1>
V> :
(v, byn)

Diese Abbildung ist offensichtlich linear, und ihr Kern ist offensichtlich genau U~. Dies zeigt
die ohnehin offensichtliche Aussage, dass U~ ein Untervektorraum von V ist.

Nach Definition einer ONB ist f(b;) der i-te Standardbasisvektor e; des R™, fiir jedes
1 =1,...,m. Dies zeigt, dass f surjektiv ist.

Die Dimensionsformel (5.5.1) fiir lineare Abbildungen zusammen mit der Dimensionsfor-
mel fiir zwei Untervektorraume (siehe Satz 4.3.14) zeigt

dim(V) = dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim U+ + dimR™ = dim(U~*) +m
= dim(U") + dim(U) = dim(U* + U) + dim(U* N U) = dim(U* + U).
={0}

Der Unterraum U + U~ von V hat also dieselbe Dimension wie V. Daraus folgt U + U+ =V
(siehe Satz 4.3.8). O

Aufgabe 8.3.8. Jedes orthonormale Tupel von Vektoren in einem euklidischen Vektorraum
148t sich zu einer Orthonormalbasis ergénzen.

8.4. Orthogonale Matrizen.

8.4.1. Wir betrachten in diesem Abschnitt ausschlieBSlich den euklidischen Vektorraum R"
mit dem Standardskalarprodukt (x,y) = z* - y (siehe Beispiel 8.1.3).

Definition 8.4.2. Eine reelle quadratische Matrix A € R™*" (und auch die zugehérige
lineare Abbildung A: R™ — R™) heifit genau dann orthogonal, wenn A*A = I, gilt. Sei

O(n) ={AeR™" | A'A=1,}
die Menge aller orthogonalen Matrizen.

Lemma 8.4.3. Fir A € R™™"™ sind die folgenden vier Bedingungen dquivalent:
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(a) A ist orthogonal, d.h. A*A = 1I,.
(b) Die Abbildung A: R™ — R™ erhdlt das Standardskalarprodukt: Fir alle x,y € R™ gilt

(Az, Ay) = (z,y).
(¢) Firallei,je{1,...,n} gilt
(Ae;, Aej) = ;5.
(d) Die Spalten (Aey, ..., Ae,) von A bilden eine ONB des R".

Insbesondere gelten:

e Orthogonale Matrizen erhalten Ldngen und Winkel.

e Ist A € O(n) orthogonal, so ist auch A~* = A® orthogonal, und es gilt det(A) = +1.

e Die Menge O(n) aller orthogonaler Matrizen ist eine Untergruppe der GL,(R), die
sogenannte orthogonale Gruppe.

Beweis. Sei A orthogonal. Dann gilt fiir alle x,y € R
(Ax, Ay) = (Az)' Ay = 2" A" Ay = 2" I,y = 2'y = (7).

Also impliziert die erste Bedingung die zweite.

Dass die zweite Bedingung die dritte impliziert, ist klar.

Die dritte Bedingung impliziert die vierte, denn ein orthonormales Tupel aus n Vektoren
ist automatisch eine ONB des R", siehe Lemma 8.3.4.

Die vierte Bedingung liefert

(In)ij = 03 = (Aei, Aej) = (Ae;)' Aej = ej(A"'A)e; = (A'A)y,
fir alle 4,5 € {1,...,n}, denn fir eine beliebige Matrix B gilt e{Be; = B;;. Dies zeigt
I, = A'A, d.h. die erste Bedingung gilt.
Zu den Zusatzaussagen:
e Die Aussage iiber Léngen und Winkel ist klar, da diese iiber das Skalarprodukt

definiert sind: ||Az| = /(Azx, Az) = /(z,x) = ||z|| und damit cos(<(Azx, Ay)) =
Hi\iﬁ?fj;\\ = ”;ﬁfﬁ;” = cos(<(z,y)), also <(Azx, Ay) = <(x,y) wegen der Bijektivitét
des Kosinus cos: [0, 7] — [—1,1].

e Sei A € O(n) orthogonal, d.h. es gilt A'A = I,. Dies zeigt A~™! = A'. Wegen
(AT)PA™ = (AYPA~1 = AA™! = [, ist auch A~! orthogonal.

Aus A'A = [, folgt 1 = det(l,) = det(A*A) = det(A") det(A) = det(A) det(A),

also det(A) € {£1}.

e Die Einheitsmatrix I, ist offensichtlich orthogonal, und wir haben gerade gesehen,
dass mit A auch A~! orthogonal ist. Sind A und B orthogonal, so gilt

(AB)'AB = B'(A'A)B = B'I,B = B'B = I,,
also AB € O(n). Dies zeigt, dass O(n) eine Untergruppe von GL, (R) ist.

O

Aufgabe 8.4.4. Sei A: R" — R” eine lineare Abbildung, die im folgenden Sinne Léngen
erhélt: Fiir alle x € R” gilt
[Az]| = lz[].

Dann gilt bereits A € O(n).
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Aufgabe 8.4.5 (etwas schwieriger, aber mit dem Hinweis hoffentlich gut 16sbar). Sei f: R" —
R™ eine Abbildung von Mengen, die im folgenden Sinne abstandserhaltend ist: Fiir alle
x,y € R" gilt

lz =yl = lf (=) = fFW)I-

Zusatzlich gelte f(0) = 0. Dann ist f bereits eine lineare bijektive Abbildung (also ein

Isomorphismus von Vektorrdumen), und ihre darstellende Matrix [f] ist orthogonal.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst (f(z), f(y)) = (x,y) fir alle x,y € R". Fiir die Linearitét

verwende man, dass f(e1), ..., f(e,) eine ONB von R™ ist. Bijektivitét ist dann offensichtlich.

Beispiel 8.4.6. Sei n = 2.
(a) Fiir 0 < ¢ < 27 (oder auch ¢ € R beliebig) setze

<cos ¢ —sin gp)
Ay, = .. .
sinp  cosp
Es ist klar, dass die beiden Spalten dieser Matrix senkrecht aufeinander stehen. Au-
ferdem sind sie normiert, denn es gilt (cos(¢))? + (sin(¢))? = 1. Also bilden die
Spalten von A, eine ONB von R?, d.h. A, € O(2) ist orthogonal. Dieselbe trigono-
metrische Identitét zeigt auch det(A,) = 1.
Wir nennen A, die Drehung um den Winkel .
Wir bestétigen diese Terminologie, indem wir fiir einen beliebigen Vektor x =
(?) den Winkel zwischen x und A,z berechnen. Er ist definiert als das eindeutige
2
a € [0, 7] mit

A
cosa = —<I’ o)
2| - | Ap]]
< T 21 COS  — Tosin >
ZTo ) '\ x1sin@ + x5 cos @

N 2] - [l]

2 : : 2
T7 COS  — T1T2SIN P + T1X9 SIN Y + T35 COS P

]2

= COS .

Im Fall 0 < ¢ < 7 gilt also @ = 7. Im Fall 7 < ¢ < 27 gilt cosp = cos(—p) =
cos(2m — ) und 0 < 27 — ¢ < 7 und somit o = 27 — @; da per Definition des Winkels
0 < a <7 gilt, ist das das erwartete Ergebnis.

(b) Anschaulich ist klar, dass die Drehung um ¢ gefolgt von der Drehung um ¢ die
Drehung um ¢ + 1 ist. Die Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen

(die man leicht aus der Eulerschen Formel e = cos(p) + isin(y) herleitet) liefern in
der Tat

(841) ALp O Aw = Aerw

fiir alle p, ¢ € R.
(c) Setze

0 —1
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Die Spalten von T bilden offensichtlich eine ONB von R?. Also gilt T' € O(2). Beachte
det(T) = —1.
Anschaulich ist T die Spiegelung an der x;-Achse. Offensichtlich gilt T? = I,.

Satz 8.4.7. Sei A € O(2) beliebig.
(a) Ist det(A) = 1, so existiert ein eindeutiges ¢ € [0,2m) mit A = A,, d.h. A ist die
Drehung um den Winkel ¢.
(b) Ist det(A) = —1, so existiert ein eindeutiges ¢ € [0,2m) mit A = A,T. Anschaulich
bedeutet dies, dass A die Spiegelung an der Achse ist, die zur x1-Achse den Winkel
/2 hat.
a b

Beweis. Gelte A = (C d)' Da die erste Spalte von A normiert ist, gilt a® + ¢ = 1. Sei

¢ € [0,2m) die eindeutige Zahl mit ((Z) = <Z?§ g) (vgl. die FuBinote in Anschauung 8.2.15).

Da die beiden Spalten von A stehen aufeinander senkrecht, gilt ab+cd = 0. Man folgert sofort
(Z) =A (_Czlsng;)) fiir ein A € R (anschaulich ist das hoffentlich eh klar!). Da dieser Vektor
ebenfalls normiert ist, gilt 1 = A?((cos p)? + (sinp)?) = A% also A = £1. Wir berechnen
det(A) = A((cos ¢)? + (sinp)?) = \.

Im Fall det(A) =1 gilt also A = (CQS L 90) =A,.

sing  cosp
cosp  sing
sing —cosp
klar, dass diese Matrix die angegebene Spiegelung beschreibt. Formal kann man dies wie
folgt begriinden.

Die Spiegelung an der Achse, die zur x;-Achse den Winkel ¢/2 hat, ist gegeben durch die
Abbildung A, T A_,/2, denn man sieht unter Verwendung von (8.4.1) und Ay = I, sofort,
dass diese Abbildung den Vektor A, e, der die Spiegelachse aufspannt, fixiert, und den zu
ihr senkrechten Vektor A, o€ auf sein Negatives abbildet.

Es bleibt die Gleichheit AT = A, T A_, /> zu zeigen. Per Linksmultiplikation mit A_,
ist dquivalent A, /T = TA_, )5 zu zeigen. Dies rechnet man direkt nach. O

Aufgabe 8.4.8. Es ist anschaulich klar, dass die Drehung A = A(y) des R? um einen Winkel
1

@ um die Dreh-Achse R. | 1 | eine orthogonale Abbildung ist. Bestimmen Sie die Matrix
1

Im Fall det(A) = —1 gilt also A = = A,T. Anschaulich ist hoffentlich

A e 0O(3).

Satz 8.4.9 (Satz vom FuBball; Euler’s rotation theorem). Sei A € O(3) mit det(A) = 1.
Dann hat A: R® — R? einen Figenvektor zum Eigenwert 1.

Anschauung 8.4.10. Der Satz besagt idealisiert, dass sich mindestenz zwei Punkte auf der
Oberflache eines Fuballs zu Beginn der ersten und der zweiten Halbzeit eines Fuflballspiels
an genau derselben Stelle befinden.

Dies sieht man so: Wir nehmen an, dass der Mittelpunkt des Balles beim Anstof§ jeweils
im Ursprung liegt, und dass der Ball Radius 1 hat. Die Standardbasis ey, es, e3 definiert zu

Beginn der ersten Halbzeit drei Punkte pq, po, p3 auf dem Ball. Diese drei Punkte definieren
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zu Beginn der zweiten Halbzeit eine ONB des R?. Sei A € O(3) die Matrix, deren Spalten
aus den Koordinaten dieser drei Punkte bestehen. Kurz gesagt liefert Anwenden von A auf
den Ball zu Beginn der ersten Halbzeit den Ball zu Beginn der zweiten Halbzeit.

Analog kann man zu jedem Zeitpunkt ¢ den Ball gedanklich auf den AnstofSpunkt legen und
erhélt so eine Matrix A(t) € O(3). Insgesamt erhilt man eine Abbildung [0,90] — O(3), t —
A(t), wobei wir eventuelle Nachspielzeiten und Pausen vernachléssigen. Da die Abbildung
[0,90] — R, t — det(A(t)), stetig ist, nur die Werte +1 annehmen kann, und det(A(0)) =
det(I3) = 1 gilt, folgt det(A(t)) = 1 fiir alle ¢ (dies verwendet den Zwischenwertsatz aus der
Analysis). Insbesondere erhalten wir, dass die Matrix A = A(45) Determinante Eins hat.

Nach Satz 8.4.9 hat A einen Eigenvektor v mit Av = v. Ohne Einschrinkung koénnen wir
annehmen, dass ||v|| = 1 gilt. Dann ist v ein Punkt auf der Oberfléche des Fussballs, der sich
zu Beginn beider Halbzeiten am selben Ort befindet. Dasselbe gilt fiir seinen Antipodenpunkt
—.

Beweis. Beobachtung: Hat A € O(n) einen reellen Eigenwert A € R, so gilt A € {£1}.
In der Tat, ist v € R™ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, so folgt dies sofort aus
[o]] = [[Av]| = [[M]| = [A[|[o]| und v # 0.

Sei nun A € O(3) mit det(A) = 1. Sei x4 € R[X] das charakteristische Polynom von A.
Als reelles normiertes Polynom ungeraden Grades hat y 4 eine reelle Nullstelle A € R (dies
folgt aus dem Zwischenwertsatz und der Beobachtung, dass ein solches Polyom als Funktion
auf R fiir © — 0o gegen 400 und fiir z — —oo0 gegen —oo strebt, oder aus Aufgabe 2.7.7).
Durch Abspalten der Nullstelle erhalten wir x4 = (X — \)q fiir ein quadratisches normiertes
Polynom ¢ € R[X].

1. Fall: Es hat ¢ eine relle Nullstelle © € R. Durch Abspalten dieser Nullstelle sehen wir,
dass ¢ eine weitere reelle Nullstelle » € R hat. Es gilt also x4 = (X — A\)(X — p)(X —v)
und somit Auv = det(A) = 1. Da die drei Nullstellen reelle Eigenwerte von A sind, zeigt die
obige Beobachtung A, u, v € {£1}, und somit muss eine dieser drei Zahlen Eins sein. Dies
zeigt, dass Eins ein Eigenwert von A ist.

2. Fall: Es hat ¢ keine weitere reelle Nullstelle. Jedoch hat ¢ (als Element von C[X]) zwei
Nullstellen z = a + bi und Z = a — bi (dass diese konjugiert sind, folgt zum Beispiel aus der
Losungsformel fiir quadratische Gleichungen). In C[X] gilt also x4 = (X — A\)(X —2)(X —2)
und somit 1 = det(A) = A2z = A|z|*. Wegen |z|> > 0 zeigt unsere Beobachtung A = 1. Also
ist Eins ein Eigenwert von A. O

Aufgabe 8.4.11. Sei A € O(3) mit det(A) = 1. Dann gibt es eine ONB B = (vy, v9, v3) von
V und ein ¢ € [0, 27) mit

10 0
slAlg= (0 cosp —sing
0 singp cose

Es ist also A eine Drehung um den Winkel ¢ um die Drehachse Ro;.

Definition 8.4.12. Seien Vektoren vy, ...,v, € R" gegeben. Das von diesen Vektoren auf-
gespannte Parallelepiped ist die Menge

o {tl’Ul —+ .. +tnUn ’ tl;-"atn € [07 1]}
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Das Volumen dieser Menge ist definiert als Betrag der Determinante der Matrix, deren
Spalten die aufspannenden Vektoren sind, also

VOl(Poy,v,) 7= [ det(vy [ vy [ -+ [ wn)].

8.4.13. Wir listen einige Eigenschaften auf, um den Leser zu {iberzeugen, dass diese Defini-
tion des Volumens sinnvoll ist, vgl. auch Anschauung 6.1.4, wo wir den zweidimensionalen
Fall diskutiert haben.

Das Volumen é&ndert sich nicht, wenn man die Vektoren vy, ..., v, permutiert, wenn man
einen der Vektoren mit seinem Negativen ersetzt, wenn man zu einem der Vektoren ein
beliebiges Vielfaches eines anderen Vektors hinzuaddiert (Scherung des Parallelepipeds).
Ersetzt man einen Vektor durch sein A-faches, so verdndert sich das Volumen um den Faktor
|A|. Das Volumen des von den Standardbasisvektoren aufgespannten Wiirfels ist Eins. Wie
wir sofort zeigen werden (siehe Satz 8.4.14), ist das Volumen eines ,,Quaders“, also eines
Parallelepipeds, dessen aufspannende Vektoren paarweise aufeinander senkrecht stehen, das
Produkt der Léngen der aufspannenden Vektoren. (Das Volumen ist jedoch nicht linear in
v;, falls die anderen Vektoren vy,...,v;_1,v;11,...,v, fixiert sind; dies liegt daran, dass der
Betrag einer Summe reeller Zahlen nicht die Summe der Betrége ist.)

Satz 8.4.14 (Volumen von Quadern). Sei (vy,...,v,) ein orthogonales Tupel in R™. Sei

Q = P, v, der von den Vektoren vy, ..., v, aufgespannte Quader. Dann gilt
vol(Q) = [Jor| -+ - [loz]l - - - fJvall.
Beweis. Setze vj := . Dannist vy, ..., vj, eine ONBvon R". Sei A" := (v} | -+ | vy,) € R™"

die entsprechende Matrix. Sie ist orthogonal und es gilt det(A) = +1 (siche Lemma 8.4.3).
Wir berechnen mit den Rechenregeln fiir Determinanten

vol(Q) = [det(vy [ vy | --- [ on)]
= [ det(fJosll.on | floall-v5 [ -+~ | llvnll-v7)]
= lloall- - Nloall - [ det(oy [ vy | -+ [ )]
= lloall- - llvnll - | det(A")]
= [loall- -~ floall-

O

Proposition 8.4.15 (Betrag der Determinante als Volumenanderungsfaktor). Sei A: R" —

R™ ein Endomorphismus. Seien Vektoren vy, ..., v, € R"™ gegeben, und seien wy := Avq, ..., w, =
Av,, ihre Bilder unter der Abbildung A. Dann unterscheiden sich die Volumina der zu-
gehorigen Parallelepipede A(Py, .. v,) = Pu,...w, und P, ., um den Faktor |det(A)|, in
Formeln

n

vOl(Py,...w,) = | det(A)| - vol(Py, .. v, )-

Insbesondere erhalten orthogonale Matrizen das Volumen von Parallelepipeden.

Beweis. Das folgt durch Einsetzen der Definitionen unter Verwendeung der Multiplikativitéat
der Determinante (siche Satz 6.3.1)
Vol(Puy....w,) = [det(wy [ - [wy)| = [det(Avy | - [ Avp)| = |det(A - (v1 [ -+ [ vn)]
= |det(A)det(vy | -+ | v,)| = |det(A)] - [det(vy | -+ | vy)| = | det(A)| - vol(Py, ... v, )-
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Die letzte Behauptung folgt aus Lemma 8.4.3, da orthogonale Matrizen Determinante +1
haben. U

Satz 8.4.16 (Iwasawa-Zerlegung oder KAN®*-Zerlegung fiir GL,, (R), liefert QR*>-Zerlegung).
Sei A C GL,(R) die Menge™® aller Diagonalmatrizen mit positiven Eintrigen auf der Diago-
nalen, und sei N C GL,(R) die Menge’™ aller oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der
Diagonalen. Dann ist die Abbildung ,Multiplikation“

O(n) x Ax N — GL,(R),
(k,t,u) — ktu,

eine Bijektion. In Worten ldsst sich also jede invertierbare Matriz in eindeutiger Weise als
Produkt einer orthogonalen Matriz, einer Diagonalmatriz mit positiven Eintrigen auf der
Diagonalen, und einer oberen Dreiecksmatriz mit Einsen auf der Diagonalen schreiben.

Beweis. Die Abbildung ist offenbar wohldefiniert.
Injektivitdt: Gelte ktu = K't'u fir k, k' € O(n), t,t' € A und u,u € N. Es folgt

C =Kk =tuu 't

Es gilt £~'k € O(n). Da N ein Untergruppe von GL,(R) ist, ist klar, dass t'v/'u't"! eine
obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonaleintragen ist.

Also ist C' sowohl orthogonal als auch eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonal-
eintragen. Da die Spalten von C' eine Orthonormalbasis des R" (Lemma 8.4.3) bilden, folgt
C = I,. Dies liefert ¥’ =k und ¢ "'t =v/u™' € ANN = {I,}, also ¢ =t und v’ = w.

Surjektivitiat: Sei B € GL,(R) gegeben. Seien si,...,s, die Spalten von B und sei
B = (s1,...,8,) die von diesen Spalten gebildete Basis des R™. Das Gram-Schmidtsches
Orthonormalisierungsverfahren (Satz 8.3.5) zusammen mit Lemma 8.3.4 liefert eine (eindeu-
tige) Orthonormalbasis C = (cy,...,¢,) von V mit

C,;ER>081'+<SZ’_1,...781> firallei=1,...,n.
Dies bedeutet, dass die Basiswechselmatrix

eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Eintrdgen auf der Diagonalen ist.
Sei C' € K™™ die Matrix, deren Spalten die Vektoren ¢y, ..., ¢, sind. Es gilt C' € O(n)
wegen Lemma 8.4.3.
Laut Definition der Basiswechselmatrix und wegen g = B: R” = R" und ¢ = C': R* =
R™ gilt
BE =C

54Der Buchstabe K steht fiir kompakt, denn O(n) ist eine maximale kompakte Untergruppe von GL,, (R).
Der Buchstabe A steht fiir abelsch (auf Niveau der Lie-Algebren) und N steht fiir nilpotent (ebenfalls auf
Niveau der Lie-Algebren).

%Der Buchstabe R stecht fiir rechte Dreiecksmatrix = obere Dreiecksmatrix. Der Buchstabe @ scheint
recht willkiirlich gew&hlt, er kommt wohl schlicht im Alphabet vor R.

Dyiese Menge ist offensichtlich eine Untergruppe.

5TAuch diese Menge ist offensichtlich eine Untergruppe (vgl. Aufgabe 5.13.5): Ist R eine echte obere
Dreiecksmatrix, so ist I, + R invertierbar mit Inversem I, — R + R? + --- 4+ R"~1 (wegen R" = 0), was
wiederum in N liegt. Das Produkt zweier Elemente von N ist wieder in IV, und I,, € N ist klar.
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oder dquivalent

B=CE™
Es ist C orthogonal, und es ist leicht zu sehen, dass mit F auch E~! eine obere Dreiecksmatrix
mit positiven Eintriigen auf der Diagonalen ist und damit als Produkt E~! = tu geschrieben
werden kann, fiir t € A und u € N. Dies liefert B = Ctu und zeigt die Surjektivitat. 0J

8.4.17. Sei B = ktu die Iwasawa-Zerlegung von B € GL,(K). Dann gilt
det(B) = det(k) det(t) det(u) = £ det(t).

Insbesondere ist das Volumen des von den Spalten von B aufgespannten Parallelepipeds

gerade [[7_; Ai, wenn A,..., )\, € R.q die (positiven) Diagonaleintréige von B sind.
Dies ist auch anschaulich plausibel: Die Spalten von k spannen einen Wiirfel mit Sei-
tenldnge Eins auf, die Spalten von kt einen Quader mit Seitenléngen A, ..., \,, und B = ktu

entsteht aus diesem Quader durch Scherung, wobei sich das Volumen nicht dndert.
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