
DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN UND ELLIPTISCHE KURVEN

1. Rationale Parametrisierung von Koniken (Martin Tscheschke, 17.10.).

• Rationale Punkte auf der Kurve x2 + y2 = 1.
• Weitere Beispiele: rationale Punkte auf den Kurven

x2 + y2 + 5x− 7 = 0, y2 − x2(x− 1) = 0.

• Berechnung von Integralen des Typs∫
g(x,

√
ax2 + bx+ c)dx,

wobei g(x, y) ∈ R(x, y).
• Die Kurve y2 = x(x − 1)(x − λ) ist nicht rational für λ 6= 0, 1 (mit einer Beweis-

skizze).

Literatur: zum ersten Punkt: zum Beispiel [2, Introduction, Theorem 3.1]; zur Nichtra-
tionalität elliptischer Kurven: [6, Theorem 2.2]).

2. Algebraische Grundlagen der elementaren Zahlentheorie (Büsra Manap, 24.10.).

• Sätze von Lagrange über die Ordnung einer Untergruppe bzw. Ordnung eines
Gruppenelementes.
• Der kleine Satz von Fermat: ap−1 ≡ 1 mod p, wobei p ∈ P, ggT(a, p) = 1.
• Chinesischer Restsatz:

Zm
∼= Zm1 × · · · × Zmr ,

wobei m = m1 . . .mr mit ggT(mi,mj) = 1
• Einheiten im Ring Zm; der Satz von Euler:

aϕ(m) ≡ 1 modm, wobei ggT(a,m) = 1.

Literatur: zum Beispiel: [1, 1], [4], [9].

3. Quadratische Reste und Nichtreste modulo m (2 Vorträge) (Lennard Pohler & Yannick
Fuchs, 31.10. & 07.11.).

• Legendre-Symbol

(
a

p

)
und seine ersten elementaren Eigenschaften.

• Das quadratische Reziprozitätsgesetz (ohne Beweis), Ergänzungsgesetze.
• Beispiele von Berechnungen von Legendre-Symbolen.
• Kriterium zur Lösbarkeit der Kongruenz x2 ≡ a mod m für m = 2ept11 . . . p

tr
r .

• Jacobi-Symbol, seine elementaren Eigenschaften.
• Satz von Lagrange über rationale Punkte auf der Kurve ax2 + by2 = c, wobei
a, b, c ∈ Z (ohne Beweis).
• Konkrete Beispiele: Lösbarkeit/Nichtlösbarkeit von 3x2 + 5y2 = 7, 5x2 + 7y2 = 3.

Literatur: Insbesondere [3, Proposition 5.1.2], [3, Proposition 17.3.1 und 17.3.2]

4. Darstellbarkeit einer natürlichen Zahl als Summe von Quadraten (Alina Rohde & Jan
Christian Poll, 14.11.).
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• Kriterium der Darstellbarkeit einer natürlichen Zahl als Summe zweier Quadrate
(Satz von Euler).
• Jede natürliche Zahl ist als Summe von vier Quadraten darstellbar (Satz von La-

grange).

Literatur: Insbesondere [3, Section 17.7].

5. Die Pellsche Gleichung x2 − dy2 = 1 (Marius Dören, 21.11.).

• Die Struktur der Lösungen der Pellschen Gleichung, die Fundamentaleinheit.
• Beispiele: Lösungen von x2 − 2y2 = 1.

Literatur: Insbesondere [3, Section 17.5].

6. Euklidische Ringe und Bachetsche Kurve (Amelie Holtz, 28.11.).

• Euklidische Ringe, Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.
• Der Ring Z[

√
−2] ist Euklidsch.

• Ganzzahlige Punkte auf der Bachetschen Kurve y2 = x3 − 2 (Fermatsche Heraus-
forderung).

Literatur: zu Euklidschen Ringen: Insbesondere [3, Section 1.3], zur Fermatschen Heraus-
forderung: [8, Introduction] (zur Geschichte), [3, Seite 289] oder [2, Introduction, Example
6.7] (Beweise).

7. Einführung in die Theorie elliptischer Kurven (Igor Burban, 05.12.).

• Der projektive Raum Pn(k). Projektive und affine Varietäten.
• Gruppengesetz auf elliptischen Kurven.

8. Resultante und Diskriminante. Gruppengesetz auf entarteten elliptischen Kurven (Mar-
cel Cedric Maasjost, 12.12.).

• Resultante zweier Polynome. Diskriminante eines Polynoms (mit Beweisen).
• Gruppengesetz auf y2 = x3 + x2 und y2 = x3 (mit Details).
• Punkte der Ordnung zwei und drei auf einer elliptischen Kurve und ihre ge-

ometrische Bedeutung.

Literatur: [2, Appendix to Chapter II, Section 4], [2, Section III.4], [8, Section III.7 und
II.1].

9. Elliptische Kurven und die Fermatsche Gleichung I (Enrico Armbrust, 19.12.).

• Fermat–Gleichung u4 + v4 = w2.
• E(Q) ∼= Z/4 für E = V (y2 − x3 + 4x) (d.h. 2 ist keine kongruente Zahl).
• Rationale Punkte auf der Fibonacci–Kurve{

x2 + y2 = u2

x2 − y2 = v2.

Literatur: zur Fermat [3, Section 17.2]; zur Fibonacci-Kurve: [6, Exercise 2.2.12]; zur
elliptischen Kurve: [2, Example I.2.6].

10. Elliptische Kurven und die Fermatsche Gleichung II (Andre Simig, 09.01.).

• Fermat–Gleichung u3 + v3 = 1 (mit Beweis).
• E(Q) ∼= Z/3 für E = V (y2 − x3 + 432) (mit Beweis).

Literatur: zur Fermat: [3, Section 17.8], zur elliptischen Kurve: [2, Section I.2, Exercise
3].

11.*Die elliptische Kurve E = V (y2 − x3 + n2x) und kongruente Zahlen (Johanna Jakob,
16.01.).
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• Reduktion modulo p.
• Die Anzahl von Punkten von E über Fp (mit Beweis).
• Etors

∼= Z2 × Z2 (mit Beweis).

Literatur: [8, Appendix A, Section 5], [5, Chapter I, Propositions 16 und 17].
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