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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

Der Ausgangspunkt fiir die Diplomarbeit ist folgende Situation. Es sei A eine zen-
traleinfache K-Algebra iiber einem algebraischen Zahlkérper K mit R = Zg, dem
ganzen Abschlul von Z in K. Dann gibt es nur endlich viele Konjugationsklassen
My, ..., My von R-Maximalordnungen in A. Ist 9 eine R-Maximalordnung in A, so
gibt es ebenfalls nur endlich viele Isomorphieklassen [y, ..., Iy von vollen Rechtsidea-
len von 9. Dabei ist die Anzahl der Isomorphieklassen H unabhéngig von 9%, und
auch unabhéngig davon, ob Rechts- oder Linksideale betrachtet werden.

Die Frage ist nun, wie man die Typenzahl T und die Klassenzahl H bestimmen kann,
oder sogar Vertretersysteme 91y, . .., M von Konjugationsklassen der R-Maximalord-
nungen und Vertretersysteme der Links- oder Rechtsidealklassen von 9 konstruieren
kann. Dies ist im Computeralgebrasystem MAGMA zur Zeit nur im Fall K = Q imple-
mentiert.

Die zentraleinfachen Algebren iiber einem globalen Kérper kann man in zwei Klassen
einteilen, je nachdem, ob die Algebra die Eichlerbedingung erfiillt, oder nicht.

Ist K ein algebraischer Zahlkorper, so erfiillt A die Eichlerbedingung genau dann,
wenn A keine total definite Quaternionenalgebra ist.

Erfiillt A die Eichlerbedingung, so bilden die Rechtsidealklassen einer R-Maximal-
ordnung eine endliche Gruppe, die isomorph zu einer vom Verzweigungsverhalten von
A abhéngigen Strahlklassengruppe von K ist. Hat man die Rechtsidealklassen einer
einzigen R-Maximalordnung bestimmt, so kann man daraus 9;,...,2M; gewinnen.
In diesem Fall konnen die Fragen daher auf das Rechnen in einer Strahlklassengruppe
von K zuriickgefiihrt werden.

Interessanter ist jedoch der Fall, wenn A die Eichlerbedingung verletzt. Dann bilden
die Rechtsideale einer R-Maximalordnung im allgemeinen keine Gruppe. Das zentrale
Hilfsmittel zum Lésen der Probleme ist dann die Normform N: (z,y) — tra/x(z7).
Das ist eine total positiv definite symmetrische Bilinearform auf dem K-Vektorraum
A.

Im folgenden werde daher der Fall betrachtet, in welchem A die Eichlerbedingung
verletzt.
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1.2 Bestimmung der R-Maximalordnungen

Um die Diskriminante der Algebra A zu bestimmen, benttigt man zuerst eine R-
Maximalordnung. Dazu starten wir mit einer beliebigen R-Ordnung A, z.B. der Links-
ordnung des von einer K-Basis von A erzeugten R-Gitters. Nun gilt, dafl eine R-
Ordnung genau dann maximal ist, wenn sie an jeder Lokalisierung maximal ist. Ist A,
fiir ein Primideal p von R nicht maximal, so teilt p die Diskriminante d(A/R) von A.
Daher haben wir nur an endlich vielen Primidealen zu untersuchen, ob sich A dort zu
einer groferen Ordnung ergénzen 148t (siche Abschnitt 5.2 auf Seite 87).

Mit Hilfe der Bilinearform N kann entschieden werden, ob zwei R-Maximalordnun-
gen konjugiert sind. Dazu ist ein Isometrietest fiir zwei Z-Gitter durchzufiihren (siehe
Satz 5.4.1). Ein solcher Algorithmus ist in [PS97] beschrieben und z.B. im Compu-
teralgebrasystem MAGMA implementiert.

Ein anderes Problem ist es festzustellen, ob alle Konjugationsklassen von R-Maximal-
ordnungen bereits bestimmt sind. Ein geometrischer Ansatz dazu ist die in Abschnitt
3.3 hergeleitete Minkowskischranke. Leider ist diese viel zu grof; um in einem kon-
kreten Fall die Vollstdndigkeit eines Vertretersystems von R-Maximalordnungen zu
gewidhrleisten (siehe Tabelle 3.1 auf Seite 73).

Einen Ausweg liefert die von Martin Eichler in [Eic55] gefundene Mafiformel. Marie-
France Vignéras bewies diese Formel in [Vig80] erneut mit Hilfe von Adelen und Idelen
unter Verwendung von Maftheorie.

Um festzustellen, ob alle Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen bereits ge-
funden sind, ordnet man jeder Konjugationsklasse von R-Maximalordnungen ein Maf3,
also eine positive rationale Zahl zu. Die Summe der Mafle aller Konjugationsklassen
von R-Maximalordnungen l&8t sich in Invarianten von K und A ausdriicken und ist
somit schon a priori bekannt. In [Eich5] wurde gezeigt, dal sich dieses Mafl bestim-
men 1a8t, kennt man die Automorphismengruppe eines bestimmten Z-Gitters (siche
auch [Neb98] und Satz 4.1.9). Das Mafl kann daher mit dem in [PS97] beschriebenen
Algorithmus zur Bestimmung von Automorphismengruppen berechnet werden, wenn
nur [K : Q] nicht allzu grof ist.

Hat man eine R-Maximalordnung 9 bestimmt, so findet man alle weiteren R-Maximal-
ordnungen, indem man die Linksordnungen von ganzen Rechtsidealen von 9 betrach-
tet. Aufgrund der Minkowskischranke mufl man nur endlich viele solcher Rechtsideale
betrachten. Man kann den Aufwand dadurch reduzieren, indem man nicht nur Rechts-
ideale von 971 betrachtet, sondern zudem auch Rechtsideale von Vetretern schon ge-
fundener Konjugationsklassen. Dann geniigt es sogar, lediglich die maximalen Rechts-
ideale zu betrachten (vgl. Satz 2.5.33). Ist p ein Primideal von R, dann findet man alle
maximalen Rechtsideale My, ..., M; von 9, die pIN enthalten, als Urbilder der maxi-
malen Rechtsideale der endlich dimensionalen F,-Algebra 9t/p9t, wobei pZ = pNZ
ist. Der Algorithmus zum Finden aller Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen
ist auf Seite 91 erklart.
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1.3 Konstruktion der Rechtsidealklassen

Um zu entscheiden, ob ein Rechtsideal von 91 ein Hauptideal, also von der Gestalt 9t
mit x € A* ist, kann man ebenfalls Z-Gitter verwenden. Man muf hierzu alle Vektoren
x des Gitters einer bestimmten Lénge betrachten und priifen, ob sie der Bedingung
I = 29N geniigen. Der Algorithmus ist auf Seite 93 beschrieben.

Mit diesem Algorithmus kann man auch bestimmen, ob zwei Rechtsideale von 91 iso-
morph sind. Denn die beiden Rechtsideale I und J von 991 sind genau dann isomorph,
wenn IJ~! ein Hauptideal ist. Analog sind zwei Linksideale I und J von 9 genau
dann isomorph, wenn J~'I ein Hauptideal ist.

Die zweiseitigen Idealklassen einer R-Maximalordnung 991 lassen sich leicht bestimmen.
Denn verzweigt A an den Primidealen pq, ..., ps von R, so liegt iiber jedem p; genau ein
maximales zweiseitiges 901-Ideal *3;. Dieses ist in diesem Fall jedoch auch ein maximal
ganzes 9M-Rechtsideal und kann als solches wie schon zuvor bestimmt werden. Ist dann
ai,..., 0, ein Vertretersystem der Idealklassengruppe von K, so enthélt

{C%'Hm?j ‘ 1< < hK, € {0,1}5}
j=1

aus jeder zweiseitigen Idealklasse von 91 mindestens einen Vertreter (vgl. Bemer-
kung 4.1.8).

Sind alle diese Algorithmen implementiert, so kann man zum letzten Problem, dem
Bestimmen der Rechtsidealklassen einer R-Maximalordnung kommen. Man hat dazu
zuerst Vertreter 9y, ..., M aller Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen zu
bestimmen. Im zweiten Schritt muff man dann zu jedem 9, Vertreter {1 1,..., L u,}
der zweiseitigen Idealklassen von 91 konstruieren. Die Menge {I; ;9t} ist dann ein
Vertretersystem der Rechtsidealklassen von 1. Analog ist {91/; ;} ein Vertretersystem
der Linksidealklassen von 9t (siehe Korollar 2.6.7).

1.4 Gliederung

Die Arbeit gliedert sich in vier Teile. Im Kapitel 2 werden Grundlagen und Definitionen
gegeben. Ab Abschnitt 2.5 werden wichtige Ergebnisse von zentraleinfachen Algebren
bewiesen. Im dritten Kapitel werden Quaternionenalgebren behandelt. Insbesondere
wird fiir total definite Quaternionenalgebren eine Minkowskischranke konstruiert. In
Kapitel 4 werden die Grundlagen bereitgestellt, um die Eichlersche Maflformel auswer-
ten zu konnen. Im fiinften Kapitel werden die entwickelten Algorithmen beschrieben.

Im Anhang finden sich Tabellen mit ausgewéhlten Beispielen, fiir die ein Vertretersy-
stem von R-Maximalordnungen konstruiert wurde. Auflerdem sind dort die in MAGMA
implementierten Algorithmen mitsamt einer kurzen Befehlsbeschreibung aufgefiihrt.
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Kapitel 2

Zentraleinfache Algebren

In diesem einfithrenden Kapitel werden einige grundlegende Eigenschaften von zentral-
einfachen Algebren bewiesen. Die meisten Sétze finden sich in [Rei03], [Lam91] und
[Neb03].

2.1 Zentraleinfache Algebren

Es sei K ein Korper.

Definition 2.1.1 Ein Ring R heifit einfach, falls er nur die beiden zweiseitigen Ideale
(0) und R besitzt.

Analog dazu wird ein R-Modul einfach genannt, falls er keine echten R-Teilmoduln
enthalt.

Fiir einen beliebigen Ring R bezeichne Z(R) = {z € R | rz = zr fiir alle r € R} das
Zentrum von R.

Eine K-Algebra A heifit einfach, falls sie als Ring einfach ist. Eine zentraleinfache
K-Algebra ist eine einfache K-Algebra mit Z(A) = K.

Alle in dieser Arbeit auftretenden K-Algebren sollen endlich dimensionale K-Vektorrdume
sein.

Satz 2.1.2 (Schurs Lemma) FEs sei R ein Ring und seien X,Y einfache R-Rechts-
moduln. Dann ist Endg(X) ein Schiefkérper, und es gilt

Endp(X) falls X =Y
HomR(X,Y)g{ ndp(X) - falls

sonst

Beweis: Wihle ein ¢ € Hompg(X,Y) mit ¢ # 0. Dann sind ker(yp) # X und ¢(X) #
0 Teilmoduln von X bzw. Y. Da X und Y einfach sind, gelten ¢(X) = Y sowie
ker(p) = 0. Also ist ¢: X — Y ein Isomorphismus. Insbesondere ist Endg(X) somit
ein Schiefkorper und ¢ induziert den Isomorphismus

Endgr(X) — Homg(X,Y), f+— po f. 0
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Definition 2.1.3 Ein Ring R heifit rechts-artinsch (respektive links-artinsch), falls je-
de absteigende Kette von R-Rechtsidealen (respektive R-Linksidealen) stationér wird.

Definition 2.1.4 Definiert man auf einem Ring (R, +, ) die innere Verkniipfung
x: RX R— R, (z,y) — xxy =y -,
so bildet (R, +,*) wieder einen Ring, der mit R°P? oder R° bezeichnet wird.

Fiir ein a € R bezeichnen ¢,: R — R, x +— ax und r,: R — R,x — za die Links-
bzw. Rechtsmultiplikation mit a.

End(R) wird nun auf zwei Arten zu einem Ring. Zum einen via f o g: z +— f(g(z))
und zum anderen via f - g: x +— g(f(z)). Es gilt End(R, o) = End(R, -)°.

Im Theorieteil sind alle auftretenden Endomorphismenringe stets mit der Komposition
,0 aufgefalt. Bei der Implementation der Algorithmen werden wir mit Zeilenvektoren
arbeiten, da dies die Standardeinstellung des Computeralgebrasystems MAGMA ist.
Das Anwenden eines Endomorphismus ist dann die Multiplikation einer Matrix von
rechts mit einem Vektor. Dort fassen wir daher die Endomorphismenringe mit der
Komposition - auf.

Bemerkung 2.1.5 Ist R ein Ring und M ein R-Rechtsmodul, so sind Endz(M™) und
Endg(M )™ ™ isomorphe Ringe.

Beweis: Es bezeichne 7;: M"™ — M die Projektion auf die i-te Komponente sowie
Jr: M — M"™ x — (xdg);. Dann ist ein Isomorpismus gegeben durch

Endg(M") — Endg(M)™ ", ¢ (0 @0 ji)ik - O

Damit gilt der

Satz 2.1.6 (Struktursatz von Wedderburn) Sei A ein links- oder rechts-artin-
scher einfacher Ring. Dann ezistiert ein Schiefkorper D und einn € N mit A = D™*".

Insbesondere gilt dies fir jede zentraleinfache K-Algebra A. In diesem Fall ist dann
Z(D) = K und dimg (D) < occ.

Beweis: Es sei A rechts-artinsch und L ein minimales Rechtsideal von A. Da A einfach
ist, ist das zweiseitige A-Ideal A - L gleich A. Also gibt es ein minimales n mit

n

1:Zakl;€ Il €L, a,€A.

k=1
Dies liefert einen Epimorphismus ¢: L" — A, (21,...,2,) — Y ,_, apx von A-
Rechtsmoduln. Angenommen, es existiert ein (z1,...,z,) € kerp und 1 < i < n mit

x; # 0. Dann wére x;A = L, da L minimal ist. Es folgt a,L = a;x;A C Zk# apL,
was aber der Minimalitdt von n widerspricht. Also ist ¢ ein Isomorphismus von A-
Rechtsmoduln. Wir erhalten

A= EHdA(A) = EndA(L”) = EndA(L)nxn .
Nach Schurs Lemma ist End4 (L) ein Schiefkérper. 0
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Da die Ideale eines Matrixrings iiber einem Ring und die Ideale des Rings selbst be-
kanntlich korrespondieren, ist auch die Umkehrung des Satzes richtig. D.h. jeder Ma-
trixring iiber einem Schiefkorper D ist eine einfache Algebra. Mit der selben Beweisidee
zeigt man, dal D'*™ ein minimales Rechtsideal von D™*" ist. Ferner haben wir gezeigt,
daB ein einfacher Ring genau dann links-artinsch ist, wenn er rechts-artinsch ist.

Lemma 2.1.7 Es sei A ein einfacher artinscher Ring. Weiter sei L ein minimales
Rechtsideal von A und V' ein einfacher A-Rechtsmodul. Ist A = D™"™ mit einem
Schiefkorper D wie im Struktursatz von Wedderburn bestimmt, so gelten

(a) VLD ynd V" = A als A-Rechtsmoduln.
(b) V ist ein treuer A-Modul, d.h. aus Va =0 folgt a =0 fir a € A.
(¢) (Ends(V),0) = D
Die analogen Aussagen gelten fiir die Linksmoduln und Linksideale von A.

Beweis:

(a) Im Beweis des Struktursatzes 2.1.6 haben wir L™ = A gesehen. Damit ist V' =
V-A=V.L" Alsoist V- L # 0. Daher existiert ein x € V so, dafl L —
V, I — zl nicht {iberall verschwindet. Aus dem Lemma von Schur folgt L = V.
Insbesondere gilt dies fiir das minimale Linksideal L = Dx™,

(b) Fiir V = D" ist das klar. Wegen (a) geniigt es, nur diesen Fall zu betrachten.

(c) Wir haben den Ringhomomorphismus o: D — Endpnxn (D'"), d +— (2 +— dz).
Weil D? einfach ist, ist ¢ ein Monomorphismus. Zum Beweis, daf§ o surjektiv ist,
sei (eq,...,e,) die Standardbasis von D", Fiir ein ¢ € Endprxn (D) gibt es
geeignete di, € D mit ¢(ey) = Y ,_, dreg. Mit Ej; = (0i0j)m € D™ gilt

oler) = plerE) = p(er) By = diey By = die, furalle 1 <k <n.

Also ist ¢ = o(dy). O

Lemma 2.1.8 Sind A und B zwei einfache K-Algebren mit Z(A) = K, so ist auch
A®k B eine einfache K-Algebra mit Z(A®k B) = K Qx Z(B) = Z(B).

Beweis: Sei I ein von (0) verschiedenes Ideal in A®k B. Jedes 0 # x € I besitzt
dann eine Darstellung z = > a;,®b; mit a; € A\ {0} und linear unabhéngigen
bi,...,b, € B.

Wihle nun ein z = > a,®b; € I\ {0}, mit minimalem m. Da A eine einfache
K-Algebra ist, gilt Aa;A = A. Also ist 1 = 22:1 apaiay fiir geeignete aj, a) € A. Es

gilt
m l l
S ] O ST R ST,

k=1
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Da die b; linear unabhéngig sind und der erste Term 1® by # 0 ist, ist 2’ # 0. Indem
wir & durch 2’ ersetzen, konnen wir daher a; = 1 annehmen.

Wir behaupten nun es sei m = 1. Dann koénnen wir, da B einfach ist, die obige
Substitution auch fiir b; durchfithren und zeigen so 1 ® 1 € I. Damit wére die erste
Aussage bewiesen.

Um die Behauptung m = 1 zu zeigen, nehmen wir m > 1 an. Dann kann as sicher nicht
in K liegen, denn sonst folgt aus a1 ® by +as @by = 1 @ by + 1 ®@ asbe = 1 (b + azbsy),
dal = eine Darstellung mit weniger als m Summanden besitzt. Dies widerspréche
jedoch der Minimalitéit von m.

Also ist ay € A\ K. Da K das Zentrum von A ist, existiert ein y € A®y B mit
asy # yas. Damit gilt

m m

I27:=@wol)r—2(yxl) :Z(yai_aiy)(g)bi ailZ(yaz‘—aiy)@bi

i=1 =2

Da die b; sind linear unabhéngig sind und der Summand (yas — asy) @ by # 0 ist, muf
auch ¥ # 0 sein. Dann war m jedoch nicht minimal. Ein Widerspruch.

Nun miissen wir noch Z(A®g B) bestimmen. Angenommen x = Zle a; ® b; liege
in Z(A®k B), wobei die b; (wie schon im ersten Teil) linear unabhéngig sein sollen.
Dann gilt fiir alle a € A

k
0:(a®1)~x—x-(a®1):Z(aai—aia)@)bi.
i=1

Dies impliziert aber a; € Z(A) = K fiir alle 4. Damit wird z = 1® (Zle aibl->.

Da z auch mit allen 1®b, (b € B) vertauscht, folgt S  a;b; € Z(B). Dies zeigt
Z(A®k B) C K ®k Z(B). Die umgekehrte Inklusion ist klar. 0

Lemma 2.1.9 FEs sei A eine einfache K-Algebra, V ein A-Rechtsmodul und E =
(Enda(V),0). Dann wird V ein A®k E°-Rechtsmodul via

v (a® )= p(v)a.
Fassen wir V' als E°-Rechtsmodul auf, so erhalten wir den Isomorphismus

A ; EndEo (V)

a — (v va)

Beweis: Die erste Aussage ist klar. Fiir die zweite konnen wir A = D™ und V =
D™ ™ mit einem Schiefkérper D annehmen. Dann gilt

E = EndA<Dm><n) ~ (EndA(DIXn>>m><m ~ (D)me

und daher ist n
Endp. (V) = (Endpmxm (D™1))"" = D", 0
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Definition 2.1.10 Es sei A eine zentraleinfache K-Algebra und B ein einfacher Ring
mit K € B C A. Dann bezeichne

Ca(B) :={x € A|xzb=bx fir alle b € B}

den Zentralisator von B in A.

Satz 2.1.11 Mit den Bezeichnungen von Definition 2.1.10 gelten
(a) Ca(B) ist einfach und es gilt die Doppelzentralisatoreigenschaft B = Ca(Ca(B)).
(b) [B: K][Ca(B): K]=[A: K]

(c) Ist A= D™ V = DY ¢in einfacher A-Rechtsmodul und D = (Enda(V),0)
mat einem Schiefkorper D, so gilt

D ®k B°>—"—Endc, 5 (V)

d@b————— (z — d(z)b)

Beweis: Es bezeichne C' = C4(B). Wir erhalten

d®@a ———— > = — d(z)a

D ®p A° Endg (V)
D®g B Ende(V)

denn es ist d(xc)b = d(z)be fir alle c€ C, x € V,d € D und b € B. Aus Lemma 2.1.9
folgt weiter

1 UV — va

Z ~ Endpo (V)
] ]

C C%w' EIldDo ®KB<V)

Ist @ € A so, daBl (v — va) € Endpeg (V) gilt, dann vertauscht a mit allen b € B.
Das heifit a € C'. Damit ist ¢ surjektiv.
Sei nun W einfach iiber D°® B. Dann ist D := Endpe g (W) ein Schiefkérper und
es gilt C = D™ fiir ein 7 € N. Also ist C einfach. Mit Lemma 2.1.9 ist ¢ ein
Isomorphismus und Teil (c) ist gezeigt.

Um den Beweis von Teil (a) zu beenden, sei a € C4(C). Dann ist sicher (v +— va) €
Ende (V). Da ¢ ein Isomorphismus ist, gilt 1®a € D®g B°. Ist (dy = 1, da, ..., d,)
eine K-Basis von D, dann ist (d; ® 1,...d, ® 1) eine A-Basis von D ® A° bzw. eine
B-Basis von D @ B°. Daher existieren by € B mit 1®a = > _;_, (d ® 1)b;,. Fassen
wir die Gleichung iiber A auf und vergleichen den Koeffizienten von 1 = d; so folgt
a="b € B.
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Nun zu (b): Es sei D° @y B = D™ ™ mit einem Schiefkérper D. Dann ist auch V 2
D™ fiir ein k > 0. Bezeichnen b = dimg (B), ¢ = dimg (Ca(B)), d = dimg (D) und
d = dimg (D), so gelten

k2d = dimg (Endpe g 5(D¥*™)) = dimg (Endpe g 5(V)) = ¢
db = dim (D° ® B) = dimg (D™ ™) = m*d
kmd = dimg (V) = dimg (D*™") = nd

Damit erhalten wir bc = (d~'m?d)(k?d) = d~'(nd)? = n*d = dimg(A). O

Definition 2.1.12 Es sei A eine zentraleinfache K-Algebra und E/K eine endliche
Korpererweiterung. E heifit Zerfdallungskorper von A, falls F®x A = E™" fiir ein
r € N gilt. Man sagt dann auch E zerfdllt A.

Bemerkung 2.1.13 Ist E ein Zerfallungskorper der K-Algebra A und E’'/E eine
endliche Korpererweiterung, so zerfillt auch E’ die Algebra A.

Beweis: Esist E'Q@x A2 F' Qp(EQx A) 2 E' Qg E™" =2 E'™*" fiir ein r € N, 0

Satz 2.1.14 Es sei A eine zentraleinfache K-Algebra und D ein Schiefkérper mit
A =2 DF*¥F wie im Struktursatz von Wedderburn bestimmt. Dann gelten

(a) K ist in jedem mazimalen Teilkérper E von D enthalten und dieser zerfdllt A.
Mit n :=[E : K] gilt dann

E@g A= E™" ynd [D:K]=n?.

(b) D besitzt einen maximalen Teilkérper L, so daff L/ K separabel ist.

Beweis: (a) Ohne Einschrankung ist £ = 1, also A = D ein Schiefkorper. Sei dann
E ein maximaler Teilkorper von A. Dieser enthélt sicherlich K, da man sonst durch
Adjunktion von Elementen aus K einen grofleren Teilkorper konstruieren kann.
Angenommen, es existiert ein x € Cy(F) \ F, dann wiirde dieses mit allen Elementen
in E[z] kommutieren. Damit wére E(x) = E|x] ein Teilkérper von A, der E echt
enthélt, was nicht sein kann. Wir haben also C4(E) = E gezeigt. Nun verwenden
wir Satz 2.1.11. Aus Teil (c) folgt A®x E° = Endg(A) = EWE” und Teil (b) zeigt
[A: K] =n?

(b) Wir kénnen char(K) = p annehmen und fiithren eine Induktion nach m := [A : K].
Der Fall m =1 ist klar. Sei daher m > 1.

Zuerst wollen wir zeigen, daf es iiberhaupt einen von K verschiedenen Teilkorper E
von A gibt, welcher separabel iiber K ist.

Angenommen jedes x € A\ K ist rein inseparabel iiber K. Fiir alle z € A\ K ist dann
pr(X) = XP" —amit a € K und e € N. Wegen p | [K(z) : K] und [K(z) : K] | m
gilt auch p | m.
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Sei F' ein maximaler Teilkérper von A und ¢: F @x A~=—=F"" mit r?> = m wie
in (a) bestimmt. Dann gilt p(1@ )" = p(1®2"") = p(1®a) = a - I,. Damit ist
Tr(p(l®x)) = a-r = 0, weil die Charakteristik p ein Teiler von m und somit auch
von r ist. Die Menge {1®z | x € A} erzeugt jedoch die F-Algebra F'®f A iiber F.
Daher erzeugen ihre Bilder den Matrizenring F"*". Damit hétte jede r x r-Matrix {iber
F Spur Null. Dies kann nicht sein.

Also existiert ein x € A\ K, welches nicht rein inseparabel ist {iber K. Dann ist
i (X) = f(XP") fiir ein e € N und ein separables Polynom f € K[X]. Wihlen wir
E = K(2"), so ist E/K eine nicht triviale separable Kérpererweiterung.

Bezeichne nun A’ = C4(F) den Zentralisator von E in A. Nach Satz 2.1.11 ist A’
einfach und es gilt £ = Cy(A") O Z(A'). Also ist Z(A’) = E und daher ist A’
eine zentraleinfache E-Algebra mit [A’ : E] < m. Nach der Induktionsvoraussetzung
besitzt A’ einen maximalen Teilkorper L, der separabel ist iiber E. Damit ist auch
L/K separabel.

Ist nun € A derart, dal L(z) ein Teilkorper von A ist, so vertauscht x mit allen
Elementen von L. Damit zentralisiert « aber auch F und deswegen ist © € Cy(E) = A'.
Es folgt L(z) = L, da L ein maximaler Teilkérper von A’ ist. Also ist L auch ein
maximaler Teilkorper von A. 0

Ist A eine zentraleinfache K-Algebra, so induziert jedes Element a € A* via z — aza™*

einen (inneren) K-Automorphismus auf A. Der folgende Satz liefert als Spezialfall die
Umkehrung dieser Aussage.

Satz 2.1.15 (Skolem-Noether) Secien A eine zentraleinfache K-Algebra und B, B’
zwei einfache Teilalgebren von A mit K C B, B C A. Dann lafst sich jeder K-
Isomorphismus o: B — B’ fortsetzen zu einem inneren Automorphismus auf A. Das
heifit es existiert ein a € A* mit o(b) = a~'ba fiir alle b € B.

Beweis: Sei V' ein einfacher A-Rechtsmodul und D° = End (V). Nach Lemma 2.1.8
ist D° ®k B eine einfache K-Algebra. V' 148t sich nun auf zwei verschiedene Arten als
ein D° ® g B-Rechtsmodul auffassen:

Vi via x % (d®b) = d(x)b und V5 via x %y (d®b) = d(x)o(b). Da beide dieselbe
K-Dimension besitzen, sind sie isomorph als D° ®x B-Rechtsmoduln. Also existiert
ein ¢ € Autg (V) mit o(d(2)b) = p(z %1 (d®D)) = p(z) *2 (d®b) = d(¢(x))o(b) fir
alle © € V. Speziell folgt fir b = 1, dal ¢ € Endp.(V) = A. Damit ist ¢ durch
Rechtsmultiplikation mit einem Element a € A* gegeben. Mit d = 1 gilt:

(zb)a = p(zb) = p(x)o(b) = zac(b) fir allez € Vi, b€ B.

Nach Lemma 2.1.7 ist V' treu. Also gilt a='ba = o(b) fiir alle b € B. O

Korollar 2.1.16 In einer zentraleinfachen K-Algebra ist jeder K-Automorphismus
mner.
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Korollar 2.1.17 Jeder endliche Schiefkorper ist ein Kdrper.

Beweis: Sei D ein endlicher Schiefkérper mit Zentrum K und L ein maximaler Teil-
korper. Jeder maximale Teilkorper hat y/[D : K] -|K| Elemente. Diese sind daher alle
K-isomorph zu L und nach dem Satz von Skolem-Noether konjugiert. Also ist D* =
Usep dL*d='. Da es geniigt, nur iiber ein Vertretersystem von Rechtsnebenklassen
von L* in D* zu laufen und die 1 in allen Mengen dL*d~' auftaucht, gilt |D*| =

1+ 12 - (|L*| = 1). Dies zeigt L* = D*. =

2.2 Spur und Norm

Definition 2.2.1 Es seien K ein Korper, A eine endlich dimensionale K-Algebra und
z = (r1,...,x,) eine K-Basis von A.

(a) Ist M € K™™ eine Matrix, so bezeichne x(X) := det(X - I, — M) das charak-
teristische Polynom von M.

(b) Fiir ein ¢ € Endg(A) existieren \;; € K, so daB ¢(z;) = Y77 \ijz; gilt.
Dann heiBt M (), = (\ij)i; die darstellende Matriz von ¢ beziiglich x und
Xe(X) = Xm(p), (X) das charakteristische Polynom von .

(c) Fiir ein a in A bezeichne r, wieder die Rechtsmultiplikation mit a. Wegen r, €
Endg(A) konnen wir weiter definieren:

® Xaa/k(X) = xr,(X) das charakteristische Polynom von a,
o Try/k(a) := Spur(M(r,),) die Spur von a und
o Nry/k(a) = det(M(r,),) die Norm von a.

Bemerkung 2.2.2 Es gelten die obigen Bezeichnungen.

(a) In der Linearen Algebra zeigt man die Identitat
Xa,a/k(X) = X" = Tra/k(a) + -+ (=1)" Nra/k(a).

WEeil x,(X) unabhéngig von der Wahl der Basis z ist, sind alle Begriffe in Defi-
nition 2.2.1 wohldefiniert.

(b) Die Abbildung A — Endg(A), a — r, ist K-linear und erfiillt r,, = 74 0 7,. Es
gelten daher

Trax(Aa+ Na') = ATra/k(a) + ATra/x(a) Tra/k(aa’) = Tra x(d'a)

Nry/x(aa’) = Nry/g(a) Nra/g(a') Nra/r(Aa) = A" Nry i (a)
fiir alle a,a’ € A und \ € K.
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Insbesondere liefert A x A — K, (z,y) — Tra/x(zy) auf A eine symmetrische K-
Bilinearform.

Definition 2.2.1 macht keinen Gebrauch von der speziellen Struktur der Algebra A.
Wir werden in Satz 2.2.5 sehen, daff wenn die Charakteristik des Korpers dimg (A)
teilt, dann ist die Bilinearform (z, y) — Tra/k(2y) die Nullabbildung.

In einer zentraleinfachen Algebra lassen sich wesentlich brauchbarere Begriffe einfiihren,
die insbesondere eine nicht ausgeartete Bilinearform induzieren. Dies wollen wir nun
tun.

Satz 2.2.3 Es sei A eine zentraleinfache K-Algebra und E ein Zerfillungskorper
von A. Weiter sei h: EQxg A —— E™" cin E-Algebrenisomorphismus. Dann ist
Xh(oa)(X) € K[X] fir alle a € A und unabhingig von der Wahl von h und E.

Beweis: Zuerst zeigen wir, dafl die Wahl des Isomorphismus A nicht entscheidend ist.
Denn ist ein weiterer solcher Isomorphismus h' gegeben, so ist A’ o h~! nach dem
Satz von Skolem-Noether einen innerer E-Automorphismus auf E™*". Also existiert
S € GL,(E) mit h'(z) = Sh(z)S™! fiir alle * € E® A. Damit haben die Matritzen
R/ (x) und h(z) stets dasselbe charakteristische Polynom.

Nun haben wir zu zeigen, daf§ die Definition unabhéngig von der Wahl des Zerfill-

ungskorpers E ist. Sei dazu E’ ein weiterer solcher. Dann ist B = EF®g E’ eine
endlich erzeugte kommutative K-Algebra. Bezeichne M darin ein maximales Ideal, so
dg®1

ist Q := B/M ein Korper, der K enthélt. Weil E einfach ist, ist £ — E®FE — Q
eine K-lineare Einbettung F — (). Analog bekommt man eine K-lineare Einbettung
E' — Q.

Weiter gilt nun Q®x A ¥ QRp(E®g A) = Q@i E™" = Q" Also zerféllt auch
Q2 die K-Algebra A. Der letzte Isomorphismus fafit eine Matrix h(z) € E™*" als eine
Matrix iiber 2 auf. Dadurch éndert sich ihr charakteristische Polynom jedoch nicht.
Damit ist xg(h(1 ®k a)) unabhéngig von der Wahl von E.

Es verbleibt noch zu zeigen, da xg(h(1 ® a)) € K[X] liegt. Nach Satz 2.1.14 diirfen
wir insbesondere annehmen, daf§ F/K separabel ist. Die normale Hiille von F zerféllt
dann ebenfalls A. Somit kénnen wir ohne Einschriankung £/ K als endlich und galoisch
voraussetzen.

Fiir ein 0 € Gal(E/K) sei o*: E™" — E™ " (e;;) — (o(e;;)). Dann gibt es genau
einen E-Algebrenisomorphismus A/, der das folgende Diagramm kommutieren 148t:

E@KA&)E@)KA

f f
h I

Enxnm o Enxn

Insbesondere gilt dann o*(A(1®a)) = I/ ((c ®ida)(1 ®a)) = M (1 ® a). Mit der Funk-
tion 5: E[X] — E[X], YL exX? — > 7" o(er)X* und dem schon gezeigten folgt
nun Xn1ea)(X) = X ea)(X) = X@eonea(X) = 0(Xnaea(X)). Also fixiert jedes
o € Gal(E£/K) die Koeffizienten von xni1 gq)(X). o

~ —
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Definition 2.2.4 Es sei A eine zentraleinfache K-Algebra und F ein Zerfallungskorper
von A. Weiter sei h: E®@yx A —— E™" ein E-Algebrenisomorphismus. Fiir ein a € A
bezeichnen

tra/k(a) := Spur von h(1®a)
nra g (a) == det(h(1®a))
die reduzierte Spur und die reduzierte Norm von a.

Es ist Xn(1ga)(X) = X" —tra/x(a) X" ' 4+ (=1)"nra/x(a). Nach Satz 2.2.3 sind

»ira/k® und ,nry, k" unabhénging von h und E.

Satz 2.2.5 Es sei A eine zentraleinfache K-Algebra mit m* = [A : K|. Dann gilt

Tra/k(a) =m-tra/x(a)
N1y k(@) = nra/x(a)™.

Beweis: Es sei E ein Zerfallungskorper von A und a € A. Weiter sei (21, ..., z,,) eine
E-Basis eines einfachen E ®x A-Rechtsmoduls V. Dann liefert z; - (e®a) = > _; e;;;
einen E-Algebrenisomorphismus h: F®g A — E™*™.

Es gilt E®@xg A= V™ als E®g A-Rechtsmoduln. Damit kénnen wir h(1®a) als eine
Blockmatrix annehmen, in der jeder der m Blocke die Rechtsmultiplikation von 1 ® a
auf V beschreibt. Somit ergibt sich x1ga,re4)/E(X) = Xaaga)(X)™.

Da die Matrixdarstellung von r, unter der Skalarerweiterung von K nach F invariant
bleibt, folgt xa,4/x(X) = X184,(5e 4)/5(X). Damit gilt (Xa(ea)(X))™ = Xa,a/x(X).0

Korollar 2.2.6 Sei A cine zentraleinfache K-Algebra mit m* = [A : K|. Fir alle
a,a € A und A € K gelten

nra,/g(aa’) = nra/x(a) nra g (a’) nra/ i (Aa) = A" nrg,g(a)
tra/k(a+a’) =trag(a) 4+ trax(a) tra/x(Aa) = X tra/g(a)
tra/x(aa’) = tra/x(d'a)

Auferdem ist T: Ax A — K, (x,y) — tra/x(zy) eine nicht ausgeartete symmetrische
K -Bilinearform.

Beweis: Die Identitéten fiir die reduzierte Spur bzw. Norm folgen aus dem vorherigen
Lemma und den analogen Identitéten fiir Try,x und Nry k.

Damit ist auch klar, dal 7 bilinear und symmetrisch ist. Es sei E' ein Zerfallungskorper
von A. Die E-Bilinearform 7': (E®g A) x (E®g A) — E, (zy) — Trpega)y/e(ry)
ist dann eine Fortsetzung von 7. Identifizieren wir £ ® x A mit E™*™ dann ist 7" die
gewohnliche Spur auf E™*™. Betrachten wir die Menge

I={X e E™™ | Spur(XY) =0 fiir alle Y € E™*™}.

I ist sicher ein Ideal in E™*™. Da aber z.B. die Einheitsmatrix nicht darin liegen kann
und E™*™ einfach ist, mufl 7 = 0 sein. Also ist 7/ nicht ausgeartet. Angenommen, es
wire 7(a, b) = 0 fiir alle b € A, dann gilt auch 7(1®a, 1 ®b) = 0 fiir alle b € A. Weil
7' E-bilinear ist, folgt 7(1 ® a, y) = 0 fir jedes y € F @k A. Also ist a = 0. O
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Korollar 2.2.7 Ist F/K eine Korpererweiterung, so sind NI (F @y A)/F UNA T (Fa A)/F
Fortsetzungen von N4/ bzw. tra k.

Beweis: Das charakteristische Polynom eines x € A bleibt invariant unter der Skala-
rerweiterung von F' nach K. Damit gilt die Aussage fiir die gewohnliche Spur bzw.
Norm. Wegen dimp(F ®x A) = dimg(A) folgt die Behauptung,. 0

Definition 2.2.8 Ist F' ein Teilkérper von K so, dafl K/ F eine separable Erweiterung
ist, dann definieren wir auch beziiglich F' eine reduzierte Spur und eine reduzierte Norm
via

tra/p(z) := Trg/p(tra/x(z)) und  nra/p(z) == Nrg p(nra (z)).
Die durch tru,p induzierte Bilinearform 74/p: A x A — K, (z,y) — tra/p(zy) ist

nicht ausgeartet, da 7 nicht ausgeartet und K /F separabel ist.

Satz 2.2.9 Es sei D ein Schiefkorper mit Zentrum K und A = D™ ™. Fiir jedes
a = (a;;) € A gilt dann tra x(a) =Y " trp/r(a;).

Beweis: Sei E ein Zerfallungskérper von D und h: D=—FE"*" 2 F®g D. Dann ist
auch h': A — E™™ = E®g A, a = (a;;) — (h(ai;)) ein Isomorphismus von E-
Algebren. Damit folgt

tra/x(a) = Spur(h'(a)) = Z Spur(h(a;)) = ZtrD/K(aii) :

2.3 Jacobson-Radikal und der Satz von Krull-Schmidt

Es sei S ein Ring.

Bemerkung 2.3.1 Fiir jedes s € S sind folgende Aussagen dquivalent:
s liegt in jedem maximalen Rechtsideal von S.

(a
(b

)
) Ms =0 fiir jeden einfachen S-Rechtsmodul M.
(c) Fiir alle y € S besitzt 1 — sy ein Rechtsinverses.
(d) Fiir alle z,y € S ist 1 —xsy € S*.
(a’)-(¢’) die entsprechenden Aussagen fiir ,links“ anstatt ,,rechts®.

Beweis:
(a)=>(c) Besitzt 1 — sy kein Rechtsinverses, so liegt 1 — sy in einem maximalen
Rechtsideal m von S. Damit ist 1 = (1 — sy) + sy € m ein Widerspruch.
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(¢)==(b) Sei ms # 0 fiir ein m € M angenommen. Dann gilt msS = M. Also gibt
es ein y € S mit m = msy bzw. m(1 — sy) = 0. Da 1 — sy ein Rechtsinverses besitzt,
folgt m = 0 und wir erhalten einen Widerspruch.

(b)=>(a) Sei m ein maximales Rechtsideal von S. Dann ist (S/m)-s =0, also s € m.

(b)=(d) Esgilt Mxzsy C Msy = 0 fiir alle einfachen Rechtsmoduln M. Mit der schon
gezeigten Implikation (b) = (c) folgt, dal 1 — zsy ein Rechtsinverses t € S besitzt.
Wegen M(—z)syt = 0 fiir jeden einfachen Rechtsmodul M ist auch ¢ = 1 + zsyt
invertierbar von rechts. Also ist ¢t € S*, und damit auch 1 — xzsy € S*.

Die Implikation (d) = (c¢) ist trivial. Aus der Symmetrie von Aussage (d) folgt die
Aquivalenz mit (a’), (V') und (). 0

Definition 2.3.2 Das Jacobson-Radikal rad(S) eines Rings S ist die Menge aller s €
S, die die dquivalenten Bedingungen der vorherigen Bemerkung erfiillen. Insbesondere
ist rad(S) ein zweiseitiges Ideal. Wir sagen, S ist halbeinfach (im Sinne von Jacobson),

falls rad(S) = 0 gilt.

Das Jacobson Radikal rad(S) ist somit der Schnitt aller maximalen Rechtsideale von
S und auch der Schnitt aller maximalen Linksideale von S.

Lemma 2.3.3 Fir jeden Ring S ist S/rad(S) halbeinfach.

Beweis: Es sei S := S/rad(S) und s € S mit s+rad(S) € rad(S). Fiir jeden einfachen
S-Rechtsmodul M gilt Mrad(S) = 0. Daher konnen wir M als einen einfachen S-
Rechtsmodul auffassen, und es gilt M (s 4+ rad(S)) = Ms = 0. Da dies fiir jeden

einfachen S-Rechtsmodul M gilt, ist s € rad(S) und damit rad(S) = 0. 0

Lemma 2.3.4 (Nakayama) Es sei M ein endlich erzeugter S-Rechtsmodul und N
ein Teilmodul von M.

(a) Gilt M rad(S) = M, so ist M = 0.
(b) Gilt N+ Mrad(S) = M, soist N = M.

Beweis: Zu (a): Sei M # 0 angenommen und my, ..., m, ein S-Erzeugendensystem
von M mit minimalem r. Da m; € M rad(S) liegt, gibt es s; € rad(S) mit m; =
Y ey mgsk. Wegen 1 — 51 € S* 1afit sich m; darstellen als S-Linearkombination von
ma, ..., m,. Also war r nicht minimal und wir erhalten einen Widerspruch. Teil (b)
folgt, indem man (a) auf M /N anwendet. 0

Lemma 2.3.5 Ist a ein mazimales zweiseitiges Ideal von S, so gilt rad(S) C a.

Beweis: Lége rad(S) nicht in a, so wire a + rad(S) = S und letztlich a = S mit
Nakayamas Lemma, was einen Widerspruch darstellt. O
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Bemerkung 2.3.6 Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) S besitzt genau ein maximales Rechtsideal.
(b) S besitzt genau ein maximales Linksideal.

(c) S\ S* ist ein zweiseitiges Ideal von S.

Beweis:
(a)=(c) Da rad(S) als Schnitt aller maximalen Rechtsideale das einzige maximale
Rechtsideal ist, ist rad(S) = S\ S* ein zweiseitiges Ideal.

(¢)==(a) Sei m ein maximales Rechtsideal von S. Sicher gilt rad(S) C m. Ist umge-
kehrt s € m, so gilt sy € S\ S* fiir alle y € S. Damit ist 1 — sy fiir alle y € S eine
Einheit. Also ist s € rad(S). Daher gilt m C rad(S). Jedes maximale Rechtsideal ist
also mit rad(S) identisch.

Der Beweis von (b) <= (c¢) geht analog. 0

Definition 2.3.7 Ein Ring S heifit lokal, falls er die dquivalenten Aussagen der vor-
herigen Bemerkung erfiillt.

Insbesondere zeigt der Beweis der Bemerkung, daf fiir einen lokalen Ring S gilt:
S\ S* = rad(S) ist das maximale Rechtsideal von S und auch das maximale Links-
bzw. beidseitige Ideal.

Lemma 2.3.8 Sei f: S — S’ ein surjektiver Ringmorphismus.
Dann gilt f(rad(S)) C rad(S’). Insbesondere induziert f einen surjektiven Ringmor-
phismus S/rad(S) — S’ /rad(S’).

Beweis: Es sei x € rad(S). Weiter seien 7/, s € S’. Dann existieren r,s € S mit
f(r) =" und f(s) = s’. Wegen 1 —ras € S* ist 1 — 7' f(z)s’ € S™ und letztlich
f(z) € rad(S"). 0

Korollar 2.3.9 Sei R ein kommulativer lokaler Ring mit mazimalem Ideal p = rad(R).
Weiter sei A eine R-Algebra, welche als R-Modul endlich erzeugt ist. Mit A = A/pA
qgilt

A/rad(A) = A/rad(A) .

Beweis: Es sei M ein einfacher A-Rechtsmodul. Dieser ist endlich erzeugt iiber R.
Nach dem Lemma von Nakayama ist Mp # M. Also ist Mp = 0, und M wird so-
mit von Ap annulliert. Dies zeigt Ap C rad(A). Daher existiert ein surjektiver Ring-
morphismus f: A — A/rad(A). Nach dem vorherigen Lemma ist dann f(rad(A)) C
rad(A/rad(A)) = 0. D.h. f induziert einen surjektiven Ringmorphismus von A/rad(A4) —
A/rad(A). Der kanonische Epimorphismus A — A induziert aber genauso einen sur-
jektiven Ringmorphismus A/rad(A) — A/rad(A), invers zum vorherigen. o
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Bemerkung 2.3.10 Es sei S ein Ring.

(a) Ist a ein Rechtsideal, welches nur aus nilpotenten Elementen besteht, so gilt
a C rad(95).

(b) Sind alle Elemente in S\ S* nilpotent, so ist S lokal.

Beweis: Zu (a): Es sei a ein Rechtsideal und a € a. Fiir alle z € S ist ax € a ebenfalls
nilpotent. Daher besitzt 1 — ax ein Rechtsinverses, ndmlich die endliche Summe 1 +
ar + (ax)® + . ...

Zum Beweis von (b) sei z € S\ S*. Es gibt daher ein minimales k¥ > 0 mit 2* = 0. Wegen
k1. (xs) = 0 kann zs fiir kein s € S eine Einheit sein. Daher besteht xS C S\ S*
nur aus nilpotenten Elementen. Dies zeigt mit (a), dal x € xS C rad(S) und somit
S\ S* =rad(S) gilt. Also ist S lokal. O

Lemma 2.3.11 Ist S rechts-artinsch, so ist rad(S) nilpotent und enthdilt seinerseits
alle nilpotenten Rechtsideale von S.

Beweis: Bezeichne J := rad(S). Dann existiert ein & > 0 mit J* = J**1. Wire J* # 0,
so existiert ein Ideal a mit a - J*¥ # 0. Sei a minimal mit dieser Eigenschaft. Es gibt
ein @ € a mit aJ* # 0. Also ist auch (aJ*) - J*¥ = aJ* # 0. Wegen der Wahl von a
folgt aJ* = a. Damit ist a = ay fiir ein y € J* C J. Wegen 1 —y € S* folgt a = 0,
was nicht sein kann. Also war J¥ = 0. Ist b ein nilpotentes Rechtsideal, so sind alle
Elemente von b nilpotent. Mit Bemerkung 2.3.10 folgt b C J. 0

Als néchstes bendtigen wir noch einige Aussagen iiber primitive Idempotente in rechts-
artinschen Ringen.

Definition 2.3.12 Ein Idempotent von S ist ein Element s € S\ {0} mit s> = s. Ein
System {e1,...,ex} von Idempotenten e; heifit orthogonal, falls e;e; = d;;e; fiir alle
1 < 4,5 < k gilt. Ein Idempotent e wird primitiv genannt, falls es keine orthogonale
Zerlegung von e = e; + e, in Idempotente gibt.

Bemerkung 2.3.13 Bekanntlich korrespondieren die orthogonalen Zerlegungen von
1 € S'in primitive I[dempotente 1 = e;+- - - +e;, zu den Zerlegungen von S in projektive
unzerlegbare Rechtsideale von S via S = EBf:l eiS.

Bemerkung 2.3.14 Ist S ein halbeinfacher rechts-artinscher Ring, so ist jedes mi-
nimale Rechtsideal ein direkter Summand von S. Damit ist ein Rechtsideal genau
dann unzerlegbar, wenn es minimal ist. Aulerdem ist .S somit eine direkte Summe von
minimalen Rechtsidealen.

Beweis: Sei a ein minimales Rechtsideal. Wegen rad(S) = 0 existiert ein maximales
Rechtsideal m, welches a nicht enthélt. Folglich ist anm = 0 und daher a®m = S.g
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Satz 2.3.15 Es sei S ein rechts-artinscher Ring und S := S/rad(S). Fiir jedes s € S
bezeichne s = s +rad(S). Dann gelten:

(a) Jedes Idempotent € € S lifit sich zu einem Idempotent e € S liften, d.h. € = e.

(b) Ist 1 =€, +---+¢ eine orthogonale Zerlegung von 1 in Idempotente, so existiert
ein orthogonales System {ey, ..., e} von Idempotenten von S mit 1 = e;+---+¢
und €; = €.

(c) Ein Idempotent e € S ist primitiv genau dann, wenn € primitiv in S ist.

(d) Ist 1 = ey + -+ ¢ eine orthogonale Zerlegung der 1 in primitive Idempotente,
S0 st _ _ _
S=e5®---deS
eine Zerlegung von S in minimale Linksideale. B

Ferner ist e;S = ¢;S (als S-Rechtsmoduln) genau dann, wenn &S = ;S (als
S-Rechtsmoduln) gilt.

Beweis:
(a) Sei z; € S mit T; = €. Dann ist ry := 23 — z; € rad(S). Wir setzen induktiv
Tiy1 =2+ 1 — 22 und iy = X — Tipg -
Setzen wir 7 = r; und x = x7. Dann ist » = 22 — 2 und damit
ro=(x+r—2ar)? —x—r+2zr=2>—4(x—2°)r—z—r=0 mod rad(5)?.

Per Induktion folgt 7; € rad(S)® ). Da rad(S) nilpotent ist, existiert ein k& mit
. =0.Mite:=a, giltdanmn e? —e=r, =0unde=7, = --- =7, = €.

(b) Im Falle [ = 1 ist nichts zu zeigen. Sei daher [ > 1. Wir setzen 6 := ¢;,_1+¢;.. Nach
der Induktionsvoraussetzung existiert ein orthogonales System von Idempotenten
mit

l=e1+---+e2+e, €=0 und ¢, =¢ firi=1,...,1—2.

Sei weiter a € S mit @ = ¢;,_; beliebig und x; := eae. Dann gilt 7, = d¢;_10 = ¢,
und e;x; = 0 = xe; fiir alle 1 < ¢ < [ — 2. Fiithren wir nun ausgehend von
xy dieselbe Konstruktion wie in Teil (a) durch, so liefert dies ein Idempotent
e;—1 € S. Dieses ist dann ein Polynom in x; ohne konstanten Term. Setzen wir
nun e; := e — e;_1, so gilt daher ee;_; = ¢;_; und (wie man leicht nachrechnet)
besitzt (eq, ..., e) die gewiinschten Eigenschaften.

(c) folgt sofort aus (a) und (b).

(d) Wir haben schon bewiesen, dafl €, S unzerlegbare Rechtsideale von S sind. Weil
S halbeinfach ist, sind diese Rechtsideale nach Bemerkung 2.3.14 minimal.
Ist ¢: ;S — €;S ein Isomorphismus von S-Moduln, so gilt ¢(e;rad(S)) C
e;jrad(S), d.h. ¢ induziert einen S-Modulisomorphismus €; S = €, S.
Sei umgekehrt ein Isomorphismus f — €; S von S-Moduln gegeben. Da alle ;S
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direkte Summanden von S sind, sind sie projektiv, d.h. es existieren Liftungen
a und 3 von f bzw. f~! so, daB das folgende Diagramm kommutiert:

Lo, L

5 ¢S &5

Bezeichne nun v := 1 — 3 o . Weil 3 o a eine Liftung von f=! o f ist, folgt
v(€;S) C e;rad(S). Damit ist v¥(e;S) C radch)i fiir alle ¢« > 1. Nun existiert ein
k mit rad(S)* = 0. Damit ist v* = 0 und 31 * das Inverse von 1 — . Also ist
Boa=1-—~¢€ Autg(e;S). Analog zeigt man a o 8 € Autg(e;S) und letztlich
€S =e;S. 0

Zum Abschlufl dieses Abschnitts wollen wir den Satz von Krull-Schmidt beweisen.

Definition 2.3.16 Ein S-Modul M heifit noethersch, falls jede aufsteigende Kette
von Teilmoduln von M stationér wird.

Lemma 2.3.17 Es sei S ein rechts-artinscher Ring und M ein endlich erzeugter S-
Rechtsmodul. Weiter sei E := Endg(M). Dann gelten:

(a) M besitzt eine Kompositionsreihe, d.h. es gibt eine endliche Kette von Teilmoduln

M =My M 22 M, =0 mit M;/M;,, einfach.

(b) M ist noethersch.

(c) (Fitting) Fiir jedes f € E gibt es ein k € N so dafp M = ker(f*) & f&(M).

(d) Ist M unzerlegbar, so ist E ist ein lokaler Ring.

Beweis:

(a)

(b)

Bezeichne J := rad(S) und S := S/J. Weiter sei M; = MJ'. Da S rechts-
artinsch ist, gibt es ein n € N mit J* = 0. Damit ist auch M, = 0. Also
geniigt es zu zeigen, daB jeder Quotient M; /M, eine Kompositionsreihe besitzt.
S ist ein halbeinfacher rechts-artinscher Ring und damit eine endliche direkte
Summe von einfachen Rechtsidealen. Damit besitzt auch S fiir alle m € N eine
Kompositionsreihe. Die Quotienten M;/M; . ; sind Faktormoduln von Kopien von
S, also besitzen diese ebenso eine Kompositionsreihe.

Es bezeichne m: M — M /M; die kanonische Projektion. Zunéchst zeigen wir,
daB je zwei Teilmoduln B C A von M mit AN M, = BN M; und 7(A) = n(B)
gleich sind. Sei dazu a € A. Dann ist 7(a) = 7(b) fiir ein b € B. Also gilt
a—b € ker(m) = M;. Damit ist a — b € M; N A = M; N B und letztlich a € B.

Nun zeigen wir, dafl M noethersch ist. Dazu fiihren wir eine Induktion nach der
Léange n der Kompositionsreihe. Sei (1V;) eine beliebige aufsteigende Kette von
Teilmoduln von M. Da M /M; eine Kompositionsreihe der Lénge n — 1 hat, gibt
es ein k € N mit m(Ny) = 7(N;) und Ny N M; = N; N M fiir alle [ > k. Nach
dem gerade gezeigten folgt dann N, = N; fiir alle [ > k. Also ist M noethersch.
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(¢) Da M artinsch und noethersch ist, miissen die Ketten

M2 FOM) (M) 3.
0C ker(f)gker(fz)g...

stabilisieren. Also existiert ein k mit f**(M) = f*(M) und ker(f*%) = ker(f*)
fiir alle i € N. Sei nun z € ker(f*)N f*(M), d.h. es gibt ein y € M mit z = f*(y).
Wegen 0 = f*(z) = f?*(y) ist y € ker(f*) = ker(f*) und daher z = f*(y) = 0.
Ist m € M beliebig, so gibt es ein m’ € M mit f¥(m) = f*(m/). Also ist
fE(m — f*(m’)) = 0. Das zeigt m = (m — f5(m/)) + f5(m') € ker(f*) + f*(M).

(d) Sei k wie oben bestimmt. Ist f*(M) = M, so ist ker(f*) = 0, also ker(f) = 0 und
f ist ein Automorphismus. Andernfalls ist f*(M) = 0. Alle Elemente in E \ E*
sind daher nilpotent. Nach Teil (b) von Bemerkung 2.3.10 ist E lokal. 0

Satz 2.3.18 (Krull-Schmidt) Sei S ein rechts-artinscher Ring und M ein endlich
erzeugter S-Rechtsmodul. Sind weiter

zwet Zerlequngen von M in unzerlegbare S-Moduln, so gilt | = k und nach geeigneter
Umnummerierung M; = N; fiir alle 1.

Beweis: Ist [ = 1, so ist nichts zu zeigen. Sei daher [ > 1. Bezeichne «;: M — M; und
Bj: M — Nj die kanonischen Projektionen von M auf M; bzw. N;. Fassen wir diese als
Elemente von Endg (M) auf, so gilt 1 = 51+ - -+, und daher oy = a0+ - -+ 00.
Die Einschrankung auf M; liefert 1, = Zle a1 0 Bi|v, € E = Endg(M;). Da E
lokal ist, kénnen nicht alle Summanden im maximalen Ideal von E liegen. Also diirfen
wir annehmen, dal z.B. a; o 8]y, ein Automorphismus auf M; ist. Daher spaltet
der Monomorphismus [y, : M7 — N; auf. Weil Ny unzerlegbar ist, ist (31]y, ein
Isomorphismus.

Sicherlich ist M; Nker(f;) = 0. Ist a € Ny, so gibt es ein b € M; mit a = (1(b).
Dann ist (e —b) = a — 1(b) = 0. Damit ist a = b+ (a — b) € My @ ker(f5), was
N1 € M; @ ker(31) beweist. Wir haben also

M:M1®ker(ﬁ1) :Ml@NQ@@Nk
gezeigt. Nun kénnen wir die Induktionshypothese auf
No® - &N, ZM/My =My ® -+ D M,

anwenden. O
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2.4 Stellen und Verzweigung

Wir wollen zunéchst ein paar bekannte Tatsachen iiber Betragsabbildungen erwéhnen
und verzichten auf die Beweise. Sie finden sich bei [Rei03], [Neu92] und [FT91].

Definition 2.4.1 Es sei K ein Korper. Ein Absolutbetrag auf K ist eine Abbildung
|| KHRZO mit

(a) 2] =0 <= 2=0
(b) [zy| = [z]ly]

(c)

)

(d) Es gibt ein x € K* mit |z| # 1.

lz +y| < x|+ Jy|

Erfiillt ein Absolutbetrag anstatt (c) die stiarkere Bedingung |x + y| < max(|z|, |y|) fur
alle z,y € K, so heift | .| nicht-archimedisch, andernfalls archimedisch.

Zwei Absolutbetréige |.|; und |.|s heiflen dquivalent, falls fiir alle z € K gilt

Wir bezeichnen mit K| die Vervollstindigung von K beziiglich | . |.

Definition 2.4.2 Es sei D ein Schiefkérper. Eine diskrete Bewertung auf D ist eine
Abbildung v: D — Z U {oo} mit den folgenden Eigenschaften:

v(z) =00 <= =0

(
v(zy) = v(x) +v(y) fir alle z,y € D

(¢) v(z+y) > min(v(z),v(y)) fir alle x,y € D
(d) v(D*) #{0}.

Es bildet {x € D | v(z) > 0} einen Teilring von D, den sogenannten Bewertungsring
von v.
Weiter ist K — R, x — exp(—v(z)) ein nicht-archimedischer Absolutbetrag.

Definition 2.4.3 Es sei R ein Integritdatsbereich. Falls es eine diskrete Bewertung v
auf Quot(R) gibt so, dal R der Bewertungsring von v ist, dann heifit R diskreter
Bewertungsring.

Ist p ein Primideal von R, so bezeichnet R, := {% lzre R, ye R\ p} die Lokalisie-
rung von R an p.

Man nennt R einen Dedekindring, falls R, fiir alle Primideale p von R ein diskreter
Bewertungsring ist.
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Ist R ein diskreter Bewertungsring mit K := Quot(R) und dazugehoriger diskreter
Bewertung v. Dann bezeichne K die Vervollstéandigung von K beziiglich v gerade
die Vervollstdndigung von K beziiglich des durch v induzierten Absolutbetrags. Die
diskrete Bewertung v 1Bt sich dann fortsetzen zu einer diskreten Bewertung ¢ auf K.
Die Vervollstéandigung R von R ist dann der Bewertungsring von 0.

Ist R ein Dedekindring und p ein Primideal von R, so bezeichnet Rp die Vervollstandi-
gung von R,

Im Folgenden sei R ein Dedekindring mit Quotientenkoérper K und A eine zentralein-
fache K-Algebra.

Bemerkung 2.4.4 Jedes (gebrochene) Hauptideal () von K besitzt dann bekannt-
lich eine eindeutige Faktorisierung (z) = [[,(p)™ @) in Primideale von R. Fiir ein
fixiertes Primideal p liefert die Zuordnung = +— v,(x) eine diskrete Bewertung und
x +— exp(—vp(z)) einen nicht-archimedischen Absolutbetrag auf K, den durch p indu-
zierten Absolutbetrag. Zwei verschiedene Primideale induzieren nichtdquivalente Be-
trage.

Definition 2.4.5 Eine Stelle von K ist eine Aquivalenzklasse von Absolutbetriigen.
Sie heifit unendlich, falls die Absolutbetrige archimedisch sind, ansonsten endlich.
Eine Stelle heifit ,, R-Stelle®, falls die Stelle durch ein Primideal in R induziert wird,
ansonsten ,,Nicht- R-Stelle“.

Des weiteren bezeichne Kp die Vervollstdndigung von K an der Stelle P und Ap =
K p®r A. Nach Lemma 2.1.8 ist A eine zentraleinfache K -Algebra.

Da alle Primideale verschiedene ,, R-Stellen“ induzieren, werden wir nicht zwischen den
Primidealen und ihren Stellen unterscheiden.

Definition 2.4.6 Ein algebraischer Zahlkérper ist eine endliche Korpererweiterung
von Q. Ein Funktionenkdrper ist eine endliche Erweiterung von F,(¢). Ein globaler
Koérper ist entweder ein algebraischer Zahlkérper oder ein Funktionenkorper.

Bemerkung 2.4.7

(a) Fiir einen Zahlkorper K induziert jede Einbettung o: K — C via z — |o(z)|
eine unendliche Stelle. Zwei Einbettungen erzeugen dabei dieselbe Stelle genau
dann wenn sie entweder gleich oder aber komplex konjugiert sind. Eine solche
unendliche Stelle P heifit reell falls das dazugehorige o(K) C R ist, ansonsten
komplex.

Weiter ist Kp dann isomorph zu R oder C, je nachdem ob P reell ist oder aber
komplex.
Neben den durch Primidealen induzierten ,, R-Stellen“, sind dies die einzigen
Stellen von K. Insbesondere sind die unendlichen Stellen gerade die ,,Nicht-R-
Stellen“.
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(b) Ein Funktionenkérper K = F,(t) besitzt nur endliche Stellen. Aber aber nicht
alle sind ,, R-Stellen®, wie die durch die Gradbewertung auf K induzierte Stelle
zeigt, wenn man R = F[t] wahlt.

Definition 2.4.8 Sei A eine zentraleinfache K-Algebra. Nach dem Struktursatz von
Wedderburn gilt: Fiir jede Stelle P von K ist Ap = DEP*"" fiir einen Schiefkérper Dp

mit Zentrum Kp. Ist [Dp : f(p] = m3, so heilt mp der lokale Indexr und kp die lokale
Kapazitdt von A an P. Ist mp > 1, so sagt man P sei verzweigt in A.

Bemerkung 2.4.9 Ist K ein algebraischer Zahlkorper. Dann konnen keine komplexen
unendlichen Stellen von K verzweigen, da C algebraisch abgeschlossen ist und somit
keine echten endlichen Schiefkérpererweiterungen zuldait. (Oder dquivalent dazu: die
Brauergruppe von C ist trivial.)

2.5 Ideale, Ordnungen und

das Brandtsche Gruppoid
Es sei R ein Dedekindring, K = Quot(R) sein Quotientenkorper und A eine einfache
K-Algebra mit Z(A)/K separabel.

Definition 2.5.1 Ein Element a € A heifit ganz tber R, falls es ein normiertes Poly-
nom p(X) € R[X] gibt mit p(a) = 0.

Lemma 2.5.2 Fliir jedes a € A sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) a ist ganz iber R.
(b) Rla] ist ein endlich erzeugter R-Modul.
(c¢) a liegt in einem Teilring B von A, der als R-Modul endlich erzeugt ist.

(d) pax(X) € RIX].

Beweis:
a)=(b) Es existieren g, ...,7m_1 € R so, daB a" = Y72 r,a. Damit ist R[a] =
k=0
n—1 k
Ra".
k=0

(b)=>(c¢) Man withle B = R|[a].
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(¢)==(d) Sei B =3 ,_, Rby mit by,...,b, € B\{0}. Da B cin Ring ist, gilt ab; € B.
Damit existieren a;; € Rmit ab; = 37, a;;b;. Mit den Bezeichnungen M = a-I,—(a;;)
und b = (by,...,by,)" gilt M-b = 0. Damit ist det(M)-I,,-b = M*-M-b = 0 wobei M* die
zu M adjungierte Matrix bezeichne. Da R ein Integritdtsbereich ist, folgt det(A) = 0.
Dies zeigt, dafl a eine Nullstelle des normierten Polynoms g(X) := det(X - I, — (a;;)) €
R[X] ist. Es existiert somit ein normiertes Polynom h(X) € K[X]| mit g = piox - h-
Nach dem Lemma von Gauf ist dann pu, x € R[X].

(d)==(a) Ist klar. o

Korollar 2.5.3 Ist a € A ganz iber R, so sind Tra/k(a), Nrask(a), tra x(a) und
nra/g(a) in R.

Beweis: Es geniigt die Behauptung fiir tra/x(a) und nra/k(a) zu beweisen. Sei S
der ganze Abschluff von R in Z(A). Dann ist a auch ganz iiber S. Es sei E ein
Zerfallungskorper von A und h: E®zg) A — E™ ™ ein E-Isomorphismus. Dann
ist h(1 ® a) ganz iiber S und damit ist pp ga),z(X) € S[X]. Das charakteristische Po-
lynom von h(1® a) teilt eine Potenz von fip(1g4),5(X) in Z(A)[X]. Nach dem Lemma
von Gauf liegt es damit ebenso in S[X]. Nach Definition 2.2.8 sind dann tr4,x(a) und
nra g (a) ganz iiber R. 0

Definition 2.5.4 Ein R-Gitter ist ein endlich erzeugter, torsionsfreier R-Modul. Ein
volles R-Gitter von A ist ein R-Gitter I mit K @z [ ~ A.

Eine R-Ordnung ist ein R umfassendes volles R-Gitter in A, das zugleich ein Teilring
von A ist. Eine Ordnung heifit maximal, falls sie in keiner anderen enthalten ist. In
diesem Fall sprechen wir von einer R-Maximalordnung.

Alle Gitter in dieser Arbeit seien als voll angenommen.

Definition 2.5.5 Sei I ein R-Gitter. Die zu [ gehoérende Links- bzw. Rechtsordnung
ist

O(l)={xe€A|xl C I} bzw.
O,(I) ={zxecA| Iz CI}.

Weiter ist das zu I inverse Gitter 17! gegeben durch

I'"'={zcA|IzICl}={zcA|Iz CON}={zcA|zI CO.()} .

Bemerkung 2.5.6 (Rechenregeln) Es seien [ und J zwei R-Gitter in A. Dann
gelten

(a) IJ ist ein R-Gitter.
(b) O,(I) sowie O,(I) sind R-Ordnungen.
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I71ist ein R-Gitter.

ICO) < 1C0O,().

Oy(I) CO(IJ) und O(I) C O.(I7)
0,(J) € O,(1J) und O,(I) C (1)

(d

(c)
)
(e)
(f)

Ist O;(1) bzw. O,(I) eine R-Maximalordnung, so gilt in (d) respektive (e) stets ,,=*.

Bewezs:

(a) Sicher ist I.J ein endlich erzeugter R-Modul. Da I und J beide eine K-Basis von
A enthalten, enthélt auch IJ ein K-Erzeugendensystem von A.

(b) O,(I) ist ein Teilring von A sowie ein R-Modul, der R enthélt. Fiir jedes z € A
ist x1 ebenfalls ein R-Gitter. Da I iiber R endlich erzeugt ist, existiert einr € R
mit rzl C I. Daher ist A = K - O;(I).

(c) Sei A = Oy(I). Wie in (a) finden wir r,s € K* mit rA C I C sA. Dann gilt
I'"'={z€eA|xzI CA} C{ze€eA|rAC A} =r'A bzw. analog s 'A C 1.
Also ist 171 ein volles R-Gitter.

(d) ICO() < IICI <= 1CO,(I).
(e) Die erste Inklusion folgt aus O;(1)[J = 1J = Oy(I) C O,(1J). Die zweite ist

wegen IT-1 - (Oy()I) = IT-'1 C I 'O C It = O) C O,
richtig.
(f) Analog zu (d). 0

Satz 2.5.7 Fs sei A ein R umfassender Teilring von A mit K @ A = A und jedes
x € A sei ganz iber R. Dann ist A eine R-Ordnung. Umgekehrt besitzt jede R-Ordnung
diese Eigenschaften.

Beweis: Sei (x1,...,xy,) eine K-Basis von A. Wir konnen annehmen, daf§ alle z;
in A liegen. Damit ist I := > ;" Rxy C A ein volles R-Gitter. Weiter ist d :=
det(tra/x (z;x;)) € R und nicht 0, da die Spurbilinearform nicht ausgeartet ist.
Seinun z € A, soist © =) ," | A\pxy mit A, € K. Also gilt

tra/x (z2;) Z)\ tra i (wiz;) € R.

Losen wir das lineare Gleichungssystem nach Ay, ..., A, auf, so zeigt die Cramersche
Regel \; = d~1r; fiir ein r; € R. Esist also I C A C d~'I. Daher ist A eine R-Ordnung.

Ist umgekehrt A eine R-Ordnung und x € A. Dann ist R[z] C A ein endlich erzeugter
R-Modul, d.h. z ist ganz iiber R. 0
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Satz 2.5.8 Es seien I C J zwei volle R-Gitter in A. Dann existieren eine K-Basis
T1y..., Xy, von A sowie gebrochene R-Ideale by,...,b,, in K und eine absteigende
Kette ay D ay 2 ... D a,, von ganzen R-Idealen so, daf$ gilt

I = EB brrr und J= @ bragzy.
k=1 k=1

Auferdem sind die Ideale ay,. .., a,, eindeutig bestimmit.

Beweis: Ein Beweis findet sich in [O’M00, Theorem 81:11, S. 214]. 0

Definition 2.5.9 Sei M ein endlich erzeugter R-Modul und p ein Primideal von R.
AuBlerdem bezeichne R,, die Lokalisierung von R an p und R, die p-adische Komplet-
tierung von R mit dazugehdérendem Quotientenkorper K.

Weiter heifien M, := R, ®z M und M, := R, @z M die Lokalisierung bzw. die Kom-
plettierung von M an p.

Falls R lokal ist, werden wir bei den Komplettierungen den Index p manchmal weg-
lassen.

Wegen Mp = ]%p RKr M = RP ®R, (Ry®p M) = RP ®pr, My kann die Komplettierung
eines R-Moduls M an p in zwei Schritten durchgefiihrt werden; zuerst lokalisiert man
an p und dann komplettiert man.

Lemma 2.5.10 Sei R ein diskreter Bewertungsring mit mazimalem Ideal Rm und M
ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gelten

(a) R/7*R = R/7*R fir alle k > 1.
(b) M/m*M = M /7*M fiir alle k > 1.
Beweis: Bezeichne f: R — R — ﬁ/wk}% die Komposition der beiden kanonischen

Morphismen. Da R dicht liegt in R, ist f ein Epimorphismus. Weiter ist ker(f) =
RN a*R = 78 R. Daraus folgt (a).

Nach Satz 2.5.8 ist M = @ R/7™ R mit n; > 0. Daher kénnen wir M = R/7"R mit
=1

n > 0 annehmen. Es Wirdb
M= R/mf"R~ R/n"R= M . -

Wir konnen M also als Teilmenge von M auffassen und wir stellen uns M = R ®p M
als RM vor. Damit folgt
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Lemma 2.5.11 Ist R ein diskreter Bewertungring mit mazximalem Ideal R, so liefern

I — RI=1
JNA — J

inklusionserhaltende Bijektionen zwischen den R-Gittern von A und den R-Gittern
von A. Insbesondere induzieren diese Abbildungen eine Bijektion zwischen den ent-
sprechenden Ordnungen.

Beweis: Sei I ein R-Gitter in A. Dann ist eine R-Basis (xl, ..., Zy,) von I auch eine
K-Basis von A, eine R-Basis von I und eine K-Basis von A. Damlt ist I ein volles
R-Gitter in A mit

fﬂA:é(RﬂK)xk:éka:I.

Umgekehrt sei J ein R-Gitter von A. Weiter sei v die Fortsetzung der zu R gehorenden
diskreten Bewertung auf K. Fiir eine K-Basis (€1,...,e,) von A existieren nun r;; € K

so, daf b, = Zj L ri€; (1 < i < n)eine R-Basis von J ist. Da (ey, ..., e,) ein volles

R-Gitter in A erzeugt, existiert ein & € N mit 7e; € J fiir alle 7. Jetzt wihlen wir
ri; € R mit v(ry; —rj;) > k und setzen b; = Y7 rje;. Ist J' das von (by,...,0))
erzeugte R-Gitter in A, so gilt J = J' + «J. Mit Nakayamas Lemma folgt J' = .J.
Somit enthalt J N A die Elemente 0}, ..., 0/, und ist damit ein volles R-Gitter in A mit

R-(JNA)=J. 0

Satz 2.5.12 FEs seien I ein R-Gitter und A eine R-Ordnung in A. Dann gilt fiir alle
p < R:

max

(a) A, ist eine Ry,-Ordnung in A.
(b) A, ist eine R,-Ordnung in A,.
(c) I, ist ein Ry-Gitter in A mit O,(1,) = Oi(1), und O,(I,) = O.(1),.

(d) I, ist ein Ry-Gitter in A, mit

e —

Ouly) = Ou(Ly) = O(I), und O,(1,) = O,(1,) = O,(I),.

Beweis: Es liefert das Lokalisieren von R-Gittern bzw. R-Ordnungen in A wieder ein
Ry-Ideal bzw. eine R,-Ordnung in A,. Nach dem vorherigen Lemma gilt dies entspre-
chend auch fiir die Komplettierung.

(c) Sei z € O)(1y), dann gilt xI, C I,. Ein R-Erzeugendensystem (xy,...,z;) von [
erzeugt ebenfalls [, iiber R,. Also existieren r;; € R, s;; € R\ p (1 <14,j <)
mit zz; = S0 My Mit s = =1, s € R\ p gilt szI C I. Dies zeigt O;(I,) C

J=1 s
Oi(I)y. Die umgekehrte Inklusion ist trivial.



2.5. IDEALE, ORDNUNGEN UND DAS BRANDTSCHE GRUPPOID 33

(d) Sei (b1,...,by) eine Ry-Basis von I,. Dann gilt

O(l,) N A, = {z € A, | xb; € I, fiir alle 7}
={x € A, | xb; € I, fur alle i}
= Ol(Lp) = Oul1),

Mit dem vorherigen Lemma folgt die Behauptung. 0

Satz 2.5.13 Zwei R-Gitter I und J in A sind genav dann gleich, wenn I, = J, fiir
allep < R gilt.

max

Beweis: Sind I und J gleich, so stimmen sie natiirlich an allen Lokalisierungen {iberein.
Fiir die Umkehrung geniigt es zu zeigen, dafl jeder endlich erzeugte R-Modul M mit
M, = 0 fiir alle p < R der Nullmodul sein mufl. Denn dann wendet man die Aussage

max

auf ([ +J)/I und (I + J)/J an.

Sei nun ein solcher Modul M mit Erzeugendensystem (z1,...,z;) gegeben. Die Menge
a={r e R|rM =0} bildet ein Ideal in R. Wére a C R, so existiert ein maximales
Ideal p von R mit a C p. Wegen M, = 0 existieren sq,...,s € R\ p mit sz, = 0.
Mit s := Hig:1 s € R\ p folgt sM = 0 und damit s € a C p. Also kann ein solches
Primideal p nicht existieren. D.h. es ist a = R und damit M = 0. O

Da die Gitter von A, und flp korrespondieren, gilt Satz 2.5.13 auch fiir die Komplet-
tierungen.

Definition 2.5.14 Zu einem R-Gitter [ in A ist [# := {& € A | tra/x(2I) C R} das
duale Gitter beziiglich der Spurbilinearform 7.

Lemma 2.5.15 (Rechenregeln fiir duale Gitter) Ist I ein R-Gitter in A, so gilt:
(a) Ist J ein weiteres R-Gitter in A mit J C I, so folgt I* C J#.
(b) I* ist ein R-Gitter.

—_—

(c) Fiir allep < R ist (I*), = (I,)* und (I#), = (I,)*.

(d) (I*)# =1.
(e) OL(I) = O (I#) und O,(I) = O,(I#)

(f) It = (O(D)* - D)#* = (I - O,.(I)*)#, insbesondere vertauscht Invertieren mit
Lokalisieren und Komplettieren.

Beweis:

(a) Dies ist eine direkte Folgerung aus Definition 2.5.14.
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(b)
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I ist sicher ein R-Modul. Auerdem gilt (r1)# = r='(I#) fiir alle r € R. Wir
diirfen daher I C O,(I) voraussetzen. Nach Satz 2.5.7 ist dann trA/K(IQ) C
tra/k(I) C trax(O;(I)) € R. Damit ist I C I#. Seien dann z1,...,z, € [
so, daB diese eine K-Basis von A bilden. Wir setzen L := > 7" | Rz, C I.

Da die Spurbilinearform nicht ausgeartet ist, existieren zj,...,z} € A mit

tra /K(xlx;‘) = 0;;. Diese Elemente bilden eine R-Basis von L#. Also ist L# ein
R-Ideal in A und erfiillt L C I C I C L#. Also ist I* ein volles R-Gitter in A.

Essei £ € (I*), mit x € I* und r € R\ p. Dann gilt tra x(2%) = L tra/k(zy) €
R, fiir alle y € T und s € R\ p. Dies zeigt (I%), C (I,)*.

Umgekehrt seien z € (I,)* und (z1,...,%,,) eine R,-Basis von I,. Dann ist
tra i (ve;) = ;—1 mit 7, € R und s; € R\ p. Setzen wir s := [],s;, so folgt
tra/k(szl) C R. Also gilt sz € I* und damit z € (I#),. Damit ist (I#), = (I,)*.

Da Dualisieren mit Lokalisieren vertauscht, konnen wir R = R, voraussetzen.
Weiter sei dann (z1,...,2,) eine R-Basis von I. Nach Korollar 2.2.7 ist tr;

eine Fortsetzung von try, . Mit R = KN R folgt somit
I* ={x € A|tra/x(zz;) € R fiir alle i}
={z e Altryg(az;) € R fiir alle i} = (I)* N A.

—

Mit Lemma 2.5.11 folgt hieraus (I#) = (I)#.

Wir diirfen erneut R als lokal annehmen. Dann ist I ein freies R-Gitter mit einer
R-Basis z. Die zu z duale Basis z* ist dann eine R-Basis von /7. Damit ist z
wiederum zu z* dual und somit eine R-Basis von (I#)#.

Aus
ze€O() = 2l CI = trax(I7al) Ctrax(I"1) C R = x € O,(I7)

folgt
O)(I) C O,(I7).

Genauso zeigt man O, (I) C O,(I#). Mit (I#)# = I folgt daraus die Behauptung.

Es gilt
(O(D)# - D ={x € Al trax(O(I)*Iz) C R}
={zcA|ls C(ODH* =0(D)}y=T1"".
Analog folgert man die verbleibende Identitéat. O

Satz 2.5.16 Jede R-Ordnung ist in einer R-Maximalordnung enthalten, und es exi-
stiert mindestens eine R-Maximalordnung.
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Beweis: Sei x1, ..., 2y, eine K-Basis von A. Damit wird I := > | Rxy, ein R-Gitter
in A. Somit existiert zumindest eine R-Ordnung, namlich O;(I). Es verbleibt noch zu
zeigen, daf jede R-Ordnung A in einer R-Maximalordnung enthalten ist.

Sei A’ eine beliebige R-Ordnung, welche A enthalte. Aus try g (A'A) = trax(A) C R
folgt A’ C A#. Da A" noethersch ist, existiert insbesondere eine R-Maximalordnung
die A enthélt. 0

Satz 2.5.17 Fliir eine R-Ordnung A in A sind dquivalent:
(a) A ist eine R-Mazimalordnung in A.

b) Fiir alle Primideale p von R ist A, eine Ry-Maximalordnung in A.
( p p P g
(c¢) Fir alle Primideale p von R ist Ap eine Rp-Maxz'malordnung mn Ap.

Beweis:
(a)=(b) Sei A maximal und p <9 R. Nach Satz 2.5.16 gibt es eine R,-Maximalordnung

max

Q mit A, C Q. Dann existiert ein r € R\ {0}, so dai Q2 C A, gilt. I' := rQ2NA ist dann
ein R-Ideal in A. Wegen I'"A C A-A = Aist A C O,(I'). Da A eine R-Maximalordnung
ist, gilt A = O,.(T).

Ist nun z € 72, so gibt es ein s € R\ p mit sz € A, d.h. z € I'y. Ist umgekehrt z € Iy,
so gibt es wiederum ein s € R\ p mit sx € I' C rQ). Damit folgt x € rQ. Wir haben
also I'y = 7} gezeigt. Weiter wird jetzt

Q=0,00) =0,y =0,[I), =A,.
(b)=>(a) ist eine einfache Folgerung aus Satz 2.5.13.

(b) <= (¢) wurde bereits in Lemma 2.5.11 gezeigt. 0

Definition 2.5.18 Sei A eine R-Ordnung in A. Ein R-Gitter [ in A heif}t:
e A-Linksideal, falls A = O(I) gilt.

A-Rechtsideal, falls A = O,.(I) gilt.

o weiseitiges A-Ideal, falls A = O)(I) = O,(I).

normal, falls O;(I) maximal ist.

ganz, falls I C Oy(I).

Hauptideal, falls es ein € A* gibt mit I = O;(I)z und I = zO,(I).

Ein ganzes zweiseitiges A-Ideal B # A heifit Primideal von A, falls fiir zwei ganze
zweiseitige A-Ideale I, J mit IJ C P stets I C P oder J C ‘P gilt.

Ein mazimal ganzes A-Linksideal ist ein ganzes von A verschiedenes A-Linksideal,
welches in keinem anderen ganzen von A verschiedenen A-Linksideal echt enthalten
ist. Analog definieren wir maximal ganze A-Rechtsideale und maximal ganze zweiseitige

A-Ideale.

Ferner sagen wir, das R-Gitter I sei maximal ganz, wenn es ein maximal ganzes O;(I)-
Linksideal ist.
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Wir haben bereits gesehen, dafl ein I C O,(1) <= I C O,(I) gilt. In Satz 2.5.27 und
Korollar 2.5.35 werden wir sehen, dafl auch die Definitionen von ,,normal® und ,, maxi-
mal ganz“ nur scheinbar asymmetrisch sind. Jetzt kommen wir zu ein paar einfachen
Feststellungen.

Bemerkung 2.5.19 Ist A eine R-Ordnung und [ ein ganzes zweiseitiges A-Ideal, so
ist I ein zweiseitiges Ideal des Rings A im gewohnlichen Sinne. Da A einfach ist, ist
umgekehrt auch jedes gewohnliche zweiseitige Ideal I # (0) des Rings A ein volles
R-Gitter in A mit A C O;(1) und A C O,(I). Ist A maximal, so gilt hier Gleichheit.
Im Falle A = K sind die R-Gitter in A gerade die gebrochenen R-Ideale von K. Dies
erklart auch, warum man die vollen R-Gitter einer einfachen K-Algebra manchmal
Ideale nennt. Es ist eine Verallgemeinerung der gebrochenen R-Ideale in K.

Lemma 2.5.20 (Beschreibung der Hauptideale) Sei A eine R-Ordnung in A. Es
ist I := Ax genau dann ein volles R-Gitter, wenn x € A* qilt. Ist dies der Fall, so
gelten

I''=z7'\, O(I)=A=1I"" und O,(I)=a'Az=1"I.

Insbesondere ist also I = Oy(I)x = xO,(I). Damit ist Ax ein Hauptideal und umge-
kehrt sind alle Hauptideale von dieser Gestalt. Analoge Aussagen gelten natirlich auch
fiir I = zA.

Weiter ist Ax genau dann ein zweiseitiges A-Ideal, wenn neben x € A* noch tA = Ax
qgilt.

Beweis: Es sei I = Ax. Sicher ist I damit ein R-Gitter in A. Nun gilt K-I = K-A-x =
A-x. Also ist I ein Ideal genau dann wenn A -z = A gilt, oder dquivalent dazu, wenn
x in A invertierbar ist. Ist dies der Fall, so gelten

Ol) ={yeA|yhz C Azt ={ye A|yAC A} = O,(A) = A,
O (I)={ycA|AzyC Az} ={yc A|a'Azy Co Az} = O, (v 'Az) = 2 Az,
I''={yeA|lAzyCA}={a7'2€ A|A2C A} =270, (A) =27 'A.

Die anderen Aussagen sind einfache Folgerungen hieraus. 0

Ist A eine R-Ordnung, so ist ein ganzes zweiseitiges A-Ideal B per Definition 2.5.18
genau dann ein Primideal von A, wenn fiir alle gewOhnlichen zweiseitigen Ideale I und
J von A/ gilt

I-J=0 = I=0oderJ=0. (%)

Lemma 2.5.21 Sei 9 eine R-Maximalordnung.

(a) Die Primideale von I sind gerade die mazimal ganzen zweiseitigen IM-Ideale.
Fiir jedes Primideal B von M ist p := PN R ein von (0) verschiedenes Primideal
in R. Ferner ist M := M /P eine einfache endlichdimensionale R/p-Algebra.
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(b) Jedes mazimal ganze M-Linksideal enthdilt genau ein Primideal von I, ndmlich
PB:={z M| zMC M}. Weiter ist M/M ein einfacher Linksmodul von /P
und es gilt PN R=MnNR.

Beweis:

(a) Sei P ein maximal ganzes zweiseitiges M-Ideal. Gilt dann IJ C P fiir zwei
ganze zweiseitige 9M-Ideale I und J, so gilt auch (I + P)(J +B) C P. Aus der
Maximalitét folgt (1 + ) = P oder (J +B) = P. Also ist P ein Primideal von
m.

Sei nun umgekehrt P ein Primideal von 9t. Dann ist p := PN R # (0) ein Prim-
ideal von R. Also ist 90 := 9 /P eine endlichdimensionale Algebra iiber R/p.
Nach Lemma 2.3.11 ist rad(901) daher nilpotent. Aus () folgt dann rad(91) = 0,
d.h. 9 ist halbeinfach. Damit ist 91 eine direkte Summe von einfachen 9i-
Rechtsidealen I, ..., I;. Gruppieren wir jeweils isomorphe Rechtsideale zusam-
men, so erhalten wir eine Zerlegung M = n, Vi & --- @ n,V, mit einfachen M-

Rechtsmoduln V;. Dann ist

I = Endgz(n, Vi @ - - - @ n,.V,) = Endgi(n, Vi) x -+ x Endgg(n, V;)
= Endﬁ(‘/l)mxnl X e X EDdﬁ(‘/,«)nran

Wiire r > 1, so gibe es in 901 ein Paar zweiseitiger Ideale I, .J 7# 0 mit I - J = 0.
Aus (x) folgt daher r = 1. Also ist 90t als Matrixring iiber einem Schiefkorper
einfach und P ist somit ein maximal ganzes zweiseitiges 9-Ideal.

(b) Wir setzen P := {x € M | 29 C M }. Dann gilt 8 € M. Man rechnet unschwer
nach, dafl P ein zweiseitiges IM-Ideal ist. Weil 9 noethersch ist, existiert ein
Primideal " von 9t mit P C P’ C M. Aus der Wahl von P folgt nun aber
P C PB. Damit ist P = P’ ein Primideal von M. Angenommen, es gibe ein
weiteres Primideal von 9t mit 3" C M, so folgt wiederum B” C P und damit
B’ =P. Da P N R ein Primideal ist, und wegen 1 ¢ M, gilt MN R =P N R.go

Wir wollen nun fiir normale R-Gitter noch weitere Rechenregeln finden und unter
anderem zeigen, dafl die zweiseitigen 91-Ideale einer Maximalordnung 91 eine freie
abelsche Gruppe bilden, welche von den Primidealen von 91 erzeugt wird. Dazu folgen
wir dem Beweis bei Dedekindringen. Unser Vorgehen verwendet nicht die explizite
Struktur der zentraleinfachen Algebren iiber einem diskret bewerteten Korper. (Wir
verwendeten lediglich die Tatsache, dafl jedes R-Gitter an seinen Lokalisierungen frei
ist, als wir I = (I#)# gezeigt haben.) Alternativ kann man auch zuerst die Ergebnisse
aus Abschnitt 2.7 beweisen. Dort wird gezeigt, dafl iiber einem diskreten Bewertungs-
ring jedes 9M-Linksideal bzw. 9M-Rechtsideal ein Hauptideal ist. Damit erhilt man die
Theorie der normalen R-Gitter etwas leichter, da man alle Beweise nur fiir Hauptideale
fithren muf3.

Lemma 2.5.22 Es sei A eine R-Ordnung in A. Jedes ganze zweiseitige A-Ideal enthdlt
ein Produkt von Primidealen von A.
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Beweis: Angenommen, es existiert ein zweiseitiges A-Ideal, welches der Behauptung
widerspricht. Dann existiert auch ein beziiglich Inklusion maximales Gegenbeispiel I,
da A noethersch ist. Da I kein Primideal von A ist, existieren zweiseitige A-Ideale I, I5
mit I; Q A und I, C I. Ersetzen wir I; durch I; + I, so kénnen wir I C I; annehmen.
Also enthalten I; und I, jeweils ein Produkt von Primidealen von A. Damit gilt dies
auch fiir I, was der Wahl von I widerspricht. 0

Lemma 2.5.23 FEs set I eine R-Maximalordnung und I ein zweiseitiges IM-Ideal.
Falls T C M gilt, dann ist M C I7L,

Beweis: Es gilt sicher 91 C 17!, Sei daher 9 = I~! angenommen. Es existiert ein
Primideal ¥ von 9t mit I C P C 9. Fixieren wir nun ein r € R NP, so gibt es
Primideale B4, ..., By von MM mit Py -. . .- Py, C rI C P. Sei k diesbeziiglich minimal.
Da ‘B ein Primideal von 9 ist, enthilt es eines der P; und somit folgt P = P, fiir ein
1. Seien dann B =Py - ... Py und C :=P,; 1 - ... - Pi. So folgt

rIBPC CM = Br “POB C B = r “PCB C O,(B) = M = O,(P)
— r 'CBCP'=M = CBCrim.

Dies zeigt, da8 k nicht minimal gewesen sein kann. Daher ist 90t # I, 0

Korollar 2.5.24 Es sei I ein R-Gitter. Ist O)(I) mazimal, dann gilt 117! = Oy(I).
Ist O.(I) mazimal, so gilt 7' = O,(I).

Beweis: Es sei M := Oy(I) maximal. Dann ist J := IT~! ein zweiseitiges 9MM-Ideal,
welches wegen J = 1171 C 9 ganz ist. Weiter gilt 1/-1J~1 = JJ~! C M. Daher ist
It C It was J7P C O(I71) = O(I) = M impliziert. Nach Lemma 2.5.23 muf
J = 9 gelten. Fiir O,.(I) geht der Beweis analog. O

Satz 2.5.25 Es sei M eine Mazximalordnung. Jedes zweiseitige IM-Ideal ist ein Pro-
dukt von Primidealen von 9N, und die Darstellung ist eindeutig, bis auf die Anordnung
der Faktoren. (Wir vereinbaren M sei das leere Produkt.)

Ferner bilden die zweiseitigen 9M-Ideale eine freie abelsche Gruppe, die von den Prim-
idealen von M erzeugt wird. M ist das neutrale Element und zu I ist 7' das Inverse.

Beweis: Lediglich die erste Aussage und die Kommutativitéat bediirfen noch eines Be-
weises.

Existenz: Angenommen, es existieren zweiseitige 9i-Ideale die der Behauptung wi-
dersprechen. Sei dann I ein maximales Gegenbeispiel. Es ist I sicher kein Primide-
al von 9. Also existiert ein Primideal P von 9 mit I € P C M. Damit wird
I C Pt CPP! =M Nun gilt P~ # M, denn sonst wire I = P nach dem
vorhergegangenen Korollar. Andererseits ist I # IB~!, denn sonst miifite P~ in
O,(I) = 9 liegen, was nicht sein kann. Wegen der Wahl von [ ist I'}~! daher ein
Produkt von Primidealen von 9t. Damit gilt dies auch fiir I.
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Kommutativitét: Seien P und P’ zwei verschiedene Primideale von 9. Dann gelten

PIP'P C PIMP = N und P(PPP) = PP C P Wegen P # P’ und P’ prim
folgt P~IPP C P’. Damit ist PP C PP'. Vertauschen wir P und P, so erhalten

wir PR = PP
Eindeutigkeit: Sei Py - ... P, = P - ... - PL. Also gibt es ein ¢ mit P, C Py und
somit 3, = P;. Multiplizieren wir mit ;' und verwenden die Kommutativitit, so

gilt (nach eventueller Umnummerierung) By - ... P = P, - ... - P.. Die Behauptung
folgt per Induktion. O

Insbesondere gilt also (I71)~! = T fiir jedes zweiseitige M-Ideal 1.

Lemma 2.5.26 FEs sei [ ein R-Gitter. Ist die Links- oder Rechtsordnung von I ma-
ximal, so gelten

(a) I#* =171 O(1)% =0 (1)* - I,
(b) I )"t =1
Beweis:

(a) Wir setzen A := Oy(I). Dann gilt tra,x (117 *A#) C try,x(AA#) C R. Dar-
aus folgt I='A# C I#. Umgekehrt zeigt trA/K(AII#) = trA/K(U#) C R die
Inklusion

IT# C A? (%)

Wir unterscheiden nun zwei Félle:

Fall 1: Falls O,(I) maximal ist, so folgt aus (x) sofort [# = I7111# C [71A#.
Fall 2: Falls A eine Maximalordnung ist, so ist A# nach Lemma 2.5.15 ein zwei-
seitiges A-Ideal. Aus (*) konnen wir dann schlieflen:

IT* CANY = [IFAN) P CA = [F(AF) ' CT! = [# CT'A*

In beiden Fillen haben wir somit [# = I~ . O;(I)# gezeigt. Der Beweis der
Identitdt I# = O,(I)# - [7! geht analog.

(b) Falls O;(I) maximal ist, so gilt O;(I) = O,(I7!) und es folgt
(I O (TP oDy (PR

Falls O,(I) maximal ist, so schlieit man analog. 0

Mit Hilfe der Identitit (I7!)~! = I zeigen wir nun den folgenden fundamentalen

Satz 2.5.27 Sei I ein R-Gitter. Dann ist O,(I) mazimal genau dann, wenn O,(I)
mazimal ist.
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Beweis: Sei A := O;(I) maximal und A” eine R-Maximalordnung, welche A’ := O,.(I)
enthélt. Weiter sei dann L := IA"T7'. Wegen 1 € A = IT ' und L-L C IA"AN'A'I7! C
L ist L eine R-Ordnung. Damit folgt O,.(171) 220 O(I)=A=0/(L)=L=1INT"
Dies zeigt aber TA” C (I71)~! = I und letztlich A” C A’. Also war O,(I) bereits eine
R-Maximalordnung. Die Umkehrung des Satzes zeigt man genauso. O

Wir haben die wichtigsten Eigenschaften von normalen R-Gittern gezeigt und wollen
diese noch einmal zusammenstellen.

Korollar 2.5.28 Sind I und J zwei normale R-Gitter, so gelten
(a) O(1J)=OI) und O.(IJ) = O,(J).
(b)) O(I) =0, (IY)y =11 und O.(I) = O;(I ) =T7'1.
(c) (I"Ht=1.

Definition 2.5.29 Seien A; und A, zwei R-Ordnungen. Falls ein R-Gitter I mit
O)(I) = Ay und O, (I) = A, existiert, dann heiflen Ay und Ay (durch I) verbunden.

Bemerkung 2.5.30 Je zwei R-Maximalordnungen 9t und 9 sind verbunden. Denn
fir I := MM gilt O)(I) = M und O,(1) = M.

Mit den vorangegangenen Ergebnissen erkennt man:

Satz 2.5.31 (Brandtsches Gruppoid) Die normalen R-Gitter bilden das sogenann-
te Brandtsche Gruppoid. Die Objekte des Gruppoids sind die R-Maximalordnungen.
Fiir zweir R-Maximalordnungen 90, und 9y ist

Hompanat (M1, Mo) = {1 | I ist ein R-Gitter, O;(I) = My und O,(I) = My} .

Wegen 4 IMy € Homp,ana: (91, Ma) ist Hom grana: (MM, Ma) # 0. Die Komposition
zweter Morphismen 9, 1, My und NNy, 7, M5 ust I-J. Das Inverse eines Morphis-

mus Ny 1, My ist gegeben durch My I—_1> m,.

Definition 2.5.32 Das Produkt I; - ...- [, der n R-Ideale I; wird echt genannt, falls
O.(1;) = O)(1i11) fir allei € {1,...,n — 1} gilt.

Zum Abschlufl des Abschnitts wollen wir noch ein paar Ergebnisse iiber echte Produkte
und maximal ganze 9M-Ideale einer Maximalordnung 9t présentieren. Der folgende
Satz entspricht der Faktorisierung der zweiseitigen 91-Ideale in Primideale von 9.
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Satz 2.5.33 Es set M eine R-Maximalordnung. Weiter sei I ein ganzes 9M-Linksideal
so, dafy der M-Modul M /I endliche Kompositionslinge k besitzt. Dann ist I ein echtes
Produkt I = I,-...-I;, von mazximal ganzen normalen R-Gittern Iy, ..., I}.. Insbesondere

gilt damit M = O,(I) = Oy(1;) und O,.(I) = O,(1y).

Beweis: Der Fall £ = 1 ist klar. Sei daher £ > 1 und [I; ein maximal ganzes 91-
Linksideal mit I C I; € 9. Dann hat I;/I Kompositionslinge k& — 1. Setzen wir
M := O,(I), so ist I; ' ein M'-Linksideal. Jeder M-Linksmodul M mit I C M C I’
korrespondiert nun via M +— Il_lM zu einem 9V-Linksmodul M’ mit Il_ll C M CO.
Damit besitzt auch der 9V-Linksmodul 9t /I; ' Kompositionslinge k — 1. Nach der
Induktionshypothese gibt es daher ein echtes Produkt I; '] = I-...- I, mit geeigneten
maximal ganzen normalen R-Gittern. Also gilt I = I-...-I; und O,.(I;) = O;(I; ']) =
O,(1). o

Lemma 2.5.34

(a) Ein echtes Produkt von ganzen normalen R-Gittern ist ganz.

(b) Seien I und J zwei normale R-Gitter. Dann gilt I C J genau dann, wenn es ein
echtes Produkt I = I, - J - Iy mit zwei ganzen normalen R-Gittern Iy und Iy gibt.

Beweis:
(a) Ist I.J ein echtes Produkt zweier normaler R-Gitter, so gilt
IJCIONJ)=10.(1)=1CO(I)=0,(1J).
Die Behauptung folgt nun durch Induktion.

(b) Ist I =1, -J -1y, s0 folgt I C O.(I1) - J-O,(I2) = O(J) - J-OJ) = J. Sei
daher nun I C J angenommen. Wir setzen I; := I(Oy(J)I)~! sowie I := J 1.
Dies sind normale R-Gitter und es gilt:

(O = ((O()) - Oi(]) - 1 = O((O(N)]) 1) = O,(I) . (%)

Mit (x) folgt I = I,-J-I,. Weiter ist das Produkt echt. Wegen (x) gilt (O;(J)I)~' C
It und somit I} C IT7' = Oy(I}). AuBerdem ist I, = J~'T C J 1T = O)(I,).
Also sind I und I, ganz. 0

Korollar 2.5.35 Ist I ein normales ganzes R-Gitter, so ist I genau dann ein maximal
ganzes O,(I)-Linksideal, wenn I ein mazimal ganzes O, (I)-Rechtsideal ist.

Beweis: Angenommen, [ ist ein maximal ganzes O,.(I)-Rechtsideal. Wegen I C O,.()
ist I keine R-Ordnung. Also gilt I € O;(I). Angenommen, es gibe nun ein O,([)-
Linksideal J mit I C J C O(I). Nach dem vorherigen Lemma gibt es dann ein
echtes Produkt I = Iy - J - I, mit ganzen R-Gittern I; und I5. In dem Beweis des
Lemmas haben wir gezeigt, da man [; = I(Oy(J)I)~' wihlen kann. Hier ist nun
Oi(I) = O)(J), also ist Iy = Oy(I) und damit I = J - Iy. Wegen J # O,(I) folgt nun
I=Jl, CO()); =1, C O.Iy) = O.(I). Daher ist I, = O,(I) und somit [ = J.
Der Fall, da§ O;(]) maximal ist, geht analog. O
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Damit ist die Asymmetrie der Definition von ,,maximal ganz“ nun aufgehoben.

Satz 2.5.36 FEs sei M eine R-Maximalordnung. Ein ganzes OM-Linksideal I ist genau
dann ein mazrimal ganzes M- Linksideal, wenn es ein Primideal p von R derart gibt, daf
I, ein maximal ganzes My,-Linksideal ist und Iy = My fiir alle von p verschiedenen
Primideale p’ von R gilt. Ist dies der Fall, so ist p = 1N R.
Analoges gilt fiir die Komplettierungen und 9-Rechtsideale.
Beweis: Wir kénnen I C 9 annehmen. Dann gilt I, C 9, fiir alle p < R. Wegen

I € M gibt es mindestens ein p < R mit I, C 9M,. Bezeichnen wir nun mit J, ein
maximal ganzes 9M,-Linksideal, welches I, enthilt. Dann ist J := 91N J, ein ganzes
M-Linksideal ungleich 9t welches I umfasst. Weiter ist J, die Lokalisierung von J an
p und fiir alle Primideale p’ # p gilt J, = M.

Ist I ein maximal ganzes 9-Linksideal, so stimmen [ und J an allen Lokalisierungen
iberein. Weiter ist dann Jy N Ry = Ry fiir alle Primideale p’ # p. Bezeichnet P das
zu J, gehorende Primideal von 9, gema Lemma 2.5.21, so haben wir dort in Teil (a)
BN R, =pR, und in Teil (b) PN R, = J, N R, gezeigt. Also gilt I N R = p.

Ist I kein maximal ganzes 91-Linksideal, so ist I C J, denn J ist nach dem gerade
Gezeigten ein maximal ganzes 9i-Linksideal. Also gibt es ein Primideal g von R mit
I, € J,. O

2.6 Aquivalenzklassen von Idealen und Ordnungen

Definition 2.6.1 Zwei R-Ordnungen A; und Aj heiflen konjugiert (oder vom selben
Typ), falls Ay = dAod ™! fiir ein d € A* gilt.

Zwei R-Gitter I und J heiflen linksdquivalent (respektive rechtsiquivalent), falls I =
dJ (respektive I = Jd) fiir ein d € A* ist.

Wir schreiben dann I ~; J bzw. A; ~ As.

Bemerkung 2.6.2 Sind zwei R-Ordnungen konjugiert, so sind sie isomorph. Ist A
eine zentraleinfache K-Algebra und sind umgekehrt zwei R-Ordnungen isomorph, so
lésst sich der Isomorphismus zu einem K-Algebrenautomorphismus auf A fortsetzen.
Dieser wird nach dem Satz von Skolem-Noether durch Konjugation mit einem Element
d € A* induziert. Zwei R-Ordnungen in einer zentraleinfachen K-Algebra sind daher
genau dann zueinander konjugiert, wenn sie isomorph zueinander sind.

Bemerkung 2.6.3 Sind zwei R-Gitter linksdquivalent, so haben sie dieselbe Rechts-
ordnung A und sind isomorph als A-Rechtsmoduln.

Nehmen wir umgekehrt an, die beiden A-Rechtsideale I und J seien isomorph. Dieser
Isomorphismus léasst sich auf A fortsetzen und ist daher durch die Linksmultiplikation
mit einem d € A* gegeben. D.h. die Definition der Linksédquivalenz zweier R-Gitter
entspricht gerade der Isomorphie zweier A-Rechtsmoduln.

Entsprechendes gilt fiir die Rechtséquivalenz.
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Wegen (dI)~! = I7'd™! fiir alle d € A* und alle normalen R-Gitter I folgt: Zwei nor-
male R-Gitter I und J sind genau dann linksiquivalent, wenn /~* und J~! rechtsiqui-
valent sind. Damit induziert I — ! eine Bijektion zwischen den Links- und Rechts-
idealklassen einer Maximalordnung.

Bemerkung 2.6.4 Zwei normale R-Gitter I und J mit O;(I) = O,(I) und O;(J) =
O, (J) sind genau dann linkséquivalent, wenn sie rechtséquivalent sind. In diesem Fall
ist es somit angebracht, lediglich von Aquivalenz sprechen. Weiter bilden die Aquiva-
lenzklassen eine abelsche Gruppe.

Beweis: Angenommen, es sei I = dJ fiir ein d € A*. Die beiden R-Gitter besitzen
dann dieselbe Rechts- bzw. Linksordnung 9. Weiter ist d0t = IJ~! ein zweiseitiges
IM-Ideal. Wegen M = O)(1J7) = Oy(dIMN) = dIMd " ist dIN = Md. Es folgt

I =dJ=(dM)-J=J-(dM)=J - (Md) =Jd

da die zweiseitigen 9M-Ideale nach Satz 2.5.25 eine abelsche Gruppe bilden. Dafl die
Aquivalenzklassen eine abelsche Gruppe bilden, rechnet man nun leicht nach. O

Satz 2.6.5 Je zwei linksdquivalente normale R-Gitter besitzen dieselbe Rechtsordnung
und konjugierte Linksordnungen.

Sind umgekehrt zwei normale R-Gitter I und J mit O,(I) = O,(J) und konjugierten
Linksordnungen gegeben, dann ezistiert ein zweiseitiges O(J)-Ideal J" mit I ~; J'J.
Weiter ist die Aquivalenzklasse von J' eindeutig bestimmid.

Beweis: Ist I = dJ mit d € A*, so gilt O;(I) = Oy(dJ) = dOy(J)d*.

Sei nun umgekehrt O;(I) = dO;(J)d™!, so kann man J' := d~'IJ~! wihlen. Ist J”
ein weiteres zweiseitiges O;(J)-Ideal mit I ~; J"J, so folgt J'J ~; J”J und damit
J o~ J 0

Korollar 2.6.6 Ist M eine R-Mazimalordnung und {I; | i € I} ein Vertretersystem
von Rechtsidealklassen von M beziiglich Linksdquivalenz, so enthdlt {O,(I;) | i € T}
aus jeder Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen wenigstens einen Vertreter.

Beweis: Sei MM eine R-Maximalordnung, so ist 990t ein 9i-Rechtsideal, also linkséiqui-
valent zu einem der I;. Damit sind 9V und O,(I;) dquivalent. 0

Korollar 2.6.7 Ist M eine R-Mazimalordnung, {9, | i € I} ein Vertretersystem der
Konjugationsklassen von R-Mazimalordnungen und {I;; | j € Z;} ein Reprdisentan-
tensystem der zweiseitigen M;-Ideale, so ist {1, ;M | j € I;,1 € I} ein Vertretersystem
der Rechtsidealklassen von M beziiglich Linksdquivalenz.
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Beweis: Es sei I ein 9-Rechtsideal. Wir zeigen zunéchst, dafl es ein Paar (1, j) derart
gibt, dal I ~; I, ;9 gilt. Es gibt ein ¢ so, daB8 9M; ~ O;(I). Damit besitzen I und
MM dieselbe Rechtsordnung und konjugierte Linksordnungen. Also existiert nach
Satz 2.6.5 ein j € Z; mit I ~; [; ;MM = I, ;9.

Nun zur Eindeutigkeit von 7 und j: Angenommen, es wire I, ;9 ~; I ;9. Nach
Satz 2.6.5 gllt imz = Ol([i,jm) ~ (’)l(Ikam) = Ol<mk) Also ist 4 = k. Mit Satz 2.6.5
folgt damit dann j = [. O

Analog représentiert {9;; | j € Z;,i € I} alle Linksidealklassen von 9t beziiglich
Rechtsédquivalenz.

2.7 Zentraleinfache Algebren iiber diskret bewer-
teten Korpern

2.7.1 Schiefkorper

Es sei R ein vollstandiger diskreter Bewertungsring mit Quotientenkérper K und ma-
ximalem Ideal Rw. Weiter sei D ein Schiefkérper mit Zentrum K und m? = [D : K].

Die zu R gehorende diskrete Bewertung auf K sei v: K — Z U {oco}. Ohne Ein-
schrankung ist v surjektiv.

Lemma 2.7.1 Ist a, X" + -+ a1 X + ag € K[X] irreduzibel, so gilt
v(a;) > min(v(an,), v(ag)) fir alle0 <i<n.

Beweis: Der Beweis beruht auf Hensels Lemma siehe [Rei03, Theorem 12.2, S. 135].o

Wir definieren nun
w: D 7 U {00 x v(nr x
m ’ m b/x

und

A:={zeD]|w(x)>0}.

Lemma 2.7.2 Fir alle x € D sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) x ist ganz iber R.
(b) nrp/k(x) € R.
(c) w(xz) > 0.

Beweis:
(a)=(b) wurde bereits in Satz 2.5.7 gezeigt.
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(b)=(a) Nr(z) = nrp/x(z)™ € R ist (bis auf das Vorzeichen) eine Potenz von
i (0). Also ist v(py 1 (0)) > 0. Da pi, (X)) irreduzibel ist, folgt aus dem vorherigen
Lemma pu, x(X) € R[X].

(b) <= (c) ist klar. o

Satz 2.7.3 w st eine diskrete Bewertung auf D, welche v fortsetzt.

Beweis: Seien z, y € D. So ist w(r) = 00 <= nrp/x(x) =0 <= = = 0. AuBerdem
gilt w(zy) = w(z)+w(y), da nr multiplikativ und v eine diskrete Bewertung ist. Weiter
kénnen wir w(z) > w(y) annehmen. Dann ist w(zy~') > 0, d.h. xy~! ist ganz iiber R.
Aus Lemma 2.5.2 folgt, dafl auch 1 + zy~! ganz iiber R ist. Damit erhalten wir

w(z +y) = w(l +zy~) +w(y) = w(y) = min(w), w(y)).

Damit ist w eine diskrete Bewertung. Fiir jedes z € K gilt w(r) = —-v(z™) = v(z). o

Definition 2.7.4 Ein Element 7p € D mit minimaler positiver Bewertung beziiglich
w wollen wir Primelement von D nennen.

Im Folgenden bezeichne 7p ein Primelement von D.

Satz 2.7.5 Esist A der ganze Abschlufl von R in D und somit die einzige R-Mazximal-
ordnung von D. Die Finheitengruppe von A ist A* ={x € D | w(z) = 0}.

Weiter sind alle normalen R-Gitter von der Form ™A = Ar%, mit k € Z und es gilt
mpA =rad(A) = Amp.

Insbesondere ist jedes normale R-Gitter ein projektiver A-Modul.

Beweis: Da w eine diskrete Bewertung ist, welche v fortsetzt, bildet A einen Ring
welcher R umfafit. Weiter gilt KA = D. Auflerdem besteht A gerade aus den ganzen
Elementen von D. Nach Satz 2.5.7 ist A somit eine R-Ordnung und enthélt seiner-
seits alle anderen R-Ordnungen von D. Insbesondere ist jedes normale R-Gitter ein
zweiseitiges A-Ideal.

Sei nun I ein zweiseitiges A-Ideal. Dann gibt es ein € I mit w(z) = min(w([)).
Ist y € I beliebig, so folgt w(z~'y) > 0, also y = x(z7'y) € xA. Also ist [ = zA.
Genauso folgt I = Az. Wegen w(D*) = w(np)Z = {w(n%) | k € Z} gibt es nun ein
k € Z mit w(x) = w(rh). Damit folgt I = zA = 75 A = Az = Ark. Da npA das
einzige maximal ganze A-Rechtsideal ist, gilt ferner 7pA = rad(A) = Anp. O

Wir setzen A := A/rpA und R := R/mR. Gerade haben wir gezeigt, daf A ein
Schiefkorper ist. Wegen 1pA N R = 7R ist A ein Vektorraum iiber R.
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Definition 2.7.6 Es existiert also ein e > 1 derart, daf e - w(D*) = Z gilt. Dieses e
heifit der Verzweigungsindex von D /K. Weiter bezeichne f := [A : R] den Trdgheits-
index von D/K.

Satz 2.7.7 Mit den obigen Bezeichnungen gilt e - f = m?>.

Genauer: Sind ay,...,ar € A derart, daf$ ihre Bilder eine R-Basis von A bilden, und
bo, ... be—1 € A mit w(b;) # w(b;) mod 7 fir alle i # j, dann ist {a;b; | 1 < i <
f, 0<j <e—1} eine R-Basis von A.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die lineare Unabhéngigkeit von {a;b;}. Dabei wird sich
auch f als endlich herausstellen. Angenommen, es gibt eine nichttriviale K-Linear-

kombination )
> <Z A) =0 ()

j=0 \i=1
so diirfen wir annehmen, dafl es fiir jedes j ein \j; # 0 gibt. Ansonsten fiihre man
den Beweis mit weniger b;. Damit ist jedes n; := min{v()\;1),...,v(\;s)} endlich. Nun
ersetzen wir alle \j; durch 77" \;; € R und b; durch 7"b;. Damit bleibt (x) giiltig und
die abgeénderten b; erfiillen immer noch die Voraussetzung. Weiter sind alle \j; € R
und fiir jedes j liegt mindestens eines der Aj; nicht in 7 R. Nach einer Umnummerierung
konnen wir w(by) < -+ < w(be—1) und Aoy ¢ mR annehmen. Dies liefert

e—1 s
> (Z Aﬁa,-) biby' =0 mit by’ € mpA fiir alle j > 1.

j=0 \i=1

Reduzieren wir nun modulo mpA, so erhalten wir eine nichttriviale Linearkombination
> A;@; = 0, was der Wahl der a; widerspricht. Damit ist {a;b;} linear unabhéngig
und e - f < m?.

Nun zeigen wir, daf {a;b;} ein R-Erzeugendensystem von A ist. Sei dazu x € A\ {0}.
Dann ist w(z) = k+Z mit k > 0 und 0 < j < e. Daher gilt z = (7"b;)u fiir ein u € A*.
Dieses u besitzt eine Darstellung u = Zlf:l r;a; +x1 mit r;, € R und z; € mpA. Damit
wird x = >, (rm*a;)b; + 21 mit w(x) < w(xy). Ist 21 # 0, so wiederholen wir diese
Konstruktion. Nach n - e Schritten erhalten wir

e

1 f /on
r= Z Z (Z Tg')ﬂklﬂg)> a;bj + y, mit %'(gl') > 1, wlyn) >w(x)+n. (1)

j=0 i=1 \i=1

Fiir alle 7, j bildet die Folge (Z?:l T@(;)Wk71+7§;>> eine Cauchyfolge in R und besitzt

daher einen Grenzwert s;; € R. Setzen wir 2 ::nzij sijaib; € A, so folgt aus (f) fir
alle n > 1 die Ungleichung w(x — 2’) > min(w(y,), k +n — 1). Dies zeigt z = 2/, und
daher ist {a;b;} ein R-Erzeugendensystem von A. Somit ist auch ef > m?. 0

Korollar 2.7.8 Ist R ein endlicher Kérper, so gilt e = f = m.
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Beweis: In diesem Fall ist A ein endlicher chiefkélper, also nach Korollar 2.1.17 ein
Korper. Weiter gibt es dann ein @ € A mit A = R(a). Nun gilt m > [K(a) : K| >
[R(a) : R] = f. Wegen 1 < e < m und ef = m? folgt die Behauptung. O

Satz 2.7.9 Ist R ein endlicher Korper mit q Elementen, so gibt es eine primitive
(¢"™ — 1)-te Einheitswurzel ¢ in D. Es ist L := K|[(]| ein mazimaler Teilkérper von D.
Weiter ist L/ K die bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte unverzweigte Erweiterung
von K von Grad m.

Beweis: Ist R =2 Fg, so ist A isomorph zu F,m. Also hat das separable Polynom
X?"~1 — 1 € R[X] in A gerade ¢™ — 1 verschiedene Nullstellen. Diese lassen sich
mit Hensels Lemma zu (verschiedenen) Nullstellen in A liften. Da A eine primitive
(¢"™ — 1)-te Einheitswurzel besitzt, gilt dies auch fiir A. Nach [Rei03, Theorem 5.8, S.
72] Teil (ii) ist L/K eine total unverzweigte Erweiterung von Grad m. Sei L' C D ein
Korper so, dafl L'/ K eine unverzweigte Erweiterung vom Grad m ist. Dann sind L und
L' nach [Rei03, Theorem 5.8, S. 72] K-isomorph. Nach dem Satz von Skolem-Noether
sind L und L’ dann konjugiert. 0

Bemerkung 2.7.10 Es gelten die obigen Bezeichnungen. Dann ist A = R[(, 7p] =
ZZ;;IO R¢im)y bzw. D = K[, 7mp) nach Satz 2.7.7. Nach [Rei03, Theorem 5.8, S. 72]
Teil (ii) ist der Bewertungsring Oy von L gerade R[(] und es gilt O, := Op /7O =
R[(]. Es sei R = F,. R[(]/R ist eine separable Korpererweiterung. Die Galoisgruppe
Gal(R[C]/R) wird erzeugt vom Frobeniusautomorphismus ¢ — ¢'. Nach Teil (iv) von
[Rei03, Theorem 5.8, S. 72] ist damit auch L/K galoisch und Gal(L/K) wird erzeugt

von ¢ — (1.

Satz 2.7.11 Es gelten die Voraussetzungen wie in Satz 2.7.9. Dann gibt es ein Prim-
element 7, von D und ein 1 < r < m mit ggT(r,m) =1 so, daf 7/, Cmhy ™' = ¢9" gilt
und 7™ ein Primelement von R ist.

Beweis: Wegen dem K-Automorphismus ¢ +— (¢ gibt es nach dem Satz von Skolem-
Noether ein d € D mit d{d~! = (9. Nachdem wir d mit einer geeigneten Potenz von
7 multipliziert haben, gilt j :=m-w(d) € {0,...,m — 1}. Sei h := =T (i Dann gilt
d" = ur® fiir ein b > 0 und u € A*, und h ist die kleinste positive Zahl mit dieser

Eigenschaft. Es folgt

(qh =d"¢d™" = ur®Cr T = uCu = ¢ mod mpA

da A ein Kérper ist. Da  eine primitive (g™ —1)-te Einheitswurzel in A ist, folgt h = m
und somit ggT(j,m) = 1. Seilen nun r, ¢ € Zmit rj—tm = 1 und 1 < r < m. Wir setzen
7w = td". Damit gilt 7),¢rl, " = ¢7 und w(r)) = rw(d)—tw(r) = rj/m—t = 1/m.
Also ist 7, ein Primelement von D. Da 7™ mit 7}, und ¢ vertauscht, liegt es in
Z(D) = K. Wegen w(r,™) =1 ist 7}, ein Primelement von R. 0
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Man kann 7/, so wéhlen, dal ), ein vorher festgelegtes Primelement von R ist. Wir
werden diese Tatsache im folgenden aber nicht verwenden, sondern von nun an 7 := 75
wahlen.

Sei wieder L := K (). Dann wollen wir einen Isomorphismus von L ®x D nach L™*™

angeben.

Bemerkung 2.7.12 Sei r wie im obigen Satz. Erfiille das Primelement 7p von D die
Identitit Tp¢r,t = (7. Sei dann § € Gal(L/K) mit 0(¢) = (7. Wir setzen

7TDZ=(7T 01>ELX :

Fiir alle o € L sei o* := diag (a, 8(a),...,0™ («)). Dann ist die durch

o L®KD _ Lme’ 1® Z ﬂ.iDCj — Z (W*Dy(c*)]
i,j=0 4,7=0

definierte L-lineare Abbildung ein Isomorphismus von L-Algebren.

Beweis: Wie man leicht nachrechnet, gilt (75,)™ = 71, und 75¢* (7))~ = (¢*)7. Da-
her geniigt es zu zeigen, daf§ ¢ ein Isomorphismus von L-Vektorrdumen ist. Sicherlich
liegt D' := K[C*, 73] im Bild von ¢. Also haben wir zu zeigen, dafl dimg(D’) = m?
ist, denn dann ist auch dimy(p(L @k A)) = m? = dimy(L @ A).

Jedes a € D' besitzt eine Darstellung a = Z?:Ol a;f(wjg)j mit geeigneten a; € L.

Wegen
0 I
(ﬂ-D) o (Wjj 0 )
folgt
o aq o3 T Om—1
7T9(Oém,1) 6(0(0) ‘9(0&1) cee 9<C¥m,2)
a= |0 (am-2) T (am-1) (o) o 0 (am-3) (2.1)

0™ ay) 0" Haw) w0 Haz) - 0™ (ap)
Insbesondere ist @ = 0 genau dann, wenn alle o; = 0 sind. Also ist D’ ein m-
dimensionaler L-Vektorraum, und somit ist dimy(D’) = m?, was zu zeigen war. [

Insbesondere sei vermerkt, daf fiir die obige Wahl von 7p und 7 gilt

nrp i (mp) = det(np) =75 =n und  Nrp/g(mp) =7".
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2.7.2 Der vollstindige Fall

Sei R ein vollstandiger diskreter Bewertungsring und K = Quot(R). Weiter sei D
ein Schiefkorper mit Zentrum K und A die eindeutig bestimmte R-Maximalordnung
von D. Um die R-Maximalordnungen und die normalen R-Gitter in einer beliebigen
zentraleinfachen K-Algebra zu bestimmen, benétigen wir zunéchst einige kategorielle
Begriffe:

Definition 2.7.13 Ein Ring heifit erblich, falls jedes seiner Rechtsideale projektiv ist.

Lemma 2.7.14 Ein Ring S ist genau dann erblich, wenn jeder Teilmodul eines freien
endlich erzeugten S-Rechtsmoduls isomorph zu einer direkten Summe von Rechtsidea-
len von S ist.

Beweis: Sei S erblich. Sei M ein freier S-Rechtsmodul mit Basis (my, ..., myg), und sei
N ein Rechtsteilmodul von M. Ist £ < 1, so ist nichts zu zeigen. Sei sei daher k£ > 1
und bezeichne 7: M = @le myS — S die Projektion auf die erste Komponente.

Dann bildet 7(N) ein Rechtsideal von S und es ist kerm = N N (@f:z mlS> nach

Induktionsvoraussetzung eine direkte Summe von Rechtsidealen von S. Da 7(/N) nach
Voraussetzung projektiv ist, spaltet die folgende exakte Sequenz nun auf:

0 — kerm — N = 7(N) — 0.

Also ist N = ©(N) @ ker 7 eine direkte Summe von Rechtsidealen von S. Die umge-
kehrte Implikation ist klar. 0

Korollar 2.7.15 Ein Ring S ist genau dann erblich, wenn alle Teilmoduln eines end-
lich erzeugten projektiven S-Moduls wieder projektiv sind.

Bemerkung 2.7.16 Endlich erzeugt ist eine kategorielle Eigenschaft von Moduln.
Erblich ist damit auch eine kategorielle Eigenschaft.

Sind also S und T Ringe und sind die Kategorien Mod-S und Mod-T &quivalent, so
ist S erblich genau dann, wenn 7" erblich ist.

Beweis: Siehe [Row91, Proposition 4.1.3, S. 358] O

Satz 2.7.17 FEs sei S ein Ring und n € N. Dann sind Mod-S und Mod-S™*" dquiva-
lente Kategorien. Insbesondere ist S erblich genau dann, wenn S™™ erblich ist.

Beweis: Siehe [Row91, Theorem 1.1.17, S. 30 und Example 4.1.10, S. 359]. o
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Korollar 2.7.18 Fiir jedes n > 1 ist A™*" ein erblicher Ring.

Beweis: Es sei a ein von (0) verschiedenes ganzes A-Rechtsideal. Da D ein Schiefkorper
ist, ist aK = aAK = aD = D und somit ist a ein volles normales R-Gitter in der
K-Algebra D, welches nach Satz 2.7.5 projektiv ist. Damit ist A und somit auch A™*"
erblich. 0

Satz 2.7.19 A™*" ist eine Maximalordnung in D"*". Bezeichnet mp ein Primelement
von A, so ist jedes zweiseitige A"*"-Ideal eine Potenz von rad(A™*") = mp A" ", Ins-
besondere ist A™*" [rad(A™") = (A/mpA)™*™ ein Matrizring iber einem Schiefkorper.

Beweis: Sei A eine Ordnung, welche A™*" enthalte. Dann bezeiche I' C D die Menge
aller Matrixeintrége, die in irgendeiner Matrix aus A vorkommen. Es gilt sicher A C T".
Weil A™*" alle Permutationsmatrizen sowie E; := diag(1,0,...,0) enthilt, ist I' =
{r € D| x-E; € A}. Damit ist I' eine R-Ordnung in D und stimmt daher mit
A {iberein. Dies zeigt die erste Aussage. Da die (ganzen) zweiseitigen Ideale von A
und A™*™ korrespondieren, ist jedes zweiseitige A"*"-Ideal eine Potenz von wpA™*™.
Daher gibt es ein k > 1 mit rad(A™") = 75 A™"  Angenommen, es ist k > 1,
so ist mp A™*™ /rad(A™*™) ein nilpotentes nichttriviales Ideal des halbeinfachen Rings
A" [rad(A™™), was Bemerkung 2.3.10 widerspricht. 0

Nun wollen wir die R-Maximalordnungen und die normalen R-Gitter in D™*" bestim-
men. Dazu benétigen wir noch zwei weitere Ergebnisse:

Lemma 2.7.20 Es sei k ein Kérper und B eine endlich erzeugte k-Algebra so, dafs

B := B/rad(B) einfach ist. Sind M, N zwei endlich erzeugte projektive B-Rechts-
moduln, dann gilt M = N genau dann, wenn dimg(M) = dimy(N) gilt.

Beweis: Da B ein rechts-artinscher Ring ist, besitzt B eine Zerlegung in unzerlegbare
Rechtsideale. Ist 1 = e; + - - - + e, die dazugehorende orthogonale Zerlegung der 1 in
primitive Idempotente, so ist B =e;B® --- ® e B. In Satz 2.3.15 haben wir gesehen,
daB €; B minimale Rechtsideale von B sind. Nach Lemma 2.1.7 sind diese zueinander
paarweise isomorph. Mit Satz 2.3.15 folgt e;B = ¢;B fiir alle 7 und j. Weiter sind
M und N projektiv und somit direkte Summanden von B fiir ein k. Nach dem Satz
von Krull-Schmidt sind M und N daher jeweils isomorph zu einer direkten Summe
von Kopien von e; B. Insbesondere sind sie genau dann zueinander isomorph, wenn sie
dieselbe k-Dimension besitzen. 0

Lemma 2.7.21 Es seien A eine R-Ordnung in A und I, J zwei projektive A-Rechts-
ideale in A. Weiter seien I := I/7l, J:=J/mJ und A := A/mA. Dann sind I und J
genau dann isomorph als A-Moduln, wenn I und J isomorph sind als A-Moduln.
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Beweis: Sei f: I — J ein Isomorphismus von A-Moduln. Da I und J projektiv sind,
existieren Liftungen o und 3 von f bzw. f~! so, dafl das folgende Diagramm kommu-
tiert:

[---*- -J--=-- -1
| L
— 1 .51 .7

Setzen wir v := o «, so gilt y(x) — z € 71 fiir alle x € I. Dies zeigt [ = (I) + nl
und damit I = (/). Da I ein noetherscher A-Modul ist, existiert ein & > 0 mit
ker(7*) = ker(y**1). Sei nun x € ker(v). Da v* epimorph ist, existiert ein y € I mit
x =7 (y). Wegen 0 = y(x) = v*T1(y) folgt y € ker(v*) und damit x = *(y) = 0. Also
ist v ein Automorphismus auf I. Analog gilt dies fiir o o 5. Damit liefert a: I — J
einen Isomorphismus von A-Rechtsmoduln. Die umgekehrte Implikation ist trivial. g

Satz 2.7.22 Alle A™*"-Rechtsideale sind Hauptideale.

Beweis: Essei A ;= A™"und A := A/mA. Weiter sei I ein A-Rechtsideal. Da A erblich
ist, ist I ein projektiver A-Rechtsmodul. Damit ist auch I := I /71 ein projektiver A-
Rechtsmodul. Es ist A/rad(A) = A/rad(A) nach Korollar 2.3.9. Nach Lemma 2.7.20
sind I und A daher isomorph, denn sie besitzen dieselbe (R/7R)-Dimension. Mit
Lemma 2.7.21 148t sich dieser Isomorphismus zu einem A-Isomorphismus I = A liften.
Nach Bemerkung 2.6.3 ist I ein Hauptideal. O

Satz 2.7.23 (Hauptsatz) Sei K ein vollstindig diskret bewerteter Korper mit Be-
wertungsring R. Weiter sei A eine zentraleinfache K-Algebra. Dann sind alle R-
Mazimalordnungen von A konjugiert. Weiter ist jedes normale R-Gitter I ein Haupt-
ideal und damit ein projektiver Oy(I)-Linksmodul und ein projektiver O, (I)-Rechtsmodul.
Auflerdem ist fiir jede R-Maximalordnung M die Gruppe der zweiseitigen IM-Ideale ei-
ne von rad(9M) erzeugte unendliche zyklische Gruppe. Ferner ist 9t /rad(9M) ein Ma-
trizring tber einem Schiefkorper.

Beweis: Wir konnen A = D"*" annehmen. Ist dann 9T eine beliebige R-Maximalord-
nung, so gilt nach dem vorherigen Satz 91- A™*" = x A™ " fiir ein x € A*. Damit folgt
M = O)(MA™") = O)(zA™") = A"z =1, Folglich sind alle R-Maximalordnungen
konjugiert. Die Konjugation induziert eine inklusionserhaltende Korrespondenz der
Links-/Rechts- bzw. zweiseitigen Ideale. D.h. alle obigen Behauptungen sind erfiillt,
da sie fiir A™*™ gelten. O

Korollar 2.7.24 Sei R ein Dedekindring und K = Quot(R). Weiter sei A eine ein-
fache K-Algebra so, daf$ Z(A)/K eine endliche separable Korpererweiterung ist. Fir
jedes Primideal p von R sind dann alle normalen R,-Gitter in A @y K, Hauptideale.
Ferner sind alle Rp-Maxz'malordnungen von Ap konjugiert.
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Beweis: Wie schon im Beweis zuvor geniigt es, lediglich die erste Aussage zu zeigen.
Sei E = Z(A) und S der ganze Abschlufl von R in E. Dann gibt es Primideale p;
von S mit p = [[°_, p%. Damit wird E® K, = @;_, E,,. Zu dieser direkten Summe
gehort eine orthogonale Zerlegung der 1 in primitive Idempotente €1,...,€s. Setzen wir
A, (A®KK )i, so gilt A®KK = @z 1 Ai. Weil E®KK eine dlrekte Summe
von separablen Erwelterungskorpern von K ist, bildet der ganze Abschlufl O von Rp
in £ Qg K die einzige Rp Maximalordnung in F ®g K Da jedes ¢; iiber R ganz ist,
liegen alle ¢; € O. Sei nun I ein normales R,-Gitter in A,. Weiter sei M = O,().
Dann ist 9 eine ]%p—MaXimalordnung von A®g kp. Es folgt M = P;_, Me;. Jedes
der Me; ist dann eine Spi—MaXimalordnung der zentraleinfachen Em—Algebra A;. Nach
dem vorherigen Satz existieren nun z; € A; mit [ = @;_, I'e; = x;¢;M. Setzen wir
T =) T, so gilt I =M. O

2.7.3 Der allgemeine Fall

Sei R ein diskreter Bewertungsring (nicht mehr notwendigerweise vollstdndig) mit
maximalem Ideal Rm und Quotientenkorper K = Quot(R). Weiter sei A eine zentral-
einfache K-Algebra.

Satz 2.7.25 Es sei M eine R-Mazimalordnung in A und 9 := M /7M. Dann gilt
M /rad (M) = M /rad(M) = M /rad(9N) .

Beweis: Die erste Isomorphie wurde schon in Korollar 2.3.9 gezeigt. Aufierdem gilt
EI)T/ 7 = M nach Lemma 2.5.10. Wendet man nun Korollar 2.3.9 auf M an, so folgt
I /rad (M) = M /rad(IM). 0

Satz 2.7.26 (Hauptsatz) Alle R-Mazimalordnungen in A sind konjugiert. Weiter
ist jedes normale R-Gitter I ein Hauptideal und damit ein projektiver Oy(I)-Linksmodul
und ein projektiver O,.(I)-Rechtsmodul. Auferdem ist fir jede R-Mazimalordnung N
die Gruppe der zweiseitigen IM-Ideale eine von rad(IM) erzeugte unendliche zykli-
sche Gruppe,/u\nd M /rad(IMN) ist ein Matrizring iber einem Schiefkérper. Weiter gilt

rad () = rad(M).

Beweis: Sei M eine R-Maximalordnung von A. Es sei I ein ganzes 9M-Rechtsideal. Da
M erblich ist, ist I ein direkter Summand von 9. Nach Lemma 2.5.11 ist dann auch /
ein direkter Summand von M. Also ist 9 erblich. Weiter ist 90t/rad(90) 2 M /rad (90)
ein Matrixring iiber einem Schiefkérper. Damit 148t sich der Beweis von Satz 2.7.22
nun auch fiir 9 durchfithren, denn er stellt an 99T nur diese beiden Bedingungen. D.h.
alle normalen R-Gitter sind in der Tat Hauptideale. Wie im Beweis von Satz 2.7.23
folgt nun, daf alle R-Maximalordnungen von A konjugiert sind.

Da 9Mt/rad(9M) einfach ist und rad(9) nach Lemma 2.3.5 in jedem maximal ganzen
zweiseitigen 9-Ideal liegt, ist rad(9M) das einzige Primideal von 90t. Nach Satz 2.5.25
ist jedes zweiseitige M-Ideal daher eine Potenz von 9. Aus Lemma 2.5.11 folgt schlief3-
lich, daB rad(90) die Komplettierung von rad () ist. 0
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Satz 2.7.27 FEs sei R ein Dedekindring mit K = Quot(K) und A eine zentraleinfache
K-Algebra. Ferner sei M eine R-Mazimalordnung von A. Ein zweiseitiges IM-Ideal 1
st genau dann ein Primideal von M, falls es ein Primideal p von R gibt, mit

I, — rad(IM,) fallsp’ =p
r M,y sonst

Ist dies der Fall, so gilt p =1 N R.
Insbesondere gibt es also eine Korrespondenz zwischen den Primidealen von M und
den Primidealen von R via B — PN R bzw. p — rad(M,) N M.

Analoges gilt fiir die Komplettierungen.

Beweis: Der Beweis geht analog zu Satz 2.5.36. 0

2.8 Norm von R-Gittern

Es sei R ein Dedekindring, K = Quot(R) und A eine einfache K-Algebra mit m :=
[A: K]. Weiter sei Z(A)/K separabel.

Definition 2.8.1 Es sei I ein R-Gitter mit A := O;(I). Sei weiter € R so, dafl rI
ein ganzes R-Gitter ist. Dann existieren nach Satz 2.5.8 eindeutig bestimmte ganze
R-Ideale a; O ... D q; in K mit

l
AfrI = DR/
k=1

!
Wir definieren die Norm von I als N1y i (1) := 7™ [ a; als R-Ideal in K.
k=1

Um zu zeigen, daf die Definition nicht von der Wahl des Skalars r abhéngt, benotigen
wir zwel Lemmata:

Lemma 2.8.2 FEs sei R ein Hauptidealbereich und I ein R-Gitter in A. Sind weiter
(T1,. ., Tm) und (y1,...,Ym) R-Basen von I bzw. O)(I) mit x; = Z;”:l a;jy; und
a;; € K, so gilt Nrg/x(I) = det(a;;) - R.

Beweis: Es sei rl ganz, d.h. ra;; € R. Nach eventuellen Basiswechseln diirfen wir

weiter annehmen, daf8 (ra;;) Diagonalgestalt besitzt mit ajq | age | -+ | G- Damit
wird A/rl = [[}", R/R - rag. Also gilt

det(aij) . R = T_m HR cragr — NYA/K([).
k=1 O
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Uber einem Hauptidealbereich ist die Definition der Norm eines R-Gitters also un-
abhéngig von der Wahl des Skalars r.

Da Tensorieren mit direkten Summen vertauscht und Rp ein flacher R,-Modul ist, gilt
das

erschiedenes Primideal von

Lemma 2.8.3 Es sei I ein R-Gitter und p ein von (0) v
p) ist die Komplettierung von

R. Dann gilt (Nra/r(I))p = Nray/x, (Ip), und Nrg g (1,
Nra/x(I) an p.

N1y i (l) ist somit wohldefiniert, also unabhéngig von der Wahl des Skalars r, da
dies an jeder Lokalisierung zutrifft. Weiter haben wir gezeigt, dafl Lemma 2.8.2 auch

korrekt ist, wenn R kein Hauptidealbereich ist. Wir wollen in Zukunft dieses Lemma
in diesem Zusammenhang verwenden, ohne stets von Neuem darauf hinzuweisen.

Satz 2.8.4
(a) Ist A eine R-Ordnung und x € A*, so gilt Nra g (Az) = R - Nry/g(x).

(b) Fiir jedes normale R-Gitter I in A ist Nra/x (1) das von {Nra/k(z) | € I}
erzeugte R-Ideal in K.

Beweis: Es geniigt die Identititen an allen Komplettierungen von R zu zeigen. Wegen
Lemma 2.8.3 diirfen wir annehmen, dafl R ein vollstdndiger diskreter Bewertungsring
ist.

(a) Sei dann (xy,...,x,) eine R-Basis von A. Es existieren a;; € K mit x;0 =
> ey aijzy. Damit folgt Nra/x(Az) = R - det(a;;) = R - Nra/k(x), da (a;;) eine

Darstellungsmatrix der Rechtsmultiplikation mit x auf A ist.

(b) Sei N das von {Nra/x(x) | # € I} erzeugte R-Ideal. Da R ein vollstédndiger
diskreter Bewertungsring ist, existiert ein y in I mit / = Ay. Nach (a) haben wir
also N = R - Nry/i(y) zu zeigen. Ist « € I, so existiert ein z € A mit x = zy.
Aus Nry/x(A) C R folgt

Nra/r(z) - R = Nra/x(2y) - R = Nra/r(2) Nra/g(y) - R C Nrar(y) - R
Dies zeigt N C Nry,x(y) - R. Die umgekehrte Inklusion ist trivial. O
Wegen (b) ist die Definition von Nry,k fiir normale R-Gitter einer zentraleinfachen

K-Algebra nicht asymmetrisch. Wir hétten auch die Rechtsordnung anstelle der Links-
ordnung verwenden kénnen.

Satz 2.8.5 Fiir ein echtes Produkt I - J zweier normaler R-Gitter gilt
NYA/K([ : J) = NI‘A/K([) . NI‘A/K(J) .

Insbesondere ist Nr g i (I71) = Nry g (1)~
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Beweis: Komplettieren vertauscht auch mit der Idealmultiplikation. Also diirfen wir
wieder R als einen vollstdndigen diskreten Bewertungsring annehmen. Ferner seien
dann [ = 297 und J = My mit einer R-Maximalordnung 9t und z, y € A*. Dann
ist O)(IJ) = Mz~ und es existieren a;; € K mit za;y = >y aijrr;a~t, wobei
(@1,...,2,) eine R-Basis von 9 ist. Damit ist N1/ (1 -J) = R-det(a;;). Aber es gilt
auch z;(yr) = > 7| az;. D.h. (a;;) beschreibt die Linksmultiplikation mit yz auf A.
Dies zeigt det(a;;) = Nra/x(yx) = Nra/x(y) Nra/k(2). Die Behauptung folgt nun mit
Lemma 2.8.2 und Satz 2.8.4. 0O

Satz 2.8.6 Sei K/F endlich und separabel. Weiter sei S C K so, daff F' = Quot(S5),
und so, dafi R der ganze Abschlufl von S in K ist. Es ist

Nrg/p(Nrajx (1)) = Nrasp(l)
fiir jedes normale R-Gitter I von A.

Beweis: Es bezeichne 9t = O;(I). Dies ist eine maximale R-Ordnung. Aus Satz 2.5.7
folgt, dafl 91 auch eine maximale S-Ordnung ist. Es geniigt, wenn wir die Behauptung
an allen Komplettierungen von S zeigen. Daher diirfen wir wieder annehmen, daf§ S ein

vollstandiger diskreter Bewertungsring ist. Es existiert somit ein x € A* mit I = Muz.
Wegen Nrg/p(Rr) =S - Nrg/p(r) fir alle r € R folgt

Nra/p(I) =S -Nryp(x) =5 - Nrg/p(Nrasg(z))
:NI'K/F(RNI'A/K(I)) :NI'K/F(NI'A/K(I)) . O

Bei normalen R-Gittern hingen alle gezeigten Eigenschaften von ,Nr 4, massiv von
der Elementnorm ab, da man alle Beweise nur fiir Hauptideale fithren muf. Dieses Prin-
zip hat zur Folge, dafl wir auch fiir normale R-Gitter eine reduzierte Norm einfiithren
konnen.

Definition 2.8.7 Sei A eine zentraleinfache K-Algebra, n? := [A : K| und I ein nor-
males R-Gitter von A. Dann existiert ein R-Ideal nru,x (/) in K so, daBl nry /g ()" =
Nra/k (1) gilt. Da R ein Dedekindring ist, bilden die R-Ideale in K eine von den Prim-
idealen von R erzeugte freie abelsche Gruppe. Das Ideal nru,x (/) ist somit eindeutig
bestimmt und heifit reduzierte Norm von I.

Man muf sich lediglich klarmachen, dal Nr4/x () eine n-te Potenz eines gebrochenen
R-Ideal von K ist. Dies ist jedoch an jeder Lokalisierung der Fall. Aulerdem ist klar,
daBl die Sétze 2.8.4 und 2.8.5 auch entsprechend fiir die reduzierte Norm gelten.

Satz 2.8.8 Es sei A eine zentraleinfache K-Algebra mit n? = [A : K| und 9 eine
R-Mazximalordnung von A.

(a) Es sei B ein Primideal von 9 mit p := P N R derart, dafy R/p ein endlicher
Korper ist. Ist dann A > DR*% fiir einen Schiefkorper D mat Zentrum Kp, 50
sind

nra/g(P) =p°  und  Nryg(P)=p™.



o6 KAPITEL 2. ZENTRALEINFACHE ALGEBREN

(b) Ist M ein maximal ganzes R-Gitter mit p := MNR derart, daf R/p ein endlicher
Korper ist, so gelten

nrag(M)=9p und Nryr(M)=p".

Beweis: Nach Satz 2.7.27 bzw. Satz 2.5.36 diirfen wir annehmen, daf§l R = Rp gilt.
Dann ist A 2 D"**. Setzen wir m? := [D : K|. Bezeichne A die R-Maximalordnung
von D, so sind M = A" und P = rad(A*) bzw. M/P = (A/rad(A))"**. Da
A/rad(A) nach nach Korollar 2.7.8 ein Schiefkorper iiber R/p von Dimension m ist,
folgt [M/P : R/p] = x2m. Also sind MM/P und (R/p)*™ isomorph als R/p-Moduln
und damit auch als R-Moduln. Somit ist

2

Nry/(P) =p~ ™ =p™ .

Nun zu (b). Es sei 9 := O;(M). Weiter sei B wie in Lemma 2.5.21 gewahlt. Dann
gilt p =M N R =P N R. Nach Lemma 2.5.21 ist 9t/M ein einfacher Linksmodul des
einfachen links-artinschen Rings 9t/B. Nach Lemma 2.1.7 sind 9t/B und (9/M )"
isomorph als 91/B-Linksmoduln und damit auch als 91-Linksmoduln. Es folgt

Nra/r(M)" = Nry g (B) = p™ . O

2.9 Differenten und Diskriminanten

Wie im vorherigen Abschnitt sei R ein Dedekindring, K = Quot(R) und A eine einfa-
che K-Algebra mit m = [A : K|. Weiter sei Z(A)/K separabel.

Definition 2.9.1 Fiir eine R-Ordnung A definieren wir die Diskriminante d(A/R)
von A beziiglich R als das von {det ((tra;x (z:2;))i;) | 21,-..,2m € A} erzeugte Ideal
in R. Im Falle R = Z bezeichne d(A/Z) = det ((tra/q(z;z;));;) fiir eine beliebige
Z-Basis (21, ...,x,) von A.

A* = {x € A | tra/x(zA) C R} heiBt die inverse Differente und D(A/R) := (A#)~!
die Differente von A beziiglich R.

Lemma 2.9.2 Besitzt die R-Ordnung A eine R-Basis (1, ...,%y), so gilt d(A/R) =
det ((tI'A/K(in.ﬁEj))i,j) - R.

Beweis: Es sei d := det ((tra/x (z;z;)); ;). Dann gilt d - R C d(A/R). Sind umgekehrt

Y1, .- Ym € A, so existieren a;; € R mit y; = Z] 1 ;. Damit gilt

k=1 =1

det ((trA/K(yiyj))i,j) = det (Z Zazkaﬂ tra K a:kxl)>
(2]

= det ((tI‘A/K(ZL‘ka‘Z))kJ) . det((aij)i,j)g €d-R. 0
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Um R-Maximalordnungen zu konstruieren, wird sich der folgende Satz als niitzlich
erweisen.

Satz 2.9.3 Ist R ein Hauptidealbereich und sind A" C A zwei R-Ordnungen in A,
so gilt d(A/R) | d(A'/R). Ferner haben die beiden Ordnungen genau dann dieselbe
Diskriminante, wenn sie tibereinstimmen.

Beweis: Seien (xi,...,%,) und (yi,...,y,) R-Basen von A bzw. A’. Dann gibt es
a;; € R mit y; = Z;n:l a;jx;. Im Beweis des vorherigen Lemmas haben wir schon

d(N'/R) = det((ai;)i;)* - d(A/R) gesehen. Insbesondere stimmen die Diskriminanten
genau dann iiberein, wenn (a;;);; € GL,,(R) gilt. 0

Satz 2.9.4 Ist M eine R-Mazimalordnung, so gilt d(9M/R) = Nra/x(D(O/R)).

Auferdem besitzen je zwei R-Mazimalordnungen dieselbe Diskriminante.

Beweis: Da Dualisieren, Invertieren und Normbilden alle mit Lokalisieren vertauschen,
kénnen wir annehmen, 9% besitzt eine R-Basis (21, ...,2,,). Bezeichnet (z7,...,2%)

die hierzu duale Basis beziiglich der symmetrischen Bilinearform (z,y) — tra/x(zy),
so existieren a;; € K mit 7 = > a;;z;. Damit gilt

m

1 =det ((tl"A/K(LL’:JIj))i’j) = det (Z ke trA/K(xkxj)> = det((aij)m-) . d(m/R)

=1
= Nry/ () - d(9M/R)

Hieraus folgt die erste Behauptung, denn fiir alle normalen R-Gitter [ gilt nach
Satz 2.8.5 die Identitét Nra/p(I)™! = Nra/(I71). Um zu zeigen, daB alle R-Maximal-
ordnungen dieselbe Diskriminante besitzen, kann man entweder zu den Komplettierun-
gen iibergehen (denn alle ]%p—Maximalordnungen von flp sind konjugiert), oder aber
man bemiiht die Idealarithmetik, denn 9t# ist nach Lemma 2.5.15 ein zweiseitiges
M-Ideal:

Sei M’ eine weitere R-Maximalordnung. Wir setzen I := IMIM'. Nach Korollar 2.5.28
gilt I71M# = 9# -1, Invertieren wir beide Seiten, so folgt D(OM/R)I = I D(I'/R)
bzw. D(OM/R) = I D(OM'/R)I~'. Nun bilden wir die Norm. 0

Definition 2.9.5 Da alle R-Maximalordnungen dieselbe Diskriminante besitzen, ist
dies eine Invariante der K-Algebra A, und wir schreiben hierfiir d(A/K).

Wir werden spéter das folgende Lemma (im Fall S = Z) verwenden, um duale R-Gitter
und Diskriminanten bzgl. R konkret berechnen zu kénnen.

Lemma 2.9.6 Sei K/F eine endliche separable Kérpererweiterung und S C F ein
Dedekindring mit F = Quot(S) so, dafi R der ganze Abschlufs von S in K ist. Weiter
sei A eine zentraleinfache K -Algebra.
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(a) Sei I ein R-Gitter I in A. Seien
IZ={zecA| tra/p(xl) €S} und IF={zecAl tra i (xl) C R}
die jeweils dualen Gitter beziiglich R respektive S. Dann gilt I}, = D(R/S) - I
(b) Ist M eine R-Mazimalordnung in A, so gelten

D(M/S) = D(R/S)-DM/R) und d(M/S) = d(R/S) ). Nrge/p(d(9/R)).

Beweis: Wir zeigen zunéchst (a):
v €I — trap(x) C S — Trgr(trax(el))
< trax(xl) CD(R/S)™" <= trax(D(R/S)xI)
— D(R/S)z C I} e D(R/S) IE

cs
CR
Da D(R/S) ein R-Ideal in K ist, folgt I = D(R/S) - IZ. Fiir I = 90 ergibt sich

daraus die erste Aussage von (b). Wenden wir darauf Nr,4 sk und dann Nrg/p an, so
erhalten wir die zweite Identitéat. O

Nun wollen wir die Diskriminante einer zentraleinfachen K-Algebra konkret berechnen.

Satz 2.9.7 Es sei R ein vollstindiger diskreter Bewertungsring mit mazimalem Ideal
p und endlichem Restklassenkdrper. Weiter sei D ein Schiefkorper mit Zentrum K =
Quot(R) und m? := [D : K|. Bezeichnet A die einzige R-Maximalordnung von D und
B =rad(A), so ist

D(A/R) =™ und d(A/R) =pmmY

Beweis: Wir verwenden die Bezeichnungen von Abschnitt 2.7.1. Ohne Einschréinkung
ist mp wie in Satz 2.7.11 gewiihlt. Dann ist 7 := 7’} ein Primelement von R. Da A%
ein zweiseitiges A-Ideal ist, gilt A% = 7 FA fiir ein k& > 0.

In Gleichung 2.1 auf Seite 48 haben wir bereits

trA/K(Z ajﬂjb) = TrL/K(Z ozj7er) =Trp k(o) fiir alle oy € L

J=0 Jj=0

gezeigt und wegen
m—1

ﬂg(mfl)A =n 'mpA = @ O -}
=0
folgt trA/K(ﬂg(mfl)A) =Trr/k(Or) C R. Daher ist k > m — 1.
Angenommen, es ist k > m — 1, so wiirde 7" tra/(A) = tra/x (7" A) C R gelten.
Damit wére tra,x(A) € 7R. Da Op/R separabel ist, ist Trg-/5(A) # 0. Da die
Galoisgruppen von L/K und O /R isomorph sind und L ein Zerfillungskérper von

A ist, folgt tra x(A) € 7R. Also muB k = m — 1 sein. Damit ist die erste Identitét
bewiesen; die zweite folgt nun aus Satz 2.8.8. 0
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Korollar 2.9.8 Es sei R ein diskreter Bewertungsring mit mazimalem Ideal p und
endlichem Restklassenkorper. Weiter sei K := Quot(R) und A eine zentraleinfache
K-Algebra mit n? = [A : K|. Ist K®@xg A = D% fiir einen Schiefkirper D mit
Zentrum K und m* = [D : K|, so gilt fir jede R-Mazimalordnung 9 von A mit
B :=rad(M):

D(M/R) — mm—l , HI'A/K(D(SDT/R)) — ip(m—l)fﬂ und d(Dﬁ/R) _ ;B(m—l)mz

Beweis: Da Dualisieren mit Komplettieren vertauscht, konnen wir annehmen, R sei
vollstandig. Ist A dann die einzige R-Maximalordnung von D, so diirfen wir 91 =
A" annehmen. Aus Satz 2.2.9 folgt D(A/R) - A*** C D(A***/R). Die umgekehrte
Inklusion ist auch richtig, weil A®** alle Elementarmatrizen, d.h. Matrizen die an
genau einer Stelle eine 1 und sonst nur 0 stehen haben, enthélt. Mit dem vorherigen
Satz erhalten wir damit D(9/R) = P!, Aus Satz 2.8.8 folgen die beiden anderen
Behauptungen. O

Satz 2.9.9 Es sei R ein Dedekindring so, dafy K := Quot(R) ein globaler Kdrper
ist und A eine zentraleinfache K-Algebra mit n® = [A : K|. Weiter sei M eine R-
Mazimalordnung von A. Fiir jedes Primideal p von R bezeichnen my, und k, der lokale
Indez bzw. die lokale Kapazitit von A an p und P = rad(M,) NI das zu p korrespon-
dierende Primideal von MM gemdff Satz 2.7.27. Dann ist my, > 1 nur fir endlich viele
p und es gelten:

o = P D(M/R) = Hmmp !

l’ll"A/K m/R Hp mp—1)k d(A/K) _ d(Sﬁ/R) _ Hp(mp—l)ﬁpn )
p

Beweis: Die erste Identitét folgt aus Korollar 2.7.8. Die anderen aus Korollar 2.9.8.
Da d(M/R) ein Ideal von R ist und alle x, > 1 sind, kann m, > 1 nur endlich oft
vorkommen. 0

2.10 Eichlerbedingung und der Satz von Swan

Es sei R ein Dedekindring, K = Quot(R) ein globaler Kérper und A eine zentralein-
fache K-Algebra. Weiter sei 9 eine R-Maximalordnung von A.

Betrachtet man die (9-Links-) oder 9t-Rechtsidealklassen beziiglich (Rechts-) oder
Linkséquivalenz einer R-Maximalordnung, so kann man sich fragen, ob diese eine Grup-
pe bilden, welche durch die Idealmultiplikation induziert wird.

Im Allgemeinen ist dies zu verneinen, denn ist I; = ¢J; (i = 1,2) so miissen
I I, = c1Jic9J5 und Jy Jp nicht linksédquivalent sein.

Man kann die Situation dahingehend lésen, indem man eine andere (grébere) Aquiva-
lenz auf der Menge der 9-Rechtsideale einfiihrt.
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Definition 2.10.1 Zwei 9M-Rechtsideale I und J heiflen stabil dquivalent, falls ein r €
Ny existiert, so dal I&IM” und JHIM” zueinander isomorph sind als M-Rechtsmoduln.

Bezeichne [I] die Klasse des 901-Rechtsideals I unter stabiler Aquivalenz und C1(90)
die Menge aller solcher Aquivakenzklassen. Dann gilt der

Satz 2.10.2 Zu je zwei IM-Rechtsidealen Iy und 15 existiert ein IM-Rechtsideal J, so
Definieren wir [I1] + [I3] := [J], so wird C1(ON) damit zu einer additiven Gruppe mit
neutralem Element [9].

Beweis: [Rei03, Theorem 35.5, S. 308]. 0

Es impliziert Linksdquivalenz stets stabile Aquivalenz. Nun ist natiirlich die Frage, in
welchen zentraleinfachen K-Algebren die Umkehrung gilt. Man kann zeigen, daf} dies
meist der Fall ist:

Definition 2.10.3 Die zentraleinfache K-Algebra A erfiillt die Fichlerbedingung beziig-
lich R, falls eine der beiden nachfolgenden Bedingungen erfiillt ist.

e K ist ein algebraischer Zahlkorper und fiir A gilt [A : K| # 4 oder A verzweigt
nicht an allen unendlichen Stellen von K.

e K ist ein Funktionenkorper und A verzweigt nicht an allen , Nicht- R-Stellen®.

Satz 2.10.4 Erfillt A die Eichlerbedingung beziiglich R, so sind zwei 9-Rechtsideale
genau dann stabil dquivalent, wenn sie linksdquivalent sind.

Beweis: [Rei03, Corollary 35.13 part (i), S. 312]. 0

Satz 2.10.5 (Swan) Es sei M eine R-Mazimalordnung in A. Ist K ein Funktio-
nenkdorper und erfillt A die Fichlerbedingung beziiglich R oder ist K ein algebraischer
Zahlkérper, so ist

CI(M) — Cla(R), [I] = [nra/k(1)]
ewn Isomorphismus.
Dabei steht Cla(R) fir die Strahlklassengruppe von R modulo der Menge der in A
verzweigten unendlichen Stellen. Weiter bezeichne [nrasx(1)] die Klasse des Ideals
nra/x (1) in der Strahlklassengruppe Cla(R).

Beweis: [Rei03, Theorem 35.14, S. 313]. O

Ist die Eichlerbedingung erfiillt, so folgt aus Satz 2.10.4 und Satz 2.10.5, dafl die Klas-
sengruppe der (Rechts-) Idealklassen einer R-Maximalordnung schon a priori bekannt
ist. Kennt man alle Rechtsidealklassen einer R-Maximalordnung, so kennt man nach
Korollar 2.6.6 insbesondere auch alle Isomorphieklassen von R-Maximalordnungen.
Es verbleiben also nur die beiden Fille, in denen die Eichlerbedingung verletzt ist.

Unsere in der Einleitung gemachte Einschriankung, lediglich total definite QQuaternio-
nenalgebren iiber algebraischen Zahlkorpern zu betrachten, erfahrt hiermit also ihre
Rechtfertigung. Die in Kapitel 5 entwickelten Algorithmen 16sen die verbleibende Frage
in diesem Fall.



Kapitel 3

Quaternionenalgebren

3.1 Definitionen

Es sei R ein Dedekindring und K = Quot(R) sein Quotientenkorper. Weiter sei ange-
nommen, daf char(K') # 2 ist.

Definition 3.1.1 Eine Quaternionenalgebra ® iiber K ist eine vierdimensionale zen-
traleinfache K-Algebra.

Definition 3.1.2 Eine Involution auf® ist eine K-lineare Abbildung ¢: ® — D mit
©* = idp und p(zy) = ©(y)p(x) fiir alle z,y € D.

Satz 3.1.3 Sei © eine Quaternionenalgebra iiber K. Dann existiert genau eine In-
volution™ D — D, x — T mut v - T € K fiir alle v € ©. Diese heifst kanonische
Involution und erfillt:

(a) Fiir jede zweidimensionale Teilalgebra L C® ist L = L.

(b) Sei L eine zweidimensionale Teilalgebra von ® so, daff L/ K separabel ist. Dann
ist ~|p der nichttriviale K-Automorphismus auf L.

(c) K={xe€®D|x=7T}.

(d) tro/x(x) = r+7€ K und nryk(r)=27€ K.
Beweis: Die Existenz und Eindeutigkeit, sowie die Aussagen (a) und (b) sind in [Sch85,
Theorem 11.2, S. 314] bewiesen.
Zu (c): Es gilt stets K C {z € © | x = T}. Fiir die umgekehrte Inklusion kénnen wir
nach dem Struktursatz von Wedderburn zwei Félle unterscheiden. Ist ® ein Schiefkorper,

so ist K(z)/K fir alle 2 € © \ K eine separable Korpererweiterung. Nach Teil (b)
folgt x # 7. Ist © kein Schiefkorper, so ist ® isomorph zu K2*2. Die Matrizen

10 01 0 1 10
)=o)t (o) o 5)
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erzeugen K22 Fiiri = 1,3 gilt yu, (X)) = (X —1)(X+1) und es ist i, x (X) = X*41.
Nach Teil (b) ist daher b; # b;. Andererseits ist b; ebenso eine Nullstelle von 1, x (X),
also gilt b; = —b;. Sei nun = = xg + 21by + 22by + x3b3 € K?*2 mit T = x. Dann folgt

2(x1by + x9by + x3b3) = 0. Wegen char(K') # 2 impliziert dies = € K.

Zu (d): Fiir z € K ist die Aussage klar. Sei E ein maximaler separabler Teilkorper
von ©. Nach Satz 2.1.14 enthélt dieser K und ist ein Zerfallungskorper von ®. Daher
gibt es einen E-Algebrenisomorphismus h: F QD — E?*2. Fir z € ® \ K gilt nun
z+7 =2+7. Alsoist z+7 € K. Daher ist x eine Nullstelle des normierten Polynoms
w(X) = X? - (x+7)X + 2T € K[X]. Wegen x ¢ K ist u(X) das Minimalpolynom
von z und auch von h(z). Damit ergeben sich trp k() =  + 7 und nro,/ () = 27.0

Lemma 3.1.4 Jede Quaternionenalgebra ® besitzt eine K-Basis der Form (1,1, j, k)

mit a = i%,b := j> € R und den Relationen i = —i, j = —j, k = -k, k = ij = —ji.

a,b

Wir schreiben dann © = (7) Mt diesen Bezeichnungen gilt weiter

tro/ K (1 + 221 + 23) + 24k) = 221 sowie

nro, (71 + Toi + 23§ + 24K) = 27 — ax3 — baj + abx .

Beweis: Der maximale Teilkorper von ® ist L = K(a) mit « € © \ K. Wegen @ # «
ist i := a —a # 0. Damit wird i = —i. Wegen char(K) # 2 bildet (1,i) daher eine
K-Basis von L. Weiter gilt a :=i? = —(ii) = —nrg,x (i) € K.

Nach dem Satz von Skolem-Noether existiert nun ein j € ®* mit 7 = jzj~! fiir alle
x € L. Dann gilt j?zj~2 = T = z fiir jedes # € L. Damit ist j2 € Cp(L) = L. Wegen
j2 = jji?j~! = j? ist dann sogar b := j*> € K. Nach eventueller Multiplikation mit
Elementen in R diirfen wir weiter annehmen, dafl ¢ und b in R liegen. Die letzten
Identitéiten folgen unmittelbar aus —i = i = jij ' und ij = ji. Wegen j ¢ L bilden die
vier Elemente 1,1, j, ij eine K-Basis von ©. O

Die K-Basis (1,1,]j,k) von ®© wollen wir K-Standardbasis von D nennen.

Am bekanntesten sind die Hamiltonschen Quaternionen H = (_lﬁ%_l), die eine beson-
dere Rolle spielen werden.

Sie bilden bekanntlich (bis auf Isomorphie) die einzige zentraleinfache R-Algebra, die
nicht isomorph zu einem Matrixring iiber R ist.

Bemerkung 3.1.5 Esseienr, s, a,b € K. Weiter seien ©; = (%b) und D, = <”2[’(b82>.
Bezeichnet (1, i;, j;, k;) die K-Standardbasis von ®;, so induziert iy +— ri, j; — Sjo
einen kanonischen K-Algebrenisomorphismus zwischen den beiden Quaternionenalge-

bren ®; und 3,.
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Bemerkung 3.1.6 Es seien K ein Zahlkérper und ® = (“71’) mit K-Standardbasis
(by = 1,by =1,b3 = j,by = k). Weiter sei P eine unendliche reelle Stelle von K, welche
durch o: K — R induziert wird. Ferner bezeichne 6: K @ xR — R A®z — o(A)x
die Fortsetzung von o auf Kp und (¥, = 1,0, = i,b} = j, b, = k) die R-Standardbasis

von (%) Dann ist

4 4
. . o(a), (b . /
ga:i)p:Kp®K@g(%), E T @ by — E U(SBk)@bk
k=1 k=1

ein R-Algebrenisomorphimus.

Beweis: Es sei i := ¢(1®1) und j’ = p(1®j). Da ¢ ein Ringhomomorphismus ist,
gelten 1§’ = —ji und i* = p(1®a) = o(a) und j* = o(b). Also ist p(Dp) =

(a(a)ﬂ,{{aw)) . 5

Definition 3.1.7 Eine Quaternionenalgebra © iiber einem algebraischen Zahlkorper
K heif}t total definit, falls sie an allen unendlichen Stellen von K verzweigt.

Bemerkung 3.1.8 Wie wir schon in Bemerkung 2.4.9 gesehen haben, mufl das Zen-
trum K einer total definiten Quaternionenalgebra © ein total reller Zahlkorper sein.
Ist dies der Fall und gilt weiter © = (“717), dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) ® ist total definit.

(a)

ir jede unendliche Stelle P von itAp%“ .
(b) Fiir jed dliche Stelle P K gilt © H
c) Fiir alle z € 0} ist nro/x(x) total positiv.
(c) Fiir all 92\ {0} /K (x) total
(d) —a und —b sind total positiv.

Beweis: (a) <= (b) ist die Aussage iiber die Brauergruppe von R und (c¢) <= (d) folgt

mit Lemma 3.1.4. Aus (%) ®*H <= z =y = —1 mod (R*)? und Bemerkung 3.1.6

folgt (b) <= (d). .

Definition 3.1.9 Fir ein R-Gitter I in einer Quaternionenalgebra ® bezeichne
I={z|zel}

Lemma 3.1.10 FEs sei ® eine beliebige Quaternionenalgebra und I ein R-Gitter von

D.
(a) Fir jede R-Ordnung A von ® gilt A = A.
(b) I ist ein R-Gitter mit O)(I) = O.(I) und O,(I) = Oy(I).
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(¢) Ist I normal, so gilt 17! = (nrox(I))~'- 1.
Bewers:
(a) Folgt aus x € A <= T =2 —tro k() € A.

(b) Es sei A = O,(I). Dann gibt es s1,s2 € K mit s;A C I C s3A und damit
s1A C I C sy, Also ist I ein volles R-Gitter. Weiter gilt

r€O(l) < azyclfiralleyc] <=yzclfiraleyc]l
— T€0,.() —ze€0,().

(c) Da die Konjugation mit Lokalisieren vertauscht, geniigt es nach 2.7.26 die Be-
hauptung nur fiir Hauptideale zu beweisen. Es sei also [ = 9 mit einer R-
Maximalordnung 9. Dann ist I = 97 und damit gilt

II = MM = nro i (2)M = nre,x (1)M. 0

3.2 Zyklotomische Quaternionenalgebren

Satz 3.2.1 Sei n > 4 eine gerade ganze Zahl und ®, das n-te Kreisteilungspoly-
nom. Es bezeichne A = Q(Y, X) die freie Algebra auf X und Y sowie J das von
(@,(Y), X2+ 1, XYX ! — Y1) erzeugte zweiseitige Ideal von A.

Dann ist © :== A/J eine von (, ==Y +J und x := X + J erzeugte Q-Algebra mit
folgenden Eigenschaften:

(a) Sei b, :=(,+ ", so liegt K := Q[0,] in Z(D). Auferdem ist K isomorph zum

mazximal reellen Teilkorper des n-ten Kreisteilungskorpers und es gilt Zy = Z[0,].
(b) © wird als K -Vektorraum erzeugt von B := (1, (n, x, ().

(¢) Sei ® die von (= (%L CQI) und x* = (_01 (1)> erzeugte K-Algebra in
Q[¢.)**2. Dann sind ® und f)n isomorphe K -Algebren.

(d) Es ist Z(D) = K.

(e) B ist eine K-Basis von D.

(f) ® ist eine total definite Quaternionenalgebra tiber K und es gelten

tI‘;g/K<d) = 2d1 + dgen
nrox(d) = di + didob, + d3 + d3 + dzdaby, + d5 .

Beweis:
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(a) Es gilt 0,¢, = (b und 0,0 = Gz + (e = 2 + ¢, = 26,. Also liegt
K in Z(®). Da (,, eine n-te primitive Einheitswurzel ist, ist K = Q[f,] nach
[Was96, Proposition 2.16, S. 16] der maximal reelle Teilkorper von Q(¢,,) und es

(b) Wegen z(, = ¢, 'z sowie 22 = —1 und ®,(¢,) = 0ist {Cl2/ [0 <i<mn,j€
{0,1}} ein K-Erzeugendensystem von ©. Nun gilt (2 = 6,,(, — 1. Also ist B ein
K-Erzeugendensystem von 2.

(c) Sei p: A — ® der durch X +— z* und Y +— ( definierte K-Algebrenho-
momorphismus. Dieser ist surjektiv. Weil (¥ und z* dieselben Relationen wie
¢, und z erfiillen, gilt J C ker(p). Also induziert ¢ einen surjektiven K-
Algebrenhomomorphismus @: ® — ©. Nun ist (I, C*, z*, () eine K-Basis
von ®. Wegen dimg (D) < 4 ist @ daher ein K-Algebrenisomorphismus.

(d) Wir haben Z(®) C K zu zeigen. Sei z € Z(®). Dann gibt es z; € K mit
2= z1 + 29(, + 237 + 24Cx. Dann gilt zx = xz, was 29 = 24 = 0 impliziert. Aus
(nz = 2(, folgt nun 23 = 0. Also ist z € K.

(e) Wurde bereits in (c) gezeigt.

(f) L := Q((,) ist ein maximaler separabler Teilkorper von ®. Nun induziert 1 ® ¢, —
* 1®x +— z* einen L-Algebrenisomorphismus 1 ®x ® — L?*2. Fiir ein d :=

n’

dy + do(, + dsx + dyCr € D, gelten daher
tro/k (d) = di Spur(lz) + da Spur () = 2d; + dab, sowie
_ dl + dZCn d3 + d4Cn
nr@/K(d) = det <—d3 _ d4C7;1 dl + d2C7;1
= d3 + didol, + d5 + d5 + d3dy0, + d5 .

Ersetzen wir d; durch d; — 6,,dy/2 und ds durch d3 — 6,,dy4/2, so wird die rechte
Seite der obigen Gleichung zu d? + %(4— 02) +d;+ %(4— 62). Wegen |o(6,,)| < 2
fiir alle 0: K — R, ist nrp/x(d) fiir alle d € © total positiv. Also ist D total
definit. 0O

Definition 3.2.2 Die total definite Quaternionenalgebra aus der vorherigen Bemer-
kung wollen wir zyklotomisch nennen und mit ®y_ bezeichnen.

Wegen ¢, = —(z, und ®,(X) = Py, (X) fiir alle ungeraden u € N ist es keine Ein-
schrankung, nur gerade n zu betrachten.

Satz 3.2.3 Es sein > 4 gerade und R = Zg,) = Z[0y].

(a) Do, verzweigt nur an einem Primideal, namlich 27.
Ist 5 = p* fiir eine Primzahl p = 3 mod 4, so verzweigt nur ein Primideal von
R in Dy, , ndmlich das Primideal iber p.
In allen anderen Fillen verzweigt ®y, an keiner endlichen Stelle.
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(b) Die zyklotomischen Quaternionenalgebren ®gq, sind gerade die Schiefkorper D
tiber Q, so dafi D ein direkter Summand von QG fiir eine endliche Gruppe G
15t.

Beweis: [Neb98, Theorem 6.1, S. 121]. a

Die zyklotomischen Quaternionenalgebren sind also interessante Algebren. Im folgen-
den Satz soll konkret durch theoretische Uberlegungen eine R-Maximalordnung von
Dy, angegeben werden. Diese lassen sich dann mit Hilfe der in Kapitel 5 entwickelten
Algorithmen iiberpiifen.

Satz 3.2.4 Es sei n > 4 gerade, R = 7Z[0,] und K = Q(6,,). Weiter sei A die von
(1, G, z, o) erzeugte R-Ordnung in D, .

(a) Ist § keine Primzahlpotenz, so ist A eine R-Mazximalordnung in Dy, und es gilt

d(Dy, /K) = R.

(b) Ist § = p* mit einer Primzahl p = 3 mod 4, so ist A eine R-Mazimalordnung
in Dy, und es gilt d(Dy,/K) = (2+0,)%.

n

(c) Sei % = p* mit einer Primzahl p = 1 mod 4. Weiter sei a := ﬁen(%n —0,)
sowiet € Z mit1 <t < p und t* = —1 mod p. Dann existieren genau zwei
R-Ordnungen iber A, nimlich MMy = A + (a + tax)R und My = A + (o —
tax)R. Ferner sind diese beiden mazimal und zueinander konjugiert. Weiter gilt

d(®y,/K) = R.

(d) Istn =4, soist < 1,(y,x, %(1 + (4 + @ + (4x) > die einzige R-Ordnung tber A.
Insbesondere ist sie mazimal und es gilt d(Dg,/K) = 4Z.

(e) Sein = 28 mit k > 3. Weiter seien o = é(l + 1), ap = %(1 + Cu) und
Qg = é(l + (o + 2+ Gux). Dann gibt es genau zwei R-Mazimalordnungen iber
A, ndimlich My = A+ a1 R+ asR und My := A+ as R+ a3 R. Diese beiden sind
konjugiert und es gilt d(Dy, /K) = R.

Beweis: Die Elemente by := 1, by := (,, b3 := x und b4 := (,,x sind ganz iiber R und das
von ihnen erzeugte R-Gitter A bildet einen Ring. Nach Satz 2.5.7 ist A eine R-Ordnung.
Im Beweis von Satz 3.2.1 haben wir bereits die reduzierte Spur von Elementen in Dy,
bestimmt. Damit folgt

2 0, 0 0

0, 6>—2 0 0

d(A/R) = R det (tra, jic(bib;)) = R-det | o 7" = (4—62)2.
0

0 -2 -0,
0 -0, -2

Ist n keine Zweierpotenz, so gilt nach [Was96, Proposition 2.8, S. 12] die Inklusion
2—0,=(1-¢)1-¢ 1) € Z[¢,)*NK = R*. In diesem Fall ist also d(A/R) = (2+6,,)*.

(a) Wir unterscheiden zwei Félle. Ist § ungerade, so gilt 2 + 6, = 2 — 0z. Da 3
keine Primzahlpotenz ist, folgt wie zuvor 2 4+ 6,, € R*. Andernfalls ist n durch 4
teilbar und es gilt 2+ 60, = (1+¢,)(1 + ¢, '). Da —(¢, in diesem Fall ebenso eine
primitive Einheitswurzel ist, folgern wir wiederum, dafl 2 + 6,, eine Einheit von

R ist. In beiden Fillen folgt d(A/R) = R. A ist damit eine R-Maximalordnung.
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(b)

Das eindeutig bestimmte Primideal von Z[(,] iiber p ist (1 — (,»). Damit ist
(2—=0p) = (1 —(p)(1 = Cz;“l) das Primideal von Z[f,] iiber p. Wegen (,x = —(,
ist (24 6,,) das Primideal von R = ZI[f,,] iiber p. Aus Satz 3.2.3 folgt d(D,, /K) =
(2 +6,)2. Aus Satz 2.9.3 folgt nun, da§ A eine R-Maximalordnung ist.

Wie oben ist (2 + 6,,) das Primideal iiber p. Alle R-Maximalordnungen iiber A
liegen in A% dem zu A beziiglich To,, /k dualen Gitter. Invertieren wir die oben
aufgestellte Matrix (tro, /i (bib;)), so liefern die Zeilen eine Basis von A#. Nun
gilt

A /N =< @, aT > .

Damit gewinnt man alle R-Maximalordnungen iiber A durch Hinzunahme eines
einzigen ganzen Elements der Form ra + sax mit r,s € R/(2 +6,,) = F,. Die
reduzierte Spur eines solchen Elements ist immer ganz, da es ja in A% liegt.
Also miissen wir nun alle Elemente der Form ra + sax mit r, s € {0,...,p — 1}
bestimmen, die eine ganze reduzierte Norm haben. Es gilt nre, /x(ra + sax) =
(r? + ) (2= 0,)(2+6,)

Wegen (2 — 6,,) € R, ist ra + sax genau dann ganz iiber R, wenn (2 + 6,,) ein
Teiler von r?+s? in R ist. Das heifit r?+s? € (2+6,,)NZ = pZ. Ist r = 0, so folgt
s = 0 und umgekehrt. Also diirfen wir ohne Einschrankung » = 1 wéhlen. Da
p=1 mod 4 gilt, gibt es nun zwei s € F, mit s> = —1 und diese liefern gerade
die beiden R-Gitter 2; und M, aus der Behauptung. Diese sind verschieden,
denn angenommen nicht, so wire 2a € My = My, was wegen 2nry k(o) ¢ R
nicht sein kann.

Uber A muB aber nach Satz 3.2.3 mindestens eine R-Ordnung liegen. 9% bzw.
My waren die einzigen Kandidaten. Daher ist eines der beiden R-Gitter eine
R-Maximalordnung iiber A. Sei nun z := ¢, — ¢, !. Dann gilt zz = 2(¢, — (') =
¢t — (ur = —zx. Daraus folgt 290271 = 9M,. Also sind die beiden R-Gitter
konjugiert, d.h. 21, und My sind R-Maximalordnungen. Weiter ist d(Dg, /K ) =
R wie in Satz 3.2.3 erwahnt.

Es ist 64 = 0 und R = Z. Nach Satz 3.2.3 ist d(Dy,/Q) = 4Z. Weiter ist
(tro, /i (bib;)) = diag (2, =2, =2, —2). Also ist A nicht maximal. Die Zeilen von
(tr;ggn / K(bibj))fl liefern eine Z-Basis von A#. Und jede R-Maximalordnung iiber
A liegt in A#. Eine R-Ordnung iiber A gewinnt man also durch Hinzunahme von
Elementen der Form z = %(3:1 + x9(y + w3x + x4¢ex) mit x; € {0, 1}. We-
gen nro, (2) = 5(af + a3 + 25 +23) € Z folgt 2 = (1 + (4 + 2 + (4z). Da
M =< 1,4, x,2 > eine R-Ordnung bildet mit d(9M/Z) = 4Z ist es die einzige
R-Ordnung iiber A und eine R-Maximalordnung.

Ist n = 2% mit k > 3, so ist (1 — (,) das einzige Primideal von Z[(,] iiber 2.
Damit gllt 27, = Nl"zg ]/Z( Cn) NrR/Z((]- — Cn)(]- — Cgl)) = NrR/Z(2 — 011)
Wegen k > 3 folgt weiter 2R C (2 —06,) € R. Insbesondere gilt damit (2 —6,,) =

(0,) = (2+6,). Also ist d(A/R) (Hn)4 und A* = LA, Wir wissen bereits,
daB d(®y,/K) = R gilt. Daher erhdlt man jede R- Max1malordnung iiber A
durch Hinzunahme zweier Elemente aus elnA' Wegen R/(6,,) = Fy kénnen wir
annehmen, daf} jedes dieser Elemente von der Form z := %(ml +xo(+T37+74(,T)
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mit x; € {0,1} ist. Nun gilt

nry, /x(2) = 6%(:15% + 21290, + 25 + 23 + 13240, + 23) .
Damit z ¢ A und nre, /x(2) € R gelten, miissen also (z1,72) # (0,0) und
(z3,74) # (0,0) sein. Nachdem wir z eventuell mit ¢, ' multipliziert haben,
kénnen wir annehmen, daf§ 1 = 1 gilt. Ist dann 25 # 0, so mufl auch x3z4 # 0
sein, damit nrp, /x(2) € R liegt. Analog folgert man, dafl v, = 0 auch 324 =0
impliziert. Dies 148t uns noch 3 Moglichkeiten, namlich:

(14 ¢ur), az:=——(1+G+a+ ().

n

. . 1
Q= Z(l +x), = 0
Wegen tro, /x(cias) = 255” ¢ R, diirfen wir oy und oy nicht gleichzeitig zu A
hinzufiigen. Also sind 9, == A+ oy R + az3R und My := A + ax R + a3R die
einzigen Moglichkeiten einer R-Maximalordnung iiber A. Wegen asza; = asasg
sind die R-Gitter 9%; und M, konjugiert und somit R-Maximalordnungen. g

| —

Einige solcher zyklotomischen Quaternionenalgebren sind im Anhang B.2 jemeils mit
einem Vertretersystem aller R-Maximalordnungen aufgefiihrt.

3.3 Minkowski - Theorie

Es sei K ein total reeller Zahlkérper mit n = [K : Q]. Weiter sei R = Zy der ganze
Abschlufl von Z in K und © eine total definite Quaternionenalgebra {iber K.

In diesem Abschnitt soll nun mit den von Minkowski eingefithrten geometrischen
Hilfsmitteln, analog zur Situation bei algebraischen Zahlkorpern, eine lediglich von
n abhéngige Schranke M,, gefunden werden so, dafl jede Rechtsidealklasse einer R-
Maximalordnung einen Vertreter I enthélt mit Nrg,o(/) < M, - /d(D/Q).

Die so gewonnene Schranke soll jedoch bei unserem Algorithmus nicht dazu ver-
wendet werden, die Vollstdndigkeit eines Vertretersytems von Idealklassen einer R-
Maximalordnung zu gewéhrleisten. Dazu wird sie sich einfach als zu grof§ erweisen
(vgl. Abbildung 3.1 auf Seite 73). Jedoch liefert sie einen Beweis, daf§ der Algorithmus
terminiert.

Bevor wir uns den Idealklassen widmen, wollen wir zuerst den Minkowskischen Git-
terpunktsatz in der spéater verwendeten Form formulieren.

Satz 3.3.1 (Minkowskischer Gitterpunktsatz) Sei I' ein volles Gitter in einem
euklidischen Vektorraum V und X C V eine zentralsymmetrische und konvexe Teil-
menge mit vol (X) > 29m=(V) yol (T'). Dann enthdilt X einen von Null verschiedenen
Gitterpunkt x € T'.

Ist X zudem abgeschlossen (also kompakt), so darf in obiger Ungleichung ,>“ stehen.
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Beweis: Ein Beweis findet sich in [FT91, (2.6)(Blichfeldt’s Lemma), S. 159]. 0

Nun zur Herleitung unserer Minkowski-Konstanten. Wir beginnen mit einer Einbet-
tung der Algebra ® in den R-Vektorraum R ®q D ~ H".

Es bezeichnen oy, ...,0; die Einbettungen K < R. Weiter sei (1,1i,j,k) die K-
Standardbasis von ® mit a := i*,b := j* € K. Dann sind o(—a) sowie ox(—b) stets
positiv fiir alle 1 < k < n. Daher induziert jedes o eine Abbildung o;: ©® — H via

k(z2)i+ op(—b)2o w(za)k

M\H
NJ\»—-
M\H

171+:L‘2i+$3j—|—x4kl—>Uk(:)jl)—i—ak(—a) ( )J+0k(ab)

Wir erhalten die Inklusion:

p: D — Dy = HH, z i (op(x))k -

Desweiteren versehen wir den R-Vektorraum ®g mit dem Skalarprodukt

y) =t (i) -
k=1

und setzen (cq, ¢o, c3,¢4) = (1, —a, —b, ab) sowie fir X =D oder H

pr: X = R, pxg + ol + x3j + 24k) = 77

Bemerkung 3.3.2 Die oben definierten Abbildungen o : ® — H sind Q-Algebren-
homomorphismen, die mit der Konjugation vertraglich sind.

2
i> = 0%(i)?. Analoges gilt fiir

iox(=b)2j = ox(i)ox(j). Da oy
sowie O'k(ZL‘) = oi(7) fir alle z,y € D. o

Beweis: o1,(i?) = o(a) = or(—a)(—1)

I
/N

Q
B

—~
|
IS

S~— S~—

j sowie k. Weiter ist 03,(ij) = o4(ab)?ij = ou(—a
Q-linear ist, folgt oy (xy) = op(z)ok(y)

Mit dieser Bemerkung ergeben sich folgende Rechenregeln, die im Laufe dieses Ab-
schnittes noch haufiger verwendet werden.

Bemerkung 3.3.3 (Rechenregeln)
Fiir a = ay + ani + azj + ask und 8 = B1 + Goi + B3j + Ouk € D gelten:

tra/r (ok (@) = o (tro/r(a))

nry/r(ok(a)) = ok(nro k()

(proor)(a) = (o1 0 pi)(a) - ox(cr)

4
tro (@) =2 Z e =2 Z pi(a)pu(B)e
=1 =1

1
2

IS
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Bezeichnen wir mit (_, ) das Standardskalarprodukt des R*", so gilt der

Satz 3.3.4 Der R-Isomorphismus
f:Dr = R™, (21) — (2,) wobei zyu-1y11 = pi(k)
uberfihrt das Skalarprodukt (_,_) in 2(_, ).
Beweis: Es ist f ein Vektorraumisomorphismus. Nach obiger Bemerkung gilt (mit

D =H):

n n 4
7o) =D trw(@di) = 32 ) p(w)plu) = 2(f(@), F()).
k=1 k=1 =1 O
Korollar 3.3.5 Fir eine in Or mefbare Menge X gilt:
vol (X) = 2nV01Lebesgue (f(X)) :

Lemma 3.3.6 Sei [ ein normales R-Gitter von © mit Z-Basis (aq, . .., a4,). Dann
ist det (trpg(auia;)) = Nrpg()? - d(D/Q).

Beweis: Ohne Einschriankung ist / ganz. Nun folgt man dem Beweis von Satz 2.9.3.o

Satz 3.3.7 Sei I ein normales ganzes R-Gitter, so ist I' = ¢(I) ein volles Z-Gitter
in Dr mit vol (I') = Nrgg(1)+/|d(D/Q)|.

Beweis: Es sei (a, ..., qy,) eine Z-Basis von I und weiter

N

Tage-1)+1(2) = pi(ok(2)) = or(pi(2)) - ox()

Die Matrizen A = (7j(;)) und A = (73(0@)) erfiilllen dann |det A| = |det A|, da die
Konjugation auf der K-Standardbasis (1,1, j, k) von © nur die Vorzeichen &ndert. Es
gelten:

244" = (227k ;)7 (0) > (222% (p1(cv))ow( Pl(%))ak(cl)>
= <Z o <QZP1(%)P1(@')CZ)> = (Z Uk(tYD/K(Oéi@j))>

= (trojo(a;))

((plai), ¢ (Z tra/r(ox (ai)o
=2 (Z Tk(am(aj))

K
= 2AA"

) =2 (ZZM o(0,))pi Uk(%)))
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Damit wird
vol (T) = |det ({(¢(c;), p(n)))|2 = |det 2442 = |det 2AA"|2
= |det (tro/o(ajan))|? = Nroyo(I)/[d(ON(1)/2Z)]
= Nro/o(1)v/|d(D/Q)] . O

Definition 3.3.8 Fiir € H bezeichne ||z| = \/tra/r(27) = /2 nrg/r(z).
Fiir den Rest des Abschnitts seien die Konstanten A, definiert als:
n—1

A, =[] (32k* + 80k® + 70k* + 25k +3)  (n€N)

k=0

Lemma 3.3.9 Die kompakte, zentralsymmetrische und konvexe Menge

X = {(g;k) €D | Y llull < t} (t=0)

hat das Volumen (%)nﬂ%A;lt‘m.

Beweis: Es ist klar, dafl die Menge X; kompakt sowie zentralsymmetrisch ist. Wendet
man den Isomorphismus f auf sie an, so erhédlt man

n—1
f(Xy) = {(Zz) e R™ | Z \/2(Z2k+1 + Zipe 2 + 2ha) < t}

k=0

n—1
t
= {(Zz) e R™ | Z | (zak+1, Zanr2, Zan+3, Zapra)|la < —}

&

k=0
=< zeRY™ .
feer Smon < 7|
Dabei bezeichne || . || die Standardnorm des R?* sowie

ok R™ = RY 04(25) = (2a(k—1)415 24(k—1)425 24(k—1)+35 24k)-

Nun wollen wir zeigen, daf f(X;) konvex ist. Seien dazu z,z € f(X;) sowie A € [0, 1]
gegeben. Es gilt:

D o=+ (1 =03l = Z [Ae(z) + (1 = Ne(2) 4

<Z (Allo(2)]l4 + (1 = N)][o(2)]l+)
_/\ZHQ Ma+ (1= A ZII@ )l

Vs
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Also ist f(X;) und damit auch X, konvex. Es bleibt noch zu zeigen, daf§ f(X;) das
Lebesgue-MaB V;,(t) = (£)" a?" A 't besitzt.

t
Im Falle n = 1 ist f(X;) eine vierdimensionale Kugel mit Radius 7 Das Volumen
e 3 a0
ergibt sich daher zu V;(t) = ?t =37 31t
Es sei nun n > 1. Nach dem Ubergang zu Polarkoordinaten gilt:

\f27r7r7r

//// e 1t—\/_7“ T 81n01(81n02) df>dB dodr
00 00
-
= g Viooa( t—\/_r)

0
_t_
V2

n—1
) WQ(”’l)Alil / (t — \/57“)4(”’1) -r3dr
0

ool w

—27T2-(

n—1
=2 (g) WQ"A;;%(?Q(TL —1)*+80(n —1)* +70(n — 1)® + 25(n — 1) + 3) 1+
= (2) A -

Lemma 3.3.10 Jedes normale ganze R-Gitter I in® besitzt ein Element x € I\ {0}
mat

Nisyol) < (2) " grtssAnNrayol1) VA7

n

26n
Beweis: Setzen wir tg" = S—nﬂ_Q”An Nro/0(1)+/|d(®/Q)|. Damit wird vol (Xy,) =

24mvol (¢(I)). Nach dem Minkowskischen Gitterpunktsatz besitzt ¢(I) nun einen von
Null verschiedenen Punkt ¢(x) und die Norm von z ergibt sich zu

n n

Nrosg(x)| = [ [ lox(Nrayx ()] = [ ] lor(nro,x(2)?)] = HnrH/R oz

k=1 k=1
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Satz 3.3.11 (Minkowski-Schranke) Jede Rechtsidealklasse einer R-Mazimalordnung
M (beziiglich Linksdquivalenz) enthdlt ein ganzes IMM-Rechtsideal I mit

Ne() < (2) S AR

n

Beweis: Sei J ein 9-Rechtsideal einer solchen Rechtsidealklasse und y € R\ {0}
derart, dafl J~'y ein ganzes R-Gitter ist. Dieses besitzt nach dem vorangegangenen
Lemma ein Element z € J 'y \ {0} mit

Nrayo(e)| < (3) L Nrayo(7 ) VI

n 3nﬂ-2n

Dann ist [ := zy~'J C J~1J ein zu J linksiquivalentes ganzes 9M-Rechtsideal mit

mezmmwmeust@) L AD/Q).

2 n
n Jngrén 0

Nach Lemma 2.9.6 gilt in obigem Satz

92 in 1 )

Niaa() < (2] o Andt/Q2INtig(dD/Z10)].

Um zu verdeutlichen, dal die gerade bestimmte Schranke wegen ihrer Gréfle unge-

eignet ist in einem konkreten Fall die Vollstédndigkeit eines Représentantensystems

von Idealklassen zu gewéhrleisten, wollen wir zum Abschlufl des Abschnitts den Term
2\ 1

(x) = (—> A, d(K/Q)? nach unten abschitzen:

n 3nﬂ-2n

n |1]2] 3 4 5 6 7 8
(x) < | 2] 18| 667 | 53306 | 7.69-10° | 1.12-10° | 1.72-10"% | 1.15- 10

Abbildung 3.1: Abschétzung der Minkowskischranke nach unten

Dabei wurden fiir die Diskriminanten der Zahlkérper d(K/Q) bekannte untere Schran-
ken eingesetzt ®.

Korollar 3.3.12 FEs existieren nur endlich viele Rechisidealklassen einer R-Mazimal-
ordnung M von ©.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daf es fiir jedes k € N nur endlich viele ganze 991-Rechts-
ideale J mit Nrg/g(/) = k gibt. Sei also I ein solches 9M-Rechtsideal. Wir fassen 9t
und [ als Z-Gitter auf. Dann ist jeder Elementarteiler von I ein Teiler von k, also gilt
EO C I. Da M/kIM eine endliche abelsche Gruppe bildet, kann es daher nur endlich
viele solcher 901-Rechtsideale geben. O

HOdI89, Tabelle 1, S. 12]
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Kapitel 4
Maflformel

In diesem Kapitel sei © eine total definite Quaternionenalgebra mit K := Z(®) einem
total reellen Zahlkorper. Weiter bezeichnen hx die Klassenzahl von K sowie R = Z
und n = [K : Q]. Ferner seien die in © verzweigten endlichen Stellen gegeben durch
die Primideale py,...,ps von R.

Es sollen nun die Hilfsmittel bereitgestellt werden, um in Kapitel 5 einen Algorith-
mus angeben zu konnen, der (bis auf Konjugation) alle R-Maximalordnungen von
bestimmt.

4.1 Mafdformel nach Eichler

Es sei M eine R-Maximalordnung in ®. In Korollar 3.3.12 haben wir gesehen, dafl es
nur endlich viele Rechtsidealklassen von 9t gibt. Ist {I,..., Iy} ein Vertretersystem
dieser Klassen, so enthélt {O;([;) | 1 < i < H} nach Korollar 2.6.6 ein Vertretersystem
aller Typen von R-Maximalordnungen.

Fir 1 < i < H setzen wir M; = O,(1;), sowie w; := [ : R*]. Zwei isomorphe
R-Maximalordnungen 9%; und 91; besitzen dann denselben Einheitenindex w; = wj.

Nach Korollar 2.6.6 konnen wir annehmen, daf§ die ersten 7' R-Maximalordnungen
alle Typen repréasentieren. Bezeichnen wir mit H; die Anzahl der Isomorphieklassen
von zweiseitigen 9M;-Idealen, so haben wir in Satz 2.6.5 bereits gezeigt, dafi 9, fiir
alle 1 < i < T zu genau H; R-Maximalordnungen aus {9, ..., 9y} konjugiert ist.
Daher ist

H T
1_ -1

E w;, = E w; H,;

i=1 i=1

Satz 4.1.1 (Eichler) Es gelten die obigen Bezeichnungen. Weiter seien hy die Klas-
senzahl von K und D = d(®/K) die Diskriminante von ®. Dann gilt die Eichlersche
Mafformel:

T H
Y owit =) wt = 2" (=D [ [ (Nexjo(p) — 1)
=1 =1

p|D

Das Produkt laufe dabei iiber alle Primideale p von Zy die D teilen.

5
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Beweis: Der Beweis ist im Vergleich zu den anderen Aussagen lang und erfordert einen
nicht unerheblichen Aufwand an Mafitheorie auf den hier nicht eingegangen wurde.
Daher verweisen wir auf [Vig80, Corollaire 2.3, S. 142]. 0

Da alle w; positiv sind, liefert dieser Satz ein explizites Kriterium, wann alle Typen
von R-Maximalordnungen gefunden sind.

4.1.1 Auswerten der Maf3formel

Wir wollen nun die Summanden w; ' H; bei gegebenem 90; explizit bestimmen. Hierzu
seien

M = {z € M; | nrpyx(z) =1}

7

W= [nay(O0) - (R°)?]

1._ *,1 __1 *,1
wp = [ {1} = Q\zml. |

Ferner setzen wir
N:DxD — K, (v,y) = tro/x(zy) und Ng := TrggoN .

Wegen N(z,x) = 2nrgp/k () fiir alle z € © ist NV eine nicht ausgeartete Bilinearform
auf ©. Da N(z,z) fiir alle z € D total positiv ist, ist Ny positiv definit.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts gehen auf Eichler zuriick und finden sich z.B. in
[Neb9g].

Bemerkung 4.1.2 9" ist die Menge der kiirzesten Vektoren des Z-Gitters (90%;, Ng).

Beweis: Es sei a ein total positives Element von R. Weiter bezeichne GG die Menge der
Einbettungen K — R. Mit der Ungleichung zwischen arithmetischem und geometri-
schem Mittel erhalten wir

Trga(0) = - > o(a) > (H a<a>> | Nrggla) 2 1. (+)

ceG ceG

In der obigen Ungleichung gilt bekanntlich genau dann Gleichheit, wenn o = o(a) fiir
alle 0 € G ist und zusétzlich noch Nrg (o) = 1 gilt. Also ist Trg/g(a) = n <~
a = 1. AuBlerdem folgt aus (x) auch Trg,g(a) > n fir alle total positiven o € R.
Wegen Trg (1) = n sind die kiirzesten Vektoren von (9;, Ng) gerade die x € M; mit

nre, k() = 1. 0

Lemma 4.1.3 Ist (L, ) ein positiv definites Z-Gitter im R™ und | € R beliebig, so
existieren nur endlich viele x € L mit ¢(z,z) <.
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Beweis: Sei {by,...,b,} eine Z-Basis des Gitters L und z = > x;b; € L mit ¢(x,z) <
=1

[. Da alle ¢(b;,b;) endlich und je zwei Normen auf R" é’uquivzilent sind, existiert eine
Konstante ¢ > 0 mit max |z;| < ¢y/¢(z, ) < ¢V/I. Insbesondere gibt es fiir die Wahl

der i-ten Koordinate z; nur endlich viele Moglichkeiten. O

Lemma 4.1.4 Es gilt w; = wjw;?. Weiter sind diese 3 Indizes alle endlich.

Beweis: Wir haben folgende exakte Sequenzen:

1 m;.k’l gﬁf o HI‘@/K (m;k) —1
1 {1} R (R)? 1
1, ,nq

Mit dem Schlangenlemma folgt w; = w;w; ™.

Der Dirichletsche Einheitensatz zeigt, da§ [R* : (R*)?] = 2"*! endlich ist. Daher gilt
dies auch fiir w;?. Aus Lemma 4.1.3 und Bemerkung 4.1.2 folgt dafl w; und damit w;
endlich sind. O

Im Folgenden soll nun der enge Zusammenhang zwischen w; ' H; und der Automor-
phismenanzahl des R-Gitters (91;, N) hergestellt werden.

Dazu sei D := {x € D | trp;x(z) = 0} der Kern der reduzierten Spur. Weiter sei
O(®,N) :={peD — D | pist K-linear, N(z,z) = N(p(x), p(x)) fir alle z € D}

die orthogonale Gruppe und SO(D,N) = {p € O(D,N) | det(¢) = 1} die spezielle
orthogonale Gruppe des K-Vektorraums ® beziiglich der quadratischen Form N.

Fiir ein R-Gitter A sei O(A,N) :={p € O(D,N) | ¢(A) = A} und SO(A,N) :={p €
SO(®,N) | o(A) = A}.

Es ist klar, dal x € ®¢ <= T = —x gilt. Ist ¢ € SO(D,N) und sind z,y € D, so
hat man die Identitat

tro/x(e()o(y) = nrex(p(x + 1)) — nrox(@(x)) — nre/x(e(y))
= nry/k (v +y) — nro/(x) — nro k()

= tI‘;g/K(l’y) .

Satz 4.1.5 Es gilt SO(D,N) = {a: — edxd™! | e, d € D%, nro/k(e) =1, }

Beweis: Man verifiziert, dafi ¢:  — edxd™! eine Isometrie beziiglich N ist. Wegen
der Multiplikativitét der Determinanten und det(y — y -e) = Nrg/x(e) = 1 folgt
det p = 1.
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Sei nun umgekehrt ¢ € SO(D, N). Wir setzen e := ¢(1), damit wird nrgy/x(e) = 1.
Wegen des Satzes von Skolem-Noether geniigt es zu zeigen, dal ¢: x — e lp(z) ein
K-Algebrenautomorphismus ist:

Dazu sei (1,1,j,1j) die K-Standardbasis von © und ®, = (i, j,ij) der Kern der redu-
zierten Spur. Wir setzen by = i,by = j,bg = ij. Wegen tro/x(¢(b;)1) = tro/x(b;) =0
ist Do ein ¢-invarianter Teilraum der von {¢(b;) | i = 1,2,3} erzeugt wird. Also gilt
P(b;) = —p(b;) und somit tre/k (¢(2)d(y)) = tro/x (vy) fiir alle z,y € Dy.

Fiir ¢ # j ist insbesondere tro,x (¢(b;)P(b;)) = tro/x (bib;) = 0, was ¢(b;)(b;) € Do
zeigt. Daher existieren x1, o, 23 € K mit ¢(i)(j) = S35, 2:¢(b;). Nun gilt

0 = tro x (nro/x (0(1)¢()) = tro/x (4(1)*¢(j))

— Zx tro/ i (¢(b1)d(b;)) = —x1 tro (1) (i)
= =27 nre k(i) .

Also ist #; = 0. Analog folgert man z, = 0 und nre/k(ij) = nre/x(¢(i)e(j)) =
nro,/ i (w3¢(ij)) = 23 nro K (ij) impliziert schlieBlich x5 = +1.

Gilt 23 = +1, so ist ¢ multiplikativ und der Satz damit bewiesen. Andernfalls un-
terscheidet sich ¢, wie wir gerade gesehen haben, auf (ij) um eine Spiegelung von
einem Element aus SO(®, N). Dann ergibt det(¢) = det(¢) = —1 jedoch einen Wi-

derspruch. 0

Korollar 4.1.6 Zwei R-Ordnungen Ay und As sind genau dann konjugiert, wenn die
beiden R-Gitter (A1, N) und (Aa, N) isometrisch sind.

Beweis: Sind A; und A, konjugiert, so sind (Ay, N) und (Ag, N) isometrisch. Sei umge-
kehrt ¢: A; — Ay eine Isometrie beziiglich N. Da die kanonische Involution einen K-
Automorphismus auf ® mit Determinante —1 induziert und die beiden R-Ordnungen
A; fixiert, konnen wir annehmen, daf sich ¢ zu einem Element aus SO(®D, N) fortsetzen
1aBt. Also existieren e € © mit nrp/(e) = 1 und d € D* derart, daB Ay = edAod ™.
Wegen 1 € Ay gilt e € AT und damit ist Ay = dAyd ", 0

Korollar 4.1.7 Fiir jede R-Ordnung A von ® gilt

SO(A,N) = {z+ edzd " | e € A, nro/k(e) =1, d € D*, dA = Ad} .
Beweis: Jedes Element aus SO(A, N) l&8t sich eindeutig fortsetzen zu einem ¢ €

SO(®, N). Alsoist ¢(x) = eded ™ mit d € D* und nry,x(e) = 1. Es folgt e = p(1) € A
und damit A = edAd~! = dAd~!. Die umgekehrte Inklusion ist klar. O

Wir fiithren nun folgende Bezeichnungen ein:
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J; die Gruppe der zweiseitigen 91;-Ideale

P; ={I € J; | I ist ein Hauptideal }

Z; ={aM; | a # {0} ein gebrochenes R-Ideal in K}
Hi={\M; | A e K*}

Bemerkung 4.1.8 Es sei 91 eine R-Maximalordnung. Ist a ein gebrochenes R-Ideal
in K, so gilt

M=M <= a=R.
Denn aus a9t = 9 folgt a C (aMM) N K = M N K = R. Angenommen a lige
nun in einem maximalen Ideal p von R, so liefert Nakayama’s Lemma angewandt auf
ap,M, = M, den Widerspruch M, = 0. Die Umkehrung der Aussage ist natiirlich
trivial.

Ist nun b ein weiteres gebrochenes R-Ideal in K, so folgt aus der obigen Aquivalenz
die Beziehung

aM =0 < a=>b.
Insbesondere ist [Z; : H;] = hk.
Ist das Primideal p von R in ® verzwelgt so ist rad(imp) das einzige maximal ganze
zweiseitige sm -Ideal und alle anderen zmp Linksideale bzw. Dﬁp Rechtsideale sind Po-
tenzen von rad(?)ﬁp). Weiter ist rad(9M,) ein maximal ganzes 9M,-Linksideal und ein
maximal ganzes Sﬁtp—Rechtsideal von ifTIp, denn 35p besitzt nur die eine R-Maximalord-
nung S)fTIp Ferner gilt rad(iﬁtp) = pimp
Ist p jedoch nicht verzweigt, so ist ®, isomorph zu K 2x2 und die zweiseitigen 91,-
Ideale sind dann Potenzen von pt,,.

Aus Satz 2.5.25 und Satz 2.7.27 folgt: Sind pq, ..., p, die in D verzweigten Primideale
und ‘B, ..., P, die dariiberliegenden Primideale von 91, so bildet

{Hapj% | (o, ..., q,) € {0,1}8}

ein Représentantensystem der Klassen von J;/Z;. Weiter sind die Primideale B; nach
Satz 2.5.36 und Satz 2.7.27 maximal ganze 9M-Linksideale und maximal ganze IN-
Rechtsideale. Weiter gilt [J; : H;| = 2° - hg.

Damit kénnen wir den Zusammenhang der Automorphismenanzahl mit w; ' H; konkret
angeben:

Satz 4.1.9 Es gilt |O(O,;, N)| = 2572hgwiw; H; .

Beweis: Die kanonische Involution 148t 9, fest und induziert somit einen Automor-
phismus auf 91; mit Determinante —1. Daher ist
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Sei U := {y — zyx™' | z € D%, Mz~ = M;} < SO(M;, N). Nach Korollar 4.1.7
gilt A = 4w} |U|.

Wir setzen nun Uy = {y — zyz~' | @ € M;}. Dies ist ein Normalteiler von U.
Fir z € 9! gilt y — zyr~! = idgy, genau dann, wenn = € R* liegt. Daher ist
|Uy| = [ : R*] = w;.

Weiter sei ¢: P; — U/Uy, a9M; — (y — xyz~'). Angenommen, es ist z90; = 2/9;.
Dann gilt auch z7'2’ € 9 und somit ist ¢ wohldefiniert und wir erhalten

ker(¢) = {9 | y = ayz ™" fir alley € M} = {aM; |z € K} =H; .
Damit ist U/U; = P;/H; und somit [U : U] = [P; : H;]. Zusammen folgt

A = 4w |U| = dwiw; - [Ps : Hy) = dwiw; - [Ti - Ha) - [Ti - P~
= 40)2»1(,%‘ . (QShK> . Hi_l . O

4.2 Galoisautomorphismen

Es sei © eine total-definite Quaternionenalgebra mit Z(®) = K ein total reeller
Zahlkorper derart, dal K/Q galoisch ist. Weiter sei dann R = Zg der ganze Abschlufl
von Z in K.

Wir wollen im Folgenden untersuchen, wann die Galoisautomorphismen von K/Q eine
Operation auf den Konjugationsklassen der R-Maximalordnungen von ® induzieren.
Dazu sei © = (a—Kb) und (by = 1,by = i,b3 = j, by = ij) die Standardbasis von © iiber
K.

Definition 4.2.1 Man sagt, © habe gleichmdijig verteilte Invarianten (uniformly dis-
tributed invariants), falls fiir jede Primzahl p entweder alle Primideale von R iiber p
in ® verzweigen oder aber keines.

Satz 4.2.2 Es gibt genau dann fiir jedes o € Gal(K/Q) ein p, € Autg(D) mit v, |k =
o, wenn ® gleichmdfig verteilte Invarianten besitzt.

Beweis: Viax: Kx® — D, (A, d) — Axd := o(\)d wird (D, +, %) zu einer K-Algebra,
welche wir mit ® bezeichnen wollen. Da jedes Element in ® invertierbar ist, ist auch
D ein Schiefkdrper.

Fiir ein Primideal p iiber pR bezeichne dann

6: K®¢Q, — K®¢Qp, A@c— o(\)®c

die Fortsetzung von o. Ist pR = Zle p;* eine Zerlegung in verschiedene Primideale,

so gilt K ®q @p = @le K,,. Daher kénnen wir ¢ als Fortsetzung von o auf f(p fiir
jedes Primideal p iiber p auffassen. Damit wird

Ky @D — Ky @x®, A@d — 6(\) @d
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ein Isomorphismus, denn die Abbildung ist wohldefiniert, weil fiir jedes ¢ € K gilt

A®d (e @d
Il Il

A®o(c)d—= (N @a(c)d.

Also verzweigt © an einem Primideal p genau dann, wenn ® an o(p) verzweigt.

Ist nun @, € Autg(D) mit p,|x = o, so liefert x +— @,(r) einen K-Isomorphismus
D — ®, denn fiir alle A € K und = € ® gilt ¢, (Ax) = d * p, (7).

Ist nun p eine Primzahl und pR = Hle p;* eine Zerlegung in verschiedene Primideale,
so operiert die Galoisgruppe von K/Q transitiv auf der Menge {p; | 1 < i < k} vgl.
[Neu92, Satz 9.1, S. 56]. Also muBl ® gleichméBig verteilte Invarianten besitzen.

Sei umgekehrt angenommen, ® erfiille diese Bedingung. Dann sind © und © an jeder
Komplettierung isomorph. Nach dem Satz von Hasse-Brauer-Noether-Albert [Rei03,
32.11, S. 276] sind dann auch © und ® isomorph. Fiir jedes o € Autg(®) existiert
daher ein ¢, € Autg(®) mit p,|x = 0. o

Bemerkung 4.2.3 Angenommen, ® habe gleichméfig verteilte Invarianten. Fiir je-
des 0 € Gal(K/Q) seien ¢, € Autg(®) mit ¢,|x = 0. Bezeichnet [90] die Konjugati-
onsklasse einer R-Maximalordnung 9, so liefert o x [9M] — [p,(M)] eine Operation
von Gal(K/Q) auf den Konjugationsklassen der R-Maximalordnungen von ©.

Diese Operation ist wohldefiniert, denn sind @1,y € Autg(®) mit ¢;|x = o fir
i = 1,2. Dann ist ¢;' 0 @y € Autg (D), also durch Konjugation gegeben. Damit ist

[p1 ()] = [ip2(M)].

Lemma 4.2.4 Seio € Gal(K/Q) und ¢ € Autg(®D) mit p|x = 0. Fine R-Ordnung A
ist genau dann zu p(A) konjugiert, wenn die R-Gitter (A, N) und (A, c0oN) isometrisch
sind.

Beweis: Die Standardbasisvektoren 1,1, j, k erfiillen alle ¢(Z) = ¢(z). Also gilt diese
Identitét fiir alle x € ®. Damit gilt auch try/k(p(x)) = @(tro/x(v)) = o(tre/x(v))
fiir alle x € ©. Es folgt

tro/k (p(2)p(y)) = tro/k (¢(27))) = o(tro/x (27)) fur alle z,y € D .

Die Behauptung folgt nun aus Korollar 4.1.6. O

Bemerkung 4.2.5 © = (‘%’) besitze gleichméfig verteilte Invarianten.

(a) Sind a, b € Q, so ist ein ¢ € Autg(®) mit p|x = o leicht anzugeben. Ein solcher
Automorphismus ist z.B. gegeben durch

4 4
k=1 k=1

Denn bezeichne b; = ¢(b;), so gilt bib; = —bjb; fiir alle 2 <7 # j < 4. Wegen
a,b € Qist p(b?) = a(b?) = b? = p(b;)?. Also ist ¢ ein Automorphismus.
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(b) Im Allgemeinen muff man jedoch ein quadratisches Gleichungssystem iiber K
l6sen. Man hat dazu die Bilder b}, der Elemente by, bs zu konstruieren. Da
tro/k(b;) = 0 fiir i > 1, kann man by, = x9by + 23b3 + 2404 und by = y2by +
ysbs + ysby mit z;,y; € K ansetzen. Setzen wir dann 0] = 1 und b}, = byb5,
so miissen die folgenden Gleichungen gelten, damit Zizl by — Zizl o (k)b
einen geeigneten Automorphismus liefert:

ybly = —bibly, o(a) = (by)? = ari+bri+abri und o(b) = (by)? = ays+bys+aby;.

Bemerkung 4.2.6 Es sei 0: K — Q und ¢, € Autg(®) mit ¢,|x = o. Weiter
sei M eine R-Maximalordnung und by, ..., by, eine Z-Basis von 9. Ferner bezeichne
G = trp)g(bib;);; die Grammatrix des Z-Gitters (90, Ng).

Interessiert man sich fiir dichte Z-Gitter in ®, so ist das Z-Gitter (91, Ng) nicht
besonders interessant. Denn aus dem Beweis von Bemerkung 4.1.2 folgt

min{Ng(z,z) | z € M\ {0}} =2n.

Es gibt jedoch wesentlich dichtere Z-Gitter in Dimension 4n.

Man kann aber hoffen, daf§ Z-Gitter der Form (9tx, Ng) mit © € ©* dichtere Z-Gitter
liefern. Die Grammatrix des Z-Gitters 290 ist (troq(bizh;r)) = 127G = tro/K(z)G.
Also wire ein Ansatz, Z-Gitter mit Grammatrix oG fiir total positive a € K zu
untersuchen.

Verfolgt man diesen Ansatz fiir 9t und ¢, (9) so wiirde man jeweils dieselben Z-Gitter
untersuchen, denn es ist

(troyg(@o(bi)zes (b)) = o(tra/k (2))(Trx g0 o tre/k (bib;)))i; = o(troyx ()G .

Selbst wenn man ein konkretes ¢, nicht konstruieren kann, kann es also von Vorteil
sein, lediglich die Bahnen der Galoisoperation auf den Konjugationsklassen von R-
Maximalordnungen zu bestimmen.



Kapitel 5

Algorithmen

Es sei K ein algebraischer Zahlkérper und R = Zg der ganze Abschlul von Z in K.
Weiter sei © eine total-definite Quaternionenalgebra mit n := [K : Q] und m := 4n =

D : Q.

Weiter wollen wir annehmen, dafl wir in K bzw. R alle auftretenden Operationen
wie das Invertieren und Faktorisieren von gebrochenen R-Idealen usw. durchfiihren
konnen.

Als Konvention vereinbaren wir, dafl Vektoren immer Zeilenvektoren sind. Fiir eine
Matrix M bezeichne M[i| die i-te Zeile von M, so wie dies auch im Computeralgebra-
system MAGMA (vgl. [CBO05]) der Fall ist.

5.1 Arithmetik

Es sei (1 = xy,...,x4) eine beliebige K-Basis von © und (1 = r,...,7,) eine Ganz-
heitsbasis von K. Dann bildet b = (b1, ..., by,) mit by—1)41 = 257 eine Q-Basis von D.
Ein Element x € © werden wir entweder als Koeffizientenvektor beziiglich (x1, ..., z4)
oder aber beziiglich b darstellen.

Ein R-Gitter I von ® besitzt zwar eventuell keine R-Basis jedoch stets eine Z-Basis
(Y1, -+, Ym). Schreiben wir die Koeffizienten der y; beziiglich b untereinander, so er-
halten wir eine sogenannte Basismatriz von I, welche im Programmlisting meist mit
L bezeichnet wird.

Eine andere Moglichkeit ist die rechtsreguldre Darstellung: Sei dazu y;y; = > -, )\yk)yk

mit )\gzk) € Q. Dann setzen wir Y; := ()\yk)) Das System (Yi,...,Y,,) ist dann die
rechtsregulére Darstellung von I und beschreibt die Rechtsmultiplikation der Basis
Y1, - --,Ym- Insbesondere besteht jede rechtsreguldre Darstellung einer R-Ordnung aus
Maxtrizen mit Eintrégen aus Z, denn jede R-Ordnung ist ein Ring.

Im Folgenden bezeichne B = (Bjy, ..., B,,) die rechtsregulidre Darstellung des von b
erzeugten Z-Gitters.

Es sei I ein R-Gitter mit Basis y und dazugehérender Basismatrix L = (l;;). Setzen
wir Y, = L(ZTZI NijB;) L7t fir 1 < 4 < m, so bildet Y3,...,Y,, die rechtsregulire
Darstellung von I beziiglich y.

83
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5.1.1 Bezeichnungen

Wir wollen nun fiir den Rest des Kapitels einige Objekte fixieren. Es sei (1 = xy, ..., z4)
eine K-Basis von © und (1 = ry,...,7,) eine Ganzheitsbasis von K. Dann seien
bak—1y1 := zxr; und es bezeichne b = (b1, ...,by) die Q-Standardbasis von ©. Weiter
sei B die rechtsregulédre Darstellung von b.

Es gibt )\glk) € Qmit b;b; = Y1, )\ggbk. Wir setzen BY := ()\Yk)) und B° = (BY,...,B2).
B° beschreibt dann die Rechtsmultiplikation der b; auf b.

Ferner werden wir noch die folgenden symmetrischen rationalen Matrizen benétigen:
tr .= (trD/K(bibj))ij und \I]k = (trg/Q(rkab])U fir 1 S k S n.

5.1.2 Elementarithmetik

Es seien z = Y " a;b; und y = >, y;b; zwei Elemente in ©. Weiter bezeichne
T = (fl,...,$m> EQm.

Um z - y zu bestimmen, bilden wir zunéchst Y := > (y;B;). Dann beschreibt Y die
Rechtsmultiplikation von y auf b und damit ist Y gerade der Koeffizientenvektor von
xy beziiglich b.

Weiter gilt Z - (tr[1])" = tro/x (D iy ;) = tro/k(T) = tro/k (z). Damit 148t sich die
reduzierte Spur eines Elementes x leicht bestimmen.

Wegen 3 (z-tr- ") = $ tro/x (>, > 2ibiz;b;) = L tro/ K (2T) = nre; k() gilt dies auch
fiir die reduzierte Norm von z.

5.1.3 Gitterarithmetik

Es sei I ein R-Gitter in ® mit Z-Basis y und dazugehérender Basismatrix L = (Ay).
Weiter sei B wieder die rechtsregulére Darstellung der fixierten (Q-Basis b von © und
T = Z:’il x;b; ein beliebiges Element aus ®.

Wenn man die folgenden Algorithmen implementieren will, so sollte man nicht irgend-
eine Basismatrix eines R-Gitter berechnen, sondern eine Hermitesche Normalform.
Dies verhindert ein allzu starkes Wachstum der Koeffizienten.

Die reduzierte Norm eines normalen R-Gitters

Ist I normal, so wollen wir nrg,x (/) berechnen. Im Kommentar zu Definition 2.8.7
haben wir bereits gesehen, dafl nrg,x(I) das von {nrp,x(x) | « € I} erzeugte R-Ideal
ist. Fiir z,y € © gilt ferner

nry/k(z+y) = (z+y) - (x+y) =nrp/x(z) +nro/x(y) + tro/x (27) .
Also wird nrg/x (1) bereits erzeugt von
o/ (yi) |1 <i <m} U {tro/x(yy;) | 1 <i<j<m}.

Wie wir schon gesehen haben, gilt LtrL' = (tro/x (yi7;))s;. Dabei ist der i-te Diagonal-
eintrag gerade tro,x (¥:¥;) = 2n0ro/k (y;). Somit 148t sich nrg k(1) leicht bestimmen.
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Die Produkte x/ und Iz

Wir gehen wie beim Multiplizieren zweier Elemente aus ® vor, denn z[ ist ja gerade
das von xy, ..., xy, erzeugte Z-Gitter. Es sei also Y; := Z;nzl AijBj. Schreiben wir
nun die Vektoren xY7, ..., xY,, untereinander, so erhalten wir eine Basismatrix von x/
beziiglich b.

Analog ist L(} ", x;B;) eine Basismatrix von Iz in Bezug auf b.

Das Produkt zweier R-Gitter

Es sei J ein weiteres R-Gitter mit Basismatrix L' = (\{;). Wir wollen I - J berechnen.
Hat J die Basis y', so ist IJ das von {y;y; | 1 < 4,5 < m} erzeugte Z-Gitter. Wir
gehen daher wie beim Bilden von I vor: Es sei Y; := Z;nzl Ai;Bj. Schreiben wir nun
LYy, ..., LY,, untereinander, so enthélt diese Matrix die Koeffizienten aller Produkte
yiy;. Bringen wir die Matrix auf Hermitesche Normalform, so haben wir eine Basis von

1J gefunden.

Es sei bemerkt, daf§ der Algorithmus auch [a fiir jedes gebrochene R-Ideal a von K
bestimmen kann. Dazu wahlt man als L' gerade die Basismatrix von a beziiglich der
zuvor fixierten Ganzheitsbasis (r1,...,7,) von K. Denn fiir ¢ = 1,...,n beschreibt
B; gerade die Rechtsmultiplikation von r; auf b. Man bekommt dann natiirlich nur n
Matrizen Y7, ...,Y,, anstatt m wie oben.

Dualisieren eines R-Gitters

Um I# beziiglich der reduzierten Spurbilinearform 7o, : (2,y) — tro/x (zy) zu finden,
werden wir [ zuerst beziiglich 79,9 (z,y) — trojg(ay) dualisieren und dieses Z-
Gitter dann gem#f Lemma 2.9.6 mit der Diskriminante d(K/Q) des Zahlkorpers K
multiplizieren um I# zu erhalten. Dazu sei T := (trp/q(b;ib;));;. Die Matrix T hingt
nur von der Standardbasis ab und mufl daher auch nur einmal berechnet werden. Da
y eine Q-Basis von © ist und 7p,p nach Definition 2.2.8 nicht ausgeartet ist, T'L*
invertierbar. Wegen (T'LY)"'TL* = I,, bilden die Zeilen von (T'L*)™! eine Basis des
zu I beziiglich 75,9 dualen Gitters. Da der vorherige Algorithmus auch das Produkt
eines vollstdndigen Z-Gitters mit einem gebrochenen R-Ideal von K bestimmen kann,
kénnen wir nun I# angeben.

Die Rechtsordnung eines R-Gitters
Wir wollen nun O,(I) bestimmen. Dazu bezeichne Y die rechtsregulidre Darstellung
von y. Fiir (vy,...,v,) € Q™ gilt dann:

Zviyi €0, () — Z%‘Uj,%' el firalle j <= ZviYi[j] € 7Y™ fiir alle j
i=1

=1 =1
m
= ) uY,ezmm.
=1

Wir schreiben daher die Zeilen der Matrizen Y, nebeneinander und erhalten so m
Vektoren der Linge m?. Diese fassen wir dann zu einer m x m?2-Matrix X iiber Q
zusammen. Nach dem Elementarteilersatz existieren P € GL,,(Z) und @ € GL,,2(Z)
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derart, dafl S := PX(@ Diagonalgestalt besitzt. Fiir 1 < i < m teilen wir nun die i-te
Zeile von P durch S[i,i]. Die Zeilen von P spannen dann iiber Z gerade die Menge
der v € Q™ auf, fiir die v.X € Zixm? liegt. Das heifit, P ist eine Basismatrix von O,.(I)
beziiglich y und damit ist PL eine Darstellung von O, (I) beziiglich der Standardbasis
b.

Algorithmus 5.1.1 : Bestimmung der Rechtsordnung eines R-Gitters.
Eingabe : Basismatrix L eines R-Gitters [.
Ausgabe : Eine Basismatrix von O, (I).

Y « rechtsreguldare Darstellung von I;

fiir i :== 1 bis m tue X[i] < Y; aufgefasst als Element von Q™"
Finde P € GL,,(Z) und @ € GL,,2(Z) mit S := PX(@ Diagonalgestalt;
fiir i := 1 bis m tue P[i] < P[i]/S[i,i];

zuriick PL;

Die Linksordnung eines R-Gitters
Analog zum vorherigen Algorithmus soll nun O,;(I) berechnet werden.

Sei dazu Z; == L(_ 7" (A”BO)L LIst Z; = (2 (k))jkv so gilt y; 7, = D> 1o, z§2yk bzw.
nach Konjugatlon Yiy; = Zk:l jk yk. Damit folgt

Zviyi €0(l) Zviyi c O,(I) — Zviyiyj e I fiir alle j
i=1 ‘ i=1
— Zvl i[j] € ZM™ fiir alle j <= szZ ezmm,
=1
Daher kénnen wir nun den vorherigen Algorithmus mit (Z, ..., Z,,) anstelle von Y

verwenden um O;(/) zu bestimmen.

Invertieren eines R-Gitters
Beim Invertieren von I haben wir mehrere Moglichkeiten:

(a) Ist I normal, so gilt I=' = (nrg/r (1))~ - I.
(b) Esist stets I7' = (I - O,.(1)*)# = (O,(1)* - I)*.

(¢) Wir gehen wie beim Bestimmen der Links- bzw. Rechtsordnung vor:
Sei dazu y' = (v, ... ,y;n) eine Z-Basis von O;(I) und L' die dazugehérige Ba-
sismatrix. Wir setzen Zi = L3775, NijBj) L'~ Ist dann Z; = (ZJ(Q)jk, so gilt

Yily = D gy ]kyk Es folgt

Zvlyl el —= szyjyl cOl) — Zvl i[9] € Z™ fiir alle j

=1

< ZUZZz czZm .

=1
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Damit konnen wir den Algorithmus zur Bestimmung der Rechtsordnung auf
(Z1,...,Zy,,) anwenden und erhalten so eine Basis von I~!. Alternativ kann man
natiirlich auch O,(I) verwenden, man muf} lediglich die Matrizen Z; derart an-

passen, daf y;y; = > -, zj(z)y,’c fiir eine Z-Basis (v}, ...,y,,) von O,(I) gilt.

5.2 Konstruktion einer R-Maximalordnung

Ergénzen eines R-Gitters zu einer Ordnung.

In Satz 2.5.7 haben wir bereits gezeigt, dafl ein volles R bzw. Z-Gitter I genau dann
eine R-Ordnung ist, wenn alle Elemente in [ ganz iiber R sind, I ein Ring ist und
R C I gilt. Angenommen wir haben nun ein volles Z-Gitter I mit R C I und alle
Elemente aus I seien ganz iiber R (d.h. trg/x(I) € Rund nro (/) € R). Um Iy := 1
zu einer R-Ordnung zu vervollstéindigen, bilden wir nun immer weiter I, := I; + I?2.
Gibt es nun ein x € I;; 1, welches nicht mehr ganz iiber R ist, so liegt I in keiner
R-Ordnung. Gilt I; = I;41, so ist I; ein Ring mit R C I;, der ganz ist iiber R, also
eine R-Ordnung. Um zu zeigen, dafl der Algorithmus terminiert, unterscheiden wir zwei
Fille. Ist I in einer R-Ordnung A enthalten, dann kann es keine nicht abbrechende echt
aufsteigende Kette von R-Gittern (I;) mit [ C I; und I; C A geben, da A noethersch
ist. Also terminiert der Algorithmus. Ist I aber in keiner R-Ordnung enthalten und
angenommen, der Algorithmus terminiert nicht, so gibt es eine nicht abbrechende
Kette I =1 C I € I, C .... Dann ist |J;2, I; eine R-Ordnung welche I umfaBt. Was
nicht sein kann.

Wir erhalten also folgenden Algorithmus:

Algorithmus 5.2.1 : Ergdnzen eines R-Gitter zu einer Ordnung
Eingabe : Ein R-Gitter [ mit R C [I.
Ausgabe : Eine minimale R-Ordnung A mit I C A, falls eine solche existiert.
Andernfalls false.
wiederhole
(b1,...,by) < eine Z-Basis von I;
wenn ein b; nicht ganz dann zuriick false;
I' — I
I — das von {by,...,b,} U{bib; | 1 <i,j < m} erzeugte Z-Gitter;
bis I = TI’;
zuriick [;

Konstruktion einer R-Maximalordnung
Wir starten mit einer beliebigen R-Ordnung A. Zum Beispiel der Linksordnung des
von einer (Q-Basis von ® erzeugten Z-Gitters.

Ist A in einer anderen R-Ordnung A’ enthalten, so zeigt der Beweis von Satz 2.9.3
d(A/Z) = [N : A}*- d(N'/Z). Fiir eine Primzahl p € N mit p | [A’: A] gilt daher

1
Ay C A, NALC AR
p
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Wegen A C A'ist A C (’)T(%A NA). Also existiert ein R-Gitter [ in ® mit A C O,(I)
und
1 1
ACIC-ANA* C -A.
p p
Dieses R-Gitter I 18t sich nun mit Algorithmus 5.2 zu einer R-Ordnung A” ver-
vollstandigen, die I enthélt. Nun wiederholen wir diese Konstruktion, bis fiir keinen

Primteiler p von d(A/Z) ein solches R-Gitter I mehr existiert. Dann haben wir eine
R-Maximalordnung von ® gefunden.

Um alle Kandidaten fiir I zu finden, muf§ man die minimalen A-Rechtsmoduln von
A/pA oder auch (A N pA#)/pA bestimmen.

Sei dazu Y = (Y1,...,Y,,) eine rechtsregulire Darstellung von A. Wir fassen dann die
Y; € Z™*™ als Elemente von F'*™ auf. Bezeichne nun y eine Z-Basis von A, und
r = . vy €A, soist v:=(vq,...,0,) € Z™ und damit vY; € Z™ fiir alle i. Also
sind die Teilmoduln der von (Y1, .. .,Y;,) erzeugten Teilalgebra von F;**™ gerade die A-
Rechtsmoduln von A/pA und diese wiederum korrespondieren zu den A-Rechtsmoduln
zwischen A und %A.

Ein Algorithmus zum Finden aller (minimalen) Teilmoduln einer Matrixalgebra iiber

einem endlichen Koérper ist in [HR94| beschrieben und in MAGMA implementiert als
MinimalSubmodules.

Alternativ kann man auch die Rechtsmultiplikation von A auf %A N A#/A als Matri-
xalgebra iiber I, darstellen und erhélt so die minimalen A-Teilmoduln I zwischen A
und ]%A N A#. Dies hat den Vorteil, da8 man meist in einer kleineren Matrixalgebra
arbeitet.

Da d(A/Z) nach Satz 2.9.3 in jedem Schritt verkleinert wird und es nur endlich viele
Teilmoduln von A/pA gibt, terminiert der folgende Algorithmus:

Algorithmus 5.2.2 : Konstruktion einer R-Maximalordnung

Ausgabe : Eine R-Maximalordnung A.

1 A + Linksordnung des von einer Q-Basis von © erzeugten R-Gitters iiber R;
2 d«— d(N/7Z);

s fiir alle Primzahlen p mit p* | d tue

4 Bestimme die minimalen A-Rechtsmoduln von A/pA;

5 fiir alle minimalen Teilmoduln M von A/pA tue

6 I — zu M korrespondierende R-Gitter zwischen A und %A;
7 wenn [ in einer R-Ordnung A’ liegt dann

8 A — A

9 gehe zu 4;

10 Ende

11 Ende

12 Ende

[y
w

zuriick A;
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5.3 Bestimmung der Invarianten der Quaternionen-
algebra

Ist eine R-Maximalordnung 9t von ® bestimmt, so kénnen wir nun die Invarianten
von ® bestimmen. Die Diskriminante ist bekanntlich d(®/R) = (nrp,x (%)) 2 Dies
148t sich wie wir schon gesehen haben leicht bestimmen. Damit kann man die Min-
kowskischranke berechnen.

Sind p1, ..., ps diein D verzweigten Primideale von R, so gilt p;-...-ps = nr@/K(im#)*l.
Damit lassen sich die verzweigten Primideale sofort angeben. Hat man diese bestimmt,
so kann man die rechte Seite der Eichlerschen Maf3formel auswerten, sie hingt jetzt
nur noch vom Grundkoérper K ab.

5.4 Finden aller Klassen von R-Maximalordnungen

Es sei MM eine R-Maximalordnung von ® wie in Abschnitt 5.2 bestimmt. Wir wollen
nun zeigen, mit welchen Mitteln man alle Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen
finden kann.

Finden der maximal ganzen 91-Rechtsideale

Es sei p ein Primideal von R. Wir wollen nun alle maximal ganzen 9t-Rechtsideale
finden, die p9t enthalten.

Dazu sei y eine Z-Basis von 91 und p die Primzahl iiber der p liegt. Nach dem Ele-
mentarteilersatz konnen wir annehmen, daB es ein [ € N gibt so, daB
(PY1, - - - DY, Yis1, - - - Ym) eine Z-Basis von p9 ist. Die rechtsregulidre Darstellung Y
beziiglich y beschreibt nun auch die Rechtsmultiplikation von y auf 9t/pON. Fassen
wir dies als eine Maxtrixalgebra von Dimension [ iiber F, auf, so entsprechen die ma-
ximalen Teilmoduln davon gerade den gesuchten maximal ganzen 9J1-Rechtsidealen.

Ist p in © verzweigt, so gibt es nur ein maximal ganzes ﬂj?p—ReChtsideal iiber piﬁip,
nadmlich rad(i)ﬁp). Nach Satz 2.5.36 existiert daher auch nur ein 9i-Rechtsideal iiber
pIN und dieses ist zweiseitig.

Ist p nicht verzweigt und ¢ := Nrg/q(p) = |R/pl, so ist M/pI = F2** nach Korol-
lar 2.7.8. Nun sind die Kategorie der F;**-Rechtsteilmoduln von F3** und die Kate-
gorie der IF,-Vektorrdume von Fg dquivalent (siehe [Row91, Theorem 1.1.17, S. 30 und

Example 4.1.10, S. 359]). Also gibt es in diesem Fall genau ‘1:_—_11 = ¢+ 1 der gesuchten
maximal ganzen 9M-Rechtsideale.

Ist nun p eine Primzahl und pR = p{*-...-p* mit paarweise verschiedenen Primidealen
p; von R. Dann gilt R/pR = @;_, R/p;*. Weiter seien €, ..., €, die dazugehdrenden
Idempotente. Da 9t/pM ein R/pR-Modul ist auch 9/pINt = @;_, M/p M. Jeder M-
Rechtsteilmodul T von 90t/p9 ist daher isomorph zu @;_, ;7. Insbesondere sind die
maximal ganzen 9-Rechtsideale zwischen p)t und 9N gerade die maximalen ganzen
M-Rechtsideale zwischen den einzelnen p; 91 und M.
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Testen zweier R-Ordnungen auf Konjugation
Es seien A und A’ zwei R-Ordnungen mit Basen y und y' sowie L bzw. L’ die dazu-
gehorenden Basismatrizen. Weiter seien Fj, := LW, L' und F} := L'U, L.

Satz 5.4.1 Die beiden R-Ordnungen A und A sind genau dann konjugiert, wenn es
eine Matriz T € GL,,,(Z) gibt mit F, = TF,T" fiir alle k.

Ist o ein primitives Element von K/Q, so geniigt es, wenn T lediglich Fy, = TF,T"
fiur k =1,2 erfillt.

Beweis: Nach Korollar 4.1.6 sind A und A’ genau dann konjugiert, wenn die beiden
R-Gitter (A, Ng) und (A, Ng) isometrisch sind. Eine solche Isometrie erfiillt dann
Trg/o(rN(z,y)) = Trr(rN(e(z), ¢(y))) fiir alle r € R und alle 2,y € A. Die dar-
stellende Matrix 7" von ¢ beziiglich b geniigt daher der geforderten Bedingung.

Sei nun umgekehrt solch eine Matrix T' gegeben. Fiir alle 1 < k& < n gibt es dann

agf) € Q mit rpy; =371, agf)yj und wir setzen Ay := (agf)). Analog definieren wir A} .

Wegen r = 1 gilt Fj, = AgFy baw. F] = A} F|, wie man leicht nachrechnet. Es folgt
ATEIT = AyF) = Fp = TEIT = TALF/T® .

Also gilt A, = TA,T~! fiir alle k£ und somit entspricht 7' einem Element in Aut (D).
Sei ¢: A — A’ die durch T beschriebene R-lineare Abbildung. Dann gilt nach Vor-
aussetzung Trg o(riN(z,7)) = Trro(reN(e(x), ¢(y))) fir alle z,y € A und alle
1 < k < n. Da Trg/g nicht ausgeartet ist, folgt N(x,7) = N(p(x),¢(y)) fiir alle
xz,y € A. Also ist p: (A, N) — (A’, N) eine Isometrie von R-Gittern.

Sei nun K = Q(r3). Dann kénnen wir annehmen, es sei r, = 7“72“_1 fir 1 <k <n.
Mit den obigen Bezeichnungen gilt dann A = Ag’l fir alle 1 < k < n. Weiter ist
F, = AyFy = AS'Fyund F) = AS1F] fiir alle 1 < k < n. Wir konnen daher die obige
Argumentation auch anwenden, wenn 7' lediglich F}, = TF/T" fir k = 1,2 erfiillt. g

Ein Algorithmus zum Finden einer solchen Matrix 7" ist in [PS97] beschrieben und
steht in MAGMA unter dem Namen IsIsometric zur Verfiigung.

Feststellen, ob alle Typen von R-Maximalordnungen gefunden sind

Es sei A eine R-Ordnung mit Basis y und dazugehorender Basismatrix L. Ferner sei
Fj, == LY.Lt Aus Satz 5.4.1 mit A = A’ folgt, daB ¢ € Autz(A) genau dann ein
Element von Autg(A, N) ist, wenn darstellende Matrix T von ¢ beziiglich y fir alle
1 < k < n die Identitit TEF, Tt = F}, erfiillt. Ist K = Q(r3), so geniigt es die Bedingung
nur fiir £ = 1,2 zu fordern.

Mit dem in [PS97] beschriebenen und auch in MAGMA als AutomorphismGroup im-
plementierten Algorithmus konnen wir daher [Autg(A, N)| bestimmen.

Mit Satz 4.1.9 ist es uns nun auch maoglich, die Terme w; ' H; in der Eichlerschen Maf-
formel auszuwerten. Damit 148t sich letztlich iiberpriifen, ob wir schon alle Klassen von
R-Maximalordnungen bestimmt haben, denn die rechte Seite der Mafiformel haben wir
bereits in Abschnitt 5.3 ausgewertet.
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Finden aller Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen

Wir wissen bereits, daf} jede R-Maximalordnung die Linksordnung eines 91-Rechtsideals
I ist. Ohne Einschrankung kénnen wir I als ganz voraussetzen. Bei der Bestimmung
der Minkowskischranke wurde auflerdem gezeigt, dafl man nur 9t-Rechtsideale bis zu
einer gewissen Norm untersuchen muf.

Nach Satz 2.5.33 besitzt jedes ganze 9-Rechtsideal I eine Darstellung [ =11 - ... I},
als ein echtes Produkt maximal ganzer R-Gitter. Eine Strategie zum Finden aller
Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen wére daher die folgende:

Wir setzen uns eine obere Schranke. Fiir jede Primzahl p unterhalb dieser Schran-
ke bestimmen wir dann die Linksordnungen aller maximal ganzen 91-Rechtsideale.
Auf diese Weise bekommen wir neue Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen.
Fiir einen Vertreter jeder dieser Klassen wiederholen wir dann diese Konstruktion um
wiederum neue Konjugationsklassen zu bestimmen.

Die Frage ist nun, welche Primzahlen man zuerst untersuchen sollte, um moglichst
schnell alle Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen zu finden. Zuerst einmal
sollte man versuchen, nur Primzahlen p zu testen, die wenige maximal ganze R-Gitter
liefern. Wir haben bereits gezeigt, dafl wenn pR = Hle p;* eine Zerlegung in Prim-
ideale von R ist, so gibt es iiber p9Nt genau k + Zle Nro/x (p;) maximal ganze 91-

Rechtsideale.

Satz 2.10.5 liefert einen weiteren Anhaltspunkt. Die Klasse der stabil dquivalenten
M-Rechtsideale ist isomorph zur Strahlklassengruppe von K modulo der unendlichen
Stellen von K. Also miissen die Klassen der reduzierten Normen der zu betrachtenden
maximal ganzen R-Gitter alle Elemente der Strahlklassengruppe durchlaufen.

Man sollte also so vorgehen, dafl man zuerst Primzahlen p testet, die wenige -
Rechtsideale liefern und andererseits sollen die Klassen der Primideale in R iiber diesen
Primzahlen die Strahlklassengruppe von K erzeugen.

Ist M ein maximal ganzes 2M-Rechtsideal, so ist p = M N R bekanntlich ein Primideal
von R. Nach Satz 2.8.8 gilt Nrpg(M) = Nrgsg(Nre,x(M)) = Nrgsg(p?). Daher
haben wir eine Primzahl p mit der Primidealfaktorisierung pR = p{* - ... p;* nur dann
zu testen, wenn min{Nrxq(p;)*> 1 < i < k} kleiner oder gleich der Minkowskischranke
ist.

Dies liefert folgenden Algorithmus.
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Algorithmus 5.4.1 : Finden aller Klassen von R-Maximalordnungen

Eingabe : Eine R-Maximalordnung 9 von ® und eine Menge P von
Primidealen von R.

Ausgabe : Vertreter My, ..., M, der Konjugationsklassen von
R-Maximalordnungen mit der Eigenschaft, daf§ 9t; die
Linksordnung eines maximal ganzen 9;-Rechtsideals M mit k < ¢
und M N R € P ist.

Vo= {M};

MaB — 27"k (—1)|hik [[;(Nro/k(p;) — 1) geméB Satz 4.1.1;

MaB_Gefunden «— w; ' Hy;

wiederhole

I «— eine noch nicht betrachtete R-Maximalordnung aus V';

fiir alle p € P tue

Bestimme die maximalen Teilmoduln von 90t/p9N;

fiir alle mazimal ganzen IM-Rechtsideale M mit pON C M tue

M — O|(M);

wenn I zu keiner der R-Ordnungen in V' konjugiert dann
V—Vu{my
MaB_Gefunden «— MaB_Gefunden + w; * H; wie in Satz 4.1.1;
wenn Mafl = MaBl_Gefunden dann zuriick V;

Ende

Ende

Ende

bis alle R-Maximalordnungen aus V' durchsucht;
zuriick V;

Bemerkung: Ist K/Q galoisch und besitzt ® gleichméBig verteilte Invarianten
(vgl. Abschnitt 4.2), so kann man mittels des obigen Algorithmus auch ein Ver-
tretersystem der Bahnen der Galoisoperation auf den Konjugationsklassen von R-
Maximalordnungen bestimmen.

Ist ® = (“71’) mit a,b € Q so kann man aus einer solchen Galoisbahn wieder ein
Vertretersystem aller Klassen von R-Maximalordnungen in dieser Bahn wie folgt ge-
winnen:

Ist 0 € Gal(K/Q) und 9 eine R-Maximalordnung mit Basismatrix L. Sei dann
(r1,...,7,) die zuvor fixierte Q-Basis von K. Es gibt \;; € Q mit o (r;) = 37, Ayjr;.
Setzen wir die Matrix (\;;) vier mal diagonal untereinander, so erhalten wir eine m xm-
Matrix L,. Bezeichnen wir die Klasse von R-Maximalordnungen von 9t mit [90t], so

ist LL, nach Bemerkung 4.2.5 ein Vertreter von o ([9]).

Im Allgemeinen wird dies nicht gelingen, aber wenn man z.B. an dichten Z-Gittern
interessiert ist, so ist es nach Bemerkung 4.2.6 von Vorteil, nur Vertreter der Galois-
bahnen zu bestimmen.
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5.5 Die Klassengruppe zweiseitiger Ideale

Testen, ob ein normales R-Gitter ein Hauptideal ist

Fiir alle x € ©* ist nro,x (29M) = nro/x(x) - R ein gebrochenes Hauptideal von K mit
einem total positiven Erzeuger nrg, ().

Sei nun I ein beliebiges normales R-Gitter mit 9t := O,.(I). Wir wollen bestimmen, ob
I ein Hauptideal ist und gegebenfalls ein x € I mit I = 291 finden. Dazu kann man wie
folgt verfahren: Zuerst bestimmt man nrg/x (7). Ist dies kein gebrochenes Hauptideal
in K, dann kann I auch kein Hauptideal sein. Andernfalls sei nre (/) = aR. Nun
bestimmt man mod (R*)? alle die Einheiten ey, . . ., ¢}, von R*, fiir die ae; total positiv
ist. (Dazu muffi man die Einheitengruppe von R bestimmen und dann ein lineares
Gleichungssystem iiber Fy 16sen vgl. das Programmlisting im Anhang.) Gibt es keine
solche Einheit, dann ist I wiederum kein Hauptideal. Andernfalls mufl man nun fiir
jedes i alle Vektoren x des Z-Gitters (I, Ng) mit Lange 2 Trg/g(e;a) testen, ob eines
die Identitat I = x9N erfiillt.

Algorithmus 5.5.1 : Feststellen, ob ein normales R-Gitter ein Hauptideal ist.
Eingabe : Ein normales R-Gitter [.
Ausgabe : Ein z € A mit [ = 20O, (I) falls I ein Hauptideal ist, andernfalls
false.

M — O,.(I);
wenn nry i (1) ist kein Hauptideal dann zuriick false;
Bestimme ein @ € K mit aR = nry/k (1);
Finde alle ey, ..., ex € R* fiir die ae; total positiv ist;
fiir alle ¢; tue

fiir alle x € I mit No(z,x) = 2Trpx (ae;) tue

| wenn z91 = [ dann zuriick z;

Ende
Ende
zuriick false;

Das obige Verfahren funktoniert natiirlich auch, wenn man e;a mit dem Quadrat einer
Einheit e multipliziert, denn es gilt nre/x(e) = €. Da Trg/g(e;a) sehr grofi werden
kann, empfiehlt es sich zuerst ein e € R* zu suchen, so dafl TrK/@(e%ia) kleiner wird.

Weiter kann man noch vorab 9t! bestimmen und merkt sich wihrend des Algorithmus,
welche Elemente x € 9t man schon auf 9t = I hin untersucht hat. Ein neues Element
2’ muf dann nur noch getestet werden, wenn z~ 'z’ ¢ M! gilt.

Feststellen, ob zwei normale R-Gitter linksdquivalent sind

Da zwei normale R-Gitter I und J genau dann linkséquivalent sind, wenn sie dieselbe
Rechtsordnung besitzen und zudem I.J~! ein Hauptideal ist, kénnen wir nun auch zwei
normale R-Gitter auf Aquivalenz testen. Insbesondere liefert der obige Algorithmus
dann gegebenenfalls ein x € A mit I = xJ.

Feststellen, ob zwei normale R-Gitter rechtsiquivalent sind
Zwei normale R-Gitter [ und J sind genau dann rechtsdquialent, wenn sie dieselbe
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Linksordnung besitzen und J~!I ein Hauptideal ist. Dies kénnen wir nun auch iiber-
priifen.

Bestimmen der Gruppe zweiseitiger Idealklassen einer R-Maximalordnung

Es seien 91 eine R-Maximalordnung und ay, ..., a; ein Vertretersystem der Idealklas-
sengruppe CI(K) und Py, ..., P, die Primideale von M, die iiber den in © verzweig-
ten Primidealen pq, ..., ps liegen. In Bemerkung 4.1.8 haben wir bereits gesehen, dafl
{a [T, %5’ [ 1 < < h, ae{0,1}°} ein Repriisentantensystem der Klassen zweisei-
tiger M-Ideale enthélt. Daraus konnen wir nun ein Vertretersystem extrahieren, denn
wir wissen bereits wie man testet, ob zwei 9i-Ideale dieselbe Klasse repréasentieren.
Das zu p; korrespondierende Primideal ‘J3; von 9 ist das einzige Primideal von 91
mit p,2M; C P. Nach Bemerkung 4.1.8 ist es auch das eindeutig bestimmte maximal
ganze IM-Rechtsideal mit dieser Eigenschaft. Also bestimmen wir B; wie schon zuvor
als maximalen 9t-Teilmodul von 2t/p; M.

Wir kommen zu folgendem Algorithmus:

Algorithmus 5.5.2 : Bestimmen der zweiseitigen 9-Idealklassen
Eingabe : Eine Maximalordnung 97 und die in A verzweigen Primideale

P, ., Ps.

Ausgabe : Ein Vertretersystem der zweiseitgen -Idealklassen.

Vo {0}
fiir alle p; tue
Bestimme das maximal ganze 91-Rechtsideal M mit p; 97T C 9N;
wenn M zu keinem J € V dquivalent dann
V—VUu{M}
fiir alle / € V tue
| wenn M - I zu keinem J € V dquivalent dann V «— V U{M - I};
Ende
Ende
Ende
Bestimme Idealklassenvertreter {ay,...,a,} von Cl(K);
fiir alle a; » R tue
wenn a; - M zu keinem J € V dquivalent dann
V —VU{a; M},
fiir alle 7 € V tue
| wenn a; - [ zu keinem J € V dquivalent dann 'V — V U {a; - [ };
Ende
Ende
Ende
zuriick V;

Die B; kann man wie schon zuvor als maximalen 9t-Teilmodul von 9t/p; M bestimmen.
Alternativ kann man auch die maximalen 90t-Teilmoduln von 90t/p9 mit pZ = p; N 7Z
bestimmen. Von denen nimmt man dann nur die zweiseitigen 9i-Ideale. Sicher ist B,
eines davon. Wenn nicht alle Primideale von R iiber pR in ® verzweigen, so liefert
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dies eventuell ein paar mehr Erzeuger als notig. Verzweigen jedoch alle, so liefern die
beiden Methoden genau dieselben Primideale von 9.

5.6 Rechtsidealklassen einer R-Maximalordnung

Es sei M eine Maximalordnung. Im vorherigen Abschnitt haben wir Représentanten
der Klassen zweiseitiger 9-Ideale bestimmt. Nun wollen wir ein Vertretersystem aller
Rechtsidealklassen von 9t beziiglich Linkséquivalenz bestimmen.

Finden aller Links- bzw. Rechtsidealklassen einer R-Maximalordnung
Kennt man alle Rechtsidealklassen von 91, so kennt man nach Korollar 2.6.6 auch alle
Typen My, ..., My von R-Maximalordnungen. Man kann also nicht hoffen, die Rechts-
idealklassen von 991 leichter bestimmen zu konnen als alle Klassen von R-Maximal-
ordnungen.

Wir wollen daher annehmen 9914, . .., 9911 seien schon bestimmt. Finden wir nun zu je-
der dieser R-Maximalordnung 9; ein Représentantensystem {/; 1, ..., I; g, } der Klas-
sen zweiseitiger ;-Ideale, so ist {I; M} nach Korollar 2.6.7 ein Vertretersystem der
Rechtsidealklassen von 1.

Analog bestimmt man die Linksidealklassen von 91 beziiglich Rechtsédquivalenz. Falls
ein Vertretersystem schon bestimmt ist, kann man auch verwenden, daf I — I~! eine
Bijektion zwischen den Links- und Rechtsidealklassen von 9 induziert.

Bestimmen der Klassengruppe der stabil-dquivalenten 9)-Rechtsideale
Nach Satz 2.10.5 sind zwei 9-Rechtsideale I und J genau dann stabil dquivalent, wenn
nro,/ i (1) und nre g (J) in der Strahlklassengruppe von K (modulo aller unendlichen
Stellen von K) gleich sind.

Weil zwei linksdquivalente 97t-Rechtsideale immer auch stabil dquivalent sind, enthélt
jedes Vertretersystem von 9)1-Rechtsidealen auch ein Vertretersystem beziiglich sta-
biler Aquivalenz. Also kénnen wir nun die Klassengruppe der stabil-dquivalenten 9t-
Rechtsideale angeben.
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Anhang A

Anhang: Programmlisting

A.1 Beschreibung des Programms

Hier sind nun die einzelnen Befehle des Programms und ihre Syntax aufgefiihrt. Die
Befehle sind in einzelne Gruppen unterteilt, wie bei der Beschreibung der Algorithmen
auch.

Im folgenden sei K ein algebraischer Zahlkorper mit n := [K/Q] und R = Z.

Konstruktion
Das Programm stellt eine Quaternionenalgebra ® iiber K intern in folgender Struktur
dar:

Type_QA:= recformat <

K: Fld, a: F1ldElt, b: F1dElt,

Names: SeqEnum,

s: Integers(), h: Integers(), Minkowski: Integers(), Depth: Integers(),

Mass: Rationals(), Found: Rationals(),

T: AlgMatElt, tr: AlgMatElt, NQ: AlgMatElt,

B, Bo, Places, Forms, Galois, MaxOrders: SeqEnum,

PlacesZ: SetEnum >; |
K ist dabei der algebraische Zahlkorper K. Ist die Algebra als (%’) erzeugt worden, so
sind die Elemente a und b ebenfalls abgelegt. Names enthélt die Namen der Basisele-
mente. Die Anzahl der verzweigten R-Stellen ist in s gespeichert. Minkowski enthélt
die Minkowskischranke und h die Klassenzahl von K. In Mass wird die Summe der
Eichlermafle aller Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen festgehalten und in
Found steht die Summe der Eichlermafle der bisher schon bestimmten Konjugations-
klassen. B enthélt die rechtsregulire Darstellung einer fixierten Q-Basis b = (b1, ..., by)
und Bo beschreibt die Rechtsmultiplikation der b9 auf b.
tr ist die Matrix tr := (trp/x (b;b;)) und T ist (tro,q(b:b;)). In NQ ist die Normform bzgl
Q abgelegt, also trp /@(bil_aj). Die verzweigten Primideale von R befinden sich in Places
und in PlacesZ sind die Primzahlen, iiber denen ein in ® verzweigtes Primideal von R
liegt. Die erste Matrix in der Liste Forms ist immer trg g(ab;b;) mit einem primitiven
Element o von K. Ist K/Q galoisch und soll die Galoisoperation auf den Konjugations-
klassen von R-Maximalordnungen verwendet werden, so folgen in Forms auch noch die

97
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Matrizen tro/g(c(a)bb;) mit o € Gal(K/Q) \ {idx}. Die Liste MaxOrders speichert
die bereits gefundenen Vertreter der Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen.
Die Struktur eines Eintrags ist nachfolgend erklért:

Type_MaxOrder:= recformat <
L: AlgMatElt, I: AlgMatElt, T: AlgMatElt, F: AlgMatElt,
Lat,
AutNr: Integers(),
Checked: SetEnum,
Galois: SeqEnum >;

Sei M eine R-Maximalordnung. Die obige Struktur verwaltet 9t dann wie folgt: L ist ei-
ne Basismatrix von 91 und I die Basismatrix des R-Gitters I, als dessen Linksordnung
M gefunden wurde. Lat ist das Z-Gitter (9, Ng) beziiglich der LLL-reduzierten Basis
T+L. In F befindet sich die fiir die Isometrietest wichtige Matrix tro,q(ay:¥;) wobei
(Y1, - .-, Ym) die durch T'L beschriebene Z-Basis von 9t ist. AutNr speichert |O(9, N)|.
In checked wird festgehalten, fiir welche Primzahlen p wir schon die Linksordnungen
der maximalen 9)1-Rechtsideale zwischen p93t und 91 betrachtet haben. Wird die Ga-
loisoperation betrachtet, und vertritt 991 eine Konjugationsklasse, welche unter der
Galoisoperation eine Bahn der Lange ungleich 1 hat, so enthélt Galois noch einige
Bilinearformen fiir die [sometrietests.

Wir kommen nun zum Erzeugen einer Quaternionenalgebra 2. Mit

Init(X, A, B, Ao, Bo: OnlyMaxOrder:= false,
Depth:= -1, zetak:= 0, UseGalois:= false) -> QA, LM

kann man eine beliebige Quaternionenalgebra % {iber K mit der DBasis
z = (1 = 1,29, 23, 1122) erzeugen. Die Matrix A = (a;;) € K*** beschreibe dazu
die Rechtsmultiplikation von x5 auf x. D.h. es gilt ;25 = ijl a;jz;. Analog beschrei-
ben die Matrizen B, Ao und Bo die Rechtsmultiplikation von x3 respektive Ty bzw. x5.
Die Q-Standardbasis (b) = (b1, . .., by,) wird dann gewéhlt als b1y := @7 mit einer
Z-Basis (r1,...,r,) von R.

Die Funktion liefert dann eine Struktur QA vom Typ Type_QA, die die Algebra be-
schreibt und eine Basismatrix LM einer R-Maximalordnung.

Die optionalen Parameter bewirken:

Ist OnlyMaxOrder gesetzt, so werden nicht alle Felder der Struktur QA initialisiert.
Einige Operationen sind dann aber nicht mehr durchfiihrbar. Insbesondere ist es dann
nicht mehr moglich, alle Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen zu finden. Ist
man nur an einer R-Maximalordnung interessiert, so ist dies schneller.

Der Parameter Depth wird an die MAGMAFunktion IsIsometric weitergegeben.

In zetak kann man, falls schon bekannt, (x(—1) angeben. Andernfalls ruft das Pro-
gramm PARI auf und versucht den Wert zu ermitteln. Bei [K : Q] > 7 gelingt dies
nicht immer, da eventuell der Stack von PARI iiberlduft oder die Anzahl der zu Beginn
berechneten Primzahlen zu klein war. In diesem Fall hat man den Wert z.B. mittels
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PARI selbst zu ermitteln. Das empfiehlt sich bei grofleren Korpererweiterungen so-
wieso, damit man das Ergebnis erneut verwenden kann.

Ist UseGalois gesetzt, so werden, falls die Algebra gleichméBig verteilte Invarianten
besitzt, lediglich Vertreter der Bahnen der Galoisoperation auf den Konjugationsklas-
sen von R-Maximalordnungen bestimmt. Es kénnen dann aber nicht alle Konjugati-
onsklassen bestimmt werden!

Da die Funktion Init unpraktisch zu handhaben ist, gibt es die Funktion
Initab(K, a, b: OnlyMaxOrder:= false, zetak:= 0, Depth:= -1, UseGalois)

Mit ihr kann man die Algebra ® = (%b) direkt erzeugen. —a, —b miissen total positiv
sein. Die Riickgabewerte und optionalen Parameter sind identisch zu Init. Lediglich
der Standardwert von UseGalois ist abhéngig von K und a,b. UseGalois wird stan-
dardméBig genau dann auf true gesetzt, wenn K /Q galoisch ist und a, b € Q gilt. Da in
diesem Fall aus einem Vertretersystem der Bahnen der Galoisoperation auf den Konju-
gationsklassen von R-Maximalordnungen alle Konjugationsklassen gewonnen werden
konnen.

Zum Erzeugen der n-ten zyklotomischen Quaternionenalgebra ®y  verwendet man

InitCyclo:= (n: OnlyMaxOrder:= false, zetak:= O,
Depth:= -1, UseGalois:= false)

Die Riickgabewerte und die optionalen Parameter sind wie bei Init.

Beispiel Wir kommen nun zu unserem Beispiel ® = (&\/;) , das wir parallel immer

weiterverfolgen werden.

K:= QuadraticField(2);
QA, LM:= Initab(K, -1, -7);
verzweigte Stellen: [
Prime Ideal of R
Two element generators:
7
$.2 + 3,
Prime Ideal of R
Two element generators:

7
$.2 +4
]
Stellen ueber Z:= { 7 }
s:= 2
Mass:= 3/2
#1: AutNr: 32, wil: 2, Mass: 1, #Bahn: 1

Die Algebra ® ist also verzweigt an den beiden Primidealen von R iiber 7Z. Ferner
ist die Summe der Mafle aller Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen gleich
%. Die letzte Zeile enthélt Informationen zu der gefundenen ersten R-Maximalordnung
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M. Die erste Zeile enthilt die laufende Nummer der Konjugationsklassen, dann folgen
|O(9M, N)| und w;. Danach kommt das Eichlerma$ der Konjugationsklasse und dann
eventuell die Lange der Galoisbahn dieser Klasse.

Alle Informationen iiber eine R-Maximalordnung kann man mittels der Funktion
PrintInfo(QA, LM) erfahren. Der zweite Parameter kann eine Basismatrix einer RR-
Maximalordnung sein, oder aber eine natiirliche Zahl %k, in diesem Fall werden die
Informationen von QA ‘MaxOrders [k], dem Vertreter der k-ten Konjugationsklasse aus-
gelesen.

In unserem Beispiel:

> PrintInfo(QA, 1);
AutNr: 32, wil: 2, wing: 1, Hi: 2

Die erste Zahl ist [O(9, N)|, dann folgen die Daten, die in die MaBformel eingehen:

w;i,w; ¥ und die Anzahl H; der zweiseitigen 9M-Ideale.

Element- und Gitterarithmetik Es beschreibe QA eine Quaternionenalgebra .
Weiter seien I und J zwei normale R-Gitter in ® mit den Basismatrizen L1 und
L2. Ferner seien z,y € ® mit Koeffizientenvektoren x = (z1,...,2,) € Q™ und
v = (y1,---,Ym) € Q™ bziiglich der fixierten Q-Standardbasis b.

Um eine Darstellung von z in der K-Basis x1, ..., x4 zu erhalten, gibt es die Routine
KCoords (K, x). Das Gegenstiick dazu bildet EnlargeCoords(K, x), das eine Dar-
stellung in der Q-Basis b liefert.

Hat man eine Folge S von Koordinatenvektoren vy,...,v; € K* beziiglich der K-
Basis (z1, ..., x4), so konstruiert SeqLat (K, S) eine Basismatrix (bzgl. b) des von den
Vektoren in S erzeugten R-Gitters.

Fiir die Element- bzw. Gitterarithmetik stehen folgende Befehle zur Verfiigung. Die
Riickgabewerte sind, falls nicht anders vermerkt, stets Basismatrizen oder Koeffizien-
tenvektoren beziiglich b.

e normx(QA, x) berechnet nrgp,x (/) als Element von K.
e norm(QA, L1) liefert nro,x (1) als R-Ideal in K.
e tracex(QA, x) bestimmt try/x(z) € K.

e traces(QA, L1) hat als Riickgabewert die Matrix tro/x(y;y;) € K™ wenn y
die durch L1 beschriebene Z-Basis von [ ist.

e Productxy(QA, x, y) bildet das Produkt zy.

e ProductxI(QA, x, L1) und ProductIx(QA, L1, x) liefen das Produkt zI re-
spektive Izx.

e Product(QA, L1, L2) bestimmt eine Basismatrix von [ - J. Fiir L2 kann auch
die Basismatrix eines R-Ideals a von K angegeben werden. Man erhilt dann das
Produkt Ia = al. Achtung: L1 muB jedoch stets die Basismatrix eines R-Gitters
in ® sein.
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e EqlLats(L1l, L2) testet I und J auf Gleichheit.

e IsROrder(QA, L1) und IsMaximalROrder(QA, L1) priifen, ob I eine (maxima-
le) R-Ordnung ist.

e IsNormalLat(QA, L1) priift, ob I ein normales R-Gitter ist.
e LO(QA, L1) und RO(QA, L1) konstruiert die Links- bzw. Rechtsordnung von 1.

e PrintLat(QA, L1) gibt ein R-Erzeugendensystem von I auf dem Bildschirm
aus. Die Elemente werden beziiglich der K-Basis (1, ..., z4) mit Koeffizienten
in K geschrieben und nicht beziiglich R.

z kann mit Hilfe von Invx(QA, x) invertiert werden.

Um I zu invertieren gibt es 3 Moglichkeiten
e Inv1(QA, L1) verwendet die Formel /="' = nrg/p (1)~ '1.

e Inv2(QA, L1: LRO, RODual) invertiert I mittels I=' = (I - O,.(I)#)#. Falls
bekannt, so kann man in LRO bzw. RODual eine Basismatrix von O,(I) bzw.
O,(I)* mit iibergeben. Besitzt man beide Informationen, so geniigt RODual.
Dies beschleunigt den Algorithmus erheblich.

e Inv3(QA, L1: LLO, LRO) bestimmt /~! mittels der Definition. Falls bekannt,
so kann man in LLO bzw. LRO eine Basismatrix der Links- oder Rechtsordnung
von [ iibergeben. Das beschleunigt den Algorithmus merklich.

Alternativ kann man auch einfach Inv(QA, L1i: LLO, LRO, RODual) aufrufen, dann
wird eine passende Funktion gewihlt.

Wir setzen nun unser Beispiel von oben fort:

> PrintLat(QA, LM);
<1,

i,

1/2x(i+j),
1/2%(1+k) >

Also hat unsere erste R-Maximalordnung LM die R-Basis (1,1, 3(i+]j), 3(1 +k)).
Jetzt wollen wir mit einigen R-Gittern rechnen:

> S:= [[K.1, 0,0,0], [1,1,0,0], [0, K.1/2,K.1/2,0], [-1/2,1/2,1/2,1/2]1];
> L:= SeqlLat (K, S);

> IsNormallLat(QA, L);

true

Also haben wir ein normales Ideal eingegeben. Wir bestimmen nun dessen Rechtsord-
nung:

> LRO:= RO(QA, L);
> EqLats(LRO, LM);
true
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Also ist I ein Rechtsideal von unserer ersten Maximalordnung.

> IInv:= Inv(QA, L);

> P:= Product(QA, IInv, L);
> EqLats(P, LRO);

true

Wie wir das auch erwartet haben, denn es gilt =11 = O,(I).

Bestimmen aller Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen

Zum Bestimmen aller Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen dient
FindMaxOrders(~QA, k, p). Der erste Parameter ist eine Referenz auf eine Struktur
QA. Der Index k muf§ auf einen schon gefunden Vertreter 2, von R-Maximalordnungen
von QA verweisen. Der Algorithmus bestimmt dann die Linksordnungen aller maximal
ganzen IM-Rechtsideale zwischen p9t, und 9. Von jeder neu gefundenen Konjuga-
tionsklasse wird ein Vertreter in QA ‘MaxOrders abgelegt. Ferner wird die Summe der
Eichlermafle der schon bestimmten Konjugationsklassen entsprechend erhoht.
Achtung: Die Struktur QA darf aber nicht mit dem Parameter OnlyMaxOrder erzeugt
worden sein.

Um Festzustellen, ob alle Konjugationsklassen bereits gefunden sind, verwendet man
Done (QA).

Um das Finden zu automatisieren, gibt es die Funktion
FindAl1Max0Orders(~QA: Bound:= 0, primes:= [], RayClass:= true).

Der erste Parameter ist wieder eine Referenz auf eine Stuktur QA. Das Programm
wendet dann den vorherigen Algorithmus FindMaxOrders(“QA, k, p) wiederholt an
und versucht so, alle Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen zu finden.

Ist primes durch den Benutzer auf eine Liste von Primzahlen gesetzt, so durchlduft
das Programm nur die in der Liste befindlichen Primzahlen, in der angegebenen Rei-
henfolge.

Ist primes nicht gesetzt, so geht der Algorithmus wie folgt vor:

Ist RayClass=true (die Standardeinstellung), so werden zunéchst Primideale py, .. ., p
von R, welche die Strahlklassengruppe von K (modulo aller unendlichen Stellen von
K) erzeugen gesucht. Fiir alle Primzahlen p, iiber denen eines der p; liegt, wird nun
FindMaxOrders(~QA, 1, p) aufgerufen.

Sollten so noch nicht alle Konjugationsklassen bestimmt sein, so durchlauft der Al-
gorithmus nun alle bereits gefundenen R-Maximalordnungen und alle Primzahlen p
zwischen 2 und Bound. Der Standardwert von Bound ist das Minimum von 500 und
der Minkowskischranke. Dabei werden diese Primzahlen pq,...,p; so sortiert, das
die Anzahl der maximal ganzen 91-Rechtsideale zwischen pOt und 9 fiir jede R-
Maximalordnung 9 aufsteigt. D.h. zuerst werden die Primzahlen getestet, die sehr
wenige Rechtsideale liefern. Findet man nun eine neue Konjugationsklasse von R-
Maximalordnungen, so werden zunéchst diese neuen Klassen beginnend bei p; gete-
stet. Der Algorithmus bricht ab, wenn alle Konjugationsklassen bestimmt sind, oder
aber jede Kombination von bereits gefundenen Vertretern und Primzahlen py,...,p;
durchsucht wurde.
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Um Vertreter aller schon gefundener Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen
aufzulistet, gibt es den Befehl ListMax0Orders(QA: all:= false). Der Riickgabewert
ist eine Liste mit Basismatrizen aller schon bestimmter Vertreter von Konjugations-
klassen. Ist all gesetzt, so miissen bereits alle Konjugationsklassen bestimmt sein.
Ansonsten wird eine entsprechende Fehlermeldung ausgegeben. Die Funktion ist be-
sonders niitzlich, wenn lediglich Vertreter der Galoisbahnen bestimmt worden sind
und ®© (a—Kb) mit a,b € Q ist. Die Funktion liefert dann némlich auch Vertreter der
Konjugationsklassen, die in derselben Galoisbahn liegen.

In unseren Beispiel erhalten wir

> FindAl1lMaxOrders(~QA);

k= 1, p = 2, #Teilmoduln: 3
#2: wil: 8, AutNr: 128, Mass: 1/2, #Bahn: 1
Fertig!

Die erste Zeile gibt an, dafl gerade der erste Vertreter an der Primzahl p = 2 untersucht
wird. Fiir jede gefundene Konjugationsklasse wird nun wie bei der Initialisierung von
QA eine kurze Information zu dieser Klasse ausgegeben. In diesem Fall gibt es also
genau zwei Konjugationsklassen.

Will man zwei R-Ordnungen auf Konjugation hin untersuchen, so kann man dies mit
ConjugateROrders(QA, L1, L2) tun.

Konstruktion der zweiseitigen 9J1-Idealklassen
Sei LM die Basismatrix einer R-Maximalordnung 9t in ®.

Die Routine Listnorm1 (QA, LM: all:= false) liefert die Elemente von 99T*! als eine
Liste. Ist all gesetzt, werden wirklich alle Elemente geliefert, ansonsten (das ist die
Standardeinstellung) wird von jedem Paar (x, —z) immer jeweils eines genommen.

Mit Hilfe von IsPrincipalldeal(QA, L: LRO:= 0, norml:= []) kann fiir ein nor-
males R-Gitter I mit Basismatrix L festgestellt werden, ob dieses ein Hauptideal ist.
Falls bekannt, so konnen in LRO die Basismatrix von O, () und in norm1 die Elemente
von IM* mit reduzierter Norm 1 mit iibergeben werden. Die Liste norml darf aber
nicht mit dem Parameter all (s.o.) gebildet worden sein. Der erste Riickgabewert ist
ein boolscher Wert, der angibt, ob I ein Hauptideal ist. Falls dies der Fall ist, so liefert
der zweite Riickgabewert ein x mit [ = zO,.(1).

Zum Bestimmen der zweiseitigen 91-Idealklassen gibt es den Befehl
ListIdealClasses(QA, LM). Der Riickgabewert ist eine Liste der Basismatrizen von
Vertretern der Aquivalenzklassen zweiseitiger 90t-Ideale. Alternativ kann man auch
ListIdealClasses2(QA, LM) verwenden. Die erste Funktion bestimmt die maximal
ganzen I-Ideale zwischen pO und 9N, wobei p die in ® verzweigen Primideale von
R durchlauft, wihrend die zweite Funktion mit Primzahlen p arbeitet. Ersteres ist
besser, wenn © keine gleichméflig verteilten Invarianten besitzt. Ansonsten ist die
erste Methode ein klein wenig langsamer. (Vgl. die Beschreibung des Algorithmus auf
Seite 94.)

Die Funktion IdealClassGroup(QA, LM: list) liefert drei Werte zuriick. Der erste
ist eine abelsche Gruppe, die isomorph zur Gruppe von Aquivalenzklassen zweiseitiger
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M-Ideale ist. Der zweite Wert ist eine Abbildung von dieser Gruppe in ein Vertreter-
system von Idealklassen und der dritte ist eine Funktion, mit deren Hilfe man einem
beliebigen zweiseitigen 9-Ideal das entsprechende Gruppenelement seiner Klasse zu-
ordnen kann. Falls ein Vertretersystem von zweiseitigen 9)1-Idealen schon bekannt ist,
kann man dieses im optionalen Parameter 1ist bereitstellen.

In unserem Beispiel:

> G, m, minv:= IdealClassGroup(QA, LM);

> #G;

2

>I:= m(G.2); I;

[1/25/2 0 0 0 0 1/2 1/2]
[ 07/2 0 O 0O O 0 1/2]
[ O 0 1/2 5/2 1/2 1/2 0 0]

[ O 0 07/2 0 1/2 0 0]
[ O 0 0 0 1 0 0 0]
L 0O 0 0O O o 1 o0 0]
[ o 0 0 O o O 1 0]
[ O 0 0 0 0 0 0 1]
> P:= Product(QA, I, I);

> minv (P);

1d(G)

> ok, x:= IsPrincipalldeal(QA, P); ok;
true

> EqLats( ProductxI(QA, x, LM), P);
true

Es sei bemerkt, daf3 die zuriickgegebene Funktion minv (L) nicht testet, ob die iiber-
gebene Matrix L ein zweiseitiges 91-Ideal ist.

Bestimmen der Links- bzw. Rechtsidealklassen von 9t

Sei LM die Basismatrix einer R-Maximalordnung 91 in ®. Die Funktionen
ListLeftIdealClasses(QA, LM) und ListRightIdealClasses(QA, LM) liefern je-
weils eine Liste von Basismatrizen von Vertretern der Links- bzw. Rechtsidealklassen
von M. Dazu miissen jedoch alle Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen be-
reits bekannt sein.

Die Gruppe der stabil dquivalenten 99t-Rechtsideale kann man mit
StableIdealClassGroup(QA, LM: right:= true) bestimmen. Die Funktion liefert
wiederum drei Werte. Der erste ist die Strahlklassengruppe von K modulo aller un-
endlichen Stellen. Der zweite Wert ist eine Abbildung von dieser Gruppe in ein Vertre-
tersystem der stabil d&quivalenten Rechtsidealklassen von 9. Der dritte Riickgabewert
ist eine Funktion f (L), mit deren Hilfe man jedem 9)1-Rechtsideal das Gruppenele-
ment seiner Klasse beziiglich stabiler Aquivalenz zuordnen kann. Wird der optionale
Parameter right auf false gesetzt, so bestimmt die Funktion die Gruppe der stabil
dquivalenten Linksidealklassen von 91.
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A.2 Programmlisting

Es folgen die von mir entwickelten und in MAGMA implementierten Algorithmen. Ich
selbst habe die Version 2.12-6 von MAGMA benutzt. Frithere Versionen funktionie-
ren zumeist nicht, da sie Fehler in den Routinen IsIsometric und Factorization
besitzen. Dies verhindert z.B. das Bestimmen der in einer Quaternionenalgebra
verzweigten Primideale von R.

Um die Algorithmen nicht unnétig zu verlangsamen, iiberpriifen die Routinen zumeist
nicht, ob die eingegebenen Daten korrekt sind. Der Benutzer hat selbst dafiir zu sorgen,
da z.B. Funktionen die nur mit normalen R-Gittern arbeiten, auch nur auf solche
angewendet werden.

Man konnte die Algorithmen noch etwas beschleunigen, wenn die Basismatrix L eines
R-Gitters nicht als Element von Q™*™ schreibt, sondern man faktorisiert den Haupt-
nenner d von L heraus und erhilt so ein Paar (d, L") mit d € Z und L' € Z™*™. Das
wiirde jedoch ebenfalls die Programme unnétigt komplizierter machen. Daher habe ich
mich dagegen entschieden.

Die Routine IdealClassGroup verwendet nicht die Tatsache, daf die zweiseitigen 91-
Ideale eine R-Maximalordnung eine abelsche Gruppe bilden. Wollte man dies tun,
so miifte man (zumindest bei den aktuellen Versionen von MAGMA) alle Algorith-
men fiir R-Gitter als sogenannte ,intrinsics” implementieren. Dazu sollte man dann
Datenstrukturen fiir R-Gitter, 9-Idealklassen usw. einfithren. Das hétte zwei grofie
Nachteile. Zum einen werden die Programme dadurch uniibersichtlicher. Zum anderen
wére die Implementation sehr stark an MAGMA gebunden. Ich habe deswegen darauf
verzichtet.

Attach("sigfield");

Type_MaxOrder:= recformat <
L: AlgMatElt, I: AlgMatElt, T: AlgMatElt, F: AlgMatElt,
Lat,
AutNr: IntegersQ),
Checked: SetEnum,
Galois: SegEnum >;

Type_QA:= recformat <
K: Fld, a: F1dElt, b: F1dElt,
Names: SeqEnum,
s: Integers(), h: Integers(), Minkowski: Integers(), Depth: Integers(),
Mass: Rationals(), Found: Ratiomnals(),
T: AlgMatElt, tr: AlgMatElt, NQ: AlgMatElt,
B, Bo, Places, Forms, Galois, MaxOrders: SeqEnum,
PlacesZ: SetEnum >;

// Sind alle Maximalordnungen gefunden?
Done:= func < QA | QA‘Mass eq QA‘Found >;

//Hilfsfunktion. Liefert \sum{X_iS_i} bzw.[\sum{X_ijS_jl]_i
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LinKomb:= function(S, X)
if (Type(X) eq SeqEnum) or (Nrows(X) eq 1) then
X:= Eltseq(X); // fuer Matrizen mit einer Zeile
S:= Eltseq(S);
return &+[X[i]*S[i]: i in [1..Min(#X, #S)] | (X[i] ne 0) and (S[i] ne 0)]1;
end if;
return
[ &+[X[i,jI*S[j]1: j in [1..Ncols(X)] | X[i,j] ne 0]: i in [1..Nrows(X)] ];
end function;

// Bestimmt den Hauptnenner aller Koeffizienten der Matrix M
MatrixDenom:= function(M)
if (Type(BaseRing(M)) eq RngInt) then
return 1;
end if;
return LCM( { Denominator(x): x in Eltseq(M) } );
end function;

// bringt eine Matrix M auf obere Dreicksform
HNF:= function(M)

denom:= MatrixDenom(M) ;

return ChangeRing(EchelonForm(ChangeRing(denom*M, Integers())), Rationals())/denom;
end function;

// Liefert die regulaere Darstellung von L.
// Die Folge B muss entweder QA‘B oder QA‘Bo sein.
RegularRep:= func < B, L |
[ LQ*b*LQInv: b in LinKomb(B, LQ) ]
where LQInv:= LQ"-1 where LQ:= ChangeRing(L, Rationals()) >;
RegularRepZ:= func < B, L |
[ ChangeRing(L*b*LInv, Integers()): b in LinKomb(B, L) ] where LInv:= L°-1 >;

// Testet, ob zwei Gitter gleich sind
function Eqlats(L1, L2)
X:= L1*ChangeRing(L2, Rationals())"-1;
return (X in ChangeRing(Parent(L1), Integers()))
and (Abs(Determinant(X)) eq 1);
end function;

// Liefert das Produkt des Gitters L1 und L2. L2 darf auch die Basismatrix
// eines R-Ideals in K sein.
Product:= function(QA, L1, L2)
Y:= [ChangeRing(b, Rationals()): b in LinKomb(QA‘B, L2)];
X:= VerticalJoin([Li*y: y in Y]);
denom:= MatrixDenom(X) ;
X:= EchelonForm(ChangeRing(denom*X, Integers()));
return RowSubmatrix(ChangeRing(X, Rationals()), Ncols(L1))/denom;
end function;

// Produkte von Gittern mit Elementen
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ProductxI:= function(QA, x, L)

x:= Vector(Rationals(), x);

return Matrix([x*xChangeRing(b, Rationals()): b in LinKomb(QA‘B, L)I1);
end function;

ProductIx:= func< QA, L, x | L*LinKomb(QA‘B, x) >;

// Produkt zweier Elemente
Productxy:= function(QA, x, y)

return Vector(Rationals(), x)*ChangeRing(LinKomb(QA‘B, y), Rationals());
end function;

// Liefert die Involution eines R-Gitters bzw. Elements
Involution:= func < QA, L |
LxMatrix(Rationals(), #QA‘B, #QA‘B, [b[1]: b in QA‘Bo]l) >;
Involutionx:= func< QA, x |
Vector(Rationals(), x)*Matrix(Rationals(), #QA‘B, #QA‘B, [b[1]: b in QA‘Bo]l)>;

// wandelt Koordinaten bzgl. K-Basis in Koord. bzgl. b_1,...,b_m
EnlargeCoords:= function(K, elt)

if (Type(K) ne F1ldRat) then K:= AbsoluteField(K); end if;

elt:= Eltseq(elt);

R:= Integers(K);

denom:= LCM([Denominator(e): e in elt]);

return

Vector(Rationals(), &cat[ Eltseq(R ! (denom * elt[i])): i in [1..4]])/denom;

end function;

// wandelt Koordinaten bzgl. b_1,...,b_m in Koord. bzgl. der K-Basis
KCoords:= function(K, elt)

if (Type(K) eq FldRat) then

return ChangeUniverse(Eltseq(elt), Rationals());

end if;

K1:= AbsoluteField(K);

elt:= ChangeUniverse(Eltseq(elt), K1);

if (#elt eq 4) then return elt; end if;

n:= AbsoluteDegree(K1);

B:= Basis(Integers(K1));

return [ K ! (&+[B[jl*elt[n*i+jl: j in [1..n]]): i in [0..3] 1;
end function;

// red. Spur und Norm eines Elements x
tracex:= func< QA, x | (QA‘tr[1]xMatrix(QA‘K, Ncols(QA‘tr), 1, Eltseq(x)))[1]1>;

normx:= function(QA, x)
x:= Eltseq(x);
if (#x ne #(QA‘B)) then x:= EnlargeCoords(QA‘K, x); end if;
return (Vector(QA‘K, x) * QA‘tr *
Matrix(QA‘K, Ncols(QA‘tr), 1, Eltseq(x)))[11/2;
end function;
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// Liefert tr_{A/K}(y_iy_j) wenn L die Basismatrix bzgl. y_1,...,y_m ist.
traces:= func < QA, L | L * QA‘tr * Transpose(L) >;

// red. Norm eines R-Gitters L
norm:= function(QA, L)
tr:= traces(QA, L);
m:= Ncols(L);
gens:= { tr[i,i]/2: i in [1..m] } join Seqgset(Eltseq(tr));

// man kann MAGMA nur schwer "1/2 * Z" beibringen ...
if m eq 4 then

denom:= LCM({ Denominator(x): x in gens });

return GCD([Integers() | denom * x: x in gens]) / denom;
end if;

return ideal < Integers(QA‘K) | gens >;
end function;

// Akzeptiert eine Folge Y von m Matrizen des \Q {mxm} und liefert den
// Unterraum V von Q°m mit v in V \iff vy in \Z"{mxm} fuer alle y in Y
invariant_mult:= function(Y)

X:= Matrix([Eltseq(y): y in Y1);

denom:= MatrixDenom(X) ;

S, P, _:= SmithForm(ChangeRing(denom*X, Integers()));

P:= ChangeRing(P*denom, Rationals());

return HNF(Matrix([P[i]l/S[i,i] : i in [1..#Y11));
end function;

// Rechts- bzw. Linksordnungen des R-Gitters L
RO:= func< QA, L | invariant_mult(RegularRep(QA‘B, L))*L >;
LO:= func< QA, L | invariant_mult(RegularRep(QA‘Bo, L))*L >;

// Liefert das zu L duale Gitter, bzgl. Z.
myDualZ:= func< QA, L | (QA‘T*Transpose(L))~(-1) >;

// Liefert das zu L duale Gitter, bzgl. R.
myDualR:= function(QA, L)

DZ:= myDualZ(QA, L);

if (Type(QA‘K) eq FldRat) then return DZ; end if;

return Product(QA, DZ, BasisMatrix(Different(Integers(QA‘K))));
end function;

// Invertiert das R-Gitter L mittels Involution und red. Norm
Invl:= function(QA, L)
if (Type(QA‘K) eq FldRat) then
return Involution(QA, L) / norm(QA, L);
else
return Product(QA, Involution(QA, L), BasisMatrix(norm(QA, L)~ (-1)));
end if;
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end function;

// Invertiert das normale R-Gitter L mittels Dualisieren.
// Falls die RO oder das duale der RO bekannt sind, kann man dies mit angeben.
Inv2:= function(QA, L: RODual:= 0, LRO:= 0)
if (RODual eq 0) then
if (LRO eq 0) then LRO:= RO(QA, L); end if;
RODual:= myDualR(QA, LRO);
end if;
return myDualR(QA, Product(QA, L, RODual));
end function;

// Invertiert ein beliebiges R-Gitter L mittels der Definition.
// Ist die LO oder RO bekannt, kann man diese mit angeben.
Inv3:= function(QA, L: LRO:= 0, LLO:= 0)
B:= LinKomb(QA‘B, L);
if ((LRO ne 0) and (LLO eq 0)) then
B:= [ Matrix([L[i]*b*LROInv: b in B ]): i in [1..Nrows(L)] ]
where LROInv:= LRO"-1;
else
if (LLO eq 0) then LLO:= LO(QA, L); end if;
B:= [ L*b*LLOInv: b in B ] where LLOInv:= LLO"-1;
end if;
return invariant_mult (B)x*L;
end function;

// Invertiert ein Ideal.
Inv:= function(QA, L: LLO:= 0, LRO:= 0, RODual:= 0)
if (Type(QA‘K) eq FldRat) then return Inv1i(QA, L); end if;
if (RODual ne 0) then return Inv2(QA, L: RODual:= RODual); end if;
if (LLO ne 0) or (LRO ne 0) then
return Inv3(QA, L: LLO:= LLO, LRO:= LRO);
end if;
return Inv1(QA, L);
end function;

//Invertiert ein Element x
Invx:= function(QA, x)
n:= AbsoluteDegree(QA‘K);
x:= Vector(QA‘K, x);
if (Degree(x) ne n) then x:= KCoords(QA‘K, x); end if;
MConj:= Matrix(QA‘K, 4, 4, [ KCoords(QA‘K, QA‘Bo[l+n*i, 1]): i in [0..3] 1);
return EnlargeCoords(QA‘K, (Vector(QA‘K, x) / normx(QA, x)) * MConj);
end function;

MG:= func < L, Tr | ChangeRing(L*Tr*Transpose(L), Integers()) >;
MGQ:= func < L, Tr | L*TrxTranspose(L) >;

// Liefert alle Elemente der MO LM mit red. Norm 1. Ist all=false, so wird
// von jedem Paar (x, -x) immer nur Element ausgegeben.
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function Listnorm1(QA, LM: all:= false)
Signs:= all select [-1, 1] else [1];
G, T:= LLLGram(MG(LM, QA‘NQ));
SV:= ShortestVectors(LatticeWithGram(G)) ;
TLM:= ChangeRing(T, Rationals())*LM;
U:= [ Eltseq(sgn*Vector(Rationals(), s)*TLM) : s in SV, sgn in Signs ];
return U;
end function;

// Liefert die Basismatrizen aller bisher bekannten Maximalordnungen von QA.
// Ist "all" gesetzt, so muessen alle MO schon bestimmt sein, andernfalls
// wird ein Fehler ausgegeben. Die Funktion ist vor allem dann nuetzlich,
// wenn einige MO mit der Galoisoperation gefunden wurden und QA daher nicht
// die Basismatrizen aller MO speichert.
ListMax0Orders:= function(QA: all:= false)
error if all and not Done(QA), "Fehler: Es sind nicht noch alle "%
"Maximalordnungen bestimmt.";
Ratab:= (assigned QA‘a) and (assigned QA‘b) and
(QA‘a in Rationals()) and (QA‘b in Rationals());
result:= [];
for MO in QA‘MaxOrders do
Append(“result, MO‘L);
if (assigned MO‘Galois) then
error if (all and not Ratab), "Fehler: Aus den Galoisbahnen koennen "*
"nicht alle Maximalordnungen gewonnen werden.";
if Ratab then
result cat:= [ MO‘L * QA‘Galois[g[1]]: g in MO‘Galois ];
end if;
end if;
end for;
return result;
end function;

// Wandelt eine Liste von R-Erzeugern eines R-Gitters in ein Z-Gitter
// Dazu wird jedes Element einer Ganzheitsbasis von K an jeden Vektor von S
// multipliziert und davon dann eine Z-Basis ausgewaehlt.
Seqlat:= function(K, S)
if (Type(K) ne FldRat) then K:= AbsoluteField(K); end if;
R:= Integers(K);
RB:= Basis(R);
S:= Matrix(8);
denom:= MatrixDenom(S) ;
S:= ChangeRing(denom*S, R);
L:= Matrix(Integers(),
[&cat [Eltseq(R ! (r*x)): x in Eltseq(S[i])]: r in RB, i in [1..Nrows(S)]1);
return ChangeRing(RowSubmatrix(EchelonForm(L), Ncols(L)), Rationals()) / denom;
end function;

Field2IntX:= function(K, R, X)
denom:= MatrixDenom(X) ;
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X:= ChangeRing(denom*X, R);
RB:= Basis(R);
S:= &cat[ Eltseq(R ! (X[i,j] = RB[k])): j in [1..4], k in [1..#RB], i in [1..4] 1;
return Matrix(Rationals(), 4*#RB, S)/denom;
end function;

//Generiert aus einer K-Basis von QA unsere Standardbasis bzgl. K
Field2Int:= function(K, A, B)
M:= MatrixRing(Rationals(), 4);
Mi:=M ! 1;
if (Type(K) eq FldRat) then
return ChangeUniverse([M1, A, B, A*B], M);

end if;
n:= AbsoluteDegree(K) ;
R:= Integers(K);

// reg. Darstellung der Basis des Rings

RB:= [ RepresentationMatrix(b, Rationals()): b in Basis(R) 1;
// ueber Z

Bl:= [ TensorProduct(M1, b): b in RB ];

Amxm:= Field2IntX(K, R, A);

for i:= 1 to n do Append("B1, B1[i] * Amxm); end for;
Bmxm:= Field2IntX(K, R, B);

for i:= 1 to 2*n do Append("B1, B1[i] * Bmxm); end for;

return Bi1;
end function;

// Wandelt einen Teilmodul M vom Ergebnis von Submodules() in ein Ideal der Algebra
// indem die fehlenden Zeilen ergaenzt werden.
MorphismToMatrix:= function(M, p)

M:= ChangeRing(ChangeRing(M, Integers()), Rationals());

L:= ScalarMatrix(Rationals(), NumberOfColumns(M), p);

for i:= 1 to NumberOfRows(M) do

L[Depth(M[i])]:= M[i];

end for;

return L;
end function;

// Liefert eine R-Ordnung, die L enthaelt, falls eine solche existiert.
// Der dritte Parameter ist die Det. der Basismatrix dieser Ordnung.
OrderAbove:= function(QA, L)

m:= Ncols(L);

dn:= Abs(Determinant(L));

tr_B:= ColumnSubmatrix(QA‘tr, 1); // red. Spur der Standardbasis

repeat
if not ( forall{x : x in Eltseq(ChangeRing(L, QA‘K)*tr_B) | IsIntegral(x)} and
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forall{i: i in [1..m] | IsIntegral(normx(QA, L[i]))} ) then
return false, _, _;
end if;

X:= VerticalJoin(Append([L*b: b in LinKomb(QA‘B, L)], L));
denom:= MatrixDenom(X) ;

Y:= EchelonForm(ChangeRing(denom*X, Integers()));
L:= ChangeRing(RowSubmatrix(Y, m), Rationals())/denom;
d:= dn;

dn:= Abs( &*[L[i,i]l: i in [1..m]]);
until d eq dn;

return true, L, d;
end function;

// Konstruiert eine R-Maximalordnung, indem es die minimalen Teilmoduln von
// einer Ordnung L/pL fuer eine Ordnug L und eine Primzahl p durchsucht.
function FindMaxOrder2(QA)

m:= #(QA‘B);

M:= MatrixRing(Integers(), m);
L:= LO(QA, M ! 1);

B:= RegularRepZ(QA‘B, L);

// Det. der Grammatrix von L bzgl. R d.h.
// Det (L*QA‘T*Transpose(L))/Discr(R) "4 berechnen
D1:= Determinant(QA‘T) / Discriminant(Integers(QA‘K))~4;
DL:= &*[ L[i,i]: i in [1..m] ];
DFac:= Factorization(Integers() ! (D1 * DL"2));
for i:= 1 to #DFac do
p:= DFacl[i, 1];
repeat
Mod:= RModule(ChangeRing(sub<M | B>, GF(p)));
S:= MinimalSubmodules(Mod) ;

ok:= false;

for s in S do
// kann man bei p schon aus Dimensionsgruenden nicht mehr aufsteigen?
if (DFac[i,2] 1t 2*Dimension(s)) then continue; end if;

ok, LN, DLN:= OrderAbove(QA, MorphismToMatrix(Morphism(s, Mod), p)*L/p);
if ok then
// Det (L*QA‘NQ*Transpose(L))/Discr(R) "4 neu berechnen
DFac[i, 2] -:= 2% Valuation(DL/DLN, p);
L:= LN;
DL:= DLN;
B:= RegularRepZ(QA‘B, L);
break;
end if;
end for;
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until (not ok) or (DFac[i, 2] eq 0);
d for;

turn L, [d: d in DFac | d[2] ne 0];
function;

asselbe, diesmal werden die Teilmoduln von L/pL mit einem Primideal von R
urchlaufen

tion FindMaxOrder (QA)

= #(QA‘B);

MatrixRing(Integers(), m);

LO(QA, M ! 1);

= RegularRepZ(QA‘B, L);

Determinant(QA‘T) / Discriminant (Integers(QA‘K))"4;
&«[ L[i,i]: i in [1..m] J;

ac:= Factorization(Integers() ! (D1 * DL"2));

r i:= 1 to #DFac do

p:= DFacl[i, 1];

repeat

LD:= myDualR(QA, L);
S, P, Q:= SmithForm(ChangeRing(L*LD"-1, Integers()));
P:= ChangeRing(P, Rationals());
T:= [GCD(S[i,il, p): i in [1..m]];
denom:= LCM(T);
//if (denom eq 1) then break; end if;
T:= DiagonalMatrix(GF(p), [denom/t: t in T1);
T2:= MatrixRing(Rationals(), m) ! 1;
UInv:= MatrixRing(Rationals(), m) ! 0;
ji=1;
for i:= 1 to m do
if (T[i, i] eq O0) then
T2:= RemoveRow(T2, j);
UInv[i,i]l:= 1;
else

jt:=1;
end if;
end for;
k:= m-j+1;
UInv:= (VerticalJoin(T2, RowSubmatrix(UInv, k))*P) " -1;
U:= T2xP;

BN:= [ChangeRing(ColumnSubmatrix (U*ChangeRing(b, Rationals())*UInv, 1, j-1),
GF(p)): b in B];

Mod:= RModule(BN);

S:= MinimalSubmodules (Mod) ;

ok:= false;
for s in S do
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if (DFac[i,2] 1t 2#Dimension(s)) then continue; end if;
LN:= VerticalJoin(L,

ChangeRing(ChangeRing (Morphism(s, Mod), Integers()), Rationals())*UxL/p);
ok, LN, DLN:= OrderAbove(QA, RowSubmatrix(HNF(LN), m));

if ok then
DFac[i, 2] -:= 2% Valuation(DL/DLN, p);
L:= LN;
DL:= DLN;
B:= RegularRepZ(QA‘B, L);
break;

end if;

end for;

until (not ok) or (DFac[i, 2] eq 0);
end for;

return L, [d: d in DFac | d[2] ne 0];
end function;

// Prueft, ob die Konjugationsklasse von LM schon bekannt ist. Wenn nicht, so
// wird LM in QA abgespeichert. Im Parameter I kann man das Ideal angeben, als
// dessen Rechtsordnung LM gefunden wurde.
InsertMaxOrder:= procedure("QA, LM, I)

G, T:= LLLGram(MG(LM, QA‘NQ): Delta:= 0.999);

Lat:= LatticeWithGram(G);

KNr:= KissingNumber (Lat) ;

OverQ:= #(QA‘B) eq 4;

if OverQ then
for MO in QA‘MaxOrders do
if (KNr eq KissingNumber(MO‘Lat)) and IsIsometric(Lat, MO‘Lat) then
return;
end if;
end for;
AutNr:= #AutomorphismGroup(Lat) ;
else
TTr:= Transpose(T);
F:= T*MG(LM, QA‘Forms[1])x*TTr;
for MO in QA‘MaxOrders do
if (KNr eq KissingNumber (MO‘Lat)) then
if IsIsometric(Lat, [F], MO‘Lat, [MO‘F]) then return; end if;
if (assigned MO‘Galois) then
for g in MO‘Galois do
if IsIsometric(Lat, [F], MO‘Lat, [g[2]]) then return; end if;
end for;
end if;
end if;
end for;
AutNr:= #AutomorphismGroup(Lat, [F]);
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end if;

MO:= rec< Type_MaxOrder|
L:= LM, I:=1I, T:= T, Lat:= Lat, AutNr:= AutNr, Checked:= {} >;
if not OverQ then MO‘F:= F; end if;

if (#(QA‘Forms) gt 1) then
Bahn:= [ <1, F> ];
for i:= 2 to #(QA‘Forms) do
Fi:= T*MG(LM, QA‘Forms[i])*TTr;

for £ in Bahn do
if (IsIsometric(Lat, [Fi], Lat, [f[2]])) then continue i; end if;
end for;

Append (“Bahn, <i, Fi>);
end for;
if (#Bahn gt 1) then
MO‘Galois:= Remove(Bahn, 1);
end if;
else
Bahn:= [1];
end if;

mass:= 27 (QA¢s+1) * KNr * QA‘h / AutNr;
Append (TQA ‘MaxOrders, MO);
QA‘Found +:= mass * #Bahn;
printf "#Jo: AutNr: %50, wil: %30, Mass: %50",
#(QA‘Max0Orders), AutNr, KNr/2, mass;
if (#(QA‘Forms) gt 1) then
printf ", #Bahn: %3o\n", #Bahn;
else
print "";
end if;
if Done(QA) then print "Fertig!"; end if;
end procedure;

// Ruft PARI auf um die Zetafunktion von K an -1 zu bestimmen.
function gpzetak(K)
if (Type(K) eq FldRat) then return 1/12; end if;
P<x>:= PolynomialRing(Integers());
f:= Sprint(P ! DefiningPolynomial (SimpleExtension(K)));
str:= "zk = zetak(zetakinit("x f *"), -1); denom = 16!;\n";
str*:= "zkrat = round(denom*zk)/denom;\n";
str*:= "print (numerator(zkrat), \" \" denominator(zkrat))";
zetak:= StringToIntegerSequence(Pipe("gp -q -s 40000000 -p 5000000", str));
return zetak[1] / zetak[2];
end function;

// Initialisiert die Struktur QA. Hat die Algebra die Basis (1, x2, x3, x2x3)
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// so muessen A,B Rechtsmult. von x2 bzw. x3 auf dieser Basis beschreiben.
// Ao, Bo, beschreiben die Rechtsmult. von \bar{x}2 und \bar{x}3 auf dieser Basis
// Ist OnlyMaxOrder gesetzt, so wird nur eine MO konstruiert, und nicht alle Werte
// der Algebra initialisiert. Depth wird an IsIsometric weitergegeben.
// UseGalois legt fest, ob nur Vertreter der Galoisbahnen gesucht werden,
// oder alle Vertreter von MO.
Init:= function(K, A, B, Ao, Bo:
OnlyMaxOrder:= false, Depth:= -1, zetak:= 0, UseGalois:= false)

if (Type(K) eq F1ldRat) then
h:=1;

else
K:= AbsoluteField(K);
h:= ClassNumber (K) ;

end if;

R:= Integers(K);

if (zetak eq 0) then
zetak:= gpzetak(K);
if (zetak eq 0) then
error "ZetaK(-1) nicht bekannt";
end if;
end if;

n:= AbsoluteDegree(X);

if (Depth 1t 0) then
if (n le 3) then Depth:= 2;
elif (n eq 4) then Depth:= 3;
else Depth:= 4;
end if;

end if;

QA:= rec< Type_QA | K:= K, h:= h, Depth:= Depth,
Mass:= 2°(1-n) * h * Abs(zetak), Found:= 0,
MaxOrders:= [], Forms:= [] >;

QA‘B:= Field2Int(X, A, B);
QA‘Bo:= Field2Int (K, Ao, Bo);

m:= 4x*n;
BxBQ:= [ [bi*qgbj: gbj in QB ]: bi in QA‘B ]
where QB:= LinKomb(QA‘B, Matrix([b[1]: b in QA‘Bol));

QANQ:=
Matrix(Rationals(), m, m, [[Trace(BxBQ[i, j1)/2: j in [1..m]]: i in [1..m]]);
QA‘T:= Matrix(Rationals(), m, m, [Trace(bi*bj)/2: bj in QA‘B, bi in QA‘B]);

Products:= [Vector(X, [1,0,0,0]1)] cat [Transpose(ChangeRing(X, K))[1] : X in [Ao, Bo, !
QA‘tr:= Matrix(K, 4, 4, [Products[i,j] + Products[j,il: i,j in [1..4]11);
if (n gt 1) then
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QA‘tr:= TensorProduct(QA‘tr, Matrix(X, n, n, [bl*b2: bl, b2 in Basis(R)]));
end if;

LM, D:= FindMaxOrder (QA);

Gl:= MG(LM, QA‘T);
Det:= Determinant (G1);

An:= &x[ 32*%k~4+80*k~3+70%k"2+25%k+3 : k in [0..n-11];
QA ‘Minkowski:= Floor((2/n)"m / (3 * Pi(RealField())"2)"n * An * Abs(Det)~(1/2));

// Red. Norm der Differenten = Produkt der verzweigten Stellen bestimmen.
if (n eq 1) then
Disc:= Integers() ! (norm(QA, myDualR(QA, LM))~-1);
else
Disc:= norm(QA, myDualR(QA, LM));
end if;
Fac:= Factorization(Disc);

error if exists{p: p in Fac | Abs(p[2]) ne 1}, "Ordnung nicht maximal!";
QA‘Places:= [p[1]: p in Facl;
QA‘PlacesZ:= (n eq 1) select Segset(QA‘Places)
else { Abs(Generator(p meet Integers())) : p in QA‘Places };
QA‘s:= #QA‘Places;

if (n gt 1) then
M1:= ScalarMatrix(Rationals(), 4, 1);
alpha:= R ! PrimitiveElement (K);
Lalpha:= TensorProduct (M1, RepresentationMatrix(alpha, Rationals()));
F:= Matrix(Rationals(), m, m,
[ [Trace(Lalpha*BxBQ[i, j1)/2: j in [1..m] J: i in [1..m]]1);
Append (" (QA‘Forms), F);

UseGalois:= UseGalois and IsNormal(K) and forall{p: p in QA‘PlacesZ |
[f[1]: f in Factorization(p*R)] subset QA‘Places};

if UseGalois then
QA‘Galois:= [ ScalarMatrix(Rationals(), m, 1) 1;
for a in [ a: a in Automorphisms(X) | a(alpha) ne alpha ] do
sigma:= TensorProduct (M1,
Matrix(Rationals(), n, n, [Eltseq(R ! a(r)): r in Basis(R)]));
Append(“QA‘Galois, sigma);
Lalpha:= TensorProduct (M1, RepresentationMatrix(R!(a(alpha)), Rationals()));
F:= Matrix(Rationals(), m, m,
[ [Trace(Lalpha*BxBQ[i, j1/2): j in [1..m] J: i in [1..m]]);
Append (" (QA‘Forms), F);
end for;
end if;
end if;
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if (QA‘s gt 0) then
QA‘Mass *:= &*[Norm(p)-1 : p in QA‘Places];
end if;

print "verzweigte Stellen: ", QA‘Places;
print "Stellen ueber Z:=", QA‘PlacesZ;
print "s:=", QA‘s;

print "Mass:=", QA‘Mass;

if not OnlyMaxOrder then

// erste Maximalordnung einfuegen
InsertMaxOrder ("QA, LM, LM);

end if;

return QA, LM;
end function;

// Liefert QA = ((a,b)/K) f"ur a, b total definit. Die Parameter sind wie oben.
Initab:= function(K, a, b:

OnlyMaxOrder:= false, zetak:= 0, Depth:= -1, UseGalois:= -1)

error if not IsTotallyPositive(K ! -a), "-a ist nicht total positiv!";
error if not IsTotallyPositive(K ! -b), "-b ist nicht total positiv!";

K4x4:= MatrixRing(K, 4);

A :=K4x4 ! [0, 1, 0,0, a,0,0,0, 0,0,0,-1,0,0,-a,0];
B := K4x4 ! [0, O, 1,0, 0,0,0,1, b,0,0, 0,0,b, 0,0];
Ao:= K4x4 ! [0,-1, 0,0, -a,0,0,0, 0,0,0,-1, 0,0,-a,0];
Bo:= K4x4 ! [0, 0,-1,0, 0,0,0,1, -b,0,0, 0, 0,b, 0,0];

if (UseGalois cmpeq -1) then
UseGalois:= (a in Rationals()) and (b in Rationals());
end if;
QA, LM:= Init(K, A, B, Ao, Bo: OnlyMaxOrder:= OnlyMaxOrder,
zetak:= zetak, Depth:= Depth, UseGalois:= UseGalois);
QA‘a:= K'a; QA‘b:= K!b;
QA‘Names:= ["i", "j", "k"];

return QA, LM;
end function;

// Liefert die n-te zyklotomische QA. Die Parameter sind wie oben.
InitCyclo:= function(n:

OnlyMaxOrder:= false, zetak:= 0, Depth:= -1, UseGalois:= false)

error if (n le 2), "n muss groesser als 2 sein.";

case n:
when 3: K:= Rationals(); s:= 1;
when 4: K:= Rationals(); s:= 0;
when 6: K:= Rationals(); s:= 1;
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else
C<z>:= CyclotomicField(n);
K:= NumberField(MinimalPolynomial(z+z"-1));
AssignNames("K, ["theta_"*IntegerToString(n)]);
s:= K.1;
end case;

K4x4:= MatrixRing(K, 4);
A K4x4 ! [0, 1, 0,0, -1,s, 0,0, 0,0,s,-1, 0, 0,1,0];
B :=K4x4 ! [0, O, 1,0, 0,0, 0,1, -1,0,0, O, 0,-1,0,0];
Ao:= K4x4 ! [s,-1, 0,0, 1,0, 0,0, 0,0,s,-1, 0, 0,1,0];
Bo:= K4x4 ! [0, 0,-1,0, 0,0,-s,1, 1,0,0, O, s,-1,0,0];
QA, LM:= Init(K, A, B, Ao, Bo: OnlyMaxOrder:= OnlyMaxOrder,
zetak:= zetak, Depth:= Depth, UseGalois:= UseGalois);
QA‘Names:= ["zeta_"*IntegerToString(n), "x", "zeta_"*IntegerToString(n)*"x"];
return QA, LM;
end function;

b

/* Routinen zur Ausgabe */
ReverseColumns:= function(X)
n:= Ncols(X);
for i:= 1 to n div 2 do
SwapColumns ("X, i, n+1-i);
end for;
return X;
end function;

ReverseRows:= function(X)
n:= Nrows(X);
for i:= 1 to n div 2 do
SwapRows ("X, i, n+1-i);
end for;
return X;
end function;

// wandelt L in untere Dreiecksmatrix
Beautify:= function(L)

denom:= MatrixDenom(L) ;

L:= ChangeRing(ReverseColumns(L)*denom, Integers());

return 1/denom * ReverseRows (ReverseColumns(EchelonForm(L)));
end function;

// Wandelt das Gitter L in einen R-Modul
LatToModule:= function(QA, L)
m:= Ncols(L);
R:= Integers(QA‘K);
if (Type(QA‘K) eq F1ldRat) then
L:= Beautify(L);
PB:= [];
for i:= 1 to 4 do
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denom:= MatrixDenom(L[i]);
v:= denom*L[i];
num:= GCD(Eltseq(ChangeRing(v, Integers())));
Append ("PB, <num/denom, ChangeRing(v/num, Integers())>);
end for;
return PB;
end if;
denom:= MatrixDenom(L);
L:= ChangeRing(denom*L, Integers());
// Elemente als Elemente ueber R interpretieren
LR:= Matrix(4, ChangeUniverse(Partition(Eltseq(L), m div 4), R));
M:= sub<Module(R, 4) | [ Eltseq(LR[il): i in [1..m] ] >;
PB:= PseudoBasis(M);
for i:= 1 to #PB do
PB[i,1]:= 1/denom * PB[i,1];
end for;
return PB, M;
end function;

OneElement:= function(S)
S:= Eltseq(8);
nonzero:= false;
for i:= 1 to #S do

if (S[i] ne 0) then
if nonzero then
return false;
else
nonzero:= true;
end if;
end if;
end for;
return true;
end function;

// gibt ein R-Erzeugendensystem des R-Gitters L aus
PrintLat:= procedure(QA, L)
Names:= ["1"] cat
(assigned QA‘Names select QA‘Names else ["$.1", "$.2", "$.3"]);

R:= Integers(QA‘K);
PB:= LatToModule(QA, L);
n:= #PB;

printf "< ";
for i:= 1 to n do
if (Type(QA‘K) eq FldRat) then
gens:= [PB[i,1]];
else
ok, x:= IsPrincipal(PB[i,1]);
gens:= ok select [x] else Generators(PB[i,1]);
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end if;
for j:= 1 to #gens do
if IsIntegral(gens[j]) and IsIntegral(gens[j]l~-1) then
scalar:= 1;
else
scalar:= QA‘K ! gens[j];
end if;
if (scalar ne 1) then
if (OneElement(scalar)) then
printf "%o*", scalar;
else
printf "(%o)*", scalar;
end if;
end if;
needbraces:= not OneElement(PB[i,2]) and (scalar ne 1);
if needbraces then printf "("; end if;
first:= true;
for k:= 1 to 4 do
scalar:= QA‘K ! PB[i, 2, k];
if scalar ne O then
if first then
first:= false;
else
printf "+";
end if;
case scalar:
when 1: printf "%o", Names[k];
when -1: printf "-%o", Names[k];
else
if OneElement(scalar) then
printf "%o", scalar;
if (k ne 1) then printf "x%o", Names([k]; end if;
else
printf "(%o)", scalar;
if (k ne 1) then printf "x%o", Names([k]; end if;
end if;
end case;
end if;
end for;
if needbraces then printf ")"; end if;
if (i ne n) or (j ne #gens) then
print ", ";
end if;
end for;
end for;
print " >";
end procedure;

// Fuer eine R-Maximalordnung LM und eine Primzahl p werden die Linksordnungen
// der LM-Rechtsmoduln von LM/pLM durchsucht. Die gefundenen R-Ordnungen
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// werden in QA abgespeichert und die Wert von QA‘Found wird angepasst.
FindMaxOrders:= procedure(“QA, k, p)
if Done(QA) or (p in QA‘MaxOrders[k] ‘Checked) then return; end if;

LM:= QA‘MaxOrders([k]‘L;
BM:= RegularRepZ(QA‘B, LM);
M:= MatrixRing(Integers(), #BM);

Mod:= RModule(ChangeRing(sub<M | BM>, GF(p)));
S:= MaximalSubmodules (Mod) ;
printf "k = %20, p = %30, #Teilmoduln: %-50\n", k, p, #S;
for s in S do
I:= MorphismToMatrix(Morphism(s, Mod), p)*LM;
LOrder:= LO(QA, I);
InsertMax0Order (“QA, LOrder, I);
if Done(QA) then break; end if;
end for;
Include ("QA‘MaxOrders [k] ‘Checked, p);
end procedure;

// Der erste Rueckgabewert ist eine Liste mit Primzahlen so, dass die
// darueberliegenden Primideale von R die Strahlklassengruppe von K erzeugen.
// Fuer jede PZ p <= Bound bestimmt die Fkt. danach den Index [MO:pMO], dabei
// sei MO eine bel. Maximalordnung von QA. Der 2. Rueckgabewert ist eine Liste
// von Paaren <[MO:pMO], p>, sortiert nach den Indizes.
// Damit kann man Abschaetzen, wielange FindMaxOrders(QA, _, p) benoetigt.
ListPrimes:= function(QA, Bound: RayClass:= true)
R:= Integers(QA‘K);
RayClassPrimes:= {};
if (Type(QA‘K) ne F1ldRat) and RayClass then
g, m:= RayClassGroup(1*R, [1..AbsoluteDegree(QA‘K)]1);
minv:= m~-1;
for gen in Generators(g) do
Fac:= Factorization(m(gen));
for £ in Fac do
if minv(f[1]) eq gen then
Include("RayClassPrimes, Generator(f[1] meet Integers()));
continue gen;
end if;
end for;
for £ in Fac do
Include("RayClassPrimes, Generator(f[1] meet Integers()));
end for;
end for;
end if;

p:= 2;
primes:= [];
while (p le Bound) do
if (Type(QA‘K) eq FldRat) then
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Append ("primes, <p+1, p>);
else
Fac:= Factorization(p*R) ;
Append ("primes, < &+[1+Norm(d[1]): d in Facl, p>);
end if;
p:= NextPrime(p);
end while;
Sort (“primes) ;
return RayClassPrimes, primes;
end function;

// Sucht alle Klassen von R-Maximalordnungen, indem es den vorherigen Algorithmus
// fuer alle Primzahlen und schon gefundene Klassen anwendet.
FindAl1MaxOrders:= procedure("QA: Bound:= O, primes:= [], RayClass:= true)
RayClassPrimes:= {};
if primes eq [] then
if Bound eq O then Bound:= Min(500, QA‘Minkowski); end if;
RayClassPrimes, primes:= ListPrimes(QA, Bound: RayClass:= RayClass);
else
primes:= [ <0, p>: p in primes ];
end if;

for p in RayClassPrimes do
FindMaxOrders(“QA, 1, p);
if Done(QA) then return; end if;
end for;

j:i=1;
while (j le #primes) do
p:= primes[j, 2];
T:= #QA‘MaxOrders;
for i:=1 to T do
FindMaxOrders("QA, i, p);
if Done(QA) then return; end if;
if (T ne #QA‘MaxOrders) then
j:= 0;
break;
end if;
end for;
j +:=1;
end while;
end procedure;

// Testet, ob das Z-Gitter L eine R-Ordnung ist. Dazu wird geprueft, ob L
// einen Ring von ganzen Elementen erzeugt der R enthaelt.
IsROrder:= function(QA, L)

if (Determinant(L) eq 0) then return false; end if;

M:= MatrixRing(Integers(), #QA‘B);



124

R:= Integers(QA‘K);
Y:= RegularRep(QA‘B, L);
for i:= 1 to #QA‘B do

ANHANG A. ANHANG: PROGRAMMLISTING

if (Y[i] notin M) or (normx(QA, L[i]) notin R)
or (tracex(QA, L[i]) notin R) then

return false;
end if;
end for;
denom:= MatrixDenom(L) ;

// liegt R im Z-Gitter L 7
Mi:= M ! denom;

L:= ChangeRing(L*denom, Integers());

for i:= 1 to (#QA‘B div 4) do

if not IsConsistent(L, M1[i]) then return false; end if;

end for;
return true;
end function;

// Testet, ob das Z-Gitter L eine R-Maximalordnung ist.

IsMaximalROrder:= func<QA, L |

IsROrder(QA, L) and (Determinant(L) eq Determinant (QA‘MaxOrders[1]°‘L)) >;

// Testet, on das Z-Gitter L ein normales R-Gitter ist.

IsNormalLat:= func<QA, L |

(Determinant (L) ne 0) and IsMaximalROrder(QA, LO(QA,L)) >;

//Testet, ob die beiden R-Ordnungen L1 und L2 konjugiert sind.
ConjugateROrders:= function(QA, L1, L2)

G1, Ti1:= LLLGram(MG(L1, QA‘NQ): Delta:= 0.999);
G2, T2:= LLLGram(MG(L2, QA‘NQ): Delta:= 0.999);
Forms1l:= [G1];
Forms2:= [G2];

if (#(QA‘B) ne 4) then

Append ("Forms1, T1*MG(L1, QA‘Forms[1])*Transpose(T1));
Append ("Forms2, T2*MG(L2, QA‘Forms[1])*Transpose(T2));

end if;

return IsIsometric(Formsl, Forms2);

end function;

// Testet, ob B eine regulaere Darstellung ist.

IsRegular:= function(B)

ok:= forall(t){<i,j>: i,j in [1..#B] | B[jl*B[i] eq LinKomb(B, Matrix(B[i,jl))};

if ok then
return true, _;
else
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return false, t;
end if;
end function;

forward IsPrincipalldealQ;
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// Testet, ob ein Gitter L ein Hauptideal ist. Ist die RO bekannt kann sie mit
// angegeben werden. In norml koennen, falls bekannt, die Elemente der RO mit
// red. Norm 1 angegeben werden. Von einem Paar (x, -x) sollte aber nur eines

// in norml stehen!

IsPrincipalldeal:= function(QA, L: LRO:= 0, norml:= [])

n:= AbsoluteDegree(QA‘K);
if (n eq 1) then

return IsPrincipalldealQ(QA, L: LRO:= LRO, norml:

end if;

L:= ChangeRing(L, Rationals());
G, T:= LLLGram(MGQ(L, QA‘NQ));

ok, normI:= IsPrincipal(norm(QA, L));

if (not ok) then return false, _, _; end if;
ok, normes:= MakeTotallyPositive(normI);
if (not ok) then return false, _, _; end if;

if (LRO eq 0) then LRO:= RO(QA, L); end if;

if norml eq [] then norml:= Listnorml1(QA, LRO: all:= false); end if;

U, map:= UnitGroup(QA‘K);

Rnorml:= [ map(U.i): i in [2..n] T;
M:= MatrixRing(Integers(), 4*n);
LInv:= L°-1;

touched:= {};
normtouched:= {};
for i:= 1 to #normes do
nr:= normes[i];
// Spur zuerst reduzieren
minTrace:= Trace(nr);
for unit in Rnorml do
for exp in [2, -2] do
unitdir:= unit"exp;

flag:= false;
X:= nrxunitdir;
newTrace:= Trace(x);
while newTrace 1t minTrace do
flag:= true;
nr:= x;
minTrace:= newTrace;
x*:= unitdir;
newTrace:= Trace(x);
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end while;
if flag then break; end if;
end for;
end for;

if (minTrace notin normtouched) then
Include("normtouched, minTrace);
minTrace *:= 2;
SV:= [s[1]: s in ShortVectors(LatticeWithGram(G), minTrace, minTrace)];
// Vektoren bzgl. Standardbasis schreiben:
SV:= [Vector(Rationals(), s)*TL: s in SV]
where TL:= ChangeRing(T, Rationals())+*L;

for s in SV do
if (s in touched) or (-s in touched) then continue; end if;
X:= ProductxI(QA, s, LRO)*LInv;
if ((X in M) and (Abs(Determinant(X)) eq 1)) then
return true, s, LRO;
end if;
touched join:= {Productxy(QA, s, u): u in norml};
end for;
end if;
end for;
return false, _, _;
end function;

// dasselbe ueber Q, da ist alles einfacher
IsPrincipalldealQ:= function(QA, L: LRO:= 0, norml:= [])
if (#(QA‘B) ne 4) then
return IsPrincipalldeal(QA, L: LRO:= LRO, norml:= norml);
end if;

if (LRO eq 0) then LRO:= RO(QA, L); end if;
if norml eq [] then norml:= Listnorml1(QA, LRO: all:= false); end if;

L:= ChangeRing(L, Rationals());
G, T:= LLLGram(MGQ(L, QA‘NQ));
M:= MatrixRing(Integers(), 4);
LInv:= L°-1;

touched := {};

SV:
SV:

ShortestVectors(LatticeWithGram(G));
[Vector (Rationals(), s)*TL: s in SV]
where TL:= ChangeRing(T, Rationals())*L;
for s in SV do
if (s in touched) or (-s in touched) then continue; end if;
X:= ProductxI(QA, s, LRO)*LInv;
if ((X in M) and (Abs(Determinant(X)) eq 1)) then
return true, s, LRO;
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end if;
touched join:= { Productxy(QA, s, u): u in norml };
end for;
return false, _, _;
end function;

// Hilfsfunktion. Prueft, ob L zu einem der I mit I"-1 in Inverses konjugiert
// ist. Falls bekannt, so koennen LRO und norml wieder angegeben werden.
IsInList:= function(QA, L, Inverses: LRO:=0, norml:= [])
for T in Inverses do
if IsPrincipalldeal(QA, Product(QA, I, L): LRO:= LRO, norml:= norml) then
return true;
end if;
end for;
return false;
end function;

// Findet die Klassen zweiseitiger LM-Ideale, indem alle max. Rechtsideale
// zwischen pLM und LM fuer die PZ in QA‘PlacesZ untersucht werden.
ListIdealClasses2:= function(QA, LM)

M:= MatrixRing(Integers(), #QA‘B);

B:= RegularRepZ(QA‘B, LM);

norml:= Listnormi1(QA, LM: all:= false);

list:= [ LM ];
inverses:= [ LM ];
LMInv:= LM™-1;

for p in QA‘PlacesZ do

Mod:= RModule(ChangeRing(sub<M | B>, GF(p)));
S:= MaximalSubmodules (Mod) ;
for s in S do

L:= MorphismToMatrix(Morphism(s, Mod), p)*LM;

// Ist L ein zweiseitiges Ideal einer neuen Klasse?
X:= LO(QA, L) * LMInv;
if ( (X in M) and (Abs(Determinant(X)) eq 1) and
not IsInList(QA, L, inverses: LRO:= LM, norml:= norml) ) then

size:= #list;
Append(“list, L);
Append(“inverses, Inv(QA, L: LRO:= LM));
for i:= 2 to size do
X:= Product(QA, list[i], L);
if (not IsInList(QA, X, inverses: LRO:= LM, norml:= norml)) then
Append(“list, X);
Append(“inverses, Inv(QA, X: LRO:= LM));
end if;
end for;
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end if;
end for;
end for;

if (QA‘h eq 1) then return list; end if;

G, map:= ClassGroup(QA‘K);
RIdeals:= [BasisMatrix(map(g)): g in G | g ne Id(G)];

size:= #list;
for i:= 1 to size do
for a in RIdeals do
X := Product(QA, list[i], a);
if (not IsInList(QA, X, inverses: LRO:= LM, normil:= norml)) then
Append(“list, X);
Append(“inverses, Inv(QA, X : LRO:= LM));
end if;
end for;
end for;
return list;
end function;

// wie oben, nur diesmal werden die max. LM-Rechtsideale zwischen pLM und
// LM fuer die in QA verzweigen Primideale p von R durchsucht. Das ist
// schneller, wenn QA keine gleichmaessig verteilten Invarianten hat.
ListIdealClasses:= function(QA, LM)

if Type(QA‘K) eq FldRat then return ListIdealClasses2(QA, LM); end if;

norml:= Listnorm1(QA, LM: all:= false);

list:= [ LM ];

inverses:= [ LM ];

LMInv:= LM"-1;

for PI in QA‘Places do

p:= Abs(Generator (PI meet Integers()));

L:= Product(QA, LM, BasisMatrix(PI));

m:= #QA‘B;

S, P, Q:= SmithForm(ChangeRing(L*LMInv, Integers()));
i:=1;

while (S[i,i] eq 1) do i +:= 1; end while;

M:= MatrixRing(Integers(), m-i+1);

QInvLM:= Q"-1 * LM;

B:= RegularRepZ(QA‘B, QInvLM);

Y:= [ SubmatrixRange(B[jl, i,i,m,m): j in [i..m] ];

Mod:= RModule(ChangeRing(sub<M | Y>, GF(p)));

S:= MaximalSubmodules (Mod) ;

error if #S ne 1, "Fehler in ListIdealClasses()";

L:= MorphismToMatrix(Morphism(S[1], Mod), p);

L:= DiagonalJoin(MatrixRing(Rationals(), i-1) ! 1, L) * QInvLM;

if ( not IsInList(QA, L, inverses: LRO:= LM, normil:= norml) ) then
size:= #list;



A.2. PROGRAMMLISTING 129

Append(~list, L);
Append(“inverses, Inv(QA, L: LRO:= LM));
for i:= 2 to size do
X:= Product(QA, list[i], L);
if (not IsInList(QA, X, inverses: LRO:= LM, norml:= norml)) then
Append(~list, X);
Append(“inverses, Inv(QA, X: LRO:= LM));
end if;
end for;
end if;
end for;

if (QA‘h eq 1) then return list; end if;

G, map:= ClassGroup(QA‘K);
RIdeals:= [BasisMatrix(map(g)): g in G | g ne Id(G)];

size:= #list;
for i:= 1 to size do
for a in RIdeals do
X := Product(QA, list[i], a);
if (not IsInList(QA, X, inverses: LRO:= LM, norml:= norml)) then
Append(“list, X);
Append(“inverses, Inv(QA, X : LRO:= LM));
end if;
end for;
end for;
return list;
end function;

// Findet die Gruppe der zweiseitigen Idealklassen von L
IdealClassGroup:= function(QA, L: list:= [])

norml:= Listnorml1(QA, L: all:= false);

tmpMult:= func<X, Y | Product(QA, X, Y)>;

tmpEq:= func<X, Y | IsPrincipalldeal(QA, Product(QA, X,

Inv(QA, Y: LRO:= L)): LRO:= L, norml:= norml) >;
if (1ist eq []) then list:= ListIdealClasses(QA, L); end if;
g, m:= GenericGroup( list : Mult:= tmpMult, Eq:= tmpEq, Id:= 1L );

mi:= m™-1;
pairing:= [ <1, mi(1)>: 1 in Codomain(m) J;
minv:= function(I)

IInv:= Inv(QA, I: LRO:= L);

for p in pairing do

if IsPrincipalldeal(QA, Product(QA, p[1], IInv): LRO:= L, norml:= norml)

return p[2];
end if;
end for;
end function;
return g, m, minv;

then
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end function;

// Rechts- bzw. Linksidealklassen eines normalen Ideals.
ListRightIdealClasses:= function(QA, L)

MOs:= ListMaxOrders(QA: all:= true);

return [ Product(QA, 12, L): 12 in ListIdealClasses(QA, MO), MO in MOs 1];
end function;

ListLeftIdealClasses:= function(QA, L)

MOs:= ListMaxOrders(QA: all:= true);

return [ Product(QA, L, 12): 12 in ListIdealClasses(QA, MO), MO in MOs ];
end function;

// Bestimmt die Klasse der stabil aequivalenten Rechtsideale von LM
StableIdealClassGroup:= function(QA, LM: right:= true)
if (Type(QA‘K) eq FldRat) then
G:= CyclicGroup(1);
return G, map<G->[LM] | Id(G)->LM>, func<L|Id(G)>;

end if;
G, map:= RayClassGroup(l*Integers(QA‘K), [1..AbsoluteDegree(QA‘K)]);
mapinv:= map~-1;

if right then

IdlClasses:= ListRightIdealClasses(QA, LM);
else

IdlClasses:= ListLeftIdealClasses(QA, LM);
end if;

inverse:= function(L)

nrm:= norm(QA, L);

return mapinv(Denominator(nrm) 2 * nrm);
end function;

mapping:= [];
for I in IdlClasses do
g:= inverse(I);
for x in mapping do
if x[1] eq g then continue I; end if;
end for;
Append (“mapping, <g, I>);
end for;
return G, map<G->{x[2]: x in mapping} | mapping>, inverse;
end function;

// Gibt alle Invarianten einer Maximalordnung aus. Ist der 2. Parameter eine
// ganze Zahl k, so wir die k-te schon bestimmte MO in QA untersucht.
// Andernfalls die im 2. Paramter uebergebene Maximalordnung.
PrintInfo:= procedure(QA, LM)
Bahn:= 0;
if (Type(LM) ne RngIntElt) then
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G, T:= LLLGram(MG(LM, QA‘NQ): Delta:= 0.999);
Lat:= LatticeWithGram(G);

KNr:= KissingNumber (Lat) ;
if (#(QA‘B) eq 4) then
AutNr:= #AutomorphismGroup(Lat) ;
else
TTr:= Transpose(T);
F:= T*MG(LM, QA‘Forms[1])*TTr;
AutNr:= #AutomorphismGroup(Lat, [F]);
if (#(QA‘Forms) gt 1) then
Bahn:= [ F 1;
for i:= 2 to #(QA‘Forms) do
Fi:= T*MG(LM, QA‘Forms[i])*TTr;
for £ in Bahn do
if (IsIsometric(Lat, [Fi], Lat, [f])) then continue i; end if;
end for;
Append (“Bahn, Fi);
end for;
Bahn:= #Bahn;
end if;
end if;
else
AutNr:= QA‘MaxOrders[LM] ‘AutNr;
KNr:= KissingNumber (QA‘MaxOrders[LM] ‘Lat) ;
if assigned QA‘MaxOrders[LM] ‘Galois then
Bahn:= 1+#QA‘Max0Orders[LM] ‘Galois;
end if;
LM:= QA‘MaxOrders[LM] ‘L;
end if;

wil:= KNr/2;

Hi:
wi:

#ListIdealClasses(QA, LM);
AutNr * Hi / (QA‘h * 2" (QA‘s+2)*wil);

printf "AutNr: %50, wil: %30, winqg: %30, Hi: %30",
AutNr, wil, wi/wil, Hi;

if Bahn eq O then
print "";

else
printf ", Galoisbahnenlaenge: %3o\n", Bahn;

end if;

end procedure;

Des weiteren wird die Datei ,,sigfield* benotigt:
// Signatur-Funktionen fuer total-reelle Zahlkoerper

intrinsic Conjugates(x::F1ldRatElt) -> ModTupFldElt
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{ Liefert einen Vektor mit den Galoiskonjugierten von x, also [x]. }
return [x];
end intrinsic;

intrinsic Signature(x::F1dElt) -> ModTupFldElt
{ Liefert die Vorzeichen aller reellen Galoiskonjugierten von x als Vektor "uber F_2. ]

K:= Parent(x);
require (Type(K) eq FldRat) or ISA(Type(K), FldAlg):
"Element liegt nicht in einem Zahlkoerper";

if (Type(K) ne FldRat) then K:= AbsoluteField(K); end if;

r, s:= Signature(X);

require (s eq 0): "Grundkoerper nicht total-reell";

return Vector(GF(2), [(1-Sign(Real(c))) div 2 : c in Conjugates(K ! x)]);
end intrinsic;

intrinsic IsTotallyPositive(x::F1dElt) -> BoolElt
{ Liefert genau dann true, wenn x total positiv ist. }

return IsZero(Signature(x));
end intrinsic;

intrinsic SignatureMatrix(K::F1d) -> AlgMatElt
{ Liefert die Signaturen der Erzeuger von Z_K"* und die Erzeuger von Z_K"*. }

require (Type(K) eq FldRat) or ISA(Type(K), FldAlg):
"Koerper muss ein Zahlkoerper sein';
U, map:= UnitGroup(Integers(K));
Units:= [map(u): u in Generators(U)];
return Matrix([Signature(u): u in Units]), Units;
end intrinsic;

intrinsic UnitWithSignature(K::Fld, sig::ModTupFldElt) -> BoolElt, SeqEnum
{ Liefert genau dann true, falls es eine Einheit von Z_K gibt, die
den Signaturvektor sig besitzt. Ist dies der Fall, so ist der zweite
Parameter eine Liste aller dieser Einheiten modulo (Z_K"*)~2. }

S, Units:= SignatureMatrix(K);
ok, x, V:= IsConsistent(S, sig);
if ok then

V:= [x+v: v in V];
return true, [ &+([K | Units[i]: i in [1..#Units] | v[i] ne 0]): v in V ];
else
return false, _;
end if;
end intrinsic;

intrinsic MakeTotallyPositive(x::F1dElt) -> BoolElt, SegEnum
{ Prueft, ob eine Einheit u von Z_K gibt mit x*u total-positiv. Ist dies der
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Fall, so liefert der zweite Rueckgabewert eine Liste aller total positiven
Erzeuger von x*Z_K (modulo (Z_K"*)~2). }

P:= Parent(x);
if (Type(P) eq FldRat) then
return true, [Sign(x)=*x];

end if;
ok, U:= UnitWithSignature(P, Signature(x));
if ok then
return true, [x*u: u in Ul;
else

return false, _;
end if;
end intrinsic;

// dasselbe fuer die Maximalordnungen

intrinsic Conjugates(x::RngIntElt) -> ModTupFldElt
{3
return [x];

end intrinsic;

intrinsic Signature(x::RngElt) -> ModTupFldElt

{}

return Signature(FieldOfFractions(Parent(x)) ! x);
end intrinsic;

intrinsic IsTotallyPositive(x::RngElt) -> BoolElt
{}
return IsZero(Signature(x));

end intrinsic;

intrinsic SignatureMatrix(R::Rng) -> AlgMatElt
{3
return SignatureMatrix(FieldOfFractions(R));
end intrinsic;

intrinsic UnitWithSignature(R::Rng, sig::ModTupFldElt) -> BoolElt, SeqEnum
{}
ok, U:= UnitWithSignature(FieldOfFractions(R), sig);
if ok then
return true, ChangeUniverse(U, R);
end if;
return false, _;
end intrinsic;

intrinsic MakeTotallyPositive(x::RngElt) -> BoolElt, SeqEnum
{r
R:= Parent(x);
ok, U:= MakeTotallyPositive(FieldOfFractions(R) ! x);
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if ok then
return true, ChangeUniverse(U, R);
end if;
return false, _;
end intrinsic;



Anhang B

Anhang: Beispiele

B.1 Total definite Quaternionenalgebren der Form
()
K

Nachfolgend sind die Konjugationsklassen der Quaternionenalgebren von [Neb98, S.
15-16] aufgelistet. Alle diese Quaternionenalgebren ® sind total definit und Z(®)/Q
ist galoisch. Weiter besitzen alle ® gleichméfig verteilte Invarianten.

Jede Quaternionenalgebra ® ist in einem eigenen Block aufgelistet. Dessen erste Zei-
le beschreibt die Algebra ©. Die erste Spalte dieser Zeile besitzt folgenden Aufbau:
a, 00, p1, ..., p- Dabei ist K = Q(«). Weiter sind die Primideale von R iiber den ein-
zelnen p;Z gerade die in © verzweigten Primideale. Die néchste Spalte enthilt eine
konkrete Realisierung von ® als ® = (%b) Die letzte Spalte enthélt die Summe der
Eichlermafle aller Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen.

Die nachfolgenden Zeilen enthalten Vetreter 91, ..., M7 der Konjugationsklassen von
R-Maximalordnungen. Die i-te dieser Zeilen ist folgendermafien aufgebaut: Die erste
Spalte enthélt ein Paar (k,p). Das bedeutet, 9t; wurde als Linksordnung eines maxi-
mal ganzen IMy-Rechtsideals I mit pNt, C I C My gefunden. Fiir M ist der Eintrag
leer. Die zweite Spalte enthélt ein R-Erzeugendensystem von 91; und die letzte Spalte
das Eichlermaf§ der Konjugationsklasse von 9; in der Form (w} - w!?)~! - H; wie in
Abschnitt 4.1 beschrieben.

Wie in [Neb98, S. 16] bezeichne (, eine primitive n-te Einheitswurzel in C und 6,, :=
Co + ¢t Sei L ein Teilkdrper von Q(6,) mit G := Gal(Q|¢,]/L). Ist L der einzige
Teilkorper von Q(6,,) mit Gal(L/Q) = Cs, so bezeichnet wy, 1= >~ . g((,). Dies ist ein
primitives Element von L. Ist L der einzige Teilkérper von Q(6,,) mit Gal(Q(6,,)/L) =
C} respektive C5, so bezeichnet 7, (respektive 0,,) das primitive Element 3 ., g(Cn)
von L.

Falls ® = (a?b) mit a,b € Q gilt, so sind lediglich Vertreter der Galoisbahnen angege-

ben, da man daraus alle Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen konstruieren
kann (vgl. Bemerkung 4.2.5). Ist die Bahnenlénge eines Vertreters gleich m, so ist dies
in der letzen Spalte durch ein vorangestelltes mx* kenntlich gemacht.

Alle aufgelisteten Beispiele in diesem Abschnitt konnten auf meinen Notebook (Penti-
um 4 mit 2,8GHz und 512 MB RAM) in jeweils unter einer Minute bearbeitet werden.
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K=Q:
2 a=b=-1 %
(1,i,j,2(1+i+j+k)) (12-1)7'-1
3 a=—1,b=-3 %
(1,1, 5(i+j), 5(1 + k) 6-1)7t-1
5 a——2 b=—5 I
(i, 5(1+i+j), 1(2+3i+k)) B3-1)7t-1
2,3,5la=-3b=—10 2
(1311 +1).J. 3G+ k) B3T3
7 la=-1,b=-7 I
(L5, 10 +J). 21+ K) @211
11 Ja=-1,b=-11 5
(1,i, 2(i+}), 3(1 + k) 2-1)7'-1
1,2 | (1,2, ;(2+7i+j), 5(1+2i+k)) 3-1)7'-1
13 Ja=-2b=-13 1
(1,i, (1 +i+j), 12+3i+k)) (1-1)7 11
17 Ja=-3b=—17 1
(1,i, (1 +i+j), :B+4i+k)) (1-1)7 11
1,2 <1,§(1+)J,6(3+ +3j+k)) 3-1)7 -1
19 [a=-1,b=-19 3
(1,1, 3(1+]), 1(i+ k) 2-1)7 11
1,2 | (1,2, :(1+2i+)), ;(2+3i+k)) (1-1)7 11
(K :Q]=2
V2, 00 a=b=-1 ﬁ
(1, 3v2(1 +1), 3v2(1 +j), 50 +i+j+k)) (24-1) 11
V2,00,2,3| a=—-2—+2,b=— 1
(1,1, 5(1+)), 5(i+k)) (3-1)7t1
V2,00,2,5| a=—-2—+2,b=—5 1
(1,1, L1+ v2+V2i+)), 2(1 +V2)i+ k) (1-1)711
V3, 00 a—b——l %
(1, 1, 2 \/’1 +j), 2(vV3+k)) (12-2)71.1
IPEEECC )i, T1+v3)(2 - VBi+j), s2+V3i+k) | (12271
\/g,oo a—b——l %
(1, ,%1+t+ti+j),%(t+(1+t) +k)) (60-1)~1-1
mit ¢ (1+\/5)
V5,00,2,3 a:—6,b:—5—\/5 %
(1,1, 2((3 +V5)i+2j), xV5(V5 — 5 — 2j + k)) (5-1)"1-2
V5,00,25]a=—-2,b=—-5—+/5 I
(11, 3GB+V5)i+j), j8+V5+K) (51) "1
V5,00,3,5 a:—3,b:—5—\/§ T
(1 3(0+1).J 3 (2 +V5)j+k)) (31) 1
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12 [ {Li HA+VE(+i) +4)), 14+ (2+VH)j+k) | (51711 |
\/é,oo a=—-1,b=-1 }l
{1, %(2+\/_)(1+ ), 2+V6)(1+)), s1+i+j+k) | (12:2)711
1,2 (1,i, 1(V6+i+j), 2(1+6i+k)) (4-2)7 11
2,2 (1, (24 V6)i, 4(2+\/_)(\/'+ +j), 2(1+V6i+k)) (6-2)71-1
Vi,oo |a=-1,b=—1 3
(1,1, S(VTi+j), L(V7 +k)) (4-2)7 1.1
1,2 (1,13 +V7)(1+1), I3 +VD(1+])), t0+i+j+k)) | (12:2)11
1,3 (1, (5—2VT)i, 3(ti+j), 32+ V7 +VTi+j+k)) (3-2)71.1
mit t 1= /7 — 2
V10,00 |a=—-1,b=—1 I
<1,1+i,%\/ﬁ(1+i),1+j,§\/ﬁ(1 +j), (1 +i+j+k)| (12:1)7"1
1,2 (1,1, 2(v10 +i+j), (1 +V10i + k)) (4-1)711
2,2 (1, 3,18 — V10)t, (1 + (2 + V10)i + k), (2-1)71-1
(8+9\/_ \/_1>m1tt —2+\/_+(1+2\/_)
3,2 (1, 2i, t, 2(10—\/E)t1 ta, 2(10 + 5v/10)ts) (3-1)7'-1
mit t1:= 12+ V10 + (2V10 — 3)i +j) und
to := 2(2+ V10 + (8 + 3v10)i + 1V/10j + k)
Vil,oo |a=—-1,b=—1 l
<11§\/_1+J) 1(V11 +k)) (42)11
1,2 (1,3 + (3+\/_)(2+\/_1+,1) IWViTr2i+ k)Y (22711
1,2 (1, §3+¢_<1+) (3+\/_)(1+J) +i+j+k) (12:2)711
2,2 (1,2i, 12+ V11i +j), 2(VI1 +2i+ k)) (6-1)~"-1
V13, 00 a:—l b=-1 =
(1 i, 3(t+ (t+1)i+]), 3¢+ 1+ti+k)) (12-1)~ -1
mit 11+ v13)
\/1_5,00 a:b:—l 2
(1,1 5(v15i +J), 5(V15 + k) (1.4)71
1,2 <1 2, (3+V15)i, (- \/_1+j) (2:2)71
(5\/_+3)( V15i+j), 3(V15+ k)
1,2 <1, L+1, 3(1+/15)(1 +i), 1+j, (12-1)7*-1
(1—\/1—5)(1+J) f(1+i+j+k))
2,2 <1 2i, 1 2+2¢_+(4 V15)i+ j), (2:2)71-1
(x/_+(2+2\/_) +k))
4,2 <1, 4i, 126(1 + V15)i, 3¢, (V15 + (2 +2V15)i + k), (6-1)71-1
L(3+ V15)t) mit t =24 2v15+ (4 — V15)i +]
1,3 (1, (57 + 14V/15)i, V151, 2((v/15 — 2)i +j), 3t (1-2)711
%(3+\/ﬁ)t>mitt:(\/ﬁ+(3\/_5—2)1 j+k)
6,2 (1, (3+ V15)i, , t1, (11 4+ 3V15)ty, 5o, 2(3+ V15)ta) (3-1)7'1
mit ¢; = 1((44+V15)i+j), to = VI5+(4+3V15)i—j+k
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6,2 (1, L(V15+3)(1 +1), i+, 3BV + 11)(i+]), ¢, (3-2)~1-1
13+ 8VI5)t) mit t =1(3+i—j+k)
\/1_7,00 a= —1 b=-3 é
(1,1, 1 1+J) 13B+VIN+3i- LB+ VIT)j+k) | (6:1)711
V2,0 la=b=— é
(1,1, 1(1 +t+ti+j), sE+(1+1)i+k) (12-1)71-1
mit t = (1 + /21)
1,3 (1, ¢i, 56+ (14 0)i+]j), st(3—i+j+k)) (6-2)71-1
mit ¢t = (3 + /21)
V33,00 |a=—-1,b=-3 %
(1, i,tl(t2—3+t21+3) 1(ta + (ta — 3)i+ k)) (2-2)71-1
mit ¢, = (6+\/_) t2_§(3+\/_)
1,2 | (1, 55— v/33)i, 1(6 + v/33)(t — 12+ ti +j), (32711
24(63+11\/_)(t+(t+9 +k)) mit t = 2(3+/33)
1,2 [ {1, i, 2(6+33)(3i+j), £(6+v33)(3+k)) (6-2) -1
(K :Q]=3
07,00,7 |a=—-1,b=—-7 ﬁ
(1,1, 55(202 —0; + 1)(T+J), :5(202 —6; + 1)(Ti+ k))| (14-1)"'-1
07;,00,2 |a=b=-1 %
(1,i,j, s(1+i+j+k)) (12-1)7'-1
07,00,3 |a=—1,b=—3 =
(1,1, 5i+]J), 5(1 +k)) 6-1)71-1
1,7 (1, (=07 + 0; + 2)i, 5(7i +j), (7-1)71-1
L(203 — 0, +1)(7T—2i+ k))
0y,00,3 |a=—-1,b=-3 =
(1,1, é(92 200 +1)(3i+j), (05 —20,+1)(3+k)) | (18-1)'-1
Oy, 00,2 |a=b=-1 %
<1ij,2(1+'+j+k)> (12-1)7'-1
1,3 (1, (1 —0y)i,i—j, s(05 —20,+1)3—i—j+k)) 9-1)71-1
wh3, 00, 13 a——2 b=—-13 1
(1,1, 55t(13 + 131 +j), 551(26 — 13i + k)) (1-1)7T1
mit ¢t = 4w13 + 7&113 -1
wig9,00,19 [ a = —1,b=—19 %
.1, t(19 1), t(19i + k)) 2 1)1
mit t = ( 2w19 + 5&)19 + 23)
1,2 (1, 2i, 38t1(19+t21+J), 76t1(t2—|—(2w19+61) +k)) [3x(1-1)7T-1
mit ¢, = (—2wiy + dwig + 23), t2 = (2wl + 2w + 30)
1,2 (1, 2i, 318t(19+381 j), =t(38 + 191+ k)) (1-1)7'-1
mit t = 2w19 + Bwig + 23
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[K:Q] =4
815,00 a=b=-1 %
(1,1, %(t+ (1+t)i+j),5(1+t+ti+k)) (60-1)~1-1
mlt t = 615 —|— Q15
1,5 <1 —Oi5)i, (i + B+ t)i+]), (30-2) -1
5t (3 + b1 + (035 — 3015 + 4)i + k))
mit t; = 03, + 015, to = 1 — 05 + 302, — 3015
916,00 a=b=-1 %
(1, 205,(1 +1), 565(1+j), (1 +i+j+k)) (24-1)7 -1
1,2 (1, 50%,(1 +1), 5016(t +]), 5t +ti+j+k)) (16-1)71-1
mit ¢ = 075 + 1
620,00 a=b=-1 112
(1, t(1+1), t(1+])), 5(1+i+j+k)) (12-2)7 11
mit ¢ = 2 (03 + 03, — 3620 — 2)
1,2 (1,1, 5(05+ (1 +63))i+j),5(1+ 05, + 030 + k)) (60-1)~1-1
1,2 (1,1, 5(05, +1J), 5(05,i+k)) (20-2)71-1
B4, 00 a—b— -1 3
(1 (03, — 4024 + 1)(03, + 1 +i+]j), (8:2)71-1
(7934 303, — 27604 + 13)(1 + 1),
%(9§4+0§4i+j+k)>
1,2 (1, t(1+1),t(1+])), s(1+i+j+k)) (24-1)7 11
mit ¢t = %(2934 - 9%4 - 8924 + 5)
1,2 (1,1, 5(03,i+])), 5(05, + k)) (24-2)7T-1
M7, 00 a=b= -1 z
(L i, 5(t+ (t—1)i+]j),s(t —1+ti+k)) 2% (12:1)7 11
mit ¢ = 2(—n?, + 8mir — 1)
1,2 (1, 5(—5n; — 6nf; + 28m7 + 9)i, (6-1)7%-1
5 (5t + 50 4 2087 — 2m7 — 1)i+j),
S+ )G (=n3 4 6mr — 1) + 2toi + (mr+1)j + k))
mit ¢ = (77?74'277%7 —6mr7—3),tr = _77{)77L 12m7—1
V2 + \/g,oo a=b=-1 %
(1, t(1+1), t(1+])), s(1+i+j+k)) (24-1)7 11
mit o = v/2 + /5, t:%(a?’—lla)
1,2 (1L i, 5(t+1+ti+j),s(t+ (t+1)i+k)) (60-1)
mit o = v2 + /5, t = £(a’ + 7a + 6)
V2H/5,00,2,5] a= -2 —/2,b=—5—+/5 2
<1, i, tl(tg +j), tl(tgi -+ k)) (51)_1 1
mit a =2+ \/3
t1 = - (a® — 1la), b, = (o — 3a® + 130 — 3)
1,3 2% (1-1)71-2

'Die R-Erzeugendensysteme der beiden fehlenden R-Maximalordnungen wurden nicht mit an-
gegeben, da die Eintrige sehr lang waren und mehrere Zeilen benétigt hétten. Die beiden R-
Maximalordnungen liegen in derselben Galoisbahn, daher habe ich nur einen Eintrag fiir sie gemacht,
obwohl a und b nicht in Q liegen.
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740, OO a=b=-—1 4—1
(1,1, %(t+i+j),§(1+ti+k)> (4- 2) -1
mit ¢ = 3(ndy — 410)
1,5 <1, Lo — 3ndy — dmao + 10)i,t(5 + 3 (i, — i+ k), | (2:2)7'-1
( (n3o — 4na0) + 5i +J)>
mit £ — L (89m3, — 240n3) — 250149 + 670)
1,5 <1, L3 — 303y — Anao + 10)i, (12-2)° 11
t(5 (3 — 47740) +3i+3), 5(1+ 5 () — 4na0)i + k))
mit ¢t = 20 (897740 240’!740 - 2507740 + 670)
1,2 <1 t, t(3(nfy — 4mwo) —1+]J), (10-2)71-1
(1 +3 (7740 — 4nao)i + k)>
mit ¢ = 3 (Mo + 2nip — 8nao — 16)
2,2 <1> 5 7740 67740)i7 t2<5 + %(7720 - 4)1 + k)? (51)_11
t1(5(mdo — 410 +4) + (nly +miy — 440 — 15)i +))
mit t1 = g(niy + 203, — 8o — 16),
ty = %(8977;1’0 — 240m3, — 250n49 + 670)
3,2 (1, 5(nd — 6mao)i, 3(1 + 3(ndy — 4nmao)i + k), (60-1)7"-1
L (2303 — 6002, — 60n40 + 160) (L) — 2040 — Ti + )
V3 + \/5, © |la=b=-1 %
(Li, 1((a+ 1)' +j),s(a+1+k)) mita=+v3+v5| (12:2)711
1,11 <1 2 10 —a? = 2a)i, 3((a+ 11)i + j), (5-2)711
w(—a® +a? + 40+ 18)(a+ 1 — 1061 + 4j + k))
mit a = \/_+ \/_
1,2 (1, 3(a® — 16a)i, 2(a+1+21+k) (12-2)71-1
8(a —160)(2 + (o + 2a)i + j) >m1toz—\/_+\/5
3,2 (1, 21, 1(5(a? —2a—2)+ (—a? 4+ 4a* = 2a)i+j), | (60-1)7'-1
2(oz—|—1—|—2(oz — 20 —2 +k>m1toz—\/_+\/3
[K:Q]=5
011,00,11 [a=—-1,b=—11 =
(1,1, t(ll +j), t(11i + k)) (22-1)7 11
mit ¢ = o= (=507, + 265, + 963, + 611 + 4)
1,2 (1, 29;111 t(ll + (20F, — 20911 + 8)i+]), (3-1)7 11
1t(20f, — 20011 + 8+ (—261, — 263, +37)i+ k)), ¢ s.0.
911, oo, 2 = —]. b= %
<1, 1,J,2(1—|—1+j+k>> (12-1)7 11
1,11 (1, (=02, + 011 + 2)i, 3i + ], (1-1)7 11
(1561, — 2163, — 3663, + 3761, +20)(11 +i—3j + k))
2,11 (1, (6, — 2603, — 3607, + 4611 + 4)i, 3i+], (11-1)7'-1
55 (=501, + 263 4+ 963, + 611 +4)(11 +i — 3j + k))
911,00,3 a:—l,b:—?) %
(1,1, 5(i+])), 5(1 +k)) (6-1)71-1
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1,11 (1, (=67 + 011 + 2)i, 3(5i+]), (1-1)71.2
+ (1501, — 2163, — 3667, + 37611 + 20)(11 + 2i + 4j + k))

2,11 (1, (07, — 207, — 307, + 401, + 4)i, t(11 + 2i + 4j + k), (1-1)7%.2
2(5i4j)) mit t = (=56, + 265, + 963, + 611 + 4)

2,11 (1, (01, — 263, — 3607, + 461 + 4)i, 5((3 — 10611)i + j), 5% (1-1)711
t(11 + (267, + 807, — 10611 + 7)i+ (1 — 4611)j + k)), ¢ s.0.

095,00,5 | a=—2,b=—b5 Z

(1,1, t(5+5i+j), t(10 + 5i + k)) (3-1)7t1
t = (03 + 305 + 3025 + 1)

1,2 % 5% (1-1)71-2

2,2 * 5% (1-1)71-1

2,2 * 5% (3-1)71-2

2,2 * 5% (1-1)711

Die R-Erzeugendensysteme der letzten vier Vertreter von Konjugationsklassen des
letzten Beispiels waren sehr lang und uniibersichtlich. Ich habe daher darauf verzichtet,
sie hier mit anzugeben.

B.2 Zyklotomische Quaternionenalgebren

Im Folgenden sind alle Konjugationsklassen von R-Maximalordnungen der zyklotomi-

schen Quaternionenalgebren Dy, mit geradem n > 4 und [Q(6,) : Q] = 1¢(n) < 8

aufgelistet.

Nach Satz 3.2.4 gilt:

(2Z,)* falls n = 4
d(Dy,) = { (2+6,)* falls 2 = p* mit einer Primzahl p =3 mod 4
7[6,) sonst .

Wir beschrianken uns daher darauf, lediglich ein Vertretersystem von R-Maximalord-
nungen und die Zerlegung der Eichlerschen Mafiformel anzugeben.

n=4 %
(1, Gty 2, 5(1+ G+ aGuz)) (12-1)71-1

n==~6 é
(1, C6, @, () 6-1)7"'-1

n=2~8 i
(1, Cs, 30s(1 + ), 505(Cs + Gsx)) (24-1)7"-1

n=10 =
(1, Co, @, £(1 = 2610) (=2 — 2C10 + = + C1o%)) (60-1)"1.1

n=12 %
(1, Gi2, @, Ci2) (12-2)71.1
1,2 [ (1, (14612)C2, 5(1+01)(1+ ), G2 + Ciow) (12-2)7 1.1
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<1, <14, x, C14$> (14 . 1)_1 -1
n =16 =
(1, Gi6, 50%(1 +2), 567(Ci6 + C167)) (16-1)~"-1
1,2 | (1, 616Ci6, 5076(1 + ), 567(Ci6 + Ci67)) (24-1)7'-1
n =18 =
<1, C18> x, C18$> (18 . 1)_1 -1
n = 20 %
<1, (20, X, CQ(}'E) (20 : 2)71 -1
1,2 <1, t(o0, Co0 + , %t(1+920$+<.20$)> (122)71 -1
mit ¢t = 030 + 930 - 3920 -2
2, 2 <1, 2620, %(Zf + 2(t — 1)C20 + 920$ + Cgox), tCQO + Qf> (60 . 1)71 -1
mit ¢ = 05, + 03, + O + 1
n = 22 %
<17 CQQ, x, CQQZE) (22 . 1)71 -1
1.2 | (1, (5500%, + 30863, — 105602, — 5108 + 220)Can, 3-1) -1

(
%(922 + Q(t - 1)(22 + (t - 032 - 1)$ + @255)7
(t — 02,)Con + ) mit ¢ = 04 + 03, + 02, + Oy + 1

i
]
; Goas @, () (24-2)71.1

(1
1,2 | (1, (=05, + 4021 — 1)Caa, Caa + Coat, (8-2)7t-1
L(=703, + 363, + 2765, — 13)(1 + 2))

L2 | (1, tCo, t(1+ ), Cog + Couz) mit t = 203, — 03, — 804 +5 | (24-1)71 -1

n = 26 %
(1, Co6, @, 15t(—D — 5Cos + & + C26)) (26-1)"1-1
1,13 | (1, (055 — 035 — 3035 + 3035 — 1)Ca6, —4Ca6 + , (12-1)7t-1

F5t(2 — 3036 + (035 + 5026 + 1)Co6 — (1 + b6)z + (a6) )
mit £ = 2003, — 4664, — 5063 + 15562, — 45655 — 20

n = 28 %
(1, Cos, @, Cas) (28-2)"1-1
1,7 | (1, 025Cos, 2Cos + @, 2055((0as + 2)Cos + 3z + (os)) (7-1)7t-1
2,7 | (1, O55Cas, (2 — 0a8)Cos + 1, (4-1)7'-1
1035(—bas + (2 — 035 + 3635 — 205)Cos + (26025 + 3)x + (os))
3.7 | (L, O55Cas, (2 — O35 — bas) Cos + (3-2)7T-1

103(035 — Oos + tCos + (3 — 035 + 2008)x + (os7))

47 7 <17 0§8g287 (038 - 0%8 - 028 + 2)€28 + €, (]-2 : 2)71 -1
%QSS(tl + tQCQS + (3 - 3938 - 938 + 2928>$ + <28$)>
mit ) = 305g + 03 — Oag, to = 05 + 3055 + Og + 03 + 5005 +9

n =30 %
<17 C307 x, C30x> (30 . 2)71 -1
175 17 (1 - 030)C307 €, (60 . 1)71 -1

{
%(1 - 0;’0 + 39%0 - 3930)(—1 + 2(30 + 2z + €30£L')>
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7 =36 %6

(1, (36, T, C36) (36-2)71-1

1,3 <1, 036C36, —C36 + T, %936((936 +1)G6 + 7 + C3696)> 9-2)7"-1

2,3 (1, 9§6<367 (1 + 936)<36 +x, (3 . 2)_1 -1

1035(036 + (035 + 036 + 1)(z6 +  + (362))

3, 3 <1 936<36’ 36)%6(036 + Q36 + tC36 + (1 - 036)1‘ + <36I> (3 . 1)_1 -1
(1 — 635 — 036)C36 + ) mit t = 055 — O35 + 035 + 36 + 1

3,3 | (1, 03¢Cs6, (036 + 1)C36 + , (12-2)71.1
%936((936 + 036) + (0§6 + 95:’6 + 036 +1)C36 + 2 + C36$)>

4,3 | (1, 02:Csg, (035 — 02 — O3 — 1) (a6 + , (4-1)7 11

5036036 + 036 + Oz6 — tCa6 + (1 — 035 — 036) 7 + (3e2))
n = 42 %

(1, 442, , (1) (42-2)71.1
1,7 <1 —040 + 1)Ca2, 3Ca2 + 7, lt(—3 + (2040 — 3)Cu2 + C42$)> (7-2)71-1
mit ¢ = —603, + 504, 109;}2 + 1062, — 504 + 1
1,3 | (1, (3503, + 1470;‘;2 + 5703, — 27803, — 223042 — 27) (4o, (12-1)7t.1
(14 042)Caz + 2, 5t1(—03; — 1+ taCun + (1 — 03)x + (i)
mit ¢ = 03, — 04, — 503, + 46075, + 604, t2 = 05 — 035+ 07, + 042

Die geraden n € N mit 8 = [Q(¢,) : Q] = 3¢(n) sind 32,34, 40,48 und 60. Fiir n = 32
war es mir nicht moéglich, alle Konjugationsklassen zu bestimmen. Denn bei einigen
der zu testenden Vertreter war die Automorphismengruppe mit dem in MAGMA imple-
mentierten Algorithmus nicht innerhalb von 2 Tagen zu bestimmen. Fiir die anderen
oben genannten n habe ich jeweils Vertreter der R-Maximalordnungen bestimmt. Da
es jedoch sehr viele gibt, gebe ich hier nur die Zerlegung der Eichlerschen Mafiformel
an:

Da alle R-Maximalordnungen die Klassenzahl H; = 1 haben, ist lediglich w; -w;"?
aufgelistet.

In der ersten Zeile steht jeweils wieder ein Paar k,p, darunter steht die Zerlegung
w;i -w;? von den Vertretern, die ich als Linksordnungen von Rechtsidealen des k-ten
Vertreters 9y, zwischen pt; und 91, gefunden habe. Haben m dieser Linksordnungen
dieselbe Zerlegung w; -w;'? ist dies durch ein ,mx* deutlich gemacht.

n=234: Typenzahl T =7, MaB= %
kyp 1,17 2,17 3717 4717
wh-w™ 341121 2><(1.1) (6.1), (12‘1) 2.1

n=40: T =25 MaB=2I

k,p 1,2 1,5 1,3 2.2 2.5

wl-w' [ 40-2 [ 827 (60-1), (5-1) | 2 x (1-2), (4-1) | (24-1), (8-1) | (12-1), (1-1)
2.3 35] 45 13 |92

Ax(1-1),2x(32) [ 31 4x (21) | 2x (1-1) | 21
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n=48: T =39, MaB=365/16

k,p 12 | 22 [32 42 52 72 [82]92
wl-w [ 482 [16-2 | 16-1 | 81 | (8-1), (24-1) | 4-1 | 2x (4-1) [ 21 | 21

10,2 112 122132142152 16,2 17,2 18,2
2x (21) | 2x (21) | 1.1 | 1-1 | 11 | 1-1 [2x (1-1) | 2% (1-1) | (3-1), (1-1)

19,2 20,2 21,2 25,2 272 2822921302312
(3-1), (1) | 2x (1-1) [2x (1-1) | 2x(1-2) [ 2x (1-2) | 1.2 | 1.2 | 1.2 | 1-2

n=60: T=9 Mal=2
kp 1.2 13 2,2 1,5 [ 1,59 | 8,2

wl-w [ 60-2 | 12:2 ] (60-1), (3-1) | 2x (41) [ 52| 1.2 | 1-2
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