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Gruppeniibung fiir Woche 11

Aufgabe G1: Entscheiden Sie, ob die Funktion

sinx - falls x # 0
— x
flxy) {1 falls x = 0

tiber die Menge A = {(x,y) € [0,1]?> : y < x} Lebesgue-integrierbar ist, und berechnen Sie gegebe-
nenfalls den Wert des Integrals.

Hausiibungen

Aufgabe H1: (2 Punkte) Begriinden Sie, dass A = {(x,y) € R?: x < y,y > 0} Borel-messbar ist,
und berechnen Sie
—(x2442
/Aye 2 d(x, ).

Aufgabe H2: (7 Punkte)

a) Entscheiden Sie jeweils, ob die Funktion f(x,y) = e “sinx iiber die angegebene Menge
A C R? Lebesgue-integrierbar ist:

(i) A=[0,R] x [0,00], R >0; (ii) A = [0,00)%

® sinx T
dx = —.
0 X 2

Anleitung: Da wir bereits wissen, dass dieses Regelintegral konvergiert, gentigt es zu zeigen,

dass limy_,o, Iy = 7, wobei
2k7T o
sin x
Ik :/ dx
0

X

b) Beweisen Sie:

Berechnen Sie I mit dem Satz von Fubini. Verwenden Sie dazu die Darstellung % = 0°° e dy.
Noch ein Tip zur Integration: e™*Ysinx = Im(e(i’y)" ).

) Warum 148t sich [;° SINX gy nicht direkt mittels Fubini und obiger Darstellung von 1 berech-
nen?

Aufgabe H3: (4 Punkte) Betrachen Sie auf R? die Funktion

1 fallsx >0 und x <y <x+1
flx,y)=¢ -1 fallsx>0und x+1<y<x+2
0 sonst.

a) Skizzieren Sie die Werteverteilung von f und begriinden Sie, dass f Borel-messbar ist.
b) Berechnen Sie die iterierten Integrale

(Lt wa [ (s

Ist f € L1(R?)?

BITTE WENDEN!
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Aufgabe H4: (3 Punkte) Seien (X, A, u) und (Y, B,v) zwei o-endliche Mafiraume und f € £(u),
¢ € L1(v). Zeigen Sie: Die Funktion h(x,y) = f(x)g(y) (x € X,y € Y) liegtin L} (p @ v), und

/Xxyhd(y@)v) :/dey -/Ygdv.

Hinweis: Beachten Sie H4, Blatt 9.

Aufgabe H5: (Zusatzaufgabe, 3 Extrapunkte.) Wir betrachten das Intervall [0, 1] mit der Borel-o-
Algebra B(]0,1]). Sei A das Lebesgue-Maf und p das Zahlmag auf B([0,1]). Berechnen Sie fiir die
charakteristische Funktion der Diagonalen D = {(x,y) € [0,1]? : x = y} die iterierten Integrale

Sy (o n)dr ) dty) wnd [ ([ 1o y)dn(y))dr ).

Warum steht Ihr Ergebnis nicht im Widerspruch zum Satz von Tonelli?

Abgabetermin der Hausiibungen: Freitag, den 15.1.2016, 9:00, im roten Kasten Nr. 18 auf D1, oder
direkt vor der Vorlesung.




