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Gruppeniibungen fiir Woche 7

Aufgabe G1: Sei y ein Maf auf einer o-Algebra A. Beweisen Sie: Fiir jede abzdhlbare Familie von
Mengen A, € A, n € N gilt

(o] (o]

#(U An) < 3 u(An)-
n=1 n=1
Aufgabe G2: Zeigen Sie fiir das Lebesgue-Maf auf RY:

@ Ag(RY) = co.
(b) Ist A € B, beschrinkt, so ist A;(A) < oco. Gilt auch die umgekehrte Aussage?

Hausiibungen
Aufgabe H1: (4 Punkte) Das Cantorsche Diskontinuum
Sei (Ap)nen die durch Ag := Ugez[2k, 2k + 1] und A, := %An_l 0 1 Co
fiir n > 1 definierte Folge von Teilmengen von R, sowie
—————— o — o C1
o 0 173 2/3 1
A::ﬂAn’ C:Aﬂ[oll] —o o—o —e o—o (C,
n=0 0 19 29 13 213 7/9 89 1

C heifst Cantorsches Diskontinuum.

Die Skizze zeigt die ersten der Mengen C, := AgN...A,; N [0,1]. Als Schnitt der abgeschlossenen
Menge A mit der kompakten Menge [0, 1] ist C kompakt.

(1) Zeigen Sie: C enthalt kein Intervall positiver Lange (man sagt: C ist nirgends dicht).
(2) Bestimmen Sie das Lebesgue-Maf8 A1(C) von C.

Aufgabe H2: (4 Punkte) Beweisen Sie: Ist A € By und x € RY, so giltauch x + A € B;.
Hinweis: Betrachten Sie A = {A C R?: x + A € By}.

Aufgabe H3: (3 Punkte) Sei (X,.A) ein Mefiraum und f : X — R eine Abbildung. R sei mit der
Borel-o-Algebra versehen. Zeigen Sie: Ist f mefibar, so sind auch |f| und cf, ¢ € R mefbar.

Folgt umgekehrt aus der Mef3barkeit von | f| auch die Mef3barkeit von f? Begriinden Sie Ihre Aussage.

Aufgabe H4: (5 Punkte)

(1) Zum Bildmafl. Beweisen Sie Satz 5.4. der Vorlesung:
Seien (X, A) und (X', A’) zwei Mefirdume, y ein Ma auf A und ¢ : X — X’ eine messbare
Abbbildung. Dann ist durch

WA == p(p7 1 (A"), A e A

ein Maf3 auf A’ definiert.

(2) Beweisen Sie, dass das Lebesgue-Mass A; auf B; invariant ist unter orthogonalen Transformatio-
nen des RY, d.h. fiir jede Abbildung T € O(IRY) gilt:

A(T7YHA)) = A4(A) VA€ By.
Erinnerung: O(RY) = {T € End(R%) : ||Tx|z = | x|]2 ¥x € R},

BITTE WENDEN!



Universitdat Paderborn )
Institut fiir Mathematik . Ubungsblatt 6
Prof. Dr. M. Résler Reelle Analysis WS 2015/16

Aufgabe H5: (Zusatzaufgabe, 4 Extrapunkte) Wir betrachten die Mengensysteme

R ={A CR: A ist abzdhlbar}
A={A CR:A oder A ist abzdhlbar}.

Gemaifs Aufgabe G1, Blatt 5 ist A eine o-Algebra. Zeigen Sie:
(1) R isteinRing, und c(R) = A.
falls A abzihl
(2) Durch v(A) := {0 alls A abzahlbar ist ein MaB auf A definiert.
oo sonst

(3) Das durch u(A) := 0 fiir alle A € R definierte Pramafl auf R besitzt mindestens zwei ver-
schiedene Fortsetzungen zu einem Maf auf A.

(4) Ist u o-endlich?

Abgabetermin der Hausiibungen: Freitag, den 4.12.2015, 9:00, im roten Kasten Nr. 18 auf D1, oder
direkt vor der Vorlesung.



