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Vorwort

Dieses Skriptum ist begleitend zu meiner Vorlesung Analysis 1 im Wintersemester 2020/21 an
der Universitdt Paderborn entstanden. Es basiert inhaltlich auf einer Reihe von Vorlesungen,
die ich an der TU Clausthal und der Universitat Paderborn gehalten habe. Im Bereich der
bekannten Lehrbuchliteratur habe ich mich dabei immer wieder an der ,Analysis 1* von K.
Konigsberger (Springer-Verlag, 6. Auflage 2004) orientiert.

Fiir Kommentare und Korrekturen bin ich jederzeit dankbar.

Paderborn, den 4. Februar 2021,
Margit Rosler



Kapitel 1

Grundlagen

Die Analysis gehort zu den Grundpfeilern der Mathematik. Thr Gegenstand ist das Studium
funktionaler Abhingigkeiten. Dabei hat man es hdufig mit kontinuierlichen Abldufen zu tun, bei
denen Grenzprozesse eine wichtige Rolle spielen. Der Name Analysis kommt vom griechischen
sanalyein“ (= auflosen, zerlegen). Die Entwicklung der Analysis hat seit jeher in engem Wech-
selspiel mit naturwissenschaftlichen Fragestellungen gestanden (Astronomie, Physik). Als ihre
Begriinder werden oft die Erfinder der ,Infinitesimalrechnung* genannt, Isaac Newton (1643—
1727) und Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

1.1 Awussagen

Eine Aussage in der Mathematik ist ein sprachlicher Ausdruck, das entweder wahr (w) oder
falsch ( f) ist. Ist eine Aussage wahr, so sagt man auch, dass sie gilt.

Beispiele:

,1+1=2“ ist eine wahre Aussage.

,Guten Morgen“ ist keine mathematische Aussage.

Verkniipfung von Aussagen.

Aus gegebenen Aussagen lassen sich durch Verkniipfungen (wie und, oder, nicht) neue Aussagen
bilden, deren Wahrheitswerte vom Wahrheitswert der beteiligten Komponenten abhéngt.

(1) Negation: =P (nicht P). Die Aussage —P ist genau dann wahr, wenn P falsch ist.
Beispiel: Sei P = ,,Alle Kiihe sind lila*. Dann ist =P = ,Es gibt eine Kuh, die nicht lila
ist®.

Achtung: In der Mathematik heiftt ,,es gibt ein“ stets: ,es gibt mindestens ein“ !

(2) Konjunktion: PAQ (P und Q).
Die Aussage P A @ ist genau dann wahr, wenn sowohl P als auch @) wahr ist.

(3) Disjunktion: PV Q (P oder Q).
Diese Aussage ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der Aussagen P, () wahr ist.
Die Disjunktion V ist ein nicht-ausschliefendes oder, d.h. kein ,entweder-oder*.
Beispiel: Die Aussage ,, 1 + 1 = 2 oder es regnet” ist wahr (unabhéngig davon, ob es
regnet oder nicht).
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(4) Implikation: P = @ (aus P folgt Q).

Diese Aussage ist falsch, wenn P wahr, aber () falsch ist. Ansonsten ist sie wahr.

Beispiel: Ist P die Aussage ,Fs regnet und @) die Aussage ,,Die Sonne scheint nicht“, so
ist P = @ die Aussage ,Wenn es regnet, dann scheint die Sonne nicht®.

Diese Aussage ist genau dann falsch, wenn moglich ist dass es regnet und gleichzeitig die
Sonne scheint.

Achtung: Die Implikation beschreibt in der Regel keine inhaltliche Kausalitdt im Sinne
von ,, P ist Ursache fiir Q“. Beispielsweise ist

die Erde ist eine Scheibe = 242 =4
eine wahre Aussage!
(5) Aquivalenz: P < Q := (P = Q) A (Q = P). (P ist aquivalent zu Q).
Das Symbol := bedeutet, dass die linke Seite durch die Rechte Seite definiert wird.

Die Aussage P < @ ist genau dann wahr, wenn P und @ entweder beide wahr oder
beide falsch sind.

Durch diese Operationen lassen sich auch kompliziertere Aussagen mit mehr Komponenten
zusammensetzen. Die Wahrheitswerte von zusammengesetzten Aussagen kann man iibersichtlich
anhand einer Wahrheitstafel zusammenstellen. Fiir die Operationen (1) - (5) sieht sie so aus:

Q|-P|PAQ|PVQ|P=Q|P=Q

w w w w

g

~ = & g |
~
g 8 - =

f w f f
/ w w f
/ f w w

S~

Definition. Eine zusammengesetzte Aussage, die fiir jede Belegung in der Wahrheitstafel wahr
ist, heifst allgemeingiiltig oder Tautologie.

Bemerkung: Eine Definition ist eine Festlegung eines mathematischen Begriffs.

Beispiele fiir Tautologien:

1. PV =P ist eine Tautologie, denn

P H ~P \ PV —P
f

w

w w (Konvention: — bindet starker als V oder A.)

f
2. Logische Distributivgesetze:

PAQVR) < (PAQ)V(PAR);
PV(QAR) < (PVQ)A(PVR).

w

Mit einer Wahrheitstafel sieht man leicht, dass diese Aussagen allgemeingiiltig sind.
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3. Kontrapositionsgesetz: (P = Q) < (-Q = —P).

Diese Tautologie ist eine wichtige Regel fiirs logische Schliefsen!

Beispiel: Die Aussage ,Wenn die Sonne aufgegangen ist, dann lduten die Glocken“ ist dquivalent
zu: ,Wenn die Glocken nicht l&uten, ist die Sonne nicht aufgegangen®.

Beweise: Ein Beweis ist eine Folge logischer Schliisse, die zeigt, dass eine gegebene Aussage
wahr ist. Dabei hat man es in der Regel mit Aussagen der Form P = @ und P < @ zu tun.

1.2 Mengen

Definition nach Georg Cantor: Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohl-
unterschiedener Objekte (unseres Denkens) zu einem Ganzen. Diese Objekte heifen Elemente
der Menge.

Diese Definition ist sehr vage! Tatséchlich ist eine prazisere Fundierung des Mengenbegiffs
moglich (und fiir den strukturellen Aufbau der Mathematik auch erforderlich), doch das wiirde
zu Beginn des Studiums mehr Verwirrung stiften als niitzen. Wir stellen uns auf folgenden prag-
matischen Standpunkt: Eine Menge ist gebildet, wenn feststeht, welche Objekte dazugehdren.

Schreibweisen: Man schreibt

x € A falls das Objekt = ein Element der Menge A ist.

r & A sonst.

A C B falls die Menge A eine Teilmenge von B ist, d.h. jedes Element von A ist auch
Element von B.

Hierfiir schreibt man auch B O A und nennt B eine Obermenge von A.

falls A C B und B C A, d.h. falls A und B dieselben Elemente besitzen.

falls A eine echte Teilmenge von B ist, d.h. A C B aber A # B.

fiir die leere Menge (die Menge ohne Elemente)

Beschreibung von Mengen:

a) durch Aufzidhlung. Beispiele:
A={1,{1,2},0}
N={1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen
No = {0,1,2,3,...}
Z=1{0,1,-1,2,-2,...} Menge der ganzen Zahlen
Achtung: Es gibt keine einheitliche Konvention, ob 0 eine natiirliche Zahl ist oder nicht.
Wir verwenden die Konvention 0 ¢ N.
b) durch eine charakterisierende Eigenschaft. Beispiel:
A={ne€Z:nist gerade}
={n €Z:esgibt ein k € Z mit n = 2k}.

Weitere Mengen von Zahlen:

e Q= {% :m,n € Z, n # 0} Menge der rationalen Zahlen
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e R: Menge der reellen Zahlen.

Die Menge R wird oft als Zahlengerade veranschaulicht. Sind auf der Geraden die Punkte 0 und
1 festgelegt, so entspricht jede reelle Zahl genau einem Punkt auf der Geraden, und umgekehrt.
In der Schule haben Sie die reellen Zahlen wahrscheinlich als Dezimalzahlen kennengelernt.

-1 0 1 1 /7 2

Wir werden im Verlauf der Vorlesung fiir die reellen Zahlen einen Satz grundlegender Eigen-
schaften (Aziome) angeben, durch die sie eindeutig charakterisiert sind. Es bestehen die echten
Inklusionen

NCNGZCQGR.

Die letzte Inklusion werden wir in Kapitel 2 und 3 der Vorlesung beweisen: es gibt z.B. eine
reelle Zahl x = 2 = 1,4142... mit 22 = 2, aber es gibt keine rationale Zahl mit dieser
Eigenschaft. Tatséchlich gibt es sehr viele reelle Zahlen, die nicht rational sind: die Menge Q
ist sehr ,J6chrig” im Zahlenstrahl.

Wir werden in Kapitel 2 bereits mit den reellen Zahlen arbeiten, um hinreichend interessan-
te Beispiele behandeln zu kénnen. Dabei setzen wir voraus, dass Thnen die Rechenregeln fiir
Addition und Multiplikation in R aus der Schule bekannt sind: Fir x,y,z € R gelten

r+y=y+zx; Ty = YT (Kommutativgesetze)
(x+y)+z=z+(y+2); (xy)z = z(yz) (Assoziativgesetze)
r+0=ucz,; r-1l==x

1
z+ (—z)=0; z-—=1 sofern = # 0

x

x(y +2) =xy + xz (Distributivgesetz)

Tatséchlich finden sich diese Rechenregeln in den Koérperaxiomen wieder, die wir in Kapitel 3.1
als Bestandteil der Axiome fiir die reellen Zahlen ausfiihrlich behandeln werden.

Einschub: Aussagen mit Quantoren

In der Mathematik hat man es oft mit Aussagen folgender Art zu tun: ,Fiir jedes z € X
gilt die Aussage P(z)“. Oder: ,Es gibt ein x € X, so dass P(x) erfiillt ist“. Dabei ist X
eine Menge, und P(x) ist eine von z € X abhéngige Aussage. Um solche Aussagen kompakt
notieren zu koénnen, verwendet man sogenannte Quantoren, ndmlich den Allquantor V und
den Existenzquantor 3. Wir werden folgende Typen von Aussagen mit Quantoren verwenden:

Aussage Schreibweise
Fiir alle z € X gilt P(x) Ve e X : P(z)
Es gibt (mindestens) ein z € X, fiir das P(x) gilt | 3z € X : P(x)
Es gibt genau ein z € X, fiir das P(z) gilt Nz e X : Px)
Es gibt kein x € X, fiir das P(z) gilt Brec X:P(x)
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Beispiele:
1. IneN:n > 2.
Ausformuliert: ,Es gibt eine n € N mit n > 2.

2. Vo,y €R: (24 y)? = 22 + 2zy + 9%
Ausformuliert: ,Fiir alle z,y € R gilt ...."

3. VxeQdneN:n-xze€Z.
Ausformuliert: ,Zu jedem z € Q existiert ein n € N mit n -z € Z*.
Das ist eine wahre Aussage. Achtung: Das hier auftretende n € N héngt von = ab!

Mengenoperationen.

Seien A und B Mengen. Wir definieren

AUB:={rx:x€ AV z € B} (Vereinigung von A und B)
ANB:={zx:x€ AN zxec B} (Durchschnitt von A und B)
A\B:={ze€A:x ¢ B} (Komplement von B in A)

AU B ist also die Menge aller Objekte, die in A oder in B enthalten sind, etc.

Zur Veranschaulichung von Mengenoperationen sind Venn-Diagramme niitzlich:

R
A
AND )

Anld

1.1 Lemma. Sind A, B,C Mengen, so gilt
(1) AU(BUC)=(AUB)UC und AN(BNC)=(AnB)NC.
(Assoziativitat von U und N ).
(2) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) und AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
(Distributivitat von U und N ).

Bemerkung: Ein Lemma ist eine einfache Aussage, oder auch eine Hilfsaussage.

Beweis. Wir beweisen den ersten Teil von Aussage (2), der Rest geht analog. Aufgrund des
logischen Distributivgesetzes haben wir folgende Kette von Aquivalenzen:

€ AN(BUC) < [z € A|A[(x€B)V (z€C)]
< [(z€eA)A(xeB)|V[zeAA(zel)]
— [zt (ANB)]V[ze(ANC)]
— z€(ANB)U(ANC).
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Allgemeiner kann man auch Vereinigungen und Durchschnitte von beliebig vielen Mengen bil-
den:

Definition. Sie I eine nichtleere Menge, und zu jedem i € I sei eine Menge A; gegeben. (Die
Menge I fungiert als Indexmenge). Dann setzt man

UAi ={z:3Jiel:zec A}
i€l
ﬂAi ={z:Viel:zecA}.

el

Eine weitere wichtige Mengenoperation ist das kartesische Produkt:

Definition. Das kartesische Produkt zweier Mengen A und B ist definiert als die Menge aller
geordneten Paare (a,b) mit a € A und b € B :

Ax B:={(a,b):ac ANDbe B}
Ferner setzt man A2 := A x A.

In einem geordneten Paar (a,b) kommt es, im Gegensatz zur Menge {a, b}, auf die Reihen-
folge der beiden Elemente an, d.h. es gilt

(a,b) = (a', b)) <= a=d Nb=1V.

Bemerkung: Man kann das Paar (a, b) préizise definieren als (a,b) := {a, {a,b}}. Auf diese Weise
ist gekennzeichnet, dass a die erste Komponente und b die zweite Komponente des Paars ist.

Beispiel: A ={1,2,3}, B ={o,*}. Dannist Ax B = {(1,0),(2,0),(3,0),(1,%),(2,%),(3,%)}.

1.3 Abbildungen

Definition. Seien X und Y zwei Mengen. Eine Abbildung (Funktion) von X nach Y ist eine
Vorschrift f, die jedem =z € X genau ein Element y € Y zuordnet. Man bezeichnet dieses
Element mit y = f(z) und schreibt

f: X —=Y o f(x).

Die Menge X heiftt der Definitionsbereich von f, Y der Wertebereich von f. Fiir jedes Element
x € X nennt man f(z) das Bild von x unter f oder auch den Wert von f an der Stelle x.

Bei jedem x € X startet genau ein
Pfeil. Aber es gibt moglicherweise
— Punkte aus Y, an denen kein Pfeil

Y endet.

Definition. Der Graph der Abbildung f: X — Y ist die Menge
I'r={(z,f(z)):x2e X} CX xY.

Wir werden immer die Bezeichnung ,,Funktion“ statt Abbildung verwenden, wenn der Werte-
bereich eine Menge von Zahlen ist.
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Beispiele:

(1) X = {alle Studierenden an der UPB}. f:X — N, x + Alter von z.

4 1
(2) f:R—=R, z+ 22 37 Ly
Der Graph I'; ist eine Parabel
mit Scheitel (0,0). 27
1 1
x
-2 -1 0 12
(3) Dagegen ist die Menge y
I ={z,y) €R?:z =19} r
1 1
kein Funktionsgraph, da z.B.
(I,1) e und (1,-1) €T # # # # T
0 1 2 3 4
14
Yy
4 f:R>Rz—ar+b (a,beR L'y
fest).
Eine Funktion dieser Bauart nennt b
man linear, genauer : affin-linear. Thr /
Graph ist eine Gerade mit Steigung a 0 v
und Achsenabschnitt b.

(5) Eine Verallgemeinerung von Beispielen (2) und (4) sind Polynomfunktionen (in der Schule
auch ganzrationale Funktionen genannt):

p:R=R, p@)= az"+ ap_1z"

+ a1+ ag
mit n € Ng und Koeflizienten ag,...,a, € R.

(6) Die identische Abbildung auf einer Menge X ist die Abbildung

id=1idx : X - X, r+— x.
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Beachte: Fiir die Charakterisierung einer Abbildung ist neben der Abbildungsvorschrift auch
der Definitionsbereich wichtig! Ein Beispiel: Die Funktionen

1 1
fR—=R, xb—>§x und g:Z—>R,:c'—>§a:

besitzen zwar dieselbe Abbildungsvorschrift, aber die Definitionsbereiche sind verschieden, es
handelt sich also um verschiedene Funktionen. g ist eine Einschrinkung (Restriktion) von f,
wir schreiben den Sachverhalt als

9= flz.

Der Graph von f ist eine Gerade, der Graph von g besteht aus einzelnen Punkten.

y
L'y

Definition. Sei f: X — Y eine Abbildung.
(i) Fiir eine Teilmenge A C X heifit die in Y enthaltene Menge
f(A) = {f(z):x e A}

das Bild von A unter f.
Die Menge f(X) CY wird das Bild von f genannt.

(ii) Fiir eine Teilmenge B C Y heifst die in X enthaltene Menge
fY(B):={zxcX: f(zx) € B}
das Urbild von B unter f.

Achtung: Die Bezeichnung f~1(B) ist etwas gewohnungsbediirftig, denn sie besagt nicht, dass
f~! eine Abbildung wire!

Beispiel: Betrachte die Funktion f:7Z — Z, x +— z°

F({=2,5}) = {4,25}, F71({4,25}) = {£2,45}, f7'({3}) =0, F'({3,4}) = {£2}.

. Dann gilt

Komposition von Abbildungen.

Sofern die Definitions- und Bildbereiche zusammenpassen, kann man Abbildungen verkniipfen,
d.h. hintereinanderausfiihren.

Definition. Seien f: X — Y und g : Y — Z zwei Abbildungen. Die Komposition (oder
Verkniipfung) von f und g ist die Abbildung

gof:X— Z, :B»—>g(f(x)).
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« 2
3of (3+£)0) = 40 )

Beispiel. Wir betrachten die Funktionen
f.g:R=R, f(z)=2x+1, g(z) = 2%
Wir kénnen f und g in beiden Reihenfolgen verkniipfen. Es ist
(gof)(x) =z +1)2 =42’ + 4z +1, (fog)(x)=222+1.
Wir sehen, dass fog # go f. Die Reihenfolge bei der Komposition ist also wichtig!
Es gilt aber:

1.2 Satz (Assoziativitidt der Komposition). Seien f: X - Y, g:Y - Z, h:Z - W
Abbildungen. dann gilt

ho(gof)=(hog)of.

Bewets. Wir rechnen nach: Fiir jedes z € X gilt

(ho(go N))(@)=n((go f)(x)) =h(g(f(x))) = (hog)(f(z)) = ((hog)of)(x).

Eigenschaften von Abbildungen.

Definition. Sei f: X — Y eine Abbildung.

(1) f heift injektiv, falls es zu jedem y € Y héchstens ein x € X gibt mit f(x) = y.
(2) f heifst surjektiv, falls es zu jedem y € Y mindestens ein z € X gibt mit y = f(z).
(3) f heifst bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Also:

e f ist genau dann injektiv, wenn fiir alle x1,x0 € X gilt:
f(x1) = f(x2) = x1 = x9.

e f ist genau dann surjektiv, wenn folgendes gilt:
VyeY3Ize X : y= f(x).

Also: f surjektiv <= f(X) =Y.
e f ist genau dann bijektiv, wenn es zu jedem y € Y genau ein x € X gibt mit y = f(z).
Also:
f bijektiv <= VyeY Iz e X :y = f(x).
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Beispiele.

(1) Die Abbildung f:N — N, f(n) =n+ 1 ist injektiv, denn: n+1=m+ 1= n=m.
Sie ist nicht surjektiv, da 1 ¢ f(N).

2) Die Abbild

(2) Die s n—1 fallsn>2

fiN= N, f(n):{l falls n =1

ist surjektiv. Sie ist aber nicht injektiv, da f(1) =1 = f(2).
(3) Die Abbildung f:Z — Z, n— n+ 1 ist bijektiv.
(4) Die Abbildung f:R = R, f(z) 2 ist nicht injektiv, da f(z) = f(—=z) fiir alle z € R.

=x
Sie ist auch nicht surjektiv, da f(x) > 0 fiir alle x € R.

Die Umkehrabbildung.

Sei f: X — Y eine bijektive Abbildung. Es gibt also zu jedem y € Y genau ein Element
r € X mit y = f(z). Wir konnen daher durch

g(y) =z falls f(z) =y.
eine Abbildung ¢ :Y — X definieren. Damit gilt
gof=idx, fog=uidy.

Im folgenden Diagramm entsteht g aus f dadurch, dass die Abbildungspfeile umgedreht werden.

Definition. Die Abbildung g : Y — X heilt die Umkehrabbildung (Umkehrfunktion) von f.
Man schreibt ¢ = L.

Falls f: X — Y bijektiv ist, gilt also:

1.3 Satz. Sei f: X — Y eine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) f ist bijektiv.
(2) Es existiert eine Abbildung g:Y — X mit
(*)  gof=idx, fog=idy.

In diesem Fall ist g = f~1.
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Beweis. Wir miissen zeigen, dass die beiden Implikationen (1) = (2) und (2) = (1) gelten.
(1) = (2) : Dis folgt bereits aus unseren vorherigen Uberlegungen.

(2) = (1) = f ist injektiv, denn: Seien 1, x2 € X mit f(x1) = f(x2). Wegen go f = idx
erhalten wird hieraus durch Anwenden von ¢ auf beiden Seiten:

z1 = g(f(71)) = g(f(z2)) = 72

f ist auch surjektiv, denn: Sei y € Y beliebig. Wegen fog = idy gilt y = f(g(y)). Wir
setzen nun x := g(y). Dann ist € X, und wir haben y = f(z), d.h. y liegt im Bild von f.
Die Abbildung ¢ in Aussage (2) ist ausserdem eindeutig, weil wir ja wissen dass f(g(y)) =y
ist, und dass f injektiv ist. Da auch f~! die Eigenschaften () hat, folgt daher g = f~!. O

Beispiel: Betrachte die Funktion f: Q — Q, f(z) = 3z + 2. Ist f bijektiv? Wenn ja, was
ist die Umkehrfunktion? Um das zu eruieren, versuchen wir die Gleichung y = 3x + 2 nach =z
aufzulésen. Das ist hier einfach:

1
y=3r+2 (:>:c:§(y—2).

Obige Gleichung hat als fiir jedes y € Q eine eindeutige Auflésung nach x. Das zeigt: f ist
bijektiv mit Umkehrfunktion f~!(y) = i(y — 2).



Kapitel 2

Naturliche Zahlen und vollstandige
Induktion

2.1 Das Prinzip der vollstandigen Induktion

Beim systematischen Aufbau der Mathematik werden sédmtliche Aussagen und Sétze einer ma-
thematischen Theorie nach logischen Regeln aus einigen (in sich widerspruchsfreien) Grund-
annahmen abgeleitet, den sogenannten Axiomen. Auch fiir die natiirlichen Zahlen gibt es ein
Axiomensystem, durch welches diese eindeutig charakterisiert werden kénnen, die sogenannten
Peano-Aziome. Eines der Peano-Axiome ist das

Induktionsaxiom: Sei M eine Teilmenge der Menge N der natiirlichen Zahlen
mit folgenden beiden Eigenschaften:

(1) 1e M.
(2) Firalle n e N gilt: ne M = n+1¢€ M.

Dann ist M = N.

Sprachlich ausgedriickt: Ist M eine Teilmenge von N die 1 enthélt, und ist mit n auch der
Nachfolger n+ 1 in M enthalten, so gilt M = N. Oder: Beginnt man bei 1, so erreicht man
durch fortlaufendes Zéahlen alle natiirlichen Zahlen.

Aus dem Induktionsaxiom ergibt sich ein wichtiges Beweisprinzip fiir Aussagen, die natiir-
liche Zahlen involvieren, das Prinzip der vollstindigen Induktion.

2.1 Satz (Prinzip der vollstindigen Induktion). Gegeben sei eine von n € N abhdingige
Aussage P(n). Angenommen es gelten die folgenden beiden Sachverhalte:

(I) P(1) ist wahr. (Induktionsanfang)
(II) Fiir alle n € N gilt: P(n) = P(n+1). (Induktionsschritt)
Dann ist P(n) wahr fir alle n € N.

Beweis. Wir betrachten die Menge
M :={n € N: P(n) ist wahr}.

Diese Menge erfiillt offenbar die beiden Eigenschaften (1) und (2) des Induktionsaxioms. Also
folgt M = N. 0

13
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Das Prinzip der vollstandigen Induktion lasst sich gut durch den Dominoeffekt veranschau-
lichen: Wir haben eine unendlich lange Kette von Dominosteinen aufgestellt, und zwar so, dass
jeder Stein, wenn er umkippt, den nachfolgenden trifft, so dass dieser ebenfalls umkippt. Kippen
wir den ersten Stein um, so kippen nach und nach alle unendlich vielen Dominosteine.

Verschiebung des Induktionsanfangs: Gegeben seien Aussagen P(n) mit n € Z,n > ng
(wobei die Startzahl ng € Z gegeben ist). Dann gilt das Prinzip der vollstdndigen Induktion
entsprechend mit Induktionsanfang bei n = ng anstelle von n = 1. Das sollte anschaulich
klar sein. Um es rigoros zu begriinden, betrachte man die umindizierten Aussagen ]B(n) =
P(n+ng—1),n €N, und wende auf diese das Prinzip der vollstdndigen Induktion an.

Rekursion.

Eine Abbildung f : N — X ist durch ihre Werte f, = f(n), n € N gegeben. Man nennt eine
solche Abbildung eine Folge in X und schreibt sie in der Form (f1, fo, f3,...) oder (fn)nen-
Folgen werden oft rekursiv definiert, d.h. durch

(i) Angabe des Startwertes f.

(ii) Angabe einer Vorschrift, nach der f,11 aus f, (oder allgemeiner aus fi, ..., f,) zu
bestimmen ist.

Aus dem Induktionsaxiom folgt, dass hierdurch eine eindeutige Folge (fy)nen definiert ist.

Beispiel: Setze f1:=2, fp+1:= fn + 3. Dann ist (fn)neny = (2,5,8,11,14,...).
2.2 Beispiele zur vollstandigen Induktion

Vorbereitung: Summen und Produkte

Definition. Gegeben sei eine Menge reeller Zahlen ay, wobei k € Z mit m < k < n sei und
m,n € Z ganze Zahlen mit m < n. Man setzt dann

n n
() E g = Qm + ...+ an; Hak::am~...-an.
k=m k=m

Der Index k wird als Laufindex bezeichnet.

2
Beispiel: »  k? = (-1)?+0%+1% 42 = 6; H(E) —1.2.9-3
k=—1 k=2

Manchmal ist es bequem, auch Summen bzw. Produkte zuzulassen, bei denen der obere Index

kleiner ist als der untere. Dazu trifft man folgende

Konvention: Fiir n,m € Z mit n < m setzt man

Z ar =0 (leere Summe); H ar =1 (leeres Produkt).

k=m k=m
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Achtung: Die Definition (*) ist etwas heuristisch, weil wir eigentlich nicht geklart haben, was
die Punkte ... bedeuten. Eine préazise Definition muft rekursiv erfolgen. Zum Beispiel definiert
man eine Summe » ,_; a; mit n € Ny folgendermafen:

0 -1
Zak:O; iak:: (nZak)—i—an fir n € N.
k=1 k=1 k=1

Beispiele:

(1) Die Fakultédt. Fiir eine natiirliche Zahl n € Ny definieren wir die Zahl n! (sprich: n
Fakultét) rekursiv durch

0l:=1; nl:=n-(n—-1)! firneN.

Es ist also

(2) Potenzen. Fiir eine reelle Zahl x € R und n € Ny definiert man
n
"= H x. (Dasist n mal derselbe Faktor z).
k=1

Insbesondere gilt damit fiir jedes x € R:
2 =1.
Also ist auch 0° =1 (!)
Potenzgesetze: Fiir n,m € Ny gilt:
g™ g™ =™ (2™)" = 2™ (n Faktoren z™).
Achtung: Im Allgemeinen ist (z")™ # 2" = z("™)|
Die Potenzgesetze konnen mit vollstandiger Induktion bewiesen werden; wir wollen diese

wichtige Beweistechnik aber an etwas interessanteren Beispielen einiiben.

Beispiel 1: Die Arithmetische Summe. Wir wollen die Summe aller natiirlichen Zahlen
von 1 bis n berechnen, also den Wert der Summe

1+...4n = Zn:k:
k=1

Diese Aufgabe hat der berithmte Mathematiker und Astronom Carl Friedrich Gauf als zehn-
jéhriger Schiiler fiir n = 100 folgendermafsen gelost:

14---+100 = (14 100) 4 (24 99) + ... + (50 + 51) = 50 - 101 = 5050.

Setzt man n = 100, so gilt also Y j_; k = $n-(n+1).

Wir haben damit bereits eine Vermutung, die wir nun mit vollstdndiger Induktion beweisen
werden:
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2.2 Satz (Arithmetische Summenformel). Fir alle n € N gilt

Z E=-n(n+1).
Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Aussage

- 1
Z k= §n(n +1)
k=1

fiir jedes n € N wahr ist.

(I) Induktionsanfang n = 1: P(1) ist tatséichlich wahr, da 1 =1-1-2 gilt.

(IT) Induktionsschritt n — n + 1: Wir nehmen an, P(n) sei wahr (das ist die sogenannte
Induktionsvoraussetzung). Wir schreiben

n+1

Zk - (Zk) +(n+1).

Nun wenden wir die Induktionsvoraussetzung (kurz: 1.V.) auf die abgespaltene Summe rechts

an und erhalten
n+1

Zk _ 1 n+1)+(n+1):%(n+l)(n—i—2).

Dies besagt, dass auch P(n + 1) wahr ist, und der Induktionsschritt ist abgeschlossen. Mit
vollstéandiger Induktion folgt nun aus (I) und (II) dass P(n) fiir alle n € N wahr ist. O

Beispiel 2: Die geometrische Summenformel.

2.3 Satz. Fir jede reelle Zahl x € R\ {1} wund alle n € Ny gilt
n 1— n+1
e

1—2
k=0

Fiir x = 1 wiirde auf der rechten Seite eine Division durch Null entstehen, daher ist dieser Fall
in der Formel ausgeschlossen. Im Fall x = 1 ist der Wert der Summe links offenbar gleich n-+ 1.

Beweis. Mit Induktion nach n. .

1—=z
l1—=z

(IT) Induktionsschritt n — n + 1: Die Induktionsvoraussetzung besagt, dass

1 — gt
Zx ——

(I) Induktionsanfang n = 0: 2° =1 = , die Aussage ist also richtig fir n = 0.

Wir erhalten damit

n+1 N n N ) 1_$n+1 )

gac:<§x)+3:”+ = —— 4+ "t =
Lv. l1l—=x

k=0 k=0

1— zn-i—l + (1 _ IL‘)ZL'TLJ'_l B 1— xn+2

1—z 1—=z

Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen. U
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Beachte: Ein Beweis mit vollstdndiger Induktion setzt voraus, dass man die zu beweisende
Aussage kennt, bzw. zumindest eine Vermutung dafiir hat. Eine solche Vermutung kann man
manchmal durch explizite Rechnungen fiir kleine (oder spezielle) Werte von n gewinnen.

2.3 Etwas Kombinatorik

Kombinatorik — zumindest in ihrer elementaren Form, wie wir sie hier betreiben — ist die Lehre
vom ,,geschickten Abzahlen“.

Bezeichnung: Fiir eine endliche Menge A bezeichnen wir mit |A| die Anzahl der Elemente
von A. |A| heift die Mdachtigkeit von A.

Aufgabe: Sei A = {ai,...,a,} eine (nichtleere) Menge der Méachtigkeit n € N (d.h. wir
nehmen an, dass die a; in obiger Aufzdhling paarweise verschieden sind). Wieviele verschiedene
Anordnungen der Elemente aq,...,a, gibt es?

Mogliche Anordnungen, falls n = 2: ajas, asay. Die moglichen Anordnungen entsprechen den
Anordnungen 12 und 21 der Indizes 1,2. Falls n = 3, so sind die moéglichen Anordnungen der
Indizes: 123,132,213,231, 312, 321.

Jede Anordnung von ay,...,a, ist von der Form f(a1)... f(ay,) mit einer eindeutigen Bijektion
f:A— A, und jede solche Bijektion liefert eine Anordnung von aq,...,a,.

Definition. Sei M eine (beliebige) Menge. Eine bijektive Abbildung f : M — M heifst eine
Permutation von M .

2.4 Satz. Sei A eine endliche Menge mit |A| = n € N. Dann ist die Anzahl der Permutationen
von A gleich n!.

Beweis. Mit Induktion nach n.

(I) n=1: Es gibt 1 Permutation einer einelementigen Menge.

(IT) Induktionsschritt n — n + 1: Sei A eine Menge mit |A| = n + 1. Wir besetzen zunéchst
Position 1. Dafiir gibt es n+1 Moglichkeiten. Ist Position 1 besetzt, so verbleiben n Elemente,
mit denen wir die Positionen 2 bis n + 1 besetzen miissen. Nach Induktionsvoraussetzung gibt
es hierfiir n! Moglichkeiten. Wir erhalten also insgesamt (n + 1) -n! = (n + 1)! mdgliche
Anordnungen der Elemente von A. O

Die Fakultét n! wéchst sehr rasch bei wachsendem n. Z.B. ist 10! = 3628800 und 1000! >
4 -10%°%% Im Gegensatz zur arithmetischen Summe gibt es keine geschlossene Formel fiir n!.
Daher sind Formeln, mit denen man n! fiir groke n ndherungsweise berechnen kann, wichtig.

Definition (Binomialkoeffizienten). Fiir natiirliche Zahlen k,n € Ny setzt man

<n> ::ﬁn—j:le _nm-1-(n-kt1)

BT k!

Die Zahlen <Z> heiften Binomialkoeffizienten, gesprochen: .k aus n“ (oder ,n tiber k%).
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Beachte: Fiir £ = 0 haben wir ein leeres Produkt, also ist

<g>:1 fiir alle n € No.

Weitere Folgerungen:

n n
1. —n —1.
2.@)20&%k>n

3. Fir 0 <k <n gilt

n\ n! [ n
k) KEl(n—k! \n-k)
2.5 Satz (Rekursionsformel). Fir k,n € Ng mit 0 < k <n gilt

n+1\ (n n n
k+1)  \k k+1)
Beweis. Ubung! O

Aus dieser Rekursion folgt sofort mit Induktion nach n, dass die Binomialkoeffizienten stets
ganzzahlig sind — was aus ihrer Definition nicht unmittelbar ersichtlich ist:

2.6 Korollar. Fir alle k,n € Ny st (Z) € Np.

Obige Rekursionsformel 1dft sich schén am Pascalschen Dreieck veranschaulichen; dabei
entstehen ein Binomialkoeffizient in Zeile n € N durch Addition der schrig iiber ihm liegenden
Koeffizienten in Zeile n — 1.

n=20 1

n=1 1 1

n =2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5) 10 10 5 1

2.7 Satz. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge M ist <Z>

Beweis. Wir betrachten zundchst die Randfille: Falls & > n, so besitzt M keine k-elementigen
Teilmengen; falls £ = 0, so besitzt sie genau eine, ndmlich die leere Menge. Sei nun 0 < k < n.
Wir veranschaulichen uns die Menge M als eine Menge von Kugeln in einer Urne, die mit
den Nummern 1 bis n versehen sind. Wir ziehen nun k& Kugeln ohne Zuriicklegen (d.h. eine
bereits gezogene Kugel wird vor dem néchsten Zug nicht wieder zuriickgelegt), wobei wir die
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Reihenfolge der Ziige notieren. Dann gibt es beim 1. Zug n Moglichkeiten eine Kugel zu ziehen,
beim 2. Zug noch n — 1 Moglichkeiten usw., bis beim k-ten Zug schliefslich noch n — k + 1
Moglichkeiten bestehen, eine Kugel zu ziehen. Insgesamt sind dies n(n — 1) -...- (n — k+ 1)
Moglichkeiten, k Kugeln unter Beachtung der Reihenfolge zu ziehen. Nach Satz 2.4 kommt
dabei jede k-elementige Menge von Kugeln in k! verschiedenen Anordnungen (Reihenfolgen)
vor. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von M ist daher gegeben durch

RS R RS <Z>

O

Beispiel: Beim Zahlenlotto ,,6 aus 49“ werden 6 von 49 nummerierten Kugeln ohne Zuriick-
legen gezogen. Es gibt (469) = 13983816 mogliche Ziehungen (die Reihenfolge der gezogenen

Kugeln ist irrelevant). Die Wahrscheinlichkeit fiir 6 Richtige ist daher ungefihr 1 : 14 -109!

Die Binomialkoeffizienten sind nicht nur von Bedeutung in der Kombinatorik, sondern eben-
so in der Analysis. Fiir gegebene reelle Zahlen x,y mochten wir die Potenzen (z + y)" mit
beliebigen Exponenten n € Ny berechnen. Fiir kleine Werte von n ist das schnell zu bewerk-
stelligen:

Es fallt auf, dass hier die Binomialkoeffizienten auftreten. Tatséchlich gilt allgemein:

2.8 Satz (Binomischer Satz). Fir x,y € R und beliebige Exponenten n € Ny gilt

(x+y)" = Zn: <Z> ahyn k.

k=0

Insbesondere gilt (mit y =1): (1+z)" = Z (n> i

Beweis. Mit Induktion nach n. 0
(I) Induktionsanfang n = 0: (z + )" =1 = <O> 290,
(IT) Induktionsschritt n — n+1: Unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung erhalten wir

(249" = (2 +y) - (@+y)" = (@+y)- (Z (Z) xkynk> (nach 1.V)

k=0
=2 <k> LAY <k> ahyr ki (Distributivgesetz)
k=0 k=0

Um in beiden Summen einheitliche Exponenten zu erhalten, fiihren wir nun in der ersten Summe
eine Indexverschiebung durch: wir verwenden, dass

n+1

Zak = Zak_l (fiir ar € R).
k=0 k=1
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Damit erhalten wir

1
n+1 o n k. n—k+1 =~ (n k n—k+1
(x+y) :Zk_lxy +kay
k=0

k=1
n

_ ntl n+1 n n k, n—k+1

= () () [

wobei wir zuletzt die Summanden mit £ =0 und k = n + 1, die jeweils nur in einer der beiden
Summen auftauchen, abgespalten haben. Nun kénnen wir in der Klammer [ . ] die Rekur-
sionsformel der Binomialkoeffizienten (Satz 2.5) verwenden, die beiden separaten Summanden
wieder eingliedern, und erhalten so schliellich

n+1
(w + y)nJrl — Z (nz 1> wkynJrlfk‘
k=0

Damit ist der Induktionschritt abgeschlossen. O



Kapitel 3

Die reellen Zahlen

3.1 Motivation

In der Geschichte der Mathematik war stets eine wesentliche Motivation fiir die Erweiterung
bestehender Zahlbereiche der Wunsch, moglichst allgemeine Gleichungen innerhalb des verfiig-
baren Zahlbereichs 16sen zu kénnen. So ist die Erweiterung von den natiirlichen Zahlen N zu
den ganzen Zahlen Z motiviert durch das Ziel, beliebige Gleichungen der Form

r+n=m mitn,méeN

l6sen zu konnen. Beachte, dass eine solche Gleichung, obwohl sie durch natiirliche Zahlen be-
schrieben wird, im Allgemeinen keine Losung in N hat, sie ist aber stets losbar in Z. Das
néchste Ziel, Gleichungen der Form

r-n=m mitn,m€Zn#*0

16sen zu konnen, fiihrt analog auf die Erweiterung von Z zur Menge der rationalen Zahlen Q.
Tatséchlich sind dann in Q alle Gleichungen der Form z +a = b mit a,b € Q und x-a =
mit a,b € Q, a # 0, eindeutig auflésbar. Dies ist ein zentraler Aspekt der Korperstruktur von
Q (siehe unten). Will man aber auch Gleichungen der Form

(*) 2" =m mitn,meN

16sen, so ist das in Q im Allgemeinen nicht moglich. Betrachtet man z.B. ein Quadrat der
Seitenlénge 1, so geniigt die Lénge = seiner Diagonalen der Gleichung

22 =2.

Bereits die Pythagorder (im 6. Jahrh. v. Chr.) erkannten, dass diese einfache quadratische
Gleichung keine rationale Losung besitzt. Wir werden das in den Ubungen beweisen. Weil die
Pythagorder aber iiberzeugt waren, dass sich derartige geometrische Verhiltnisse stets durch
rationale Zahlen beschreiben lassen, wurde durch diese Erkenntnis ihr philosophisches Weltbild

21
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erschiittert. Wir werden sehen, dass sich mit der Erweiterung von den rationalen Zahlen Q
zu den reellen Zahlen R auch Gleichungen der Form (%) losen lassen, und allgemeiner alle
Gleichungen der Form z* = b mit a,b € R, a,b > 0. Es gibt prizise Konstruktionen der
Zahlbereichserweiterungen

N~ Z ~ Q ~ R,

wobei Erweiterung besagt, dass N C Z C Q C R. In dieser Vorlesung setzen wir die Menge
der rationalen Zahlen als gegeben voraus. Fiir die Konstruktion der in der Analysis besonders
wichtigen reellen Zahlen aus den rationalen gibt es verschiedene Methoden. Die wichtigste Me-
thoden sind sogenannte Dedekindschen Schnitte sowie die Vervollstandigung von Q mittels
Cauchyfolgen. Beide Methoden erfordert einigen Aufwand und analytische Vorarbeiten. Da wir
aber in dieser Vorlesung moglichst bald mit den reellen Zahlen auf gesichertem Fundament
arbeiten méchten, wahlen wir fiir ihre Einfiilhrung die gingige aziomatische Methode, d.h. wir
charakerisieren R durch einen Satz von Axiomen. Tatséchlich ldsst sich beweisen, dass es (bis
auf Umbenennungen) genau eine Menge gibt, die diese Eigenschaften hat, und dass sie tiber-
einstimmt mit der Menge der Zahlen, die man durch eines der oben genannten konstruktiven
Verfahren erhélt. Die erste dieser axiomatischen Eigenschaften von R, zu der wir nun kommen,
ist die Korperstruktur.

3.2 Korper

Definition. Ein Kdrper ist eine Menge K zusammen mit zwei Operationen + : K x K —
K, (z,y) — x4+ y (die Addition), sowie - : K x K — K, (z,y) — z -y (die Multiplikation), so
dass folgende Axiome erfiillt sind.

1. Axiome der Addition:

(A1) Fiir alle z,y,z € Kgilt x4+ (y+2)=(zr+vy)+ 2z (Assoziativitit)
(A2) Firalle z,y e Kgilt z+y=y+z. (Kommutativitit)

(A3) Existenz eines neutralen Elements: Es existiert ein Element 0 € K (Null) mit
r+ 0=z firallez e K.
(A4) Existenz von Inversen: Zu jedem z € K existiert ein y € K mit z +y = 0.
2. Axiome der Multiplikation:
(M1) Fiir alle z,y,z € K gilt x-(y-2)=(x-y) 2. (Assoziativitit)
(M2) Firalle z,y e K gilt z-y=y-z. (Kommutativitit)
(M3) Existenz eines neutralen Elements: Es existiert ein Element 1 € K\ {0} (Fins) mit

z-1=x firallez € K.
(M4) Existenz von Inversen: Zu jedem x € K\ {0} existiert ein z € K mit z -z = 1.

3. Distributivgesetz:
(D) Firalle z,y,zeKgilt: z-(y+2)=z-y+x-z.
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Bemerkungen:

1. Um die Operationen zu spezifizieren, schreibt man fiir einen Korper oft (K, +,-). Die
Elemente eines Korpers nennen wir oft auch Zahlen, da man mit ihnen rechnet wie mit
rationalen (oder reellen) Zahlen.

2. Eine Menge K mit einer Operation +, welche die Eigenschaften (A1)-(A4) erfiillt, heifst
abelsche Gruppe. (K\ {0},-) ist ebenfalls eine abelsche Gruppe.

3. Wichtig bei obigen Axiomen ist, dass man bei Addition und Multiplikation nicht aus K
herausfillt: Fiir z,y € K gilt stets x4+ y, -y € K.

4. Man schreibt meist kurz zy statt x -y. Ausserdem rechnet man Punkt vor Strich, d.h.
xy+z=(xy) +z#x(y+2).

3.1 Satz (Folgerungen aus den Korperaxiomen). Sei (K, +,-) ein Kéorper. Dann gelten:

(1) 0 und 1 sind eindeutig bestimmdt.

(2) Inverse bzgl. beiden Operationen sind eindeutig bestimmt, d.h. zu jedem x € K gibt es
genau ein y € K mit x +y =0, analog fir die Multiplikation.

Bezeichnung: Mit —x bezeichnen wir das additive Inverse von = € K, mit = ! = % das

multiplikative Inverse von x # 0.

(3) Fiir beliebige a,b € K hat die Gleichung a+x = b eine eindeutige Losung in K, ndmlich
r=0b+ (—a)=:b—a. (Subtraktion)

Falls a # 0, so hat auch die Gleichung a-x =0b eine eindeutige Lésung in K, ndmlich

1 b L
r=b- P (Division)
(4) —(—x) = ; ferner gilt fir x #0: (z71)"! = 2.
(5) Fiir alle x € K gilt: -0=0.
(6) 2y=0 < 2=0Vy=0.
)
(8)

—(z+y)=—x—y. Falls zy#0, so gilt auch (zy)~' =1y
(—x)y = —zy; insbesondere: (—1)-y = —y. Ferner: (—x)-(—y) = zy.

Beweis. (1) Beweis fiir 0 (fiir 1 analog): Sei auch 0’ € K neutral bzgl. der Addition. Dann folgt

0 = 0+0 =0+0 = 0.
(A3) (A2) (A3)

(2) Fiir die Addition (fiir die Multiplikation analog): Sei x +y =0 =z + 3’. Dann folgt

= y+0=y+@+y) = W+a)+y = @+y+y =0+y = y+0 = 4.
Y Y Y+ ( y)(Al)(y ) y(AQ)( y)+y VoY Y

(3) Fiir ,,+“: Wir schliefen zunéchst folgendermafen:

a+r=b= (a+2)+(—a)=b+(—a) = z+ (a+(—a)) =b—a = z=b—a.
(A1),(A2) %,_(/) (A3)
=0 nach(A4
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Nun miissen wir noch zeigen, dass = = b — a die Gleichung tatséchlich 16st:

at+(b—a)=a+(b+(-a) = : b+ (a+ (—a))=b+0=0.

(4) Beweis der ersten Aussage: (—z) + x (A:2) T+ (—x)=0 ? z=—(—z).

b5) 2:0=2-(0+0) =2-0+2-0= z-0=2-0—2-0=0.
(D) 3)

(6), (7) und (8): Ubung. O

Endliche Summen und Produkte: Fiir Zahlen aus K definiert man endliche Summen und
Produkte rekursiv, wie wir es schon in Kapitel 2.2 getan haben:

n
E T =
k=1

(Zz;ll :ck> +z, falls neN;
falls n = 0.

Wiederholte Anwendung des Assoziativ-und Kommutativgesetzes zeigt, dass das Ergebnis un-
abhéngig ist von der Reihenfolge der Summanden und von Klammersetzungen. Analog definiert
man

( 2;11 :L‘k) -z, falls n€N;
1 falls n = 0.

n
[[e -
k=1

Aus dem Distributivgesetz (D) erhalt man mittels vollstdndiger Induktion das Distributivgesetz

fiir endliche Summen,
n n

(sz) . (i:l yj) = Zixiyj,

i=1 i=1 j=1

Potenzen: Fiir x € K definieren wir
n
"= H r (n€Np); insbesondere: 20 = 1.
k=1

Potenzgesetze: Fiir alle x,y € K und n,m € Ny gilt
(*) xn A J:,m — xn—l—m; 1,nyn — (xy)n’ ($n>m — xnm.

Diese Eigenschaften beweist man leicht mit vollstdndiger Induktion.

Fir z € K\ {0} und n € N setzen wir weiter
"= ()™

Damit gilt ™" = (2")~!, wegen 2" - (z™1)" = (z -z~ )" = 1.
Im Fall z,y # 0 gelten die Potenzgesetze (x) auch fiir alle n,m € Z. Wir zeigen exemplarisch
die zweite Figenschaft fiir z,y # 0 und n € Z mit n < 0:

2yt = () Ty (@"y™) 7 = [(ay) T = ()",

Satz 3. 1(7)

wobei wir im vorletzten Schritt verwendet haben, dass —n > 0.
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Beispiele: 1. Die Menge Q mit der iiblichen Addition und Multiplikation ist ein Korper.
Z, mit denselben Operationen ist kein Korper. Denn die Elemente aus Z, mit Ausnahme von
+1, besitzen keine multiplikativen Inversen. Allerdings ist (Z,+) eine abelsche Gruppe.

2. Beispiel eines endlichen Korpers. Wir betrachten eine zweielementige Menge Fo = {0,1}
mit Addition und Multiplikation geméss der folgenden Verkniipfungstafel:

+10|1 01
001 0(01]0
1[(1]0 1/0]1

Direktes Nachrechnen zeigt, dass (Fa,+,-) ein Kérper ist, mit Null 0 = 0 und Eins 1 = 1.

3.3 Angeordnete Korper

In einem angeordneten Korper lassen sich je zwei Elemente der Gréfe nach vergleichen.

Definition. Ein angeordneter Kérper ist ein Korper K, in dem eine Teilmenge positiver Ele-
mente K, C K ausgezeichnet ist (Bezeichnung: 2 > 0 fiir x € K ), so dass folgende Axiome
erfiillt sind:

(O1) Fiir jedes x € K gilt genau eine der drei Aussagen
x>0, z=0, —x > 0.
(02) 2>0ANy>0 = z+y>0, zy >0 (Vertraglichkeitsaxiome).

Bezeichnungen: Man schreibt
x>y (x grofer als y) <= x —y > 0,
x <y (x kleiner als y) <= y >z,
>y &= z>yVzrr=y,
r<y <= y>uw

Ist —x > 0, so heifst x negativ.

3.2 Satz (Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen).

(1) <0 <= —z>0.

(2) Fir alle z,y € K gilt genau eine der Aussagen

<y, x=y,y<x (Trichotomie).

B) <y ANy<z= z<z (Transitwvitit der Relation <).
(4) <y = z+2<y+z firale z€K.

(b)) z<y <= —x > —y.

(6) z<yANa<b=—= x+a<y+b.

(7) (i) z<yANa>0= az<ay.

(i) z<yANa<0= azr > ay.
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8) 0<z<yANO0<a<b= azx<by.

(9) 2#0 = 22> 0. Insbesondere gilt: 1 =1%> 0.
(10) >0 = z~!>0.

(11) 0<z<y = 2 !>y

Beweis. (1) t<0<=0>z<= —ao=0—x>0.

(2) folgt aus (O1) fiir x — y.

(3) Aus y — 2 >0 und z —y > 0 folgt mit (02),dass z—z=(z—y)+ (y —z) > 0.

(4) und (5) beweist man ebenso mit Differenzbildung.

6) (y+b)—(z+a)=(y—2x)+(b—a) (O>2) 0.

(7) (i) Fir a > 0 gilt: ay — ax = a(y — ) (O>2) 0,day—x>0.

(ii) Fiir @ < 0 gilt —a > 0 nach (1), und mit (i) und (O2) folgt: az —ay = (—a)(y — ) > 0.
(8) by —ax =by —ay+ay —ax = (b—a)y + a(ly — ). Wegen b —a >0 und y > 0 ist mit
(02) auch (b—a)y > 0. Wegen = < y und a > 0 gilt ferner a(y — x) > 0. Wiederum mit (02)
folgt (b—a)y+a(y —x) > 0.

(9) Ist 2 > 0, so erhalten wir aus (02), dass 22 =z -2 > 0. Ist x < 0, also —x > 0, so folgt
ebenso 22 = (—xz) - (—x) > 0.

(10) und (11): Ubungen. O
Beispiele. Q ist ein angeordneter Koérper mit der {iblichen Relation >. Dagegen kann der

Korper Fa nicht angeordnet werden, denn: In Fy gilt 1+1 = 0. Wére Fy angeordnet, so miisste
aber 1 > 0 sein, und daraus wiirde 0 =1+ 1 > 0 folgen, ein Widerspruch zur Trichotomie.

3.3 Lemma. Sei K ein angeordneter Kdorper. Dann gilt fir alle z,y € K mit x,y > 0 und
alle n € N:
r<y <= " <y".

Beweis. Ubung. U

3.4 Satz (Bernoulli-Ungleichung). Sei K ein angeordneter Korper und sei x € K mit
x > —1. Dann gilt

(1+x)">1+4+nx fir alle n € Ny.

Dabei ist nx € K definiert als nx == n-x = > o =+ ...+ (n Summanden).
Insbesondere: 0 -z = 0.

Beweis. Mit vollstandiger Induktion nach n.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist die Aussage offenbar richtig: (1+2)°=1=14+0-2.

Schluss n — n 4+ 1: Wegen 1+ a > 0 erhalten wir unter Verwendung der Induktionsvorausset-
zung:

(I+2)"M=1+2) - (1+2)" > (1+z) (1+nz)

~
=

—1+nz+ac+nz? >1+(n+ 1)z
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Definition. Sei K ein angeordneter Korper. Das Mazimum bzw. Minimum zweier Zahlen
x,y € K ist die grofsere bzw. kleinere der beiden:

x falls x > y; x falls x < y;

max(z,y) 1= { min(z,y) 1= {

1y  sonst. Yy  sonst.

Der (absolute) Betrag von = € K ist definiert als

- xz falls >0
z| =
—x falls < 0.

3.5 Satz (Eigenschaften des Betrags).

(1) |z| = max(z,—x) >0 und |z|=|— x|

(2) |z|=0<=2=0

(3) |zy| = |z| - |y (Multiplikativitdt)

(4) |lz+y| <l|z|+|y| (Dreiecks-Ungleichung).

Beweis. Teile (1) und (2) sind klar.

(3) Setze & := |x|, n := |y|. Dann ist « € {££}, y € {£n} und daher zy € {£&{n}. Wegen
& =0 folgt [zy| = [&nf = &n = |z[ - |yl.

(4) Wegen £z < |z|, £y < |y| folgt aus Satz 3.2(6), dass +(x +y) < |z| + |y|. Dies impliziert

die Behauptung.
O

3.6 Korollar. (1) }|x| - |y|| < |z —vy| (Umgekehrte Dreiecksungleichung).

(2) ‘—‘ :%, sofern y # 0.

Beweis. (1) Wir verwenden einen Standardtrick beim Rechnen mit Betridgen, und zwar ergénzen
wir zundchst z durch eine ,produktive Null* und wenden dann die Dreiecksungleichung an:

2| = |z —y +y| < |z —y|+ |yl

Hieraus folgt |z|—|y| < |x—y| und durch Vertauschen von z,y auch |y|—|z| < |y—z| = |[z—y|.
Zusammen ergibt sich die Behauptung.

T

% -y und erhalten x| = ‘%‘ - |ly|. Wegen |y| # 0 folgt hieraus
die Behauptung. O

(2) Wir schreiben zunéchst = =

Bemerkung (Zum Auflésen von Betrigen in Ungleichungen): Fiir a > 0 gilt:
|z] <a <= —a <z <a.

Dies sieht man sofort mit einer Fallunterscheidung. Analoges gilt fiir <.
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3.4 Das Vollstandigkeitsaxiom

In diesem Abschnitt lernen wir das entscheidende Axiom kennen, welches die reellen Zahlen von
den rationalen abhebt, namlich das Vollstdndigkeitsaxiom.

Im gesamten Abschnitt bezeichnet K einen beliebigen angeordneten Kérper. Wir beginnen mit
einigen vorbereitenden Begriffen.

Definition. Sei M eine Teilmenge von K.

(1) Eine Zahl s € K heifst obere Schranke von M, falls
r <s firalle x € M.

s € K heif’t untere Schranke von M, falls x > s fiir alle x € M.

(2) M heilt nach oben (bzw. nach unten) beschrankt, falls M eine obere (bzw. eine untere)
Schranke s € K besitzt.

(3) M heifst beschrankt, falls M nach oben und nach unten beschrénkt ist.

(4) Ein Element mo € M heift Mazimum von M, wenn es zugleich obere Schranke von M
ist. Analog heifst mg € M Minimum von M, wenn es zugleich untere Schranke von M
ist. Bezeichnung;:

mo = max M bzw. mg = min M.

Achtung: 1. Eine obere (und analog untere) Schranke von M ist, sofern existent, im Allgemei-
nen nicht eindeutig: denn ist s € K eine obere Schranke von M, so ist auch jede Zahl s’ € K
mit s’ > s eine obere Schranke von M.

2. Dagegen sind max M und min M eindeutig, sofern existent. Wir zeigen das fiir das Maximum.
Seien dazu mg, mj € M Maxima von M. Dann ist einerseits m{ < mg, da mg ein Maximum
von M, und umgekehrt ebenso mg < my, da auch m{ ein Maximum von M ist. Also muss
my = my gelten.

Beispiele. Wir betrachten zwei Teilmengen von K = Q.
1. Mi={ze€Q:0<z<1}.

M ist beschrénkt, denn jede Zahl s € Q mit s > 1 ist obere Schranke von Mj, und jede
Zahl t € Q mit ¢ < 0 ist untere Schranke von M;. Wegen 1 € My und 0 € M, besitzt
My sowohl ein Maximum als auch ein Minimum, ndmlich max M; = 1, min M; = 0.

2. My={z€Q:0<z<1}.

Auch My ist beschrénkt. (Allgemein ist jede Teilmenge einer beschrankten Menge eben-
falls beschriankt). Analog zu obigem Beispiel hat auch My ein Minimum, min My = 0.
M> besitzt aber kein Maximum! Um das einzusehen, argumentieren wir folgendermafien:
Sei € M. Wir betrachten die Zahl in der Mitte zwischen z und 1: 2/ := 3(z+1) € Q.
Dann ist auch 2/ € My (da 2’ < 1), und es gilt 2/ > x. Daher ist x keine obere Schranke
von My . Analog sieht man, dass die Menge {z € Q : 0 < x < 1} zwar ein Maximum,
aber kein Minimum besitzt.

Nun kommen wir zur entscheidenden Begriffsbildung dieses Abschnitts:
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Definition. Sei M C K.

(1) Ein Element s € K heift Supremum von M, falls s kleinste obere Schranke von M ist.
Das besagt:

(i) s ist obere Schranke von M, und
(ii) fiir jede weitere obere Schranke s’ von M gilt s < s'.

(2) t € K heifst Infimum von M, falls t grofite untere Schranke von M ist. Das besagt: t ist
untere Schranke von M, und fiir jede weitere untere Schranke ¢ von M gilt ¢ < t.

Aus Teil (ii) der Definition des Supremums von M sieht man: M besitzt hochstens ein Supre-
mum, dieses wird mit sup M bezeichnet. Analog besitzt M hdochstens ein Infimum; es wird mit
inf M bezeichnet.

Beispiel: Sei wieder K = Q und M = {z € Q: 0 < x < 1}. Wir behaupten: M besitzt ein
Supremum (in Q), und zwar ist sup M = 1.

Begriindung: 1 ist obere Schranke von M, und kein € Q mit < 1 ist obere Schranke von
M, denn es ist © € M und auch 2’ = (2 + 1) € M, aber 2’ > z.

Beachte: Hat M C K ein Maximum mg = max M, so gilt zugleich mg = sup M, d.h. ein
Maximum ist zugleich Supremum.

Denn: Ist x € K mit z < mg, so kann x wegen mg € M keine obere Schranke von M sein.

Analog gilt: Hat M ein Minimum myg, so gilt zugleich mg = inf M.

Definition. Ein angeordneter Korper K heifst (ordnungs-) vollstindig oder vollstindig angeord-
net, falls jede nichtleere, nach oben beschriankte Teilmenge M C K ein Supremum in K besitzt.
Man sagt auch: K erfiillt das Vollstindigkeitsaxiom, oder: K erfiillt die Supremumseigenschaft.

Wir werden in Kiirze beweisen, dass Q nicht vollstindig angeordnet ist. Es gilt aber der folgende
wichtige Satz:

3.7 Satz. FEs gibt einen vollstindig angeordneten Kérper, der Q als angeordneten
Koérper umfaf$t. Dieser ist bis auf Isomorphie (s. unten) eindeutig und heifst der
Koérper R der reellen Zahlen.

Zum Isomorphiebegriff: Zwei angeordnete Korper (K, +,-,<) und (K',+',-",<") heifen
isomorph, wenn es eine Bijektion f: K — K’ gibt mit

flaty)=f@)+ f); fla-y)=[f)" fly); =<y flx) < fy)
d.h. f ist vertréglich mit den Korperoperationen und den Anordnungen.

Der Beweis von Satz 3.7 wiirde den Rahmen dieser Vorlesung sprengen. Eine Beweismoglichkeit
besteht wie bereits erwahnt darin, den Korper R aus Q zu konstruieren, und dann noch die
Eindeutigkeit nachzuweisen. Dies kann man (neben vielen anderen interessanten Sachverhalten
iber Zahlen) in dem Klassiker ,Zahlen“ von Ebbinghaus et al. (Springer-Verlag) nachlesen.

Die reellen Zahlen sind also (im Sinne von Satz 3.7) eindeutig charakterisiert durch
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e die Korperaxiome,
e die Anordnungsaxiome,

e das Vollstandigkeitsaxiom.

Auf diesen Eigenschaften der reellen Zahlen werden wir nun das Gebdude der Analysis aufbauen.
Man kann sich auf den Standpunkt stellen: die reellen Zahlen sind Objekte mit gewissen Ver-
kniipfungen, die diesen drei Gruppen von Axiomen geniigen sollen, ohne {iber ihre Natur weiter
nachzudenken. Fiir die Sinnhaftigkeit des mathematischen Gebéaudes ist es allerdings sehr wohl
relevant, dass diese Axiome widerspruchsfrei sind (auch das kénnen wir nicht beweisen), und
dass es tatsdchlich bis auf Isomorphie genau einen Korper mit diesen Eigenschaften gibt, den
man aus den rationalen Zahlen konstruieren kann.

3.5 Konsequenzen der Vollstandigkeit von R
Wir beginnen mit einigen Notationen.

Definition (Intervalle). Seien a,b € R mit a < b. Wir setzen

a,bj:={xr eR:a <z <b}
(a,b) ={r eR:a <z <b}
[a,b) :={z €R:a <z <b}
(a,b] :={x €R:a <z <b}

abgeschlossenes Intervall),
offenes Intervall),

nach rechts halboffenes Intervall),

(
(
(
(nach links halboffenes Intervall).

In jedem dieser Félle heifsen a und b die Randpunkte des Intervalls und b — a > 0 seine
Linge. Neben diesen beschrankten Intervallen definieren wir auch abgeschlossene und offene
unbeschréankte Intervalle:

[a,00) :=={x €eR: 2 >a}, (a,00) := {x eR: 2 >a}
(—o0,a] ={reR:x<a}, (—o0,a):={zeR:z<a},
(—o00,00) :=R

Dabei ist oo = +00 das mathematische Symbol fiir (plus) unendlich, und —oco das Symbol fiir
minus unendlich.

Bemerkungen: 1. Die leere Menge () ist ein offenes Intervall: ) = (a,a) fiir jedes a € R!

2. Es gibt eine prézise Definition des Begriffs Intervall: Ein Intervall ist eine Teilmenge I C R,
die mit je zwei Zahlen x,y € I auch jede Zahl dazwischen enthilt, d.h. jede Zahl z € R mit
x < z < y. Man kann sich dann leicht iiberlegen, dass es genau die oben aufgelisteten Arten
von Intervallen gibt.

Definition. Die erweiterte reelle Zahlengerade ist definiert als die Menge
R U {—o00, 0}
mit der folgenden Festlegung fiir die Anordnung:

—o0o < x < oo firallexz € R.
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Vorsicht: Die Koérperoperationen in R lassen sich nur bedingt auf RU {£oc0} ausdehnen! Wir
werden das in dieser Vorlesung bis auf weiteres iiberhaupt nicht tun.

Die Vollstandigkeit von R besagt: Jede nichtleere, nach oben beschrankte Teilmenge M C R
besitzt ein Supremum in R.

Beispiel: Fiir a,b € R mit a < b gilt: sup[a,b] = supa,b) = b. (Dabei ist jeweils das
Supremum in R gemeint.)

Beweis: b ist obere Schranke fiir beide Intervalle. Wegen b € [a, b] ist ferner b = max[a,b] =
sup [a, b]. b ist auch die kleinste obere Schranke von [a, b) in R. Um das zu begriinden, betrachte
eine beliebige Zahl ¢ € R mit ¢ < b. Falls ¢ < a, so ist ¢ natiirlich keine obere Schranke von
[a,b). Falls ¢ > a, so setze ¢ := 1(c+1b). Dann ist ¢ € [a,b) mit ¢/ > ¢, und daher ist ¢ keine
obere Schranke von [a,b).

3.8 Korollar. Jede nichtleere, nach unten beschrinkte Teilmenge M C R besitzt ein Infimum
mn R.

Beweis. Die Menge —M = {—x : x € M} besitzt eine kleinste obere Schranke s € R. Dann
ist —s grofite untere Schranke von M, d.h. —s = inf M. O

Beispiel: Fiir a,b € R mit a < b gilt: inf (a,b] = a.
Konvention: Sei M C R. Wir setzen

sup M = oo, falls M nach oben unbeschrankt;

inf M := — oo, falls M nach unten unbeschrénkt.

Die folgende Beobachtung im Zusammenhang mit dem Supremum wird immer wieder niitzlich
sein:

3.9 Lemma. Sei M C R nichtleer und nach oben beschrinkt, und sei s :=sup M. Dann g¢ibt
es zu jedem (noch so kleinen) € > 0 ein Element x € M mit s —e <z < s. Knapp formuliert:

Ve>0dzeM:s—e<x<s.

Beachte: Das Element x hingt im Allgemeinen von e ab! Je kleiner €, desto dichter muss x
an s liegen.

Beweis. Weil s die kleinste obere Schranke von M ist, ist s — € keine obere Schranke von M.
Es muss daher ein x € M geben mit x > s — e. Dabei ist x < s, da ja s obere Schranke von
M ist. ]

3.10 Satz (Die Archimedische Eigenschaft von R). Es gilt

(AR) VeeR3IneN: n>uzx.

Ausfiihrlich: zu jedem x € R gibt es eine natirliche Zahl n € N mit n > x. (Das heifst: N ist
nach oben unbeschrankt.)
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Beweis. Angenommen, Eigenschaft (AR) ist nicht erfiillt. Dann gibt es eine Zahl x € R mit
n < z fiir alle n € N, d.h. N ist nach oben beschrankt. Aufgrund des Vollstdndigkeitsaxioms

existiert daher s := supN in R. Lemma 3.9 mit € := 1 sichert nun die Existenz eienr Zahl
n € N mit s — 1 < n. Hieraus aber folgt n+1 > s, und wegen n + 1 € N steht dies im
Widerspruch zu s = supN. O

3.11 Satz (Folgerungen aus der Archimedischen Eigenschaft).
(1) Zu jedem € > 0 existiert ein n € N mit  <e.
(2) Wachstum von Potenzen: Sei a € R mit a > 1. Dann gibt es zu jeder Schranke
M € R einen Exponenten n € N, so dass a™ > M.

(3) Sei a € R mit 0 < a < 1. Dann gibt es zu jedem € > 0 einen Exponenten n € N, so dass
a" < e.

Beachte: Teil (1) zeigt: inf {2 :n €N} =0.

Beweis des Satzes. (1) Fiir vorgegebenes € > 0 folgt aus der Archimedischen Eigenschaft (AR)
die Existenz einer Zahl n € N mit n > % Dies ist dquivalent zu % < €.

(2) Sei M € R. Wir schreiben @ =1+ 2 mit « := a —1 > 0. Mit der Bernoulli-Ungleichung
erhalten wir fiir beliebiges n € N:

a*=(14z)">1+nx > nz.

Aufgrund der Archimedischen Eigenschaft konnen wir eine Zahl n € N mit n > % finden.
Fiir dieses n folgt mit der obigen Ungleichung, dass a™ > M.

(3) Sei € > 0. Wegen 1 > 1 sichert Teil (2) die Existenz eines Exponenten n € N mit ()" >
Diese Ungleichung ist aquivalent zu a™ < e.

D rtx.|>—l

Wir kehren nun zuriick zu unserer Ausgangsfrage nach der Losung der Gleichung 22 = 2. Als
wichtige Konsequenz der Vollstéandigkeit von R zeigt uns der néchste Satz, dass diese Gleichung
tatsachlich genau eine positive reelle Losung besitzt.

3.12 Satz (Existenz von Wurzeln). Gegeben seien a € R mit a > 0 und ein Exponent
k € N. Dann existiert genau eine Zahl x € R mat x > 0, so dass

¥ = a.
Diese Losung x heifit die k-te (positive) Wurzel aus a und wird mit
z=a'*=¥a
bezeichnet. Ferner schreibt man \/a := /a.
Beachte: Im Fall a > 0 ist auch a > 0.
Zum Beweis von Satz 3.12 benétigen wir die folgende technische Hilfsaussage:
3.13 Lemma. Fir reelle Zahlen z,y € R mit 0 <ax <y und k €N gilt

0< ¥ —a¥ < k(y—a)y* L
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Beweis. Beachte zuniichst, dass zF < y* gemif Lemma 3.3. Wir kénnen nun (in Verallgemei-
nerung der binomischen Formel) wie folgt faktorisieren:

(%) Y — a2t = (y—x)- (yk*1 + oy 4 2y 4 xk’l),

denn in der Tat lédsst sich die rechte Seite dieser Gleichung schreiben als

k—1 k—1
(y_l,)'z 1, k—1-1 Z$l k-l le-‘rlyk—l—l
=0 =0
k
_le k—l leykfl _ yk—l'k.
=1

Betrachte nun die rechte Seite von (). Der zweite Faktor enhédlt & Summanden. Wegen 0 <
x < y lisst sich jeder dieser Summanden nach oben abschiitzen durch y*~1'. Wir erhalten also

Y-t <(y—ax) kgt
O

Beweis von Satz 8.12.  Schritt (I). Bevor wir die Existenz der gesuchten Wurzel beweisen,
begriinden wir zunéchst ihre Eindeutigkeit. Dazu nehmen wir an, es gebe zj,z9 > 0 mit
r1 # 2o und ¥ = 2% = a. Dabei kénnen wir o.E. (ohne Einschrinkung) annehmen, dass

r1 < xo. Hieraus aber folgt 2} < 2§, ein Widerspruch.

Schritt (IT). Nun kommen wir zum Beweis der Existenz der gesuchten Wurzel x. Wir kénnen
dabei 0.E. kK > 2 und a > 1 annehmen: Fiir a = 0 bzw. a = 1 leistet x = 0 bzw. x = 1 das
Gewiinschte, und fiir 0 < a < 1 betrachten wir zunéchst den Kehrwert % > 1. Haben wir y > 0
mit y* = % gefunden, so erfiillt z := i die Identitit z* = a.

Sei also nun k£ > 2, a > 1. Die entscheidende Idee ist die folgende: Wir betrachten die Menge

M:={y>0:y"<a}.

Diese ist nicht leer (es ist z.B. 1 € M ). Ausserdem ist M nach oben beschrénkt durch @, denn
angenommen es gibe ein Element y € M mit y > a, so wiirde hieraus folgen: 3* > af > a
(die zweite Ungleichung gilt wegen a > 1), im Widerspruch zu y € M.

M besitzt daher ein Supremum in R, und wir setzen
r:=supM € R.

Wegen 1 € M gilt z > 1.

Behauptung: z* = a.

Zum Beweis dieser Behauptung werden wir nun die beiden Alternativen 2* > a und z¥ < a
ausschliefsen.

Annahme 1: z* > a. In diesem Fall ist
B * —a
T ekl
Nach Lemma 3.9 existiert ein y € M mit x — e < y < z, und nach Definition von M ist
y* < a. Es folgt daher

> 0.

b —a <zF -y <k(z—y)aF ! <kexh ! =2k —a,
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wobei wir fiir die zweite Ungleichung Lemma 3.13 verwendet haben. Diese Ungleichungskette
liefert aber einen Widerspruch, Annahme 1 ist damit widerlegt.

Annahme 2: zF < ¢. In diesem Fall ist % —1 > 0. Wir betrachten
T

ri= min(2—1k($ik — 1), 1) € (0,1].

Mit dem Binomischen Satz und wegen 0 < r < 1 ergibt sich

(1+r)k:1+é<§>rj <1+ ré(j)

Nun verwenden wir die in Ubungsblatt 2 bewiesene Identitéit
k
k
> (5)=2
=0
und erhalten
Q+r)f <14r@-1) <1+4r-28 <

xk’

Wegen zF > 0 folgt hieraus
[z(1 +r)]k < a,

und daher z(1 +r) € M. Dies aber steht wegen z(1 + ) > x im Widerspruch zu z = sup M .
Damit ist auch Annahme 2 widerlegt, und der Beweis des Satzes ist abgeschlossen. O

Rechenregel: Fiir z,y € R mit z,y > 0 und alle k£ € N gilt
Begriindung: Geméfs Potenzgesetzen gilt
(Vo )" = (V2)" - (¥9)" = .
Aufgrund der Eindeutigkeit der (positiven) k-ten Wurzel folgt hieraus die behauptete Identitét.

Wir wissen, dass v/2 € R \ Q. Daher ist, wie bereits in Kapitel 1 angekiindigt, Q eine echte
Teilmenge von R.

Definition. Die Zahlen z € R\ Q heifen irrational.

Bemerkung. Alle bisherigen Resultate dieses Abschnitts 3.5 gelten ebenso (mit identischen
Beweisen) fiir einen beliebigen vollstdandig angeordneten Korper K anstelle von R. Hieraus
ergibt sich eine wichtige Erkenntnis:

3.14 Korollar. Q ist (als angeordneter Korper) nicht vollstandig.

Beweis. Angenommen Q wire vollstandig. Dann wiirde Satz 3.12 iiber die Existenz von Wurzeln
auch in Q gelten. Insbesondere gibe es dann ein € Q mit z? = 2, ein Widerspruch. O
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Da @Q nicht vollstédndig angeordnet ist, muss es nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmengen
von Q geben, die kein Supremum in Q (!) besitzen. Solche Mengen lassen sich tatséchlich leicht
angeben. Betrachte z.B.

M={yeQ:y>0,y*<2}.

Diese Menge ist nichtleer und nach oben beschrankt in Q (z.B. durch 2), vergleiche den Beweis
von Satz 3.12. M besitzt aber kein Supremum in Q! Denn angenommen x = sup M € Q wiirde
existieren. Dann wiirde mit denselben Rechnungen und Argumenten wie im Beweis von Satz
3.12 folgen, dass 2 = 2, ein Widerspruch.

Die Menge der irrationalen Zahlen ist grof: man kann sich leicht iiberlegen, dass zwischen je zwei
rationalen Zahlen (mindestens) eine irrationale Zahl liegt (Ubung!). Es gilt auch die umgekehrte
Aussage, die allerdings schwieriger zu beweisen ist:

3.15 Satz. Seien z,y € R mit x <y. Dann gibt es eine Zahl ¢ € Q mit x < g < y.
Man sagt: Q liegt dicht in R.

Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem Wohlordnungsprinzip, das seinerseits eine Konsequenz
des Induktionsaxioms der natiirlichen Zahlen ist und in der Zentraliibung bewiesen wurde.

Wohlordnungsprinzip. Sei M C N eine nichtleere Menge natiirlicher Zahlen. Dann besitzt
M ein Minimum.

Beweis von Satz 3.15. Wir konnen o.E. annehmen, dass > 0 ist. Denn ist x < 0, so wéhlen
wir geméf der Archimedischen Eigenschaft (AR) von R eine natiirliche Zahl n € N mit n > —z.
Dann aber ist 0 < n+z <n+y. Ist ¢ € Q mit n+ 2z < ¢ < n+y gefunden, so ist
g =q¢ —neQ mit x <qg<uy.

Sei also nun 0 < x < y vorausgesetzt. Dann ist insbesondere y — x > 0, und die Archi-
medische Eigenschaft von R (genauer: Satz 3.11) sichert die Existenz einer Zahl n € N mit
y—x > % Betrachte nun die im Abstand % aufeinanderfolgenden Zahlen %, k € N sowie die
Menge {k € N : % > z}. Aufgrund von (AR) ist diese nicht leer, und besitzt daher nach dem

Wohlordnungsprinzip ein Minimum m € N.

Z 4
0o 1 2 m-1 m -
n n n n
Damit gilt
m—1 m
<zr<— und y>zx+-— > —.
n n

Die rationale Zahl ¢ := m liegt also im offenen Intervall (z,y). O
n
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3.6 Reelle Funktionen
In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen f : D — R mit einem Definitionsbereich
D =Dy CR.
Beispiele:
(1) Die Betragsfunktion f:R — R, z — |z|.

Y
x
0
(2) Die Floorfunktion (Gauf-Klammer) y
|.|'R=>R, 2 |z];
27 —o
dabei bezeichnet |x| die grofte ganze :
Zahl k € 7 mit k < x. o I G
o @
-1 0 1 2 3

Die Funktion | .| nimmt nur ganzzahlige Werte an, und es gilt z — 1 < [z] < .

(3) Rationale Funktionen. Ein (reelle) rationale Funktion ist eine Funktion der Form

q(2)
mit Polynomfunktionen p,q : R — R und Definitionsbereich D; = {z € R : ¢(x) # 0}.

() = 2

Y

/ 0 flz) =23 —222 +1
Il
.
o+ :
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Wie kann man einer reellen Funktion ansehen, dass sie umkehrbar ist? Hierfiir gibt es ein
wichtiges Kriterium, das auf Monotonie basiert.

Definition. Sei D C R. Eine Funktion f:D — R heifit

monoton wachsend, falls gilt: Fiir alle z,y € D mit x < y ist f(x)

< f();
monoton fallend, falls gilt: Fiir alle z,y € D mit x < y ist f(z) > f(y).

Gilt dabei sogar stets f(z) < f(y) bzw. f(z) > f(y), so heift f streng monoton wachsend
bzw. streng monoton fallend.

3.16 Beispiele. (1) Die Floor-Funktion x ~— [z ist monoton wachsend auf R, aber nicht
streng monoton.

(2) Potenzfunktionen. Sei k € N ein fester Exponent. Dann ist die Potenzfunktion

f:]0,00) — [0,00), x> ¥

streng monoton wachsend nach Lemma 3.3. Aus der Existenz von Wurzeln (Satz 3.12)
folgt, dass f das Intervall [0, c0) bijektiv auf sich selbst abbildet: denn zu jedem y € [0, o)
existiert genau ein z € [0,00) mit y = z¥, nimlich = = ¥/y.

Die Umkehrfunktion der Potenzfunktion f auf [0,00) ist die k-te Wurzelfunktion

x— /x, [0,00) = [0,00).

Yy
7/
7/
xk //
7/
e
7/
7/
7/
7/ %
7
1 1-—
7
/0
s I
1 ;x
0 1

Beachte: Ist D C R und f : D — R eine Funktion, die D bijektiv auf ihr Bild f(D) =
{f(z) : x € D} abbildet, so entsteht der Graph der Umkehrfunktion f~! durch Spiegelung des
Graphen von f an der Diagonalen y = z.

Wir kommen nun zum angekiindigten Umkehrbarkeitskriterium.

3.17 Satz. Sei D C R und f : D — R streng monoton wachsend (bzw. streng monoton
fallend). Dann ist f : D —s f(D) bijektiv, und die Umkehrabbildung f~' : f(D) — D ist
ebenfalls streng monoton wachsend (bzw. fallend).
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Beweis. Seien z,y € D mit x < y. Da f streng monoton wéchst, folgt hieraus f(z) < f(y).
Dies zeigt die Injektivitdt von f, und es folgt, dass f: D — f(D) bijektiv ist. Um die strenge
Monotonie der Umkehrfunktion zu beweisen, betrachten wir zwei Punkte f(x), f(y) € f(D)
mit f(z) < f(y). Dann muss x < y sein. Denn angenommen es wére x > y, so wiirde daraus
(wiederum aufgrund der Monotonie von f) folgen, dass f(z) > f(y) ist, ein Widerspruch. O

3.18 Korollar. Fiir jedes k € N ist die k-te Wurzelfunktion x — ¥/x streng monoton wach-
send auf [0, 00).



Kapitel 4

Folgen

4.1 Der Konvergenzbegriff und Beispiele

Der Begriff einer Folge war bereits in Zusammenhang mit rekursiven Definitionen in Kapitel 2
aufgetaucht. Wir wiederholen die Definition:

Definition. Sei X eine Menge. Eine Folge in X ist eine Abbildung
a:N—= X, n— a,=an).

Man bezeichnet je nach Situation die Folge mit (an)neny € X, (an)nen, kurz (a,), oder auch
aufzéhlend mit (a1, ag,as,...). Die a, € X heiften die Glieder der Folge, N ihre Indexmenge.

Varianten bei der Indexmenge: (ay,)nen, = (a0, a1,a2,...) oder (an)n>k = (ak, Akt1,--.)
mit festem k € Z.
Beispiele:

1. a,=n? fiirn € N = (ap)nen = (1,4,9,16,...).

2. an = (—1)" fir n € Ng = (an)nen, = (1,—1,1,—1,...).

3. Konstante Folgen: a, =a € X fiir alle n € N, d.h. (a,) = (a,q,a,...).

Es ist wichtig, zwischen der Folge (an)nen und der Menge {a, : n € N} zu unterscheiden! In
Beispiel 3 etwa ist {ay : n € N} = {a}, in Beispiel 2 ist {a, :n € No} = {£1}.

Folgen in R heiffen auch reelle Folgen; mit solchen Folgen werden wir uns in diesem Kapi-
tel beschiftigen. Dabei wird uns besonders das Verhalten der Folgenglieder fiir immer grofer
werdende Indizes interessieren.

Beispiel: Die Fibonacci-Folge. Diese wird rekursiv definiert durch
ag:=1; a1 :=1; apy1:=an+ap—1 fir neN.

Die ersten Folgenglieder lassen sich leicht berechnen: (an)nen, = (1,1,2,3,5,8,13,21,...).
Leonardo Fibonacci (ca. 1170-1240) modellierte mit dieser Folge das Wachstum einer Kanin-
chenpopulation, a, bezeichnet dabei die Anzahl der Tiere im Jahr n. Die Fibonacci-Folge
beschreibt tatsédchlich viele Wachstumsvorgéange in der Natur in guter Naherung und hat viele
interessante weitere Figenschaften, von denen wir noch einige kennenlernen werden.

39
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Definition. Eine reelle Folge (ap)neny € R heift konvergent, falls es eine Zahl a € R mit
folgender Eigenschaft gibt: Zu jedem e > 0 existiert ein Index ng = ng(e) € N, so dass

(%) |an —al < e fiir alle n > ny.
Die Zahl a heifit der Grenzwert oder Limes der Folge (ap)nen, und man schreibt

lim a, =a oder auch a, — a fir n — oo.
n—oo

Die Folge (ay) konvergiert also genau dann gegen a, wenn fiir jedes € > 0 alle bis auf héchstens
endlich viele Folgenglieder im Intervall (a — €, a + €) liegen.

Beachte: Bei kleiner werdendem e muss man ng = ng(€) moglicherweise immer grofer wihlen,
um die Bedingung (x) erfiillen zu kénnen.

Zur Ubung notieren wir den Begriff der Konvergenz noch etwas knapper in Formelsprache:

lim a, =a <= Ve>03nyeN: |a, —a|] < e fir alle n > nyg.

n—0o0

Falls eine reelle Folge {iberhaupt konvergiert, so ist ihr Grenzwert zum Gliick eindeutig:
4.1 Lemma. Der Grenzwert einer konvergenten Folge (a,) C R ist eindeutig bestimmdt.

Beweis. Wir nehmen an, es gelte an — a und a, — Cl/ mit a CL,. Um einen Widerspruch
I n
zu erhalten, setzen wir

=Ya—da|>0
6.—2a a .

Aufgrund unserer Annahme existieren Indizes nj,ne € N, so dass |a, — a| < € fiir alle n >
ny und |a, —d| < e fur alle n > ng. Wir setzen ng := max(nj,n2). Dann folgt mit der
Dreiecksungleichung fiir alle n > ng:

la —d'| =|a—an+a, —d| <|a—ay| +|an —d'| <2e=|a—adl,
ein Widerspruch. O
Definition. 1. Eine Folge (a,) C R mit lim a, =0 heikt Nullfolge.
n—oo
2. Eine Folge, die nicht konvergiert, heiflt divergent.

Beachte: Andert man endlich viele Folgenglieder ab, oder lisst man endlich viele Glieder weg,
so éndert das nichts am Konvergenzverhalten einer Folge und dem allfélligen Grenzwert.

1
4.2 Beispiele. (1) | lim — = 0.

n—oo N

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Wir suchen einen Index ng € N, so dass ‘% — 0‘ < e fiir alle
n > ng. Dazu wihlen wir (mit der Archimedischen Eigenschaft von R) ein ng € N mit
ng > % Dann folgt sofort fiir alle n > ng die Abschétzung
1 1
‘—’ < — < e
n no
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(2) Wir betrachten die Folge (ap)nen mit

an = (—1)" = 1 falls n gerade,
—1 falls n ungerade.
Diese Folge, die abwechselnd zwischen —1 und 1 hin- und herspringt, divergiert.

Beweis. Als Erstes beobachten wir, dass |a, — ap+1| = 2 fiir alle n € N. Wir nehmen
an, dass (a,) gegen a € R konvergiert. Dann gibt es einen Index ng € N mit |a, —a| < 1
fiir alle n > ng. Hieraus aber folgt fiir n > ng mit der Dreiecksungleichung

|apn+1 — an| =lant1 —a+a—ap| <|apt1 —a|l + |la—ap| <14+1=2,

im Widerspruch zu obiger Beobachtung. O

(3) Fiir jedes = € R mit |z| < 1 gilt: lim 2" = 0.

n—oo

Beweis. Sei € > 0. Dann existiert nach Satz 3.11 ein ng € N mit |z|™ < e. Fiir n > ny
folgt hieraus, unter Beachtung von |z| < 1,

"] = Jaf" < J2]™ <e.

Daraus ergibt sich die Behauptung. O

1
(4) Fiir jedes x € R mit |z| > 1 gilt: | lim — = 0.

1 I\n 1
Dies folgt unmittelbar aus Beispiel (3), da — = (—) und ‘—’ <L
x x x

(5) | im {n = 1.

n—oo

Beweis. Fiir n > 1 ist aufgrund der Monotonie der Wurzelfunktion auch /n > 1 und
daher z, := ¥/n—1 > 0. Wir miissen zeigen, dass lim,, s =, = 0. Mit dem Binomischen
Satz erhalten wir zunéchst
" /n n n
n= (1+z,)" = Z (k:)xﬁ =14z, + <2>azi +...>1+ (2):5%
k=0
Daher ist
nn—1) 4

n—1> — 5 T,

Vi
0<x, <t/—
n

folgt. Fiir n > ng ist aber \/% < %, und die rechte Seite wird < e, wenn man

woraus mit Kiirzen und Umstellen

ng > — wihlt. Dies zeigt lim z, = 0. O
€ n—oo
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Definition. Eine Folge (an)nen C R heifit beschrinkt, falls die Menge {a,, : n € N} beschrankt
ist, d.h. falls es eine Konstante M > 0 gibt, so dass

lan| < M fir alle n € N.

Die Folge (ay,) heillt nach oben bzw. nach unten beschrénkt, falls die Menge {a, : n € N} nach
oben bzw. unten beschrankt ist.

4.3 Lemma. Jede konvergente Folge (a,) C R ist beschrankt.

Beweis. Sei a = limy,_,o0 a,. Dann konnen wir ng € N so wéhlen, dass |a, — a] < 1 fiir
alle n > ng. Fir n > ng konnen wir die Folgenglieder daher mit der Dreiecksungleichung
abschétzen:

lan| < lan —al + |a] < 1+ |al.

Wir miissen noch die fehlenden Anfangsglieder der Folge mit hinzunehmen, und erhalten dann
die Abschétzung
Vn €N : |ay| < max{|ai|,...,|any|, 1 + |a|} =1 M.

O

Beispiel. Fiir x € R mit |z| > 1 ist die Folge (2"),en geméf Satz 3.11 unbeschrankt und
daher divergent.

Vorsicht: In Lemma 4.3 gilt nicht die umgekehrte Aussage, d.h. die Beschrénktheit einer Fol-
ge impliziert nicht ihre Konvergenz! Zum Beispiel ist die alternierende Folge ((—1)"),ecn aus
Beispiel (2) oben zwar beschriankt, aber nicht konvergent.

Bemerkung: Seien (ap)nen, (bn)nen zwei reelle Folgen mit b, — 0 und |a,| < |b,| fiir alle

n € N. Dann gilt auch a,, — 0. (Das folgt sofort aus der Definition von Konvergenz.)

4.4 Satz (Regeln fiir Grenzwerte). Seien (ay),(b,) C R konvergente Folgen mit a, — a,
bn, — b. Dann gilt

(1) an+b, = a+b;

(2) apb, — ab;

(3) Ist b# 0, so ist by, # 0 fiir hinreichend grofie n, und Z—n — %.
(4) lan| — |al.

Bemerkungen: 1. Die Formulierung ,,b,, # 0 fiir hinreichend grofe 7 besagt: es gibt ein
N € N, so dass b, # 0 fiir alle n > N.
2. Fiir die konstante Folge mit b, = b fiir alle n ergibt sich als Konsequenz aus (1) und (2):

anp —>a = a,+b —>a+b, ab— ab.
Beweis von Satz 4.4. (1) Wir beginnen mit der Dreiecksungleichung abzuschéatzen:
lan, + by — (a+b)| < |an, —a| + by, — b| =: sp.

Zu vorgegebenem € > 0 wihlen wir nun ng € N so grof, dass |a, —a| < § und |b, —b| < §
fiir alle n > ng erfiillt ist. Dann aber ist s, < € fiir alle n > ng, und es folgt die Behauptung.
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(2) Ubungsaufgabe.
1 1
(3) Wegen (2) gentigt es zu zeigen, dass ey
Wegen [b| > 0 und b, — b gibt es einen Index N € N, so dass |b, — b| < |2i| fir alle n > N.

Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt daraus
|bn| = b — (b—10by)| > |b] — |bp —b] > |—g| fiir alle n > N.

Insbesondere ist b, # 0 fiir alle n > N, und wir erhalten fiir n > N die Abschétzung

___)_ |6 — by
bn Ibl B Ibl2

b = bal.

Wegen |b — b,| — 0 und Teil (2) konvergiert auch die rechtsstehende Folge gegen 0, und mit
der Bemerkung vor Satz 4.4 erhalten wir schlieflich ‘— — —‘ — 0.

(4) Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung sehen wir, dass ||a,| — |a|| < |an —a| — 0. O

Beispiele.

(1) Fiir jeden festen Exponenten k € N gilt: | lim = 0.

n— 00 nk

1 1
Also: — — 0, — — 0, etc.
n n

1
Beweis. Dies folgt mit (2) und vollstdndiger Induktion nach k£ aus lim — = 0.

n—o00 N
n+1 1 . . ..
(2) ap:= = 14 —. Mit Grenzwertregel (1) erhalten wir: a, — 1 fiir n — co.
n n
2
n°—>5
3 = —.
() an 2n? 4+n

Um diese Folge (und solche &hnlicher Bauart) auf Konvergenz zu untersuchen, klammern
wir in Zahler und Nenner die jeweils hochste auftretende Potenz von n aus. Mit den
Grenzwertregeln und Beispiel (1) erhalten wir dann

oo mlog) 1= 1
"Tom2(24 1) 241 2’

Es folgen nun noch zwei Regeln, die fiir den Nachweis der Konvergenz und die Berechnung von
Grenzwerten oft sehr hilfreich sind:

4.5 Satz. (1) Vergleichskriterium: Seien (ay),(b,) reelle Folgen mit a, — a, b, — b,
und sei an < by, fiir alle n € N. Dann gilt auch a <b.

(2) Speziell: Fualls a, — a, wobei A < a, < B fir alle n € N, so gilt auch A < a < B.

(3) Sandwich-Regel: Seien (a,), (cn) zwei reelle Folgen mit

an < cp  fir allen € N, und hm anp = a = nh_)ngo Cn-

Sei (by) eine weitere reelle Folge mit a, < b, < ¢, fir alle n € N. Dann ist auch (by)
konvergent, und es gilt lim b, = a.
n—oo
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Bemerkung: Die Bedingung ,fiir alle n € N*“ kann iiberall im obigen Satz ersetzt werden
durch fiir alle n € N mit n > N*“ (N geeeignet).

Vor dem Beweis dieses Satzes wollen wir seine Niitzlichkeit an einem interessanten Beispiel
demonstrieren.

Beispiel. Fiir festes a > 0 gilt: | lim /a = 1.

n—o0

Beweis. Wir kénnen o.E. @ > 1 annehmen. (Im Fall a < 1 betrachte %, und fir @ = 1 ist
die Aussage klar). Aus a > 1 folgt fir n > a mit der Monotonie der Wurzelfunktion die
Ungleichungskette

1 < {a < {n.
Wegen lim,, .o, {/n = 1 folgt mit der Sandwich-Regel, dass auch lim,_, ¥a = 1. O

Beweis von Satz 4.5. (1) Wir nehmen an, dass a > b und setzen € := a—b > 0. Fiir hinreichend
grofes ng = no(e) und alle n > ng gilt dann |a, —a| < §, |b, —b] < £, und hieraus folgt fiir
alle n > ng :

0<by—an=(bp—b)+(b—a)+(a—ap) < -+ (—€) + % <0,

Wl

ein Widerspruch.
(3) Wir schitzen mit der Dreiecksungleichung und unter Verwendung unserer Voraussetzung
bn < ¢, folgendermafen ab:

b, —a| < (by —an) + lap —al < (¢ —ap) + |an —al] =: sy,

Beide Summanden der Folge (s,) konvergieren gegen 0. Mit der Grenzwertregel (1) aus Satz
4.4 folgt, dass auch s, — 0, und damit erst recht |b, —a| — 0. O

4.6 Beispiel. Sei z € R mit |z| > 1 fest und k € N ein beliebiger Exponent. Dann gilt

Das heift, die Folge (2™),en wéchst fiir n — oo schneller als jede Potenz von n.

Beweis. Wir setzen r := |z| —1 > 0. Mit der binomischen Formel gilt dann
o = = 3 ()

Fir n > 2k konnen wir wegen 2k > k + 1 die Summe rechts durch den einzigen Summanden
mit Index j = k + 1 nach unten abschétzen und erhalten

n\k+1
n no\ gy _nn=1--(n—k) pn (3) k+1
|z|™ > r r > T
k+1 (k+ 1) n—k>ns2 (k+1)!

Durch Umstellen folgt hieraus

n¥ 2L+ 1) 1 i
o = TR -E—>O ur n — oo.
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4.2 Monotone Folgen
Definition. Eine reelle Folge (ay)nen heifst

monoton wachsend, falls apy1 > a, flr alle n € N;

monoton fallend, falls an11 < a, fiir alle n € N.

Gilt fir alle n € N sogar apy1 > an bzw. an+1 < an, so heifft die Folge streng monoton
wachsend bzw. streng monoton fallend.

2 ist streng monoton wachsend. Die Folge mit a,, = %

ist streng monoton fallend. Die Folge mit a, = (—1)" ist nicht monoton. Die konstante Folge

Beispiel. Die Folge (a,,)neny mit a, =n

mit a, = 1 fiir alle n ist sowohl monoton wachsend als auch monoton fallend.

4.7 Satz (Monotoniekriterium). Jede monotone und beschrinkte reelle Folge (an)nen ist
konvergent. Dabei gilt

lim a, =
n—oo

sup{a, :n € N}, falls (a,) monoton wachsend,
inf {a, : n € N}, falls (a,) monoton fallend.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir den Fall dass (a,) monoton wichst, der zweite Fall geht
analog. Wir setzen
s:=sup{a, :n € N} € R.

Sei nun € > 0. Dann ist s — € keine obere Schranke der Menge {a, : n € N}, und daher gibt
es einen (von e abhéngigen) Index N € N so, dass s — € < ay. Aufgrund der Monotonie der
Folge (ay) und der Definition von s gilt weiter

Vn>N: s—e<ay < a, <s.

s—€ 5
ay as as -+  an -
Dies impliziert, dass |a, — s| < € fir alle n > N, und daher a, — s fiir n — oc. O

Bemerkungen: 1. Im obigen Satz geniigt es, dass die Folge (ay)nen ab einem gewissen N € N
monoton ist.

2. Beachte: In der Konvergenzaussage des Monotoniekriteriums geht ganz wesentlich die Supre-
mumseigenschaft der reellen Zahlen ein!

Beispiel: Babylonisches Wurzelziehen.

Dieses Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung von Quadratwurzeln war bereits in Mesopo-
tamien zur Zeit des Kéngis Hammurabi I. (mehr als 1700 v. Chr.) bekannt.

Gegeben sei a € R mit a > 0. Gesucht ist \/a. Hierzu definieren wir rekursiv Ndherungen
xn,n € Ny wie folgt: Wir wihlen einen beliebigen Startwert zg > 0 (z.B. o = a) und setzen

1

a
) x 1::—(33 +—), n € Np.
() n+ 2 n T,

Eine einfache Induktion zeigt, dass die Folge (zn)nen, tatséchlich wohldefiniert ist mit x,, > 0
fiir alle n € Ny . Die Idee des Verfahrens ist folgende: Ist 2 > 0 eine Niherung fiir \/a, so auch
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9 und man verwendet das arithmetische Mittel 2’ := %(aj—k %) als neue Naherung fiir /a. Der
Nutzen dieses Vorgehens bleibt aber noch unklar. Das Verfahren ist nur deshalb tatséchlich gut,
weil die Folge der Nahrungen (x,) tatsichlich gegen +/a konvergiert, und zwar unabhéngig von
der Wahl des Startwerts zg:

Behauptung: lim z, = va.
n—oo

Beweis. Fiir n € Ny erhalten wir aus der Rekursionsvorschrift:

1 a \? 1 a?
xi+1_a21(xn+x_n) —a:1<xi+2a+—2—4a>
n
1 a \?
= (z,— =) >0
4($n xn> -

Wegen z,, > 0 fiir alle n € N folgt hieraus, dass
(%) m, >+/a fiir alle n € N.

Wir behaupten nun, dass die Folge der x,, ab n = 1 monoton fallend ist (Vorsicht: dies gilt
nicht notwendig ab n = 0!) Dazu betrachten wir fiir n > 1 die Differenzen:

1 a 1
Tp+l — Tp = i(xn‘i‘_n_z%n) = E(G—IE%) (i) 0.

Wegen (*x) ist die Folge (xy)n,>1 auch beschrinkt, und Anwendung des Monotoniekriteriums
liefert ihre Konvergenz. Sei also

r:= lim z, € R.
n—oo

Mit dem Vergleichskriterium folgt dann aus (xx), dass x > y/a, insbesondere z > 0. Um den
Wert von x zu bestimmen, wenden wir nun eine wichtige Idee an: wir bilden, unter Beachtung
der Regeln fiir Grenzwerte, auf beiden Seiten der Rekursionsformel (%) den Limes n — co. Dies
liefert die Identitét
1 a
2

Multipliziert man diese Identitdt mit x durch, so erhdlt man z* = a, und wegen = > 0
schlieflich folgt z = y/a wie behauptet. O

Wir bemerken noch: Da die Folge der Naherungen x,, ab n = 1 monoton gegen +/a konvergiert,
ist tatséchlich jede neue Ndherung mindestens genauso gut wie die vorangehende. Tatséchlich ist
die Konvergenz sehr rasch. Das kann man sich durch eine weitere Analyse der Folge (z, —+/a)
iiberlegen, siehe z.B. Konigsberger, Analysis I, Kap. 5.4.

4.3 Teilfolgen und Cauchyfolgen

Definition. Sei (a,)nen eine Folge in einer Menge X. Unter einer Teilfolge der Folge (a,)
versteht man eine Folge der Form (an, )ken = (an,,@nysangy,...) mit einer streng monoton
wachsenden Folge von Indizes ny € N, d.h. n1 <no <....
Setzt man J = {ny, : k € N}, so schreibt man auch (a;);cs.
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Man erhélt also eine Teilfolge der Folge (ap)nen, indem man aus ihr Folgenglieder mit aufstei-
genden Indizes ni,ng,... auswihlt und zu einer neuen Folge zusammensetzt.

Beispiele. 1. Fiir nj = k? erhalten wir die Teilfolge (an, )ken = (a1, a, ag, - . .).

2. Fur J={j € N:j Primzahl} ist (a;)jes = (a2,as,as,ar7,...).

Beobachung: Ist (a,)nen eine konvergente Folge reeller Zahlen mit Grenzwert a € R, so ist
jede Teilfolge von (a,) ebenfalls konvergent mit demselben Grenzwert a.

Denn: ist |a, —a| < € fiir alle n > ng, so folgt wegen ny > k, dass erst recht |a,, —a| < e fiir
alle k > nyg.

4.8 Lemma. Jede reelle Folge (ap)nen besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis. Wir nennen a,, ,hoch”, falls a,, < a,, fiir alle m > n. Ferner setzen wir
J:={n € N:a, hoch}.

Es ergeben sich zwei mogliche Falle:

Fall 1: Die Menge J ist unendlich. Dann ist (a;);es eine Teilfolge von (ay), und sie ist monoton
fallend.

Fall 2: J ist endlich. Dann gibt es einen Index ng € N, so dass kein a, mit n > ng hoch
ist. Sei nun n > ng. Dann ist a, nicht hoch, und daher gibt es einen Index n; > n mit
Gy, > Gy . Auch a,, ist nicht hoch, und wir kénnen daher einen weiteren Index ng > n; finden,
so dass ap, > ap,. Induktiv erhalten wir so eine monoton wachsende Teilfolge (ap, )ren unserer
Ausgangsfolge. O

Der néchste Satz beinhaltet eine der wichtigsten Konsequenzen aus der Vollstandigkeit von R.

4.9 Satz (Bolzano-Weierstrafl). Jede beschrinkte Folge (a,) C R besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Beweis. Nach Lemma 4.8 besitzt (a,) eine monotone Teilfolge. Diese ist ebenfalls beschrénkt
und daher nach dem Monotonie-Krierium konvergent. O

Beispiel. Wir betrachten die Folge

1

Diese ist beschrinkt (mit |a,| < 2), aber nicht konvergent: die Teilfolge (a2,) = (1 + %)n N
konvergiert gegen 1, die Teilfolge (ag,11) = (=1 + Tl—l-l)nEN dagegen konvergiert gegen —1.
Wir haben damit zwei konvergente Teilfolgen gefunden, und da deren Grenzwerte nicht iiber-

einstimmen, kann die Ausgangsfolge selbst nicht konvergieren.

Definition. Eine Folge (an)neny C R heikt Cauchyfolge, falls gilt: Zu jedem e > 0 existiert ein
Index ng = np(e) € N, so dass

lan, — am| < € fur alle n,m > ny.

Beispiel. Die Folge a, = (—1)" ist keine Cauchyfolge, da |a,, — any1| =2 fiir alle n € N.

4.10 Satz. Jede konvergente Folge (a,) C R ist auch Cauchyfolge.
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Beweis. Sei a = lim,,_,o @, . Um die Konvergenz ausnutzen zu konnen, schitzen wir zunéchst
die Betrédge der Differenzen a,, — a,, folgendermafen mit der Dreiecksungleichung ab:

(%) |an —am| =lan —a+a—ap| < |la, —al + |am — al.

Nun wihlen wir zu gegebenem € > 0 den Schwellenindex ng € N so grof, dass |a, —a| < §
fir alle n > ng. Dann folgt mit (x):

€ €
Vn,m>ng : |a, — am| < 5—1—5:6.

O

4.11 Satz (Cauchy-Kriterium). Fine Folge (ap)nen in R ist genau dann eine Cauchyfolge,
wenn sie konvergiert.

Der Vorteil des Begriffs der Cauchyfolge liegt darin, dass man damit iiber die Konvergenz einer
Folge entscheiden kann, ohne dass man den (allfdlligen) Grenzwert kennen mufs oder erraten
kann!

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, dass jede Cauchyfolge (a,) konvergiert. Zunéchst iiberle-
gen wir uns, dass (a,) beschrinkt ist, mit dem Ziel, dann den Satz von Bolzano-Weierstrafs
anzuwenden. Aufgrund der Cauchybedingung kénnen wir einen Index ng € N finden, so dass

lan, — an,| < 1 fiir alle n > ng.
(Hier ist € =1 und m = ng.) Fiir jedes n € N gilt also
|an| < max{[a1], ..., [anol, |ano| +1}.

Dies zeigt die Beschranktheit der Folge (a,). Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt
(ap) eine konvergente Teilfolge (an, )ren, deren Grenzwert wir mit a bezeichnen. Wir wollen
nun zeigen, dass die gesamte Folge (a,) gegen a konvergiert. Sei dazu € > 0. Dann finden wir
Indizes Np, No € N, so dass

lan, —al < % fir alle k> N; und

lan, — am| < % fiir alle n,m > No.
Fiir k£ > max (N7, N3) erhalten wir insgesamt die Abschétzung
€
lag —a| < l|ag — an, | + |an, — a <2-§:e.

Dabei haben wir benutzt, dass |ay — ay,,| < § fiir alle & > No (weil ng > k).

4.4 Uneigentliche Konvergenz

Bisher haben wir nur reelle Zahlen als Grenzwerte reeller Folgen zugelassen. Es ist aber oft
niitzlich, im Falle unbeschrankter Folgen die Begriffsbildung auszudehnen.
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Definition. Eine Folge (a,) in R heift uneigentlich konvergent gegen oo, falls es zu jeder
Schranke M > 0 einen Index ng € N gibt, so dass

an > M fir alle n > ng.

Man schreibt dann:

lim a, = co.
n—0o0

Analog heifst die Folge (ay,) uneigentlich konvergent gegen —oo, falls es zu jedem M > 0 einen
Index ng € N gibt, so dass a, < —M fiir alle n > ng. Schreibweise: lim,,_ oo a, = —00.

Beispiele. 1. lim,, o, n = co.
2. Allgemeiner: Ist (a,) € R monoton wachsend und nach oben unbeschrankt, so gilt

lim a, = co.
n—oo

Denn zu jedem M > 0 existiert ein ng € N mit a,, > M, und wegen der Monotonie der Folge
ist auch a,, > M fir alle n > nyg.

3. Die Folge (a,) mit a, = (—1)"-n ist weder konvergent noch uneigentlich konvergent.

4.12 Lemma. Fine Folge (a,) in R ist genau dann uneigentlich konvegent gegen oo, wenn
folgendes gilt:
1
dng € N:a, >0 fir alle n > ng und lim — =0.

n—00 Ay,
Beweis. Fiir beliebiges M > 0 und ng € N besteht die Aquivalenz

1 1
ap > M fir alle n > ng < a, >0 und _<M fiir alle n > ng.
Qn

Beispiel. Fiir jede reelle Zahl x > 1 gilt lim, oo 2™ = 00.

1
Denn z™ > 0 fiir alle n, und nach Beispiel 4.2 (4) ist lim — =0.

n—oo N

4.5 Abzahlbarkeitsfragen

In diesem Abschnitt lernen wir einen wesentlichen Unterschied zwischen den reellen und den ra-
tionalen Zahlen kennen: die Menge Q ist abzahlbar, R dagegen ist iberabzéhlbar. Wir beginnen
mit der Einfithrung einiger Begriffe.

Definition. (1) Eine Menge X # ) heifit abzdhlbar, wenn es eine surjektive Abbildung f :
N — X gibt, d.h. wenn es eine Abbildung f: N — X gibt, so dass X sich mit z; = f(i)
aufzéhlend schreiben lasst als X = {x1,x9,23,...}. (Dabei sind Mehrfachnennungen
moglich). Auch () wird als abzdhlbar definiert.

(2) Eine Menge, die nicht abzahlbar ist, heifst dberabzihbar.

Beispiel: Jede endliche Menge X = {z1,...x,} ist abzdhlbar. Eine surjektive Abbildung
f:N—= X ist z.B. gegeben durch

) x; falls 1 <i<n,
f(i) = .
x1 falls i > n.
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Definition. Eine unendliche abzéhlbare Menge heilst abzdhlbar unendlich.

Bemerkung: Man kann sich leicht iiberlegen, dass es zu jeder abzéhlbar unendlichen Menge X
sogar eine bijektive Abbildung f: N — X gibt. Dazu muss man aus der gegebenen Abzéhlung
X = {x1,x2,23,...} eine neue Abzdhlung konstruieren, bei der bereits gezidhlte Elemente
tibersprungen werden. (Siehe die Zentraliibung!)

Beispiele fiir abzahlbar unendliche Mengen:
1. N.
2. Np; eine surjektive Abbildung f : N — Ny ist gegeben durch f(n) =n —1.
3. 7Z; eine surjektive Abbildung f : N — Z ist gegeben durch

fn) =

o falls n gerade,
_”T—l falls n ungerade.

4.13 Satz. (1) Ist X abzdhlbar, so ist auch jede Teilmenge Y C X abzihlbar.

(2) Die Vereinigung abzdhlbar vieler abzdhlbarer Mengen X, ,n € N ist ebenfalls abzdhlbar.
Beweis. (1) Ubung.
(2) Setze

X = UX”'

neN
Wir konnen annehmen, dass X # () und dass X,, # (0 fiir alle n € N; denn ist X,, = ), so
konnen wir X,, durch ein nichtleeres X,,, mit m € N ersetzen. Sei

Xn:{l‘nlaxn27xn37---}

eine Abzéhlung der Menge X,,. Wir betrachten nun das folgende Schema mit den Abz&hlun-
gen der Mengen Xi, Xo,... untereinander angeordnet. Dann liefert das den Pfeilen folgende
Durchlaufen des Schemas eine surjektive Abbildung f: N — X.

Xy = XL ’<45_> Xy Xig —7 *

/
XM )(LL ng )(L'-f
o
K33 Xay

Xp L XPX

Kis -

Ky Xp Xya

v

X1 )(SL v e .

4.14 Korollar. Q ist abzdhlbar.
Beweis. L
neN

Jede der Mengen X, = {£: k € Z} ist abzéhlbar (da X, in Bijektion steht zu Z via £ k).
Also ist nach Satz 4.13 auch die Vereinigung der X,, abzéhlbar. O
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4.15 Satz. R ist iberabzahlbar.

Beweis. (Durch Widerspruch). Wir nehmen an es gibe eine Abzéhlung R = {z1,x2,23,...}.
Wir konstruieren nun eine weitere reelle Zahl &, die nicht in dieser Abzdhlung vorkommt. Dazu
definieren wir rekursiv eine Folge ineinander geschachtelter Intervalle I, = [an,by], n € N
x, ¢ I, wie folgt:

Wir beginnen mit I; := [z; + 1,21 + 2]. Ist I,, fiir n € N bereits konstruiert, so teilen wir
es in drei gleichlange abgeschlossenen Teilintervalle, und wéhlen I,1; als das linke oder rechte
abgeschlossene Drittel von I, so, dass es ;41 nicht enthélt. (Das ist moglich, da diese beiden
Drittel disjunkt sind, und daher z,41 in hochstens einem davon enthalten enthalten ist.)

Fiir die Randpunkte der so konstruierten Intervalle I,, gilt
(*) a1 <ax <. . <ap<b, <...<by < 0.

Die Folge (an)nen ist monoton wachsend und beschriankt, also konvergent nach aufgrund des
Monotoniekriteriums (Satz 4.7). Sei & := lim, o0 a, € R ihr Grenzwert. Fiir m < n gilt

am < ap < by, < by,.

Dies zeigt, dass an, < b, fiir alle m,n € N. Mit dem Vergleichskriterium fiir Grenzwerte folgt
mit m — oo, dass £ < b, fiir alle n € N. Also gilt £ € [an, b,] = I, fiir alle n € N. Weil aber
Ty & I, muss £ # x, fiir alle n € N sein, im Widerspruch zu unserer Annahme. O
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Komplexe Zahlen

5.1 Der Korper der komplexen Zahlen

Um die Zahlbereichserweiterung diese Abschnitts zu motivieren, betrachten wir die Gleichung
(x) 22 +1=0.

Diese einfache quadratische Gleichung hat keine Losung in R, denn fiir jedes = € R ist 22 >0
(aufgrund der Anordnungseigenschaften von R), und daher 2241 > 0. Unser Ziel im Folgenden
ist die Konstruktion eines Kérpers C mit R C C, in dem die Gleichung (x) lésbar ist. Danach
werden wir sehen, dass im Korper C tatséchlich automatisch eine grofse Vielfalt dhnlicher
Gleichungen 16sbar wird.

Voriiberlegung: Angenommen, es gibt einen Kérper C der R umfasst und in dem die Glei-
chung (*) eine Losung besitzt; nennen wir diese Losung ¢ € C (i wie imaginér). Es ist also

i? = —1.

Beachtet man dies, so erhédlt man nach den Rechenregeln in einem Kérper fiir alle x, y, u,v € R:

(o +iy) + (utiv) = (z+u) +ily+v),

(x 4+ 1y) - (u+ ) == (zu — yv) + i(zv + yu).
Diese Beobachtung miinzen wir nun in eine entsprechende Definition um:
Definition. Wir setzen C := R x R mit der folgenden Addition und Multiplikation:

(@,y) + (u,v) = (¢ +u,y +v),
(z,y) - (u,v) = (zu— yv,xv + Yu).

Und tatséchlich gilt nun:
5.1 Satz. (C,+,-) ist ein Korper, genannt der Korper der komplexen Zahlen.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die Operationen +, - kommutativ und assoziativ sind,
und dass das Distributivgesetz erfiillt ist. Neutrales Element bzgl. der Addition ist offenbar
0 = (0,0). Neutral bzgl. der Multiplikation ist 1 = (1,0), denn

(LO)  (z,y)=(1-z2—0-y,0-z+1-y) = (z,y).

52
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Die additiven und multiplikativen Inversen sind:

- ($,y> = (—.’II, —y),

-1 T -y
(Z’,y) - <CE2 +y2 ) 132 +y2>7 sofern (fﬂ,y> 7& (070)

Das ist im Fall der Addition offensichtlich, und ergibt sich im Fall der Multipliktion durch eine
kurze Rechnung (fiihren Sie diese zur Ubung explizit durch!) O

Wir kénnen den Képer R der reellen Zahlen in natiirlicher Weise als Teilkorper des Koérpers C
auffassen: fiir alle z,y € R gilt ndmlich

(#,0) + (5,0) = (x +9,0), (,0)-(y,0) = (xy,0).

Daher ist die Abbildung ® : x — (2,0), R — C ein injektiver Képererhomomorphismus, d.h.
® ist injektiv und es gilt ®(x +y) = (z) + (y), (z-y) = ¢(z) - 2(y).

Man identifziert daher € R mit dem Element (x,0) € C und fasst R als Teilkérper von C
auf.

Bezeichung: Das Element i := (0,1) € C heifit die imagindre Einheit.

Das Element i erfiillt tatsichlich unsere Ausgangsgleichung 2> +1 =0 in C, denn
2 =(0,1)(0,1) = (-1,0) = -1,

Neben der Losung i der Gleichung z? = —1 konnen wir gleich noch eine zweite Losung in
C angeben, namlich —i = (—1) - i. Wir werden bald sehen, dass ¢ und —i auch die einzigen
Losungen sind.

Unter Verwendung der imaginéren Einheit kénnen wir nun jedes z = (x,y) € C schreiben als
= (0,y) = (2,00 + (0,y) = (@,0) +(0,1) - (4.0) = o +1iy.

Diese Darstellung ist eindeutig, da die Komponenten z,y im Tupel (z,y) eindeutig sind. Also:
Jedes z € C hat eine eindeutige Darstellung der Form

z=x+4ty mit z,y € R.
Definition. Sei z =2z + iy € C mit x,y € R. Dann heifsen

Rez :=x der Realteil von z,

Imz :=y der Imagindrteil von z.

z heifit reell, falls Im z = 0 bzw. imagindr, falls Rez = 0.

Beachte: Zwei komplexe Zahlen stimmen genau dann iiberein, wenn sowohl ihre Realteile als
auch ihre Imaginérteile ibereinstimmen.

Geometrisch veranschaulicht man sich die Menge der komplexen Zahlen als die Ebene RZ.
Diese wird die komplexe Zahlenebene oder (nach Gauf, der bereits um 1800 komplexe Zahlen
verwendete) die Gauflsche Zahlenebene genannt. Die obige algebraische Einfiihrung des Korpers
der komplexen Zahlen geht auf William Hamilton (1805-65) zurtick.
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Y f------------- -

Die Koordinatenachsen durch 0,1 bzw. durch 0,7 heifsen die reelle bzw. imagindre Achse.

z+w
Geometrische Bedeutung der Addition: W - /
z=z+y, w=u+iv = /
z+w= (v+u)+i(y+v). .
Bei Identifikation von C mit R? entspricht dies =
der Vektoraddition im R2.

5.2 Komplexe Konjugation und Betrag

Definition. Sei z =z + iy € C mit z,y € R. Dann heifst
Z =z —1y
die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Wt -

Geometrisch ist die komplexe Konjugation

z +— Z eine Spiegelung an der reellen Achse. 0

VI S ——

|
I
w

5.2 Lemma. 1.

+w zZ +w.

N

W = Z -W.

I

2
3
4. 247z =2Rez; z—%Z =2i-Imz.
5. 2 =7z <= z€R.

6. z=x+iy mit z,y € R = 2Z = 2% +9°.

Insbesondere gilt: zZ € R mit 2z > 0.

Beweis. Eigenschaften 1, 2, 4 und 5 sind offensichtlich.
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Zu 3.: Sei z=x+ 1y, w=u-+iv mit z,y,u,v € R. Dann ist

zw = zu—yv +i(zv +yu) = zu—yv —i(zv +yu) = (x —iy)(u —iv) = Z-W.

Zu6.: 2z = (x+iy)(z —iy) = 2% —i%y? = 22 + 2 O
Zum Invertieren in C: Gegeben sei z € C\ {0} in Standardform, d.h. z = z + iy mit
z,y € R. Wie kénnen wir auch 271 = % in Standardform schreiben? Der Trick besteht darin,

Teil 6 des Lemmas zu nutzen und mit z zu erweitern:

1 1 z T — 1y x . Y

= = —h .
z 2z x?+y? 22 + 92 T2 + 92

Die rechte Seite ist nun in Standardform.

Bemerkung: Der Korper der komplexen Zahlen kann nicht angeordnet werden, d.h. es gibt
keine Ordnung auf C, mit der C ein angeordneter Kérper wire. Denn sonst wire —1 =2 > 0,
da in einem angeordneten Korper das Quadrat jeder von 0 verschiedenen Zahl positiv ist. Also
ware 1 < 0. Dies steht im Widerspruch dazu, dass in jedem angeordneten Korper 1 > 0 gilt.
Dennoch kann man den Betrag einer komplexen Zahl definieren; das kommt als Néchstes.

Definition. Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + iy (z,y € R) ist definiert als

2| := V2Z = V2?2 + 32

Nach dem Satz von Pythagoras ist |z| die Lénge |2]
des Ortsvektors von z in der Gaufsschen Zahlene-
bene.

5.3 Lemma (Eigenschaften des Betrags).
1. |2/ >0, und |z] =0<= 2z=0.

2. z] = |7|-

w

. |Rez| < |z|, Imz| < |z|.

4. |zw| = |z] - |lw|  (Multiplikativitdt).

ot

z+w| < 2|+ |w|  (Dreiecksungleichung).

(@)

Izl = |w|| <]z —w| (wmgekehrte Dreiecksungleichung).
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Beweis. Die Eigenschaften 1-3 sind klar, und Figenschaft 4 folgt durch Wurzelziehen aus
lzw|? = 2w -7 = 2Z-ww = |z - |w|?.
Zum Beweis von 5. schreiben wir

(*) Jz4+wf = (z+w)(Z+T) =22+ (20 + Zw) + wT =
= |22 + 2Re (2w) + |w[?> < (2] + [w])?,

wobei die letzte Abschitzung aus der Ungleichung Re (zw) < |2w| = |z|-|w| folgt, welche
sich aus 2., 3. und 4. ergibt. Aus der Abschétzung (x) erhalten wir wieder durch Wurzelziehen
die Behauptung. Eigenschaft 6 schliefilich folgt wie fiir reelle Zahlen aus 5. O

Vorsicht: Fiir alle x € R gilt |z|?> = 22. Fiir z € C dagegen gilt |2]? = 22 nur falls z € R.
Denn schreibt man z = x + 4y mit z,y € R, so ist |22 = 22 + y? und 22 = 22 + 2izy — >
Gleichheit besteht nur dann, wenn y = 0 ist. Aufgrund der Multiplikativitdt des Betrags gilt

aber stets [22| = |z|2.

Bezeichnung. Fiir a € C und r € R mit » > 0 ist
{zeC: |z—a|] =71}

die Gleichung eines Kreises um a vom Radius r. Mit

By (a):={z€C:|z—a|<r}

bezeichnen wir die offene Kreisscheibe um
a vom Radius r. Dabei besagt offen, dass r
der Rand der Kreisscheibe (also der Kreis a

vom Radius r) nicht zu By(a) gehort.

Y

5.3 Algebraische Gleichungen in C

I. Quadratische Gleichungen in C.
Wir betrachten die quadratische Gleichung

(%) 22+pz+q:O

mit Koeffizienten p,q € C. Gesucht sind die Losungen dieser Gleichung in C. Dazu fiithren wir
2
zunéichst in (*) eine ,quadratische Erginzung® durch: Addition von £- auf beiden Seiten zeigt,

dass (x) dquvialent ist zur Gleichung

2
by\2 . o b
(z+§) =c¢c mit c:=—q+ 1

Damit ist unser Problem reduziert auf die Lésung von Gleichungen der Form

(%) 2°=¢ mit ceC.
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Zunéchst stellen wir fest, dass mit jeder Losung z auch —z eine Losung von (xx) ist. Wir
schreiben nun die rechte Seite als ¢ = a + ¢b mit a,b € R und setzen z = x + iy mit x,y € R.
Damit erhalten wir

P =c = (z+iy)* =a+ib

— 2?4+ 2izy—y* =a+ib
= (mQ—yQ:a A 2a:y:b).
Diese beiden Gleichungen miissen wir nun nach z und y auflésen. Dazu nutzen wir aus, dass

22 4+ 9% = |z|?> = |c|. Durch Addition und Subtraktion der Gleichung 22 —y? = a erhalten wir

202 = |c|+a A 2% = ¢ —a>0.

x:i,/%(\cwa), y:i\/%(lcl—a).

Wegen 2zy = b sind hierbei folgende Vorzeichenkombinationen moglich (an erster Stelle das
Vorzeichen von x, an zweiter Stelle das von y):

Hieraus folgt

(+,+) und (—,—) falls b>0;
(+,—) und (—,+) falls b<0.

Wir erhalten daher als Kandidaten fiir die Losung von (skx):

1 1

o Falls b>0: 21 =/ 5(’C| +a) + Y 5(\C| —a), 2= —21.
1 /1

o Falls b<0: 2 =[5 (el +a) = iy/5 (el —a), 2 =2

Durch Quadrieren rechnet man nun nach, dass die Kandidaten z; und z9 = —z; in beiden
Fillen tatsichlich die Gleichung 22 = ¢ lésen.

Fazit: Die Gleichung (xx) hat die Losungen z; und zg = —z;, wobei 23 = 23 = 0 genau
dann, wenn ¢ = 0.

5.4 Korollar. Die quadratische Gleichung
(*) 224pz+q=0 mitp,qeC

besitzt in C
e zwei verschiedene Losungen, falls %2 —q#0.
e cine Losung, falls % —q=0.
Dies ist Spezialfall eines allgemeineren Sachverhalts, den wir als Néchstes erlautern wollen.
I1. Algebraische Gleichungen.
Unter einer algebraischen Gleichung in C vom Grad n € N versteht man eine Gleichung der

Form
Mt an 12"V H+aiz+ap=0

mit Koeffizienten ag,...,a,-1 € C und einer Unbekannten z € C.
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Der folgende Satz ist iiberaus wichtig in der Analysis und Linearen Algebra. Er kann — mit
einigem Aufwand — mit Methoden der Analysis 1 bewiesen werden, das wollen wir hier aber
nicht tun, denn (zumindest die Mathematiker unter Thnen) werden spéter elegante Beweise mit
Methoden der komplexen Analysis in der ,,Funktionentheorie” kennenlernen.

Fundamentalsatz der Algebra.
Jede algebraische Gleichung in C hat (mindestens) eine Losung in C.

5.4 Polynome
In diesem Abschnitt ist der Grundkorper stets K =R oder C.

Vorbemerkung: Algebraische Operationen mit Funktionen.
Seien f,g: X — K zwei Funktionen auf einer Menge X mit Werten in K. Wir definieren dann
die Summe bzw. Differenz f + ¢g: X — K und das Produkt f-g¢g: X — K punktweise, d.h.

(fxg)(x) = f(z) £g(x), (f-9)(x):=f(x) g(x) firallezrecK.

Fir A € K definieren wir die Funktion A\f : X — K durch (Af)(z) := X f(z), z € K.
Schliesslich definieren wir noch den Quotienten von f und g (beachte den Definitionsbereich!):

! . f _ f@)
;e X gl@) £0} S K (5)(93)._ ek

Definition. Eine Funktion p: K — K der Form
n
p(x) = Zakazk =apx” +...+a1x + agp
k=0

mit n € Ny und aog, ...,a, € K heift Polynomfunktion (kurz: Polynom) mit Koeflizienten a;
iiber K. Das Nullpolynom p = 0 ist das Polynom, dessen Koeflizienten alle Null sind.

Wir setzen ferner
Pk := {p: p Polynomfunktion iiber K}.

Hilfssatz. Sei p(z) = Y j_,axz® € Pk mit p(z) = 0 fiir alle z € K. Dann ist p das Nullpo-
lynom, d.h. ag=a1 =... =a, =0.

Beweis. (Mit Induktion nach n).
1. n =0: In diesem Fall gilt fiir alle z € K: 0 = p(z) = ao.
2. Schluss n — n + 1: Sei p(z) = Zié apr® mit p(x) = 0 fiir alle € K. Dann ist

ap = p(0) = 0, und es folgt
(*) a1+ ...+ app2" =0 fiir alle z € K.

Betrachte das Polynom ¢(x) := a1 + asz + ... + apt12™. Wegen (x) gilt ¢(z) = 0 fiir alle
x € K\ {0}. Setze nun =z = -, m € N. Dann folgt

1
m

an+1
+ — aj.
m" m—oo

1 a
O:q<a>:al+g2 + ...

Daher ist auch ¢(0) = a; = 0. Wir kénnen nun die Induktionsvoraussetzung auf ¢ anwenden
und erhalten a; = ... = anp+1 =0. O
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Aus diesem Hilfssatz ergibt sich sofort die niitzliche

Methode des Koeffizientenvergleichs. Zwei Polynome {iber K =R oder C sind als Funk-
tionen genau dann gleich, wenn alle ihre Koeffizienten iibereinstimmen.

Definition. Der Grad eines vom Nullpolynom verschiedenen Polynoms p(z) = >}, apxk
ist definiert als der maximale Index k mit a; # 0. Fiir das Nullpolynom p = 0 setzt man
grad p := —oo.

5.5 Lemma. Seien p,q € Px. Dann sind auch p+q und p-q € Px.

Bemerkung: (Pxk,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins 1.

Beweis. Wir kénnen o.E. p,q # 0 annehmen. Sei gradp = n, gradq = m € Ny, dh.
p(z) = Zaix’ =apx"+...+ap; qz)= ijxj = bpx™ + ...+ bo; an, by £ 0.
i=0 j=0

Da die Grade von p, ¢ nicht {ibereinstimmen miissen, setzten wir a; := 0 fiir 7 > n und b; := 0
fiir j > m. Dann ist

max(n,m)
pro@= 3 (a+ba',
1=0
(pq)(z) = (ag + ...+ apx™) - (bo + ...+ bmz™) = agby + . .. apbpx™ ™
n+m k
= Z Ckl’k mit C = Z aibj = Zaibn,i.
k=0 irjritj=k =0

Aus obigen Formeln ersehen wir auch, dass

grad (p + ¢) < max (grad p, grad q).
grad (pg) = gradp + gradq,

mit den Konventionen
—oo < n firalle n e Ny und —oo+n:=—oo fiir alle n € Ny U {—o0}.

5.6 Satz (Polynomdivision). Seien p,q € Px und q nicht das Nullpolynom. Dann gibt es
eindeutige Polynome r,s € Pg mit

(*) p=sq+r und gradr < gradq.
Bemerkung: Beachte die Analogie zur Division mit Rest in Z!

Beweis von Satz 5.6.  Schritt I: Zunéchst zeigen wir die Existenz einer Darstellung (x).
Dabei konnen wir o.E. annehmen, dass p # 0, da wir in diesem Fall mit » = s := 0 gleich
fertig sind. Also ist n := gradp € Np, und wir fiihren eine Induktion nach n. Setze zunéchst
m = grad q.

Induktionsanfang n = 0: Im Fall m > 0 ist p = 0-¢+r mit » = p. Im Fall m = 0 sind
p,q € K\ {0}, und mit s:= g haben wir p = sq + 0.
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Induktionsschritt n — n+ 1: Falls m > n, so haben wir die Darstellung p =0-q¢+7 mit r =p
und sind fertig. Sei also m < n angenommen. Wir haben

p(x) =apx™ +...; q(x) =bpx™+... mita,, b, #0.

Wir betrachten nun das Polynom

an n—m

™ q(x).

(ex) - pr(e) := p(x) —

p1 ist so konstruiert, dass sein Grad kleiner als n ist. Nach Induktionsvoraussetzung lasst p;
sich daher schreiben als

p1 = S1q¢+r1 mit r1,s € Pk, gradr; < gradgq.

Einsetzen in (xx) liefert nun

Qa a
p= —a" g+ (s1q+1m1) = (—”m”_m + sl)q +71.
bm bm

Diese Darstellung ist von der Form (%), und der Induktionsschritt ist daher abgeschlossen.

Schritt II: Eindeutigkeit der Darstellung (). Angenommen p hat zwei solche Darstellungen
p = $1q + r1 = S2q + 1. Subtraktion liefert dann (s; — s2)q = 19 — r1. Dabei ist der Grad von
ro — 71 Kkleiner als der Grad von ¢q. Wére s # s2 (als Funktionen), so wire s; — sy nicht das
Nullpolynom, und der Grad der linken Seite wére grofer als der Grad von ¢. Also ist s; = so,
und daraus folgt schliefllich auch r; = 9. O

Definition. Sei p € Pk.
Ein Polynom g € Pk heiltt Teiler von p, falls es ein Polynom s € Pg gibt mit p = sq.
Eine Zahl o € K heikt Nullstelle von p, falls p(a)) = 0.

Betrachte nun ein Polynom p # 0 mit Nullstelle a, d.h. p(a) = 0. Polynomdivision mit
q(x) = z — a liefert die Darstellung

p(z) = (xr —a)-s(z) +r(z)
mit einem Polynom r vom Grad < 0, d.h. r € K. Wegen p(«) = 0 muss sogar r = 0 sein. Das
zeigt:

5.7 Korollar. Sei p € Px, p # 0 mit p(a) = 0. Dann ezistiert ein eindeutiges Polynom
s € Pk mit

p(z) = (r —a)-s(x), wobei grads = gradp — 1.
Ist hier s(a) = 0, so kann man den Linearfaktor  — o nochmals abspalten, usw. Das fiihrt auf

den Begriff der Nullstellenordnung:

Definition. Ist p € Px durch (z — a)* teilbar, aber nicht durch (z — a)**!, so heikt « eine
k-fache Nullstelle von p, und k heifst die Ordnung der Nullstelle a.

5.8 Korollar. (1) Sei p ein Polynom vom Grad n € No. Dann hat p héchstens n Nullstellen
(mit Vielfachheiten gezdhlit).

(2) Identitdatssatz fiir Polynome: Sei p(x) = apz™+...4+ay € Px. Angenommen, p habe
mindestens n+ 1 Nullstellen. Dann ist p=0, d.h. ag=...=a, =0.
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Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes Polynom iiber C mindestens eine Nullstelle
in C besitzt. Abspalten des entsprechenden Linearfaktors und Iteration liefert:

5.9 Satz. Jedes Polynom p tber C vom Grad n > 1 zerfdllt in Linearfaktoren iber C, d.h.
p(x)=clz—a) - (z—an)
wobei ¢ € C\ {0} und ai, ..., die Nullstellen von p (mit Vielfachheiten).

Vorsicht: Reelle Polynome p € Pg zerfallen im Allgemeinen nicht in Linearfaktoren iiber R!
7.B. hat p(x) = 22 + 1 keine Nullstellen in R, aber p(z) = (z +i)(x — 1) iiber C.

Der Fundamentalsatz der Algebra und die Zerlegbarkeit von Polynomen in Linearfaktoren sind
eine beeindruckende Stérke der komplexen Zahlen gegeniiber den reellen.

Beispiel: Allgemeine Binomialkoeffizienten.
Definition. Fiir beliebiges z € C und k € Ny definiert man
z2(z=1)---(z—k+1)

<z>._ﬁz—j+1_ . falls k € N,
L R | falls k = 0.

Beispiel: Fir k£ € N ist

(V)= m( DD (2 = oy LD,

Als Funktion von z ist der Binomialkoeffizient (Z) ein Polynom vom Grad k. Diese Beobach-

tung ist die Grundlage fiir den Beweis der folgenden Verallgemeinerung von Satz 2.5.

5.10 Satz (Rekursionsformel). Fir alle z € C und k € Ny gilt

z n z (&2t 1
k k+1)  \k+1/)
Beweis. Fixiere k und setze

p(z) = @ i (zfil) - (zfii)

Dann ist p ein Polynom, und nach Satz 2.5 gilt p(n) = 0 fiir alle n € Ny mit n > k. Wir
konnen den Identitdtssatz anwenden und erhalten p(z) = 0 fiir alle z € C. O

5.5 Folgen in C

In diesem Abschnitt dehnen wir die Grundkonzepte und zentrale Aussagen iiber reelle Folgen
auf Folgen in C aus.

Definition. Sei (ay,)neny € C eine Folge komplexer Zahlen.

(1) Die Folge (ap) heifit konvergent mit Grenzwert a € C, falls zu jedem € > 0 ein Index
no = no(€) € N existiert, so dass

lan, —a| < e fiir alle n > nyg.

Das heiftt: fiir jedes € > 0 liegen fast alle (d.h. alle bis auf endlich viele) Folgenglieder a,,
in der Kreisscheibe Bc(a).

Man schreibt: lim,_,o a, = a oder a, — a fir n — cc.
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(2) Die Folge (ay,) heifst Cauchyfolge, falls zu jedem € > 0 ein Index ny € N existiert, so dass

lan, — am| < e fiir alle n,m > ny.

(3) Die Folge (a,,) heift beschrankt, falls eine Konstante M > 0 exitiert, so dass

lan| < M fiir alle n € N.

Beachte: an = a <= |ap —al = 0.

5.11 Lemma. Der Grenzwert eine konvergenten Folge in C 1ist eindeutig. Jede konvergen-
te Folge in C ist beschrinkt. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge in C konvergiert gegen
denselben Grenzwert wie die Ausgangsfolge.

Beweis. Wortlich wie fiir reelle Folgen (Abschnitt 4.1). O
Beispiele.
22, .
(1) Sei z € C mit |z| < 1. Dann gilt )
z L]
lim 2" = 0. b .
n—00 ®
. 4. O] 7
Denn: |2"| = |z|* — 0 fir n — oc. z .
(2) Sei z € C mit |z| > 1 und k € Ny fest. Dann gilt
k
lim — = 0.
n—oo zM"
nk
Denn: W — 0 fiir n — oo, siehe Beispiel 4.6 in Kapitel 4.
z

(3) Die Folge (i")nen, = (1,4,—1,—i,1,4,—1,...)
divergiert.
Denn sie hat Teilfolgen mit verschiedenen Grenz-
werten.

5.12 Lemma. Sei (ay,) eine Folge in C. Dann gelten:

(1) an — a € C genau dann, wenn Rea,, — Rea und Ima, — Ima.

(2) (an) ist Cauchyfolge in C genau dann, wenn (Reay) und (Ima,) Cauchyfolgen in R
sind.



Folgen in C 63

Beweis. Wir schreiben a,, = z, + iy, und a =z + iy mit x,, y,,x,y € R.
(1) Es ist

|an — a|2 = |(zn +iyn) — (= + Zy)|2 = |zn — x|2 + |yn — y|2~
Also gilt |a, —a] — 0 genau dann, wenn |z, —z| - 0 A |y, —y| — 0.

Der Beweis von (2) verlauft analog. O

5.13 Satz (Regeln fiir Grenzwerte). Seien (ay,), (by) konvergente Folgen in C mit
an — a, b, = b. Dann gilt

(1
2

n+b, — a+b a,b, — ab.

) a

) Falls b# 0, so ist b, # 0 fir alle hinreichend grofien n € N und es gilt Z—n —
)
) an

S e

(
(3 |an| - |a|
(4

’I’L

Beweis. Die Regeln (1) — (3) beweist man wortlich wie fiir reelle Folgen, siehe Satz 4.4 in
Kapitel 4.
Zu (4): Schreibe wieder a,, = z,, + iy, und a = x + iy. Geméf Lemma 5.12 folgt aus a, — a,

dass x, — x und y, — y. Dies impliziert mit Regel (1), dass @, = z, — iy, — = —iy = a.
O

5.14 Satz (Cauchy-Kriterium in C). Eine Folge (ay,) in C ist genau dann eine Cauchyfolge,
wenn sie konvergiert.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 5.12 zusammen mit dem Cauchykriterium in R. O

5.15 Satz (Bolzano-Weierstrafl in C). Jede beschrinkte Folge in C besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Beweis. Sei (ay) C C beschrankt mit |a,| < M. Schreibe wieder a,, = x,, +iy, mit z,, y, € R.
Wegen |z,| < |a,| und |y,| < |a,| sind dann (z,,) und (y,) beschriankte Folgen in R. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstraf in R (Satz 4.9 ) besitzt die Folge (z,) eine konvergente Teilfolge
(@, )ken. Sei x deren Grenzwert. Nochmalige Anwendung des Satzes von Bolzano-Weierstraft
in R zeigt, dass die zugehorige Folge (yp, ), die selbst ja nicht konvergieren muss, wiederum
eine konvergente Teilfolge (ynkl )ien besitzt. Bezeichnen wir deren Grenzwert mit y, so erhalten
wir insgesamt, dass die Folge (ankl)leN gegen x + iy konvergiert. O

Definition. Eine Zahl a € C heifit Haufungswert einer Folge (a,) C C, wenn es eine Teilfolge
von (a,) gibt, die gegen a konvergiert.

5.16 Satz. (1) Jede beschrinkte Folge in C besitzt einen Hiufungswert. (Das ist gerade die
Aussage des Satzes von Bolzano- Weierstrafs).

(2) Sei (ayn) eine konvergente Folge in C mit lim, ,ocan, = a. Dann ist a ihr einziger
Haufungswert.

(3) a € C ist genau dann Hdaufungswert der Folge (ay), wenn es zu jedem € > 0 unendlich
viele Indizes n € N gibt mit |a, — a|] < e.
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Beachte in Teil (3), dass diese Aussage schwécher ist als die Charakterisierung der Konvergenz
an — a.

Vor dem Beweis dieses Satzes wollen wir uns einige Beispiele dazu ansehen.

Beispiele:
1. Die Folge (i")nen, besitzt die vier Hiufungswerte 1, ¢, —1, —i.
2. Die Folge (an)neny mit a, = n besitzt keinen Haufungswert, da jede Teilfolge unbe-
schrénkt ist.
3. Die Folge (an)nen mit
n, falls n gerade,
Gp =
% , falls n ungerade

ist zwar unbeschréinkt, hat aber 0 als Haufungswert.

Beweis von Satz 5.16. (2) Aus der Konvergenz a,, — a folgt, dass auch jede Teilfolge (an, )ren
von (a,) gegen a konvergiert. a ist daher der einzige Haufungswert der Folge (a,).

(3) 1. Sei a ein Haufungswert von (a,) und (a,,) eine Teilfolge dazu mit limy_ o apn, = a.
Dann gibt es zu jedem € > 0 einen Schwellenindex kg = ko(€) € N, so dass

lan, —a| < e fiir alle k > k.

Die ay, mit k> ng sind unendlich viele Glieder der Folge (a,) wie verlangt.

2. Umgekehrt gelte fiir jedes € > 0, dass |a, — a| < € fiir unendlich viele n € N. Wir miissen
eine Teilfolge von (a,) finden, die gegen a konvergiert. Das machen wir rekursiv:

Zunéachst wéhlen wir zu € = 1 einen Index n; € N, so dass |ap, —a| < 1. Dann kénnen wir
Zu € = % einen Index ng > n; finden, so dass |an, — a| < %, etc. Rekursiv konnen wir eine

aufsteigende Folge von Indizes n; < ng < ... finden, so dass
1
lan, —al < z fiir alle k € N.

Also ist (an, )ken eine Teilfolge von (ay,) mit limg o0 apn, = a. O

5.6 Limes superior und Limes inferior

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschlieklich reelle Folgen. Wir werden Haufungswerte
reeller Folgen unter einem weiteren Blickwinkel betrachten. Dabei miissen wir wieder mit der
erweiterten reellen Zahlengeraden RU {£o0} arbeiten. Zur Erinnerung: —oo < z < oo fiir alle
z € R.

Sei (an)nen eine Folge in R. Wir definieren dazu eine neue Folge (sp,)nen durch
Sp i=supqag : k > n}.

Es ist also s; = sup{ai,as,as3,...}, ss = sup{az,as,aq,...}, usw. Dabei lassen wir (aus-
nahmsweise) auch oo als Wert eines Folgengliedes zu. Falls (a,) nach oben beschriankt ist, so
sind alle s, € R und (s,) € R ist monoton fallend. Falls (a,) nach oben unbeschréinkt ist,
so ist (s,) identisch oo (auch das ist monoton fallend). Daher existiert der (eigentliche oder
uneigentliche) Grenzwert lim, . s, in RU{£o00}, wobei wir lim,,_,,, 00 := 00 setzen.
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Definition. Der Grenzwert der obigen Folge (s,) wird der Limes superior der Folge (ay)
genannt und mit limsup,,_,. a, bezeichnet. Also:

limsupa, := lim s, = lim (supaiy) € RU {£oc}.
N—00 n—00 n—o0 “p>p

Analog ist die durch
t, :=inf{ay: k>n} (neN)

definierte Folge monoton wachsend oder identisch —oo, und man definiert den Limes inferior
der Folge (a,) als

liminfa, := lim ¢, = lim (inf ak) € RU{+o0}.

n—oo n—oo n—oo ‘k>n

Beobachtung: Es ist limsupa, < oo genau dann, wenn (a,) nach oben beschrankt ist.
Analog ist liminfa, > —oco genau dann, wenn (a,) nach unten beschrinkt ist.

Ferner gilt fiir alle n € N:
t1 <tp < sp < 81.

Mit dem Vergleichskriterium fiir reelle Grenzwerte folgt daher

inf a, < liminfa, < limsupa, < supa, .
SN—— ——

=t =s1

Beispiele. 1. a, = (—1)"+ 1.
as a3 ay a4 ag
1 _2 0 1 5 3
3 4 2

Fiir diese Folge gelten

liminfa, = lim (inf a;) = lim (1) = —1.
n—o00 n—o0 “‘k>n n—oo

limsupa, = lim (supak) = 1.
n—o00 n—00 k>n

Begriindung zur zweiten Zeile: es ist

{ 1+ % falls n gerade

sup ar =
k>n 1+ n%—l falls n ungerade.
2. (an) = (1,1,2, 3,3, %, ...). In diesem Fall ist liminf, o a,, = 0, limsup,, o, an = 0.

5.17 Satz. Fir eine Folge (a,) CR und a € R sind folgende beide Aussagen dquivalent:
(1) limsup,_,. an = a;
(2) Fiir jedes € > 0 gilt:
(i) an > a+ € fir hochstens endlich viele n € N, und

(i) an >a—e€ fir unendlich viele n € N.
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Eine analoge Charakterisierung gilt fiir den Limes inferior.

Beweis. Wir setzen wieder s, := supy>,, ax -
(1) = (2): Sei e > 0. Weil die Folge s, monoton fallend gegen a konvergiert, muss s, > a
fiir alle n sein. Also gilt fiir jedes n € N, unter Beachtung der Definition von s, :

dk>n:ap> s, —€ >a—ce,

und hieraus folgt Bedingung (ii). Ferner folgt aus a = lim,,_, s, die Existenz eines Schwel-
lenindex ng € N so, dass s, < a + ¢ fiir alle n > ng. Weil zudem a, < s,, folgt a, <a+e€
fir alle n > ng und daher Bedingung (i).

(2) = (1): Aus Bedingung (ii) folgt, dass s, > a — € fiir alle n € N und alle € > 0. Daher
muss lim,_,« S, > a sein. Weiter besagt Bedingung (i), dass zu jedem e > 0 ein Index ng € N
existiert, so dass a, < a + € fiir alle n > ng. Daher muss auch s, < a + € fiir alle n > ng
gelten, und hieraus folgt lim, . s, < a. O

Bemerkung: In den Ubungen werden wir sehen, dass fiir a € R gilt:

an, — a < limsupa, = liminfa, = a.

5.18 Satz. Sei (an)nen € R eine reelle Folge.

(a) Falls limsup,, ,o an = a € R, so ist a der grifste Hiufungswert der Folge (an,).

(b) Falls liminf, ,o anp, = a € R, so ist a der kleinste Hiufungswert der Folge (ay).
Beweis. Wir beweisen Teil (a). Nach Satz 5.17 gilt fiir alle € > 0:

(i) an > a — € fiir unendlich viele n € N;

(ii) an < a+ e fir alle bis auf endlich viele n € N.

Aus diesen beiden Aussagen zusammen folgt, dass |a, — a] < € fiir unendlich viele n ist.
Wegen Satz 5.16 ist daher a ein Haufungswert der Folge (a,). Ist ferner b eine reelle Zahl
mit b > a, so kann b kein Hdufungswert von (a,) sein. Um das einzusehen, argumentieren wir
folgendermafen: Wir schreiben b = a + 2¢ mit € = 3(b—a) > 0. Dann ist b — € = a + ¢, und
daher liegen im Intervall (b — €,b+ €) hochstens endlich viele Glieder der Folge (ay). Es kann
daher keine Teilfolge geben, die gegen b konvergiert. O

Der Limes superior wird auch im néachsten Kapitel iiber Reihen eine Rolle spielen.



Kapitel 6

Reihen

6.1 Definition und erste Beispiele

Sei (ag)ken eine Folge komplexer Zahlen (Die ay diirfen natiirlich auch alle reell sein!) Kénnen
wir alle Glieder dieser Folge aufsummieren? Bisher kennen wir nur endliche Summen. Daher
summieren wir schrittweise immer mehr Glieder der Folge auf. Genauer: Fiir n € N definieren
wir die n-te Partialsumme der Folge (ay) als

Also: s1 = a1, 2 = a1 + az, S3 = a1 + az + ag usw. Wir betrachten nun die Folge dieser
Partialsummen.

Definition. Die (unendliche) Reihe
S
k=1

mit Gliedern aj, € C ist definiert als die Folge (s, )nen der Partialsummen s, =), aj. Die
Reihe 72, ax heite konvergent, falls ihre Partialsummenfolge (s;) konvergiert. In diesem
Fall schreibt man

o0 n

2 =l on = lim D o

k=1 k=1
und nennt diesen Grenzwert den Wert der Reihe. Falls die Folge (s,,) divergiert, heift die Reihe
Y peq ax divergent.

Beachte: ) .7, ar bezeichnet sowohl die Partialsummenfolge, als auch deren Grenzwert im
Fall der Konvergenz.

Analog kann man aus einer gegebenen Folge der Form (ay)g>n, die Reihe Zzozno aj, bilden.

6.1 Beispiele. (1) Sei ay =k fiir alle £ € N. Dann ist

n

1

Sp = Z k= §n(n +1). (Arithmetische Summe!)
k=1

oo
Die Folge (sp)nen ist unbeschriankt, und daher ist die Reihe Z k divergent.
k=1

67
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(2) Wir betrachten die Reihe

o0

Moy

= k(k+1)

Wie lassen sich ihre Partialsummen s, berechnen? Der Trick zur Vereinfachung der Sum-

men ist der folgende Ansatz fiir k € N:

1 A B

TSV IR =S

mit noch zu bestimmenden Zahlen A, B € R, die von k unabhingig sein sollen. Durch-
multiplizieren der Gleichung mit dem Hauptnenner k(k + 1) zeigt:
(x) <= 1=A(k+1)+BkVkeN «<— A=1,B=-1.

Wir haben also
1 1 1

kk+1) k k—+1 (k€ N).

Dies ist ein Spezialfall einer sogenannten Partialbruchzerlegung. Damit erhalten wir
n n
1 1 1
S"_;k(k+l) - ;(%_ k+1)

- (-9 G-g) e+ ()

Dies ist eine sogenannte Teleskop-Summe: Léisst man die Klammern weg, so sieht man,

dass sich alle Summanden aufler dem ersten und dem letzten sukzessive gegeneinander
wegheben. Wir haben also

Offenbar ist limy, o S, = 1, und es folgt

=1
Zk(kJrl) =1

k=1

Eine erste wichtige Beobachtung zu konvergenten Reihen beinhaltet der folgende

o0
6.2 Satz. Sei Zak konvergent. Dann gilt lim ag = 0.
1 k—o0

Beweis. Sei s, = Ezzl ag . Dann ist a, = s, — s,_1 fiir n > 2. Nach Voraussetzung existiert
s =lim, . s, € C. Mit den Regeln fiir Grenzwerte folgt hieraus aber a,, - s—s=0. O

Beachte: Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe ist also, dass ihre Glieder
eine Nullfolge bilden. Dies ist aber keine hinreichende Bedingung, d.h. ist (ax)ren eine Nullfolge,
so muss die Reihe > 77, ai keineswegs konvergieren!

Beispiel: In Kiirze werden wir sehen, dass die Reihe ) 77, % divergiert, obwohl ihre Glieder

eine Nullfolge bilden.
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6.3 Beispiel (Geometrische Reihe). Hierunter versteht man die Reihe

o0

Z & (2 €C fest).

k=0
1. Fall: |z| > 1. In diesem Fall bilden die Reihenglieder keine Nullfolge, denn es gilt

|ZF| = |z|F > 1 fiir alle k.
Nach Satz 6.2 ist die geometrische Reihe in diesem Fall divergent.
2. Fall: |z| < 1. Wir berechnen die Partialsummen mit der geometrischen Summenformel 2.3:
1— Zn+1

n
k
P o ekl
1—2z
k=0

Dies Summenformel wurde in Kapitel 2 nur fiir reelle Zahlen # 1 gezeigt, sie gilt aber tatséchlich
alle z € C\ {1}, der Beweis bleibt derselbe. Wegen |z| < 1 gilt lim, ,o 2" = 0 und daher

. 1
lim s, = .
n—00 11—z

In diesem Fall also ist die geometrische Reihe konvergent mit Wert .
—z
Wir fassen zusammen:

Die geometrische Reihe » .7 ZF mit z € C

e divergiert, falls |z| > 1;

1

o
e konvergiert, falls |z| < 1, und sz =1
-z

k=0

6.2 Konvergenzkriterien

Um Reihen auf Konvergenz zu untersuchen, kénnen wir die bekannten Konvergenzkriterien fiir
Folgen auf die Partialsummen einer Reihe anwenden.

Wir beginnen mit dem Cauchykriterium 5.14 fiir Folgen. Es liefert sofort:

6.4 Satz (Cauchy-Kriterium fiir Reihen). Die Rethe > ;2 aj ist genau dann konvergent,
wenn ihre Partialsummen s, =Y ;_, a eine Cauchyfolge bilden. Also:

Die Reihe Y oo, ax konvergiert genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein Index ng = no(e) € N
existiert, so dass

‘Zak‘ = |sp — Sm—1| < € fiir alle n > m > ny.

k=m

Beachte: Andert man endlich viele Glieder einer gegebenen Reihe ab oder lisst sie weg, so
andert sich das Konvergenzverhalten nicht. Im Fall der Konvergenz &ndert sich durch eine
solche Modifikation allerdings der Wert der Reihe.
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6.5 Satz. Seien Y ;o ar und Y po by konvergente Reihen, und seien A, € C. Dann kon-
vergiert auch die Reihe Y o (Aag + pby), und es gilt

Z(Aak+ﬂbk) = A'Zak +M'Zbk-
k=1 k=1

k=1
Beweis. Setze Sp =Y p_jak, tn := Y p_q bk . Mit den bekannten Regeln fiir die Grenzwerte
von Folgen erhalten wir dann

n

oo o
Z()\ak + pbg) = Asp + pty njo A Zak + M'Zbk-
k=1 k=1 k=1

Zu Produkten von Reihen werden wir etwas spéter kommen.

Vorsicht: Klammern in unendlichen Reihen diirfen im Allgemeinen nicht weggelassen werden
(anders als bei endlichen Summen)!

o0
Beispiel: (1-1)+(1-1)+(1-1)+... =Y (1-1)=0,
k=1
o0
aber: 1-14+1-14+1-1+£... = Z(—l)k, und diese Reihe divergiert nach Satz 6.2.
k=0

6.6 Satz (Reihen mit nichtnegativen Gliedern). Gegeben sei eine reelle Folge (ag)ken mit
ap > 0 fir alle k € N. Dann gilt: Die Reihe Y ,-, ax ist genau dann konvergent, wenn die
Folge ihrer Partialsummen s, = p_, a beschrinkt ist.

Beweis. Die Folge (s,,) ist nach unserer Voraussetzung eine monoton wachsende, reelle Folge.
Nach dem Monotoniekriterium 4.7 ist sie genau dann konvergent mit Grenzwert in R, wenn sie
beschrankt ist. O

Schreibweise: Fiir eine Reihe mit Gliedern a; > 0 schreiben wir

o
° Z ap < oo, falls die Reihe konvergiert;

k=1
o
° Z ap = oo, falls die Reihe divergiert (denn das ist dquivalent zu lim,, oo S5, = 00).
k=1
=1
6.7 Beispiele. (1) Zﬁ < 0.
k=1

Begriindung: Wir erinnern uns an Beispiel 6.1(2). Die Partialsummen der gegebenen
Reihe lassen sich daher folgendermafsen nach oben abschétzen:

n

Die Partialsummenfolge der gegebenen Reihe ist also beschréinkt.

Den Wert dieser recht harmlos wirkenden Reihe konnen wir allerdings mit unseren Mitteln
noch nicht berechnen.
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(2) Die sogenannte harmonische Reihe Y 7, + divergiert:
oo
k=1

Begriindung: Die Partialsummenfolge (s,,) ist keine Cauchyfolge, denn fiir alle n € N

= OQ.

e

gilt
2n 2n
1 1 1 1
= D g2 D g =g, =5
k=n+1 k=n-+1

Als néchstes betrachten wir alternierende Reihen, das sind Reihen mit reellen Gliedern, die
abwechselnd positiv bzw. negativ sind. Fiir solche Reihen gibt es ein praktisches Konvergenz-
kriterium, das auf Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) zuriickgeht. Es liefert auch gleich eine
Abschétzung fiir den Fehler, den man macht, wenn man den Wert der gesamten Reihe durch
den einer Partialsumme anndhert (approximiert). Wichtig dabei: man muf den Wert der Reihe
nicht kennen, um den Apprxomationsfehler abschétzen zu kénnen!

6.8 Satz (Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen). Sei (ag)ren, C [0,00) eine mo-
noton fallende Nullfolge. Dann konvergiert die alternierende Reihe

oo
Z<_1)kak =ay—a;+ay—az=x....

k=0
[e.e]
Ferner gilt fiir den Reihenwert s := Z(—l)kak die Fehlerabschdtzung
k=0

n

‘ 5 — Z(_l)kak’ <apyr-

k=0

D.h. jede Partialsumme approzimiert den Wert der Reihe bis auf einen Fehler, der hochstens
so grofl ist wie der Betrag des ersten weggelassenen Summanden.

Beweis. Sei s, := > p_o(—1)*as, . Dann gilt fiir n > 2:

Sp — 8p9 = (=1)"a, + (=1)" a,_1
=(-1)" (an — an-1) -
?6_/
Hieraus ersehen wir:
o falls n gerade ist, so ist s, < s,_9. Also: sg > 59 > 54 > ...

e falls n ungerade ist, so ist s, > s,_9. Also: s1 < s3<s5<....

Ferner gilt
50 > sa9p = Sop—1 + (—1)*"az, > s9,-1 > s1.

Also ist die Folge (s2y)neny monoton fallend und beschriankt, und die Folge (S2;,—1)nen ist mono-
ton wachsend und beschrankt. Nach dem Monotoniekriterium existieren daher die Grenzwerte

A:= lim s9, € R und B:= lim s9,_1 € R.
n—oo n—oo
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»ne

51 53 55 84 52 50

Hieraus folgt weiter:
Qon = S2pn — Sop—1 — A —B.
n—oo

Andererseits gilt as, — 0 nach Voraussetzung. Daher muss A = B sein, und es folgt, dass
die gesamte Folge (s,)nen gegen s := A = B konvergiert: denn zu € > 0 gibt es einen Index
ng € N, so dass sowohl |sq, — s| < € als auch |s9,—1 — s| < € fir alle n > ny.

Der Grenzwert s erfiillt dabei
Son—1 < 8 < 89, firallen e N.

Das zeigt, dass s zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Partialsummen s; und spy; liegt.
AuRerdem gilt |sg11 — sg| = ary1. Hieraus erhalten wir die Fehlerabschitzung |s — si| <

|Skt1 — Skl = arq1. O
Bemerkung: Neben der Fehlerabschéitzung haben wir auch gezeigt, das der Reihenwert s

zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Partialsummen liegt.

6.9 Beispiel. Die alternierende harmonische Reihe:
o
—1)k-t 1 1 1
) S AN S S S
k 2 3 4
k=1

Diese Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium. Wir werden spéter den Reihenwert be-
rechnen: er ist In2. (Dabei bezeichnet ,,In“ den natiirlichen Logarithmus, die Umkehrfunktion
der Exponentialfunktion).

Nun kehren wir wieder zu allgemeinen Reihen in C zuriick. Oft ist es unmoglich oder zumindest
sehr aufwendig, den Wert einer Reihe explizit zu bestimmen. Wir suchen daher nach Kriterien,
die zumindest die Konvergenz sichern.

Definition. Eine Reihe "7 ar mit ay € C heift absolut konvergent, falls

oo
Z lax| < oco.
k=1

Beispiele: 1. Fiir alle z € C mit |2 < 1 ist die geometrische Reihe Y 3%, 2% absolut konver-
gent.

_1)k—-1
2. Die alternierende harmonische Reihe > 72, ( 1,1, ist zwar konvergent, aber nicht absolut
konvergent.

6.10 Satz. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent (im gewdhnlichen Sinne).

Beweis. Sei Y ,- ay absolut konvergent. Nach dem Cauchy-Kriterium (Satz 6.4) fiir die Reihe
> peq lag] gibt es zu jedem € > 0 einen Index ng € N, so dass

n
Z lag| < e fiir alle n > m > nyg.

k=m
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Mit der Dreicksungleichung folgt

n n
‘Zak’ < Z\ak\ < e fir alle n > m > ng.
k=m k=m

Wiederum aufgrund des Cauchykriteriums ist daher die Reihe ) 7, ar konvergent. O
Beispiel: Die Reihe Z 72 ist absolut konvergent, da
k=1
i 1 1 .
‘ﬁ‘ =12 und Z? < oo (Beispiel 6.7).
k=

Zum Nachweis der absoluten Konvergenz einer Reihe gibt es verschiedene Kriterien. Wir begin-
nen mit dem

6.11 Satz (Majorantenkriterium). Sei Y ;°, a; eine Reihe mit ar € C, und sei (by)ken
eine nichtnegative reelle Folge mit |a| < by fir alle k € N. Ferner gelte Y 7= by < oco. Dann
ist die Reihe Y ;2 ap absolut konvergent, und es gilt

o0 o0

k=1 k=1 k

= =1

In der Situation dieses Satzes nennt man die Reihe Y77, by eine konvergente Majorante fir
die Reihe >, ay .

Beweis. Fiir alle n € N gilt

() Z]ak] < Zbk < Zbk < o0.
k=1 k=1 k=1

Nach Satz 6.6 ist daher die Reihe ) ,_; a; absolut konvergent, und damit auch konvergent
(im gewohnlichen Sinne). Ferner erhalten wir nach den Regeln fiir Grenzwerte von Folgen:

oo n n n o
_ | _ < 1 < ‘
L] = Jim, S| = i || < i Sl < 3o
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Hieraus folgt die behauptete Ungleichungskette. O

Beispiel. Fiir jeden Exponenten n € N mit n > 2 konvergiert die Reihe
1
P
k=1

nach dem Majorantenkriterium: es ist namlich

1
< fiir alle k € N und Zﬁ<oo.

k=1

11
B R
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Bemerkung: Im Majorantenkriterium geniigt eine abgeschwéchte Bedingung der Form
lag| < by fiir alle & > ng, um die absolute Konvergenz der Reihe ) ;7 a; zu sichern. Die
Ungleichungskette (%) muss dann aber entsprechend mit Summation ab ny modifiziert werden.

Beispiel: Dezimalbriiche.
Bereits in der Schule haben Sie reelle Zahlen als Dezimalbriiche kennengelernt. Z.B. ist

417,29 =4-102 +1-10" +7-10°+2-1071 +9- 1072

Allgemein versteht man unter einem Dezimalbruch eine Reihe der Form

o
+ Z ap - 107"
k=—N

mit N € Ny und Ziffern a; € {0,1,...,9}. Abkiirzend schreibt man diese Reihe als
‘+a_n...a9,araz ....
Beispiel:
3.

= CN"a g0k (L3 1 1
0,3._0,33333..._;3 107 = 2(10) =1 i-T =3

Dabei haben wir die Summenformel fiir die geometrische Reihe verwendet.

6.12 Satz. Jeder Dezimalbruch ist eine konvergente Reihe und stellt daher eine reelle Zahl dar.

Beweis. Die Reihe Zzoz, N9 107% ist eine konvergente Majorante. (Bis auf einen konstanten
Faktor ist das eine geometrische Reihe). O

Bemerkung: Umgekehrt lafst sich jedes z € R als Dezimalbruch darstellen. (Dies wird in der
Zentralibung gezeigt). Die Dezimaldarstellung ist aber nicht notwenig eindeutig! Z.B. ist

0,9=) 9-107%=1.
k=1

Wir kehren zu den Konvegenzkriterien fiir Reihen zuriick. Ein weiteres niitzliches Kriterium:

6.13 Satz (Quotientenkrierium). Sei Y °, a, eine Reihe mit a, € C.

(1) Es gebe ein Zahl ¢ € R mit 0 < g <1 und ein ng € N so, dass

an+1

VYn>mng: a, #0 und <gq
n
Dann ist Y o2 | an absolut konvergent.
(2) Es gebe ein ng € N, so dass
Vn>mng: a, 0 und Gntl > 1.
Qn

Dann ist > 7 | an divergent.
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an

Achtung: In Teil (1) darf die Bedingung ’TH‘ < g nicht ersetzt werden durch die schwa-
chere Bedingung ’aZ—:l| <1.

Als Beispiel dazu betrachten wir die harmonische Reihe > °° 1

ne1 3 - oie divergiert, obwohl

Gn+41
an

S <1 fur alle n € N.
n+1

Tatsédchlich gilt hier lim,, s ’a"“ } =1, und daher gibt es kein g < 1, so dass ’“"*1 ‘ < q fiir

an an
alle bis auf endlich viele Indizes n gelten wiirde.

Beweis des Quotientenkriteriums. (1) Fir n > ng haben wir
an—l‘

an—2

Gnp Ang+1

lan| =

‘.|ano| < qn_n0'|an0‘:: C-q"

Ap—1 Any

mit einer von n unabhéngigen Konstanten C' > 0. Wegren ¢ < 1 ist daher die Reihe )7, Cq™
eine konvergente Majorante fiir die Ausgangsreihe > > | a, , und die Behauptung folgt aus dem
Majorantenkriterium.

(2) Fiir n > ng gilt |an| > |an,| > 0. Daher ist (ap)nen keine Nullfolge. O

6.14 Korollar (Quotientenkriterium, Variante II). Angenommen, es ist a, # 0 fir fast
alle n, und es existiere der (eigentliche oder uneigentliche) Grenzwert

An+1
anp,

R = lim

n—oo

€ [0, c0].

Dann gilt:
(i) Falls R <1, soist > .02, a, absolut konvergent.
(ii) Falls R> 1, soist Y .o an divergent.
Beweis. (i) Fir ¢ >0 mit R < ¢ <1 ist die Bedingung von Teil (1) des Quotientenkriteriums

erfiillt.
(i) Hier ist die Bedingung von Teil (2) des Quotientenkriteriums erfiillt. O

Achtung: Das Korollar enthélt keine Aussage im Fall R = 1. Siehe dazu auch die folgenden
Beispiele.

2
6.15 Beispiele. (1) Wir betrachten die Reihe Z Z_” . Es gilt
n=1
2 n
angr| _ (n+1? 20 1 <n+1)2 b
an oantl  p2 2 n 2

Mit Variante II des Quotientenkriteriums folgt, dass die Reihe konvergiert.

(2) Fiir die divergente harmonische Reihe >, % gilt R =1, und auch das Quotientenkrite-
rium selbst ist nicht anwendbar (wie oben erlautert).

oo
1
(3) Fiir die Reihe Z s gilt
n=1

n2

" (n+1)2
Also ist auch hier R = 1, und das Quotientenkriterium ist ebenfalls nicht anwendbar. Wir
haben aber bereits auf anderem Wege gezeigt, dass die Reihe konvergiert.

an+1
Qp

— 1.
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Zum Abschluss noch eine weitere Folgerung aus dem Quotientenkriterium:

6.16 Satz (Wurzelkriterium). Gegeben sei Y ", a, mit a, € C. Setze

L :=limsup {/|an| € [0, o0].

n—00

(i) Falls L <1, soisty .-, a, absolut konvergent.
(ii) Falls L > 1, soist > o" an divergent.

Beweis. (i) Wéhle ¢ > 0 mit L < g < 1. Nach Satz 5.17 existiert dann ein Index ng € N, so
dass {/|an| < ¢ fiir alle n > ng. Die geometrische Reihe Zfbozno q" ist daher eine konvergente
Majorante fiir die Reihe "> |a,]|.

n=ng
(ii) Ist L > 1, so existieren unendlich viele Indizes n € N mit {/|a,| > 1. Fiir diese Indizes
folgt |a,| > 1, und daher kann (a,) keine Nullfolge sein. O

Bemerkung: Falls der Grenzwert lim, o, {/|an| € [0,00] existiert, so stimmt er mit dem
Limes superior dieser Folge liberein, siche Aufgabe H1, Blatt 7!

oo
6.17 Beispiel. Wir betrachten die Reihe Z n°2" mit s € N und z € C. In diesem Fall ist

n=1
anl = it /] = (V) |2,

Die rechte Seite konvergiert fir n — oo gegen |z|, und daher ist L = |z|. Das Wurzelkriterium
liefert daher, dass die gegebene Reihe fiir |z| < 1 absolut konvergiert, und fiir |z| > 1 divergiert.

Das Wurzelkriterium ist manchmal noch anwendbar, wenn das Quotientenkriterium versagt.

6.3 Der Umordnungssatz

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Frage, was passiert, wenn man die Glieder einer (un-
endlichen) Reihe umordnet, d.h. sie in geédnderter Reihenfolge aufsummiert. Wir betrachten als
erstes ein Beispiel, das zeigt, dass man im Allgemeinen nicht sorglos umordnen darf:

Beispiel: Wir betrachten die (bekanntlich konvergente) alternierende harmonische Reihe
(e o]
(=)t 1 1 1
= — =1l—-c4+-—=-=%...
=2, 27371

n=1
Weil jede Teilfolge der Partialsummenfolge (s,) ebenfalls gegen den Wert s konvergiert, gilt
= li = lim [(1 1) + ! )]s L
o= Jim e = Jim (1) b (5 g0)] > o

Nun ordnen wir die Reihe so um, dass auf ein positives Glied zwei negative folgen:

o0

LR N O S S L R
2747376 8 w1 an-2 a7 &
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Fiir die Partialsummen ¢, = ) ;_; ¢, der umgeordneten Reihe gilt

; _(1 )+ +< 1 1 1)_1
n = 2 4) T T o1 T dn—2 1) 2%

Wegen

. S . .

lim t3, = = und lim c3p41 = lim c3p42 =0
2 n—+00 n—+00

konvergiert auch die gesamte Partialsummenfolge (¢,) gegen 5. Die umgeordnete Reihe kon-
vergiert daher ebenfalls, aber ihr Wert ist verschieden von dem der Ausgangsreihe:

> s
ch =5 £ s.
k=1

Umordnungen koénnen also verschiedene Reihenwerte liefern! Beachte dabei, dass die alternie-
rende harmonische Reihe zwar konvergiert, aber nicht absolut konvergiert. Wie der néchste Satz
zeigt, kann bei absolut konvergenten Reihen das Phanomen, dass Umordnungen unterschiedliche
Reihenwerte liefern, nicht auftreten.

6.18 Satz (Umordnungssatz). Sei Y 2, a, mit a, € C eine absolut konvergente Reihe und

n=1
o0 : N — N eine Bijektion, d.h. eine Permutation der Indizes. Dann ist die umgeordnete Reihe

Yoy Ag(n) ebenfalls absolut konvergent, und hat denselben Wert:

o0 o0
Do = D an-
n=1 n=1
Beweis. Wir setzen
n n
Sp 1= Zak, s = nlLH;Osn, Sp 1= Zaa(k).
k=1 k=1
Sei € > 0. Aufgrund der absoluten Konvergenz der Ausgangsreihe gibt es dazu einen Index
N = N(e) € N, so dass
€ > €
(%) ]sN—s\<§ und kZN\ak\ <3

Wir wihlen nun ng € N mit ng > N so groR, dass {o71(1),...,0 Y(N)} C {1,...,n0}. Dann
ist {1,...,N} C{o(1),...,0(ng)}, und fiir n > ny erhalten wir

n N
Si= D G = D akt D a=snt )
k=1 k=1 ke[n’]\r k:eIn,N
mit der ,Restindex-Menge* I,, y = {o(1),...,0(n)}\ {1,...,N}. Es folgt
|5 — 8| < |sny —s|+ Z lag| < AT
— —_ 2 2 )
kEInyN

wobei wir fiir die letzte Ungleichung die Abschitzungen aus (x) verwendet haben. Dies zeigt,

dass
o o0
a = lim 5, = s = g Qy, -
Z o(n) oo M n
n=1 n=1
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Die gleiche Argumentation mit [aq(,)| anstelle von a,(,) liefert ausserdem

o) o0
D lagml = D lan| < oo
n=1 n=1
Dies besagt, dass die umgeordnete Reihe ebenfalls absolut konvergiert. U

Bemerkung. Ist die Reihe > >°  a, zwar konvergent, aber nicht absolut konvergent, so gibt
es zu jedem = € R eine Umordnung o : N — N der Indizes, so dass die umgeordnete Reihe
> e g(n) gegen x konvergiert. Dies wurde von Bernhard Riemann (1826-66) bewiesen.

6.4 Das Cauchy-Produkt von Reihen

In diesem Abschnitt lernen wir eine Methode kennen, wie man das Produkt zweier (absolut
konvergenter) Reihen effizient berechnen kann. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung. Seien

A:iaj und B:ibk
j=0 k=0

zwei konvergente Reihen. Dann ist

AB = lim Zn:ajB = lim i(i ajbk> = i(i ajbk>7
n~>ooj:0 n—00 20 k=0 20 k=0

und analog

oo o0

k=0 j=0
Beide Formeln sind aber fiir konkrete Berechnungen meist nicht hilfreich. Eine andere Idee
besteht darin, &hnlich wie bei der Multiplikation von Polynomen vorzugehen:

AB :(ag+a1+a2+...)~(bo+b1+b2+...)

(o) n
~ aobg + (aobl + albg) + (apbs 4+ a1b; + agbo) +... = Z ¢, mit ¢, = Zajbn—j )
n=0 =0

Fiir das Produkt zweier endlicher Summen ist diese Formel (d.h. die Identitit mit dem Fra-
gezeichen) stets richtig. Fiir unendliche Reihen ist sie allerdings nicht uneingeschrankt giiltig.
Sind aber die beiden Reihen A, B absolut konvergent, so ist die obige, nach Cauchy benannte
Formel tatsachlich korrekt:

6.19 Satz (Cauchy-Produkt von Reihen). Seien » 72 ga; und > 272 by absolut konver-
gente Reihen. Setze

Cp 1= Zajbn—j = Z ajby  (n € Np).
Jj=0 (4,k): j+k=n

Dann ist auch die Reihe Y 7 cn absolut konvergent, und es gilt

(g aj) . (; bk) = Ti]cn = i(; ajbn_j).
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J

Dass in diesem Satz auf die Forderung der absoluten Konvergenz nicht verzichtet werden kann,
werden wir in den Ubungen anhand eines Beispiels sehen.

Beweis von Satz 6.19. Wir setzen
0 oo (o @) x
A=>"a;, B:i=> by, Si:=)Y lajl, Sa:=> |0l
j=0 k=0 j=0 k=0

Zunichst wollen wir beweisen, dass die Reihe Y > ¢, absolut konvergiert. Dazu schitzen wir
die Partialsummen ab: fiir N € N gilt mit der Dreiecksungleichung:

N N n N N N N
> leal < 30D lagbuil < 30D lastel = (D lasl) - (X Iil) < 1+ 52 < oo
n=0 §=0 k=0

n=0 j=0 §=0 k=0
Die Reihe Y 7 |cp| ist also konvergent, denn ihre Partialsummenfolge ist beschrinkt. Damit
konvergiert auch die Reihe > "7 ¢, . Wir wollen nun ihren Wert berechnen.
Sei dazu € > 0. Gemaéfs Definition von A und B und der absoluten Konvergenz der beiden
Ausgangsreihen gibt es dann einen Index nyg = ng(e) € N, so dass fiir alle N > ng die folgenden
beiden Abschétzungen erfiillt sind:

0 [(Se) - (o) - as] < §

J=0

(ii) Z|aj| < ﬁ und Z]bk| < ﬁ, mit M =51+ S2.
j>N k>N

Fir N > ng betrachten wir nun die folgende Skizze fiir die Indizes j,k € Ny:

k
2N
I I ={(j,k) €N :j+k<2N,j > N}
N Ig:{(j,k)eN%:j+k§2N,k>N}
I
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Damit erhalten wir fiir N > ng die folgende Abschétzung:

2N N N
Y —aB| < |(Xa) (Cu) - 4B+ X lal Il
n=0 j=0 k=0 (

j,k)El1UI2
< % wegen (i) =
Die Restsumme R konnen wir weiter abschéatzen:
R< (Y lasl) 82 + 81 (3 Ionl):
J>N k>N
Unter Beachtung von (ii) folgt hieraus
€ € €
< . - .M = =
B< oy (48) =5y 2
Zusammen erhalten wir
2N
‘ch — AB‘ < € fir alle N > ny,
n=0
und hieraus schliefslich folgt
oo
ch = AB.
n=0
Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen. U

Beispiel. Fiir z € C mit |z| < 1 betrachten wir die absolut konvergente geometrische Reihe:
oo
n=0 -

Durch Cauchyprodukt-Bildung dieser Reihe mit sich selbst erhalten wir:

mit .
Cp = Z(zj . z”_j) = (n+1)z".
=0

Fiir z € C mit |z] < 1 folgt hieraus mit Indexverschiebung

Py o0

n

o = 2
(1-=2) —

und diese Reihe konvergiert absolut. Die absolute Konvergenz ist hier eine Konsequenz der
absoluten Konvergenz des Cauchyprodukts; sie ist aber auch schon aus Beispiel 6.17 bekannt.



Kapitel 7

Exponentialfunktion und Potenzreihen

Die Exponentialfunktion, die wir in diesem Kapitel einfiihren, ist eine der wichtigsten Funktio-
nen der Analysis (und der gesamten Mathematik). Sie ist ein typisches Besipiel einer Potenzreihe
und beschreibt natiirliche Wachstumsprozesse.

7.1 Die Exponentialreihe

Definition. Fiir z € C ist die Exponentialreihe exp(z) definiert durch

o n

exp(z) := Z % .

n=0

7.1 Satz. (1) Die Ezponentialreihe ist fir jedes z € C absolut konvergent.
(2) Fiir alle z,w € C gilt die Funktionalgleichung

exp(z) - exp(w) = exp(z + w).

Die Funktion exp:C — C, z — exp(z) heilt Exponentialfunktion.

Beweis von Satz 7.1. (1) Die Exponentialreihe konvergiert offenbar fiir z = 0 mit Wert

exp(0) =0° = 1.
n
Sei nun z # 0. Wir wenden das Quotientenkriterium an mit a,, = Z—l # 0. Wegen
n!

n+1 1

-l o<
n-+1 n—00

an—i—l‘ _ ‘ z n!
ap, | In+1)! 20

folgt mit dem Quotientenkriterium (Variante II, 6.14) die absolute Konvergenz der Reihe.
(2) Da die Exponentialreihe absolut konvergiert, konnen wir das Cauchyprodukt bilden:

i ok ST
en(a)-ent) = (35) (X 5) = E(X 5 )
= i%(i (?) jw"_j) = i%(z—l—w)” = exp(z + w),
n=0 §=0 n=0

wobei wir im vorletzten Schritt den Binomischen Satz 2.8 verwendet haben, der fiir komplexe
Zahlen ebenso gilt wie fiir reelle (der Beweis ist derselbe). 0

81
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Spezielle Werte der Exponentialfunktion:

o exp(0) =1
— 1

o |exp(l) = Z ] e (Eulersche Zahl).
n=0

Der Buchstabe e fiir exp(1) wurde von Leonhard Euler in seinem Werk Mechanica (1736)
eingefiihrt, daher der Name Eulersche Zahl. Es ist

1 1
=14+_-+=-+...>1
e +2+6+

In Kiirze werden wir die Eulersche Zahl e ndherungsweise berechnen und sehen, dass e =
2,7182818. Die Exponentialreihe selbst geht auf Isaac Newton zuriick (ca. 1669).

Wir notieren noch einige Konsequenzen von Satz 7.1.
1

exp(z)

7.2 Korollar. (1) Fir alle z € C gilt exp(z) # 0 und exp(—=z) =

(2) exp(z) = ().
(3) Fir x € R ist auch exp(z) € R mit exp(xz) > 0. Fir x >0 ist exp(x) > 1.
(4) Fir alle z € C und n € Z gilt exp(nz) = (exp2)". Insbesondere ist exp(n) = e".

Beweis. (1) Aus der Funktionalgleichung folgt exp(z) - exp(—z) = exp(0) = 1. Dies liefert die
behaupteten Aussagen. (2) ergibt sich mit den Regeln fiir Folgengrenzwerte aus

" zk " ok
exp(z) = nh_)rgo Zﬁ = lim = exp(2).
k=0 "

=0

(3) Dass exp(x) € R fiir x € R ist klar aus der Definition. Wir wissen bereits, dass exp(0) = 1.

Ist x > 0, so erhalten wir

[e.o] n

x
exp(z) :Z%H >1+2>1.

Ist x <0, so ist —x > 0. Hieraus und mit Teil (1) folgt daher exp(z) = exp(—z)~! € (0,1).

(4) Fiir n € Ny erhalten wir die Aussage mit Induktion nach n aus der Funktionalgleichung.

Fiir n € Z mit n < 0 folgt sie dann mit Teil (1): exp(nz) = exp(—nz)~! = ((exp(z)™")~! =

(exp(2))". 0

Motiviert durch die letzte Aussage in Teil (4) des Korollars fithren wir nun eine bequemere
Notation ein.

Schreibweise: | e¢* :=exp(z) fir z € C.

Damit gilt also

Bemerkung zur Bedeutung der Exponentialfunktion.
Die Exponentialfunktion beschreibt natiirliche Wachstumsprozesse. Um das zu erldutern, be-
trachten wir den Bestand f(¢) > 0 einer Substanz (oder Population) zur Zeit ¢ > 0. Der
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Bestand zur Zeit ¢t = 0 sei f(0) = 1. Wir nehmen an, alle Teile des Bestands entwickeln sich
stets unabhéngig voneinander nach demselben Gesetz. (Das ist z.B. bei radioaktiven Substanzen
so). Hat sich also aus dem Anfangsbestand f(0) =1 in der Zeit ¢ der Bestand f(t) = f(¢) -1
entwickelt, so erhalten wir zur Zeit t+s (mit s > 0) den Bestand f(t)- f(s). Der Bestand f(¢)
geniigt also der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion!

Nachdem wir den Begriff der Stetigkeit kennengelernt haben, werden wir die Funktionalglei-
chung

fit+s)=f(t)- f(s) firalles,teR

nochmals betrachten und sehen, dass alle stetigen Losungen dieser Funktionalgleichung mit der
Zusatzbedingung f(0) = 1 tatsiichlich gegeben sind durch f(t) = e mit einer Konstanten
a € R.

Im n#chsten Satz stellen wir e® als Grenzwert einer speziellen Folge dar.

7.3 Satz. Fiir alle z € C gilt

1\n
Insbesondere gilt: e = lim (1 + —) .

n—oo n

Die Konvergenz dieser Folge ist {ibrigens langsam, sie eignet sich daher nicht gut fiir numerische
Berechnungen. Dennoch ist sie von grofer Bedeutung in der Analysis.

Beweis von Satz 7.3. Wir betrachten die (absolut konvergente) Exponentialreihe. Sei € > 0.
Dazu wahlen wir ng € N so grofs, dass
oo
Bl
® > <3
k! 3
k=no+1

Fiir n € N mit n > ng betrachten wir nun die Differenz

" /n\ [ 2\ k 22k
-G -XE
k=0 k=0
Mit der Dreiecksungleichung und durch Aufspalten beider Summen erhalten wir die Abschét-
N N AL - n\ |z|* P
Anﬁg)(k)—k‘y?* 2. (QW* >

k=ngp+1 k=no+1
=:Bn =:Cn < 5 nach (%)

A, = ’(l—i—i)n — e
n

zung

Um die Summen B, und C,, weiter abschétzen zu kénnen, verwenden wir dass

Cv.1 _ln-1) . (—ktD) _ 1

I n 1_1
e T N

(bei festem k). Damit erhalten wir zunéchst

und

o0

1 k €
C, < Ej%ﬂa <3
k=no+1
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Ferner gilt
fn\ 1 1),
B, <Y (k)—k e
k=0

Dies ist eine Summe fester Lénge, bei der jeder Summand fiir n — oo gegen 0 konvergiert.

Daher konvergiert auch B,, gegen 0 fiir n — oo. Wir kénnen daher ein ny = nj(€) > ng finden,
so dass .
B, < 3 fur alle n > ny.

Fiir n > ny erhalten wir damit insgesamt die Abschitzung A, < e. Dies liefert die behauptete
Aussage. O

Anwendung: Kontinuierliche Verzinsung.

Wir legen ein Startkapital K > 0 fiir 1 Jahr an, mit einem Zinssatz von p% (pro Jahr). Dabei
werde in sehr kurzen Abstédnden verzinst, genauer: wir nehmen an, dass in jedem %—ten Jahr %%
Zinsen auf das jeweils aktuelle Kapital aufgeschlagen werden. Dann betriagt das Gesamtkapital
nach einem Jahr

p 1\»
K:K.<1 _._>.
" +n 100

Im Limes n — oo (also einer kontinuierlichen Verzinsung) erhélt man als Kapital nach einem
Jahr den Betrag
lim K, = K - e?/1%,

n—o0

Diese Methode der Verzinsung geht zuriick auf Jakob Bernoulli (1655-1705). Aber erst sein
Neffe Daniel Bernoulli konnte 1728 den Grenzwert der Folge (1 + £)" berechnen.

Als néchstes betrachten wir die Exponentialfunktion fiir reelle Argumente etwas genauer.

7.4 Satz. Die Exponentialfunktion exp : R — (0,00) ist streng monoton wachsend.

Beweis. Seien z,y € R mit = < y. Wir schreiben y = z + s mit s > 0. Mit der Funktional-
gleichung folgt

ey =e"- e >e”
weil e® > 1 geméaf Korollar 7.2 (3). O
Yy
6$
€T ; >0 = " >1
! r<0=0<e"<1
,_/1 |
i x
0 1

Der abgebildete Graph der Exponentialfunktion ldsst vermuten, dass sie R surjektiv auf das
Intervall (0,00) abbildet. Das ist richtig, wir konnen es aber erst beweisen, wenn wir den Begriff
der Stetigkeit kennengelernt haben.
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Zur Berechnung von e”.

Unser Ziel hier ist eine ndherungsweise Berechnung von e* fiir x € R mit |z| < 1. Mit der
Funktionalgleichung kann man dann hieraus auch Néherungen fiir e® mit beliebigem = € R
erhalten. Wir starten mit der Exponentialreihe:

ex:ZH = E + Rn+1(x>
k=0 k=0
mit dem Restglied
Rn+1($) = g .
k=n-+1

Fiir |x| <1 konnen wir diesen Rest folgendermafien nach oben abschétzen:

(o]
jxl* | |
|Rnt1(2)] < kzn;rl A (n+1)! n+2 (n+2)(n+3)
"+ ( 11 [+
L SR ) — 2. .
Sy U2t e ” (n+1)!

Dabei ist das Ungleichheitszeichen in der zweiten Zeile scharf (d.h. < statt <), sofern = # 0.
Dieselbe Abschétzung funktioniert offenbar fiir komplexe Argumente z € C mit || < 1. Wir
halten fest:

7.5 Satz (Restgliedformel fiir die Exponentialfunktion). Fir z € C mit |z| <1 gilt

Falls z # 0, so gilt dabei sogar ,, <.

Der Fehler, den man macht, wenn man die Exponentialfunktion durch eine ihrer Partialsummen
approximiert, ist also hochstens so grof wie das Doppelte des Betrags des ersten weggelassenen
Reihenglieds.

Spezialfille: Fiir |z| <1 gelten
o |ef—1] < 2z.

o |eF—1-z| < [2%

2
(n+ 1)l

n
1
Beispiel: ¢= ) _ o7+ B (1), wobel [Rnp(1)] <
k=0
Z.B.ist Ri1(1) < 6-1078, und daher e~ 2,7182818 (7 giiltige Nachkommastellen).

Die Restgliedformel fiir die Exponentialfunktion hat eine interessante weitere Konsequenz:

7.6 Korollar. Die Eulersche Zahl e ist irrational.



86 KAPITEL 7: Exponentialfunktion und Potenzreihen

Beweis. Wir nehmen an, es sei e = 7 € Q mit m,n € N. Aus dem obigen Beispiel erhalten

TS Sy

wir zunéchst

Durch dieses Multiplizieren mit n! haben wir erreicht, dass der Ausdruck s eine natiirliche Zahl
ist! Wegen 0 < s < niﬂ miisste aber auch 0 < s < 1 gelten, ein Widerspruch. O

Bemerkung: Tatséchlich ist die Zahl e sogar transzendent, d.h. es gibt kein Polynom mit
rationalen Koeffizienten, welches e als Nullstelle hat. Das wurde erstmals 1873 von Charles
Hermite bewiesen. Zum Begriff der Transzendenz siehe auch die Zusatzaufgabe auf Blatt 6.

7.2 Potenzreihen

Die Bauart der Exponentialreihe

lasst sich natiirlich verallgemeinern.

Definition. Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form
o
() D ealz—a)", (z€0),
n=0

mit Koeffizienten ¢, € C und Entwicklungspunkt a € C.

Wir wollen nun untersuchen, fiir welche z € C die Reihe (x) konvergiert. Das héngt natiirlich
vom Entwicklungspunkt und den Koeffizienten ab. Wir werden aber wichtige allgemeine Aus-
sagen iiber den Konvergenzbereich einer Potenzreihe (d.h. die Menge der z € C, fiir die sie
konvergiert) gewinnen.

Zunéachst sehen wir, dass sich durch die Substitution z,e, := z — a die Konvergenzfrage fiir
die allgemeine Potenzreihe () reduzieren liasst auf den Fall, dass der Entwicklungspunkt a = 0
ist. Wir konnen uns daher bei der Konvergenzuntersuchung beschréinken auf Potenzreihen mit
Entwicklungspunkt 0. Eine solche Potenzreihe ist von der Form

o
E 2.
n=0

Fiir z = 0 ist sie offenbar konvergent.

7.7 Lemma. Angenommen, die Reihe Y > cn2" konvergiert fiir
z = z9 € C, wobei 2y # 0. Dann konvergiert Reihe absolut fiir alle
Punkte z aus der offenen Kreisscheibe {z € C: |z| < |20]}.
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Beweis. Da die Reihe Y >°  cpz{ konvergiert, muss die Folge ihrer Glieder beschrénkt bleiben.
Es gibt daher eine Konstante M > 0, so dass

‘cnzg‘ < M fiir alle n € N.
Fir z € C mit |z| < |zo| folgt daher
}cnz"‘ = ‘cnzg‘ . ‘zio‘n < M-q¢" mit q:= ‘%‘ < 1.

Die Reithe M -3">°  ¢" ist daher eine konvergente Majorante (geometrische Reihe). Mit dem
Majorantenkriterium 6.11 folgt die Behauptung. O

Definition. Der Konvergenzradius der Potenzreihe ) 7 j¢,2" ist definiert als

o0
R :=sup {r >0: Z cnr” konvergiert} € [0, 00] .

n=0

Der Begriff , Konvergenzradius® klart sich durch den folgenden Satz:

7.8 Satz. Die Potenzreihe Y > cp2" ist

(a) absolut konvergent fir alle z € C mit |z| < R, @ R

(b) divergent fir alle z € C mit |z| > R.
Die offene Kreisscheibe Br(0) heifit die Konvergenzkreisscheibe der Potenzreihe Y > ¢p2™.

Achtung: Der Satz macht keine Aussage fiir Punkte z mit |z| = R, d.h. Punkte auf dem Rand
der Konvergenzkreisscheibe! Tatséchlich kann fiir diese Randpunkte keine allgemeine Konver-
genzaussage getroffen werden; sie miissen daher immer gesondert betrachtet werden. Wir werden
in Kiirze einige Beispiele dazu ansehen.

Beweis des Satzes. (1) Sei |z| < R. Wir wihlen » > 0 mit |z| < r < R. Nach Definition von
R ist > 27 cpr™ konvergent. Wegen |z| < r folgt mit Lemma 7.7, dass die Reihe > 7 ¢,2"
absolut konvergiert.

(2) Sei |z| > R. Angenommen, die Reihe ) 2 c¢p2" konvergiert. Geméf Lemma 7.7 ist dann
auch > > ¢, r™ konvergent fiir jedes 7 mit R < r < |z|. Dies aber steht im Widerspruch zur
Definition des Konvergenzradius R. O

Wir betrachten noch die Grenzfille fiir den Konvergenzradius, R = 0 und R = oo. Offenbar
gilt:

R = 00 < die Potenzreihe konvergiert absolut fiir alle z € C;
R =0 <= die Potenzreihe konvergiert nur fiir z = 0.

Beispiele:

e Die geometrische Reihe "7 ;2™ hat den Konvergenzradius R = 1.

[e.e]

e Die Exponentialreihe ) > 2—? hat den Konvergenzradius R = oc.
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Aus dem Quotienten-und Wurzelkriterium fiir gewohnliche Reihen ergeben sich zwei wichtige
Methoden zur Berechnung des Konvergenzradius von Potenzreihen, die nun folgen.

7.9 Satz (Berechnung des Konvergenzradius). Gegeben sei die Potenzreihe Y " cn2™.

(1) Quotientenkriterium fiir Potenzreihen: Angenommen, es ezistiert der (eigentliche
oder uneigentliche) Grenzwert

Cn+1
Cn

g = lim € [0, o0].

n—o0

1
Dann ist R= —.
q

1
(2) Formel von Cauchy-Hadamard: Esist R=— mit q:=limsup y/|c,| € [0, 00].
q n—00

i
8

In beiden Fillen setzt man dabei é =0, =

Beweis. (1) Es gilt

lim

n—o0

cn+1z”+1‘ . <1 fir|z| < %,

A AN —_ ]

n2" > 1 fiir |2] > 5.

Mit dem Quotientenkriterium (Korollar 6.14) und Satz 7.8 folgt die Behauptung.
(2) ergibt sich analog aus dem Wurzelkriterium 6.16, da

limsup v/ |cp,2"| = qlz|.

n—o0

U]
Beispiele. (1) Wir berechnen den Konvergenzradius der Exponentialreihe Y > Zn—r,b mit Kri-
terium (1): Hier ist ¢, = 4. Wir erhalten daher
n! 1

(n+1)!  n+1 n-o

Cn+1
Cn

Dies zeigt nochmals, dass R = cc.

(2) Wir betrachten die Potenzreihe
Z 2
n=0

Hier sind die meisten Koeffizienten Null: es ist ¢,2 = 1 und ¢; = 0 sonst. Das Quotientenkriteri-
um fiir Potenzreihen ist daher nicht anwendbar. Anwendung der Formel von Cauchy-Hadamard

-1
R= <limsup \”/\cn|) = 1.

n—oo

liefert

(3) Wir betrachten die drei Potenzreihen
[e.9]

(o] o
1 1
E z", g 2", g — 2"
n n
n=0

n=1 n=1
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Mit dem Quotientenkriterium (1) sieht man rasch, dass alle drei Reihen den Konvergenzradius
R = 1 haben. Wir vergleichen nun das Konvergenzverhalten der Reihen auf dem Rand der
Konvergenzkreisscheibe:

Die erste Reihe (die geometrische Reihe) divergiert fiir alle z mit |z| = 1.

Die zweite Reihe divergiert fiir z = 1 (harmonische Reihe), aber sie konvergiert fiir z = —1.
Die dritte Reihe konvergiert fiir alle z mit |z| =1, denn ) 7, # ist eine konvergente Majo-

rante.

Wir sehen an diesem Beispiel:

Das Konvergenzverhalten einer Potenzreihe auf dem Rand der Konvergenzkreisscheibe
kann sehr unterschiedlich ausfallen und erfordert stets eine Einzelfallanalyse. Fine
allgemeine Konvergenzaussage ist auf dem Rand nicht moglich.

Bemerkung: Fiir eine Potenzreihe der Form

(x) Y eulz—a)"
n=0

mit allgemeinem Entwicklungspunkt a € C sieht man durch Translation des Arguments z,
dass die Reihe in der Kreisscheibe Bgr(a) absolut konvergiert und fiir |z — a| > R divergiert,

n

wenn R den Konvergenzradius der Reihe ) ¢,2" bezeichnet. Man nennt daher R auch den

Konvergenzradius der Reihe (x).

7.10 Satz (Cauchy-Produkt von Potenzreihen). Seien Y >°  a,2" und ) 7 bp2" zwei
Potenzrethen mit Konvergenzradien R, , Ry > 0. Setze

Cp = Zajbn—j (n € Np).
=0

Dann ist die Potenzreihe Y > cp2™ fir alle z € C mit |z| < min(R,, Rp) absolut konvergent,

und es gilt . . .
(7;] anz") . (nz:% bnz"> = chz”.

n=0

Beweis. Fiir |z| < min(R,, Ry) sind beide Ausgangsreihen absolut konvergent, und Satz 6.19
iiber das Cauchyprodukt liefert

[e.e] o0 oo n ] ) o0
(o) (Sh) = S (P b ) = S,
n=0 n=0 n=0 j=0 n=0
wobei die Reihe rechts absolut konvergiert. O

Neben der Exponentialfunktion besitzen viele weitere wichtige Funktionen der Analysis eine
Darstellung als Potenzreihe, z.B. die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus, die wir
in Kapitel 9 einfiihren werden.



Kapitel 8

Stetige Funktionen und Grenzwerte

8.1 Der Begriff der Stetigkeit

Wir beginnen mit einer anschaulichen Betrachtung:

Sei f: D — R eine reellwertige Funktion mit Definitionsbereich D C R und x¢ € D. Die
Aussage ,, f ist stetig in xp“ soll anschaulich besagen, dass der Graph von f an der Stelle
xo keine Sprungstelle hat. Hinreichend kleine Anderungen des Arguments x nahe g diirfen
also auch nur kleine Anderungen der Funktionswerte bewirken. Dies lisst sich folgendermafen
préazise formulieren:

Zu jedem € > 0 existiert eine & > 0, so dass

|f(x) — f(zo)| < e firallex € D mit |x — x| < 4.

/" "

l'\ I
foc) e .-: je
— f(x) ! }5/
/]
7.
> X5
. Y /

Generalvoraussetzung: In diesem Kapitel betrachten wir stets Funktionen f : D — C
mit Definitionsbereich D C R oder D C C. Dies schlieftt natiirlich reellwertige Funktionen
f D — R mit ein.

Definition. (1) Eine Funktion f: D — C heifit stetig im Punkt o € D, wenn zu jedem
€ >0 ein § > 0 existiert, so dass

|f(z) — f(xo)] < € fiiralle z € D mit |z — x| < 0.

Diese Bedingung wird auch € — ¢ -Kriterium genannt.

(2) Eine Funktion f : D — C heifst stetig (auf D), falls f in allen Punkten zg € D stetig
ist.

90
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€ -

Formulierung der Stetigkeit mit Umgebungen:

Sei K = R oder K = C. Fiir einen Punkt zyp € K und € > 0 ist die e-Umgebung von xy (in
K) definiert durch
Ue(xo) :={x € K: |z — 20| < €}.

Im Fall K=R ist Uc(zg) = (x0 —€,x0 +¢€) C R das offene Intervall um xy der Lénge 2¢. Im
Fall K = C ist Uc(xg) = Be(zg) C C die offene Kreisscheibe um zy vom Radius €.

e T ,
To — € 0 To + € $0%

Seinun D C K und f: D — C eine Funktion. Dann gilt:

f stetigin xg € D <—
Ve>036>0: f(z) € U(f(xo)) fiir alle z € DN Us(wo).

Wichtig: Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt xg ihres Definitionsbereichs ist eine lokale
Figenschaft: Wichtig ist nur, wie f sich (beliebig) nahe bei zy verhélt.

Beispiele.

(1) Die lineare Funktion f: R — R, x — ax + b
(mit a,b € R) ist stetig auf ganz R, denn:

Sei zg € R und € > 0. Fiir alle z € R gilt

() 1f(@) = flzo)l = lal - |2 — ol /b

Im Fall @« = 0 ist f = b konstant, und das e—¢- 0
Kriterium ist mit beliebigem § > 0 erfiillt.

[a]
|f(z) — f(xo)| < a| -6 =e.

Im Fall a # 0 setzen wir § := — . Fiir z € R mit |z —z9| < J folgt dann mit (x), dass
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Ebenso ist die Funktion f: C — C, f(z) =az+ b (mit a,b € C) stetig auf ganz C; der
Beweis ist derselbe.

(2) Die Heaviside-Funktion H : R — R ist definiert y
durch
1
1, falls = > 0,
H(zx) =
0, falls = < 0. "
0

Die Funktion H ist unstetig im Punkt x¢p = 0, denn zu € = % ldsst sich kein § > 0

finden, so dass das € — d-Kriterium in xg erfillt ware.
H ist aber stetig auf R\ {0}.

(3) Sei f:D — C stetig, und sei D C D. Dann ist die Restriktion von f auf D,
f‘f): D —C, x— f(z)

stetig auf D. Dies folgt sofort aus der Definition der Stetigkeit.
Wichtiger Spezialfall: D C C und D = DNR.

Ist also eine Funktion f : D — C mit einem komplexen Definitionsbereich D stetig, so
ist auch ihre Einschrédnkung auf reelle Argumente stetig, d.h. die Restriktion f ‘ prgr 1St
ebenfalls stetig.

Im folgenden ist wieder stets D C R oder D C C.

Definition. Eine Funktion f: D — C heifit Lipschitz-stetig auf D, falls eine Konstante L > 0
existiert, so dass
F@)— f@)| < L-lo—y| firalle 7,y € D.

L heiflt dann eine Lipschitz-Konstante fiir f.

Beobachtung: Ist f Lipschitz-stetig auf D, so ist f auch stetig auf D.

Um das zu sehen, kénnen wir o.E. L > 0 annehmen. Sei nun ¢ > 0 und zg € D. Setze § := %
Fir alle z € D mit |z — x| < 0 gilt dann |f(z) — f(z0)| < €.

Beispiele.

(1) Die lineare Funktion f(z) = az + b (mit a,b € C) ist Lipschitz-stetig auf ganz C mit
Lipschitz-Konstante L = |al.

(2) Die Betragsfunktion f:C — [0,00), z + |2| ist Lipschitz-stetig auf C mit L = 1. Dies
folgt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung

Izl = fwl| < |z —wl.
Also ist auch die Betragsfunktion x + |z| auf R Lipschitz-stetig mit L = 1.

(3) Die Funktion f:C — C, f(z) =% ist Lipschitz-stetig auf C mit L =1, denn |z —w| =
|z —w| fur alle z,w € C.
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Wir kommen nun zu einem wichtigen Kriterium, wie man Stetigkeit mittels Folgen {iberpriifen
kann.

8.1 Satz (Folgenkriterium fiir Stetigkeit). Sei f: D — C eine Funktion und sei xy € D.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist stetig in xg.

(ii) Fir jede Folge (xp)nexy € D mit x, — xo gilt f(zn) — f(x0).
n—oo n—oo

Beweis. (i) = (ii): Sie (z,,) € D eine Folge mit lim, o 2, = zg. Sei ferner € > 0. Wegen
der Stetigkeit von f in xg existiert ein 6 > 0, so dass |f(z) — f(zo)| < e fiir alle z € D mit
|z — zo| < 0. Aufgrund der Konvergenz von (z,) gegen x existiert ferner ein Index ng € N,
so dass |z, — x| < § fiir alle n > ng. Zusammen folgt |f(z,) — f(xo)| < € fiir alle n > ny.
Dies zeigt limy,, 00 f(xn) = f(x0).

(ii) = (i): Durch Widerspruch. Wir nehmen an f sei unstetig in xy. Dann gibt es ein ¢y > 0,
zum dem sich kein § > 0 finden ldsst, mit dem das e — §-Kriterium in xg erfiillt wére. Mit
6 = %,n € N folgt daher, dass sich zu jedem n € N ein Element x, € D finden lasst,
so dass zwar |z, — xo| < % ist, aber |f(zy) — f(z0)| > €. Dies zeigt: Die Folge (z,) C D
konvergiert zwar gegen xg, aber die Folge f(z,) konvergiert nicht gegen f(z¢), im Widerspruch
zur Voraussetzung. O

8.2 Satz. Die Ezxponentialfunktion exp: C — C, z — €7 st stetig auf ganz C. Damit ist auch
die reelle Fxponentialfunktion x +— e* stetig auf ganz R.

Beweis. Wir verwenden das Folgenkriterium und die Restgliedabschétzung aus Satz 7.5, genau-
er, den ersten dazu notierten Spezialfall. Dieser besagt, dass

le* — 1| < 2Jz| fiir [2] < 1.

Sei nun zg € C fest, und (z,)neny € C eine Folge mit lim,, o 2, = z9. Dabei konnen wir ohne
Einschrankung annehmen, dass bereits |z, — zo| < 1 ist. Mit der Funktionalgleichung und der
obigen Abschétzung folgt dann

Zn __

e =] = e (e = )] <[] -2 =] 3 0.

Das Folgenkriterium liefert nun die Stetigkeit von exp in zg. O

8.3 Satz (Regeln fiir stetige Funktionen). Seien f,g : D — C stetig in xg € D und
A € C. Dann sind auch die Funktionen f+g,f-g,Af : D — C stetig in xo. Falls g(zo) # 0,

so ist auch S {x e D:g(x) #0} — C stetig in .
g

Beweis. Wir verwenden das Folgenkriterium fiir Stetigkeit. Sei dazu (x,) C D eine Folge mit
xTn — xo. Da f und g stetig in z( sind, folgt hieraus f(x,) — f(x0), g(zn) — g(x¢). Nach
den Rechenregeln fiir Grenzwerte 5.13 impliziert dies fiir n — oco:

f(@n) +9(zn) = f(2o) + 9(20),  flwn)g(2n) = f(0)g(w0), Af(2n) = Af(20)-
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Wiederum mit dem Folgenkriterium ergibt sich hieraus die Stetigkeit von f + g, f-¢g und Af
in xg. Falls yo = g(xg) # 0, so gibt es wegen g(x,) — yo einen Index ny € N, so dass
l9(20)| > Slyo| > 0 fiir alle n > ng, und mit den Grenzwertregeln erhalten wir

f(zn) f(x0)

— fiir n — oco.
9(xn) g(o)

Konsequenz: Die Menge
C(D):={f:D —C, f stetig}

ist ein C-Vektorraum. Die Menge
Cr(D):={f:D —R, f stetig}
ist ein R-Vektorraum.

Beispiel: Polynome und rationale Funktionen.

(1) Sei p(x) = > p_parz® € Pk eine Polynomfunktion iiber K = R oder K = C. Wieder-
holte Anwendung von Satz 8.3, ausgehend von der stetigen Funktion f(z) = z, zeigt dass
p auf ganz K stetig ist. Eine komplexe Polynomfunktion p € Pc ist auch stetig auf R.

(2) Eine rationale Funktion auf K =R oder C ist eine Funktion der Form

R(x) = 2% mit Polynomen p,q € Pc, q # 0.
q(zx
Ihr Definitonsbereich ist D = {z € K: ¢(z) # 0}.

Nach den Regeln fiir stetige Funktionen ist R stetig auf D.

Beachte: die Menge K\ D der Definitionsliicken von R ist endlich, da das Polynom ¢
nur endlich viele Nullstellen in K hat.

1
Beispiel: f(z) = — ist stetig auf R\ {0}. x
x

8.4 Satz (Komposition stetiger Funktionen).
Seien D, E Teilmengen von R oder C und f: D — E,g: E — C gegeben. Sei [ stetig in
xg € D und g stetig in f(xg) € E. Dann ist die Funktion go f: D — C stetig in xg.

Beweis. Sei (z,) eine Folge in D mit x,, — xg. Da f stetigin z ist, gilt nach dem Folgenkri-
terium fiir Stetigkeit f(x,) — f(x0). Da g stetig in f(xg) ist, liefert nochmalige Anwendung
des Folgenkriteriums, dass g(f(zn)) — g(f(x0)). O
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Beispiele.

(1) Die Funktion
2 e” = e

95

ist stetig auf C, da e* = (expof)(z) mit f(z) = 2z, und da sowohl f als auch exp auf

ganz C stetig sind.

(2) Zu einer gegebenen Funktion f: D — C definieren wir die Funktionen f, |f|: D — C

durch
f(@):=f(@), |fl(x):=]|f(x)] (x€D).

Es ist also f = go f mit g(z) = Z und |f| = go f mit g(z) = |z|. Beidemale ist g

stetig auf C. Mit Satz 8.4 folgt:
Ist f stetig in 29 € D, so sind auch die Funktionen f und |f| stetig in zg.

8.2 Stetige reelle Funktionen auf Intervallen

In diesem Abschnitt betrachten wir stetige reellwertige Funktionen f : I — R, I C R ein

Intervall.

Wir beginnen mit dem Zwischenwertsatz, einem der wichtigsten Sétze fiir stetige reelle Funk-

tionen. Er basiert auf der Vollstdndigkeit von R.

8.5 Satz (Zwischenwertsatz).

Seien a,b € R mit a < b und f: [a,b] = R eine stetige reelle Funktion. Dann nimmt f jeden

Wert zwischen f(a) und f(b) an

A

fo)r—-—— —— -~ - -
Das heifst: Ist v eine beliebige reelle Zahl zwischen ¥ /‘F?
f(a) und f(b), so gibt es (mindestens) eine Stelle ’
x € [a,b] mit f(x)=1r. :
1
F(a) T —: M |
|
a x b

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir den Fall f(a) < f(b). (Der Fall f(b) < f(a) geht analog.)

Wir kénnen dann o.E. annehmen, dass

fla) <~ < f(b).

Denn im Fall v = f(a) bzw. v = f(b) kénnen wir = a bzw. = b wihlen. Wir setzen

M :={te€a,b]: f(t) <~}

Die Menge M ist nicht leer (da a € M), und sie ist beschréankt (durch b). Sie besitzt daher ein

Supremum
r:=supM € R.
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Wegen M C [a,b] gilt auch = € [a, b].
Behauptung: f(z) =~.
Beweis: Aufgrund der Definition des Supremums (sieche Lemma 3.9) existiert zu jedem n € N
ein t, € M mit
T — = <tp, < x.
n

Insbesondere gilt lim,, o t, = x, und wegen t, € M ist f(t,) <. Aus der Stetigkeit von f
und mit dem Vergleichskriterium 4.5 folgt weiter

() f@)= lim fltn) <7 < F(0).

Insbesondere muss daher z < b sein. Wihle nun eine beliebige Folge (s,) im halboffenen
Intervall (z,b] mit lim, oo S, = . Dann ist s, ¢ M und daher gilt f(s,) > 7. Wieder mit
dem Vergleichskriterium folgt

f(x) = lim f(sn) > 7.

n—o0

Zusammen mit (*) erhalten wir f(z) =~ wie behauptet. O

8.6 Korollar. Sei p € Pr ein reelles Polynom ungeraden Grades. Dann hat p mindestens
eine reelle Nullstelle.

)

aN x

o] N/

Beweis. Nach ggf. Durchmultiplizieren mit einer Konstanten kénnen wir o.E. annehmen, dass
der Koeffizient der hochsten Potenz von z (der sogenannte Leitkoeffizient von p) gleich 1 ist,
d.h.

p(z) =2" + ap_12" P+ ... +ag

=q(z)
wobei n € N ungerade. Betrachte nun die Werte ¢(r) und ¢(—r) fiir » > 1. Wir kénnen diese
mit der Dreiecksungleichung und wegen r > 1 folgendermaflen abschétzen:
lg(£7)| < |an-1] L T lag] < ol (\an,1| + ...+ |a0|) )

=M

Wiéhlen wir nun r grof genug, ndmlich r > max(M, 1), so erhalten wir hieraus
lg(£r)] <™.
Weil n ungerade ist, hat dies fiir das Polynom p die folgenden Konsequenzen:
p(r)=1"4¢q(r) >0 und p(—r)=—r"+q(-r) <O0.

Da p auf ganz R stetig und reellwertig ist, folgt mit dem Zwischenwertsatz die Existenz einer
Stelle € [—r,r] mit p(z) = 0. O



Stetige reelle Funktionen auf Intervallen 97

Bezeichnungen:

1. Ein abgeschlossenes und beschrianktes Intervall [a,b] C R wird auch kompaktes Intervall
genannt. (In der Analysis 2 werden wir den Begriff der Kompaktheit in einem allgemei-
neren Rahmen kennenlernen).

2. Eine Funktion f : D — C mit Definitionsbereich D C R oder D C C heiftt beschrinkt,
falls eine Konstante M > 0 existiert, so dass

|f(z)] < M fiir alle z € D.

8.7 Satz (Satz vom Maximum und Minimum).
Sei I =[a,b] C R ein kompaktes Intervall und f: 1 — R stetig. Dann ist f beschrinkt und
nimmt auf I ein Maximum und ein Minimum an, d.h. es gibt Stellen x1,x9 € I, so dass

f(z1) < f(z) < f(xe)  firalle x € 1.

Bemerkung: Man schreibt oft: minges f(x) := min{f(z) : z € I} etc.

Damit haben wir in der Situation des Satzes: f(z1) = mi?f(x), f(z2) = max f(z).
Te e

Se—— —

&I»—-———-—

|
|
H
*

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, wollen wir uns iiberlegen, dass tatsdchlich auf
keine der beiden Voraussetzungen des Satzes, ndmlich die Kompaktheit von I und die Stetigkeit
von f, verzichtet werden kann. Dazu betrachten wir zwei Beispiele:

Beispiele:
(1) Die Funktion f(z) = 1 auf dem (nicht kompakten!) Intervall I = (0,1] ist stetig, aber
unbeschrinkt, da f(I) = [1, 00).
(2) Auf dem kompakten Intervall I = [0, 1] sei

£ x, falls z €]0,1), 1L
€Tr) =
0, falls z=1.

f ist unstetig im Punkt z =1, und f nimmt auf I 1
kein Maximum an, da f(I) = [0, 1). 0 1
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Beweis von Satz 8.7. Wir beweisen, dass f auf I ein Maximum annimmt, fiir das Minimum

ist die Argumentation analog. Sei dazu
s:=sup f(I) =sup{ f(z):z €I} € RU{oo}.

Wir miissen zeigen, dass es ein zg € I gibt mit s = f(x¢). Geméif der Definition des Supremums
existiert eine Folge (z,) C I mit f(x,) — s. Da I = [a,b] beschrankt ist, ist auch (z,)
beschrankt und besitzt daher nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf eine konvergente Teilfolge
(Tn, ) ken. Sei zg = limy, 00 T, € R. Wegen a < x,, <b muss auch a <z <b gelten, d.h
es ist xg € I. Weil f stetig auf I ist, erhalten wir mit dem Folgenkriterium

flao) = Jim f(@n,)

Andererseits aber wissen wir, dass f(z,,) — s fiir kK — oo, und es folgt s = f(z9) € R. Also
ist s = f(xo). f nimmt daher an der Stelle zy ein Maximum an. O

8.8 Satz. Sei I C R ein (beliebiges) Intervall und f : I — R stetig. Dann gelten:

(1) Das Bild f(I) C R ist ebenfalls ein Intervall.

(2) (Satz iber die Stetigkeit der Umkehrfunktion.) Ist f zusdtzlich streng monoton,
soist f:I— f(I) bijektiv, und die Umkehrfunktion f=': f(I) — I ist ebenfalls stetig.

Beweis. WIir setzen
A:=inf f(I) e RU{—00}, B:=supf(I) € RU{oco}.

Wir beweisen zunéchst, dass das ganze offene Intervall (A, B) in f(I) enthalten ist. Sei dazu
A <y < B. Nach Definition von A und B gibt es Punkte a,b € I mit f(a) <y < f(b). Nun
wenden wir auf das kompakte Intervall J C I mit Randpunkten a,b den Zwischenwertsatz an.
Er liefert die Existenz einer Stelle z € J C I mit y = f(z). Also ist y € f(I). Da y € (A, B)
beliebig war, folgt (A, B) C f(I). Aufgrund der Definition von A und B muss f(I) daher
eines der Intervalle (A, B), (A, B],[A, B) oder [A, B] sein (je nachdem, ob A bzw. B zu f(I)
gehort oder nicht).

(2) Da f streng monoton ist, ist f: I — f(I) =:J bijektiv nach Satz 3.17 und f~':J — I
ist im selben Sinne streng monoton. Es bleibt zu zeigen, dass f~! in jedem Punkt 39 € J stetig
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ist. Sei dazu yo = f(xg), ©o € I. Wir nehmen an, dass f streng monoton wachsend ist (der Fall,
dass f streng monoton fallend ist, geht analog). Wir benétigen nun eine Fallunterscheidung:

1. Fall: =z ist kein Randpunkt von I.
Fiir geniigend kleines € > 0 haben wir dann noch [xg — €, 29 + €] C I. Wir setzen

a:= f(zo—€), B:= f(zo+e).
Dann gilt insbesondere o < yo < .

Weil f~! streng monoton wachsend ist, erhalten

wir aukerdem fiir beliebiges y mit a <y < 3: b %
o f

zo—e=f1a) < fy) < fFUB) =x0 +e Yo
Hieraus folgt 0(’
[F 7 ) = £ o) | < e fiwralle y € (a, B).
—70

S,
o . . R t 4
Dies zeigt, dass f~! in yo stetig ist. XE %o %tE

2. Fall: =z ist linker bzw. rechter Randpunkt von 1.

In diesem Fall ist yg Randpunkt von J, und das Argument aus dem 1. Fall funktionert in
leicht modifizierter Form: man ersetzt das Intervall [zg — €, 29 4 €] durch [zg, ¢+ €] bzw. durch
[xo — €, 29] und setzt entsprechend a = yg bzw. = yo. O

Beispiel: Die k-te Wurzelfunktion (k € N).
Die Potenzfunktion f(x) = ¥, [0,00) — [0,00) ist stetig, streng monoton wachsend und
bijektiv, siche Beispiel 3.16. Also ist auch ihre Umkehrfunktion

z— x, [0,00) = [0,00)

streng monoton wachsend (dies wissen wir aus Satz 3.17), und ebenfalls stetig.

Yy
7/
7
1.k //
e
K
4 k
7 \/E
1 +---
7,
A
s |
/ |
} xr
0 1




100 KAPITEL 8: Stetige Funktionen und Grenzwerte

8.3 Haufungspunkte

In diesem Abschnitt ist wieder K = R oder C.
Erinnerung: Fiir zg € K ist die e-Umgebung von zg in K definiert als

Ue(zg) :={z € K: |[x — z¢| < €}.

Definition. Sei D C K.
(1) Ein Punkt z¢ € K heift Haufungspunkt von D, falls jede e-Umgebung von z( (in K)
einen von xg verschiedenen Punkt aus D enthélt.

(2) Ein Punkt xg € D heit isoliert, falls x¢ kein Haufungspunkt von D ist.

@ Ug ()

X, IS+ HP uww D X, €D st isobit

Beachte:
1. Ein Haufungspunkt von D kann, muss aber nicht zu D gehoren!

2. Ein Punkt zy € D ist genau dann isoliert, wenn es ein € > 0 gibt, so dass U(zp) N D =

{zo}-

8.9 Satz. Ein Punkt xqg € K ist genau dann Hdufungspunkt von D, wenn es eine Folge
(Xn)neny € D\ {zo} g¢ibt mit lim x,, = xo.
n—oo

Beweis. Sei zundchst xy ein Hiufungspunkt von D. Dann gibt es zu jedem n € N ein Element
zn € D\{zo} mit |2, —xo| < 1. Diesaber impliziert, dass die Folge () gegen z¢ konvergiert.
Sei umgekehrt (z,,) eine Folge in D \ {z¢} mit z, — z¢ fiir n — oo. Dann existiert zu
jedem € > 0 ein Index n € N, so dass |z, — xo| < €, d.h. x, € Uc(zg). Dies zeigt, dass xg
Haufungspunkt von D ist. O

Beispiele.
(1) D=10,1) CR.
Die Menge aller Haufungspunkte von D ist das abgeschlossene Intervall [0, 1].

(2) Ist D C K eine endliche Menge, so besitzt D keine Haufungspunkte, und alle € D sind
isoliert.

(3) D = {2 :n e N} CR. In diesem Fall ist 0 der einzige Hiufungspunkt von D. Alle
Punkte aus D selbst sind isoliert. (Ubung)

(4) D= B,(0) ={z € C: |z| <r}. Die Menge aller Haufungspunke der offenen Kreisscheibe
D ist die ,abgeschlossene Kreisscheibe“ {z € C: |z| <r}. (Ubung)

(5) zp € K ist Haufungspunkt der ,punktierten Umgebung “ U.(x) \ {zo} von zy in K.
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Bemerkung. Es ist wichtig, zwischen einem Haufungspunkt einer Menge und einem Héufungs-
wert einer Folge zu unterscheiden!

Auferdem muss ein Haufungswert einer Folge (x,) C K nicht unbedingt Haufungspunkt
der Menge {z, : n € N} ihrer Folgenglieder sein.

Beispiel: Die Folge (z,) € R mit z, = (—1)" hat die Haufungswerte 1 und —1, aber die
Menge {z, :n € N} = {£1} ist endlich und hat keine Haufungspunkte.

8.4 Grenzwerte von Funktionen

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, das Verhalten einer gegebenen Funktion f: D — C in
der Nahe eines Haufungspunktes xg ihres Definitionsbereichs D zu studieren. Dabei ist D eine
Teilmenge von K mit K =R oder C. Typischerweise ist x( eine Definitionsliicke von f.

Beispiel: Wir betrachten die Funktion

f(z)=—— auf D=R\{0}.

Nach den Regeln fiir stetige Funktionen ist f stetig auf D. Wir mochten wissen, wie f sich nahe
xg = 0 verhalt, d.h. in beliebig kleinen Umgebungen von z. Offenbar ist 0 ein Haufungspunkt
von D.

Definition. Sei f: D — C eine Funktion, und zg € K ein Haufungspunkt von D. Man sagt:
f konvergiert fiir x — zg gegen a € C, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

(%) |f(x) —a| <e firalle z € D\ {zo} mit |z — x| <.

Der Wert a heiftt dann der Grenzwert oder Limes von f im Punkt xg. Man schreibt

H_)m f(x)=a oder: f(x) —a fir x — xg.
T—x0

Beachte: Die Bedingung (x) ist dquivalent zu:

Ugls,)

f(z) —al < e fiwalle z € (D\ {zo}) N Us(xo). @%

Weil zg Haufungspunkt von D ist, ist die Schnittmenge
rechts nicht leer.

Ahnlich wie die Stetigkeit lisst sich auch die Existenz eines Grenzwerts einer Funktion mittels
Folgen charakterisieren:

8.10 Satz (Folgenkriterium fiir Grenzwerte). Sei f : D — C eine Funktion und xo ein
Héaufungspunkt von D. Dann sind dquivalent:

(i) lim f(x) = a.

Tr—xTQ
(ii) Fir jede Folge (xy,) C D\ {xo} mit x, — ¢ gilt f(z,) — a.

Beweis. Wortlich wie beim Folgenkriterium fiir Stetigkeit (Satz 8.1). O
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Beachte: Falls der Grenzwert lim,_,,, f(z) existiert, so ist er eindeutig. Dies folgt aus der

Eindeutigkeit der Grenzwerte von Folgen.

Beispiel: Wir betrachten zwei Beispiele von reellen Funktionen mit Definitionsbereich D C R :

B §
i o p—
' I
: |
) Kieb : ' ) ><:¢’J>
Am f(z) = a# f(zo) Am f(z) =a

8.11 Lemma. Sei f: D — C eine Funktion und xq¢ ein Hdiufungspunkt von D mit xg € D.

Dann gilt:
f st stetig in xp <= lim f(x) = f(xo).
T—rx0

Beweis. Dies folgt aus der e-§-Definition des Grenzwerts. O

Falls g ¢ D (wie im vorangehenden Bild rechts), so ist die Existenz eines Grenzwerts von f
im Punkt zg dquivalent zur stetigen Fortsetzbarkeit von f in zg. Dies wird im folgenden Satz

prazisiert:
8.12 Satz. Sei f: D — C eine Funktion und xo € K ein Haufungspunkt von D mit xo ¢ D.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) limg g, f(x) = a.
(ii) Die Fortsetzung f: DU {zo} — C,
~ f(z) firxze D,
: {a fir © = xg
ist stetig im Punkt xg.
Beweis. Dies folgt aus Lemma 8.11 fiir f, denn limg_,,, f(z) = a <= limy_q, f(aj) =a. O

Beispiel: Wir betrachten die rationale Funktion

2 -1
f(ac):w_1 auf D =R\ {1}.

Dann gilt
li =i 1)=2
im f(x) = lim (x4 1) =2

r—1

Die auf ganz R definierte Funktion f(x) =2 + 1 ist die in xg = 1 stetige Fortsetzung von f.

Der folgende Satz beantwortet auch die Frage im ersten Beispiel dieses Abschnitts.
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8.13 Satz.

Coef—1
lim =
z—0 z

1. (Dabei ist D = C\ {0}.)

Beweis. Wir verwenden die Restgliedabschétzung fiir die Exponentialfunktion aus Satz 7.5. Fiir
z € C mit 0< |z] <1 gilt demnach

e —1

z

1

—1’ = e —1-z] <2
||

Fiir € > 0 mit € < 1 folgt hieraus

e —1

z

—1‘ <e firallezeC mit0< |z| <e.

Dies liefert die Behauptung. O
8.14 Satz (Rechenregeln fiir Grenzwerte).

(1) Gegeben seien f,g: D — C und ein Hiufungspunkt xo von D. Es gelte lim,_,,, f(z) = a,
limg_q, g(z) = b mit a,b € C. Dann folgt

f®)+g(x) — a+0d, f(x)g(x) — ab

T—T0 T—TQ

~

()  a
$) Tr—TQ b

, sofern b # 0.

sowte

)
—~

(2) Seien D, E Teilmengen von R oder C, sei xg Hdaufungspunkt von D, und sei f: D — E
eine Funktion mit limy_., f(x) = a € E. Ferner sei g : E — C stetig in a. Dann gilt

lim g(f(x)) = g(a).

T—T0

(3) Seien f,g: D — R reellwertig mit f < g auf D, und sei xo ein Hiufungspunkt von D.
Dann gilt auch
lim f(z) < lim g(z),

T—T0 T—T0

sofern die beiden Limiten existieren.

Beweis. Die Aussagen ergeben sich aus dem Folgenkriterium fiir Funktionsgrenzwerte (Satz
8.10) im Zusammenspiel mit den bekannten Regeln fiir Grenzwerte von Folgen. Dazu genauer:
(1) Sei () € D\ {xo} eine Folge mit x,, — xg. Nach dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte
gilt dann f(zy) — a, g(x,) — b fiir n — oco. Dies impliziert

flxn) +g(xn) = a+b, f(xn)g(z,) — ab, sowie sofern b # 0.
Beachte beim letzten Grenzwert, dass g(z,) # 0 fiir genug grofe n. Nochmalige Anwendung
des Folgenkriteriums fiir Grenzwerte liefert Teil (1).

(2) Sei wieder (x,) € D\ {zo} eine Folge mit x,, — x¢. Dann gilt f(z,) — a, und mit der
Stetigkeit von ¢ in a (und dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit) erhalten wir g(f(x,)) — g(a).

(3) Dies zeigt man analog mit dem Vergleichskriterum fiir Folgengrenzwerte. O
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8.5 Einseitige und uneigentliche Grenzwerte

In diesem Abschnitt betrachten wir stets Funktionen mit reellem Definitionsbereich D C R.
In diesem Fall kann man auch einseitige (linksseitige oder rechtsseitige) Grenzwerte bilden.

Beispiel: Wir betrachten die Funktion Yy
1

f(z) = ’i—| auf D =R\ {0}.

Der Grenzwert lim, o f(z) existiert nicht,

wenn man diesen Definitionsbereich zugrunde-
legt.

Wahlt man dagegen D = (0,00) als Definitionsbereich von f, so konvergiert f fir x — 0
gegen 1. Wahlt man D = (—o00,0), so konvergiert f fir x — 0 gegen —1.

Definition (Einseitige Grenzwerte). Sei f: D — C eine Funktion mit reellem Definitions-
bereich D C R. Sei ferner zp € R ein Haufungspunkt der Menge {z € D : > x¢}. Dann heifit
a € C rechtsseitiger Grenzwert von f im Punkt xzq, falls

f(@) = a.

im
{z€D:x>x0}, z— 0
Man schreibt:  lim f(z) = a.
xlxo

Analog definiert man den linksseitigen Grenzwert von f in xg, limgs, f(x).

Xo <
Falls g € D mit

f(xo) = lim f(z),

xlxo

so heifst f rechtsseitig stetig in xg. Analog heillt f linksseitig stetig in xq, falls
lim f(z) = f(z0).
zTxo

Beispiele:
(1) lim = =1, lim — =—1.
210 |x| 10 ||
)
(2) Die Floorfunktion f(z) = |[z]| ist
rechtsseitig stetig in allen z € R (auch an 27 !
den Sprungstellen, an diesen ist sie aber |
nicht linksseitig stetig). 1 ‘
o x
-1 0 1 2 3
o————
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Bemerkung: Das Folgenkriterium 8.10 und die Rechenregeln 8.14 gelten entsprechend fiir
einseitige Grenzwerte.

Das Monotoniekriterium fiir Folgen besagt, dass eine monotone und beschréankte reelle Folge
einen Grenzerwt besitzt. Ein analoges Kriterium gibt es fiir (einseitige) Grenzwerte monotoner
und beschrankter reeller Funktionen:

8.15 Satz. Sei f: (a,b) — R monoton und beschrinkt. Dann besitzt f in jedem xg € [a,b] ein-
seitige Grenzwerte (wobei es sich in a bzw. b nur um einen rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert

handelt).

Beweis. Wir filhren den Beweis fiir den Fall, dass f monoton wachsend ist; monoton fallend
verlauft analog. Wir zeigen zunéchst die Existenz eines linksseitigen Grenzwerts in jedem Punkt
zg € (a,b].

Behauptung:

r
;llTI:E) f(z) = sup{f(z):z € (a,x09)} =:s ﬂ
S

Zum Beweis sei € > 0. Nach Definition von s als

S
Supremum existiert dann ein Punkt & € (a,zq) — r s-&
mit f(§) > s —e. Da f monoton wéchst, ergibt '1
sich hieraus /d
Ve el xg): s—e< f(z) <s. - 4
@ Ko -
Dies aber zeigt, dass limgpg, f(z) = s. S
Analog beweist man fiir zg € [a,b) die Existenz eines rechtsseitigen Grenzwerts, genauer:
lim f(z) = inf {f(z) : z € (z¢,b)}.
zlxo
]

Grenzwerte fiir x — +oco

Auch hier betrachten wir Funktionen f: D — C mit reellem Definitonsbereich D C R.

Definition. Sei f : D — C eine Funktion mit nach oben unbeschréinktem Definitionsbereich
D C R (d.h. zu jedem M > 0 existiert ein € D mit x > M ). Dann heit a € C Grenzwert
von f in oo, falls es zu jedem € > 0 eine Schranke M > 0 gibt, so dass

|f(x) —a| < e firalle z € D mit z > M.

Man schreibt: lim, o f(z) = a oder f(z) — a fir x — oc.

Analog definiert man lim,_,  f(x), falls D nach unten unbeschrénkt.
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Y

Bemerkung: Die Rechenregeln fiir Grenzwerte aus Satz 8.14 gelten entsprechend fiir Grenz-
werte in +oo. Dies sieht man daraus, dass offenbar

i ) =t (2):tim 1) = tims )

Eine weitere Konsequenz dieser Beobachtung:

8.16 Lemma. Sei f:[a,00) = R monoton wachsend und nach oben unbeschrankt. Dann gilt

Beweis. Sei € > 0. Dann existiert nach Voraussetzung ein M > a, so dass f(M) > % Weil f

monoton wachst, folgt

O<L<e fur alle z > M.

f(x)
Daraus folgt die Behauptung. O
Beispiele:

(1) Fiir festes n € N gilt mit obigem Lemma:

=0.

. . 1
lim — =0; lim
x—+oo M r—o0 Y

(2) Fiir feste Koeffizienten ay,...,an, by,...,b, € C (n € N) mit b, # 0 gilt

anT™ + an_12" 1+ ... +ap _an+“";1+...+g—g .,
bnxn+bn_1xn—1+...+b0 o bn+bn—1 + +b_0 z—+00 bn .

T o .. zn
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Uneigentliche Grenzwerte.

In diesem Abschnitt betrachten wir reellwertige Funktionen mit Definitionsbereich D C R.

Definition. Sei D C R, z(y ein Haufungspunkt von D und f: D — R reellwertig. Man sagt:
f hat in zo den uneigentlichen Grenzwert oo, falls es zu jeder Schranke M > 0 ein § > 0
gibt, so dass

f(z) > M firalle x € D\ {xo} mit |z —x0| < 0.

Man schreibt:

li = 0.
2255, @) = 00
Analog definiert man den uneigentlichen Grenzwert limg_,,, f(x) = —o0o0, sowie uneigentliche

Grenzwerte fir = | g, * T 29, * — *o00.

N

Ay |

Y

/ X,

Beispiele:
1
1) Fiir all ilt: lim —— = oo.
(1) Fiir alle n € N gilt lim —55 =
1
(2) lim — = oc0; lim — = —o0.
0 T 10 X
Y y
T
0
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Regeln:

(1) mlEImlo f(z) =00 oder —o0 = mlEImlo o) =0
Vorsicht: Dies ist keine Aquivalenz! Aber es gilt:

(2) 1ng(x)zO/\g(m)>OVx€D = lim — =
T—x0

v g(z)

8.17 Beispiel. Wachstum der Exponentialfunktion.
Fiir einen festen Exponenten n € Ny gelten

(1) | lim € - .

Das heisst x — e® wachst fiir £ — oo schneller als jede Potenz von =x.
(2) lim z"e® = 0.

T—r—00

-

x
0

Beweis. (1) Fir x > 0 gilt

ook n+1
T T
e’ = g — >
| |
— k! (n+1)!
und daher

z T

P (n+ 1)
(2) Die Substitution y = —z und Teil (1) liefern

— oo fir x — oo.

lim z"e® = lim (—1)" Y
T——00 Yy—00 ey (1)



Kapitel 9

Verwandte der Exponentialfunktion

9.1 Logarithmus und allgemeine Potenzen
Wir wissen bereits, dass die Exponentialfunktion auf R streng monoton wachsend und stetig
ist (Satz 7.4 und Satz 8.2). Tatséchlich gilt sogar das folgende

9.1 Lemma. Die reelle Exponentialfunktion exp : R — (0,00) ist stetig, streng monoton
wachsend und bijektiv.

Beweis. Zu zeigen ist noch die Bijektivitdt. Aus der strengen Monotonie von exp auf R folgt

die Injektivitdt. Fiir die Surjektivitdt betrachten wir Grenzwerte. Nach Beispiel 8.17 gilt

lim e* =00, lim e*=0.
T—r00 T——00

Ist y € (0,00) beliebig, so gibt es daher Stellen z1, 22 € R mit e <y und e*? > y. Mit dem
Zwischenwertsatz folgt die Existenz eines x € R mit e¥ = y. O

Der Satz iiber die Stetigkeit der Umkehrfunktion (Satz 8.8) liefert nun, dass die Exponential-
funktion exp : R — (0,00) eine stetige und streng monoton wachsende Umkehrfunktion

In: (0,00) = R

besitzt. Diese heift der (natirliche) Logarithmus.

Y

Fir z € R und y > 0 gilt
also:

e =y < x=1Iny.

Spezielle Werte des Loga-
rithmus:

In1=0, lne=1.

109
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Der Wertebereich des Logarithmus ist gleich dem Definitionsbereich der Exponentialfunktion,
also ganz R. Weil In streng monoton ist, gilt daher

lim Inx =00, limlnz = —oo.
T—00 xl0
9.2 Satz (Eigenschaften des Logarithmus).
(1) In:(0,00) = R st stetig, streng monoton wachsend und bijektiv.

(2) Fir alle z,y € (0,00) gilt die Funktionalgleichung

In(zy) =Inz + Iny.

(3) ln(é) = —Inz.
@ Jm P

Beweis. (1) wissen wir bereits. (2) Fiir z,y > 0 erhalten wir unter Verwendung der Funktio-
nalgleichung der Exponentialfunktion

Inz  _lny _ elnx-{—lny

@) = Ty = e e

Aufgrund der Injektivitdt von exp auf R folgt hieraus die Funktionalgleichung des In.
(3) Fiir « > 0 erhalten wir mit der Funktionalgleichung aus Teil (2)

1 1
0=Inl1 = ln<x~—> =Inx + ln(—).
x x
(4) Wir verwenden das Folgenkriterium fiir Grenzwerte. Sei (x,) C (—1,00) eine Nullfolge mit
xn # 0. Wegen der Stetigkeit des Logarithmus bildet dann auch ¥, := In(1+z,) eine Nullfolge,
und mit dem Grenzwert fir die Exponentialfunktion aus Satz 8.13 erhalten wir

In(l+z,)  un

= — 1 fir n — oo.
Ty eyn — 1

Dies liefert die Behauptung. O

Exponentialfunktionen zu allgemeinen Basen.

Wir beginnen mit einer Voriiberlegung: Sei a € R mit a > 0. Dann gilt fiir p € Z und ¢ € N:
() (@)1 = Yap = i
Aufgrund von Korollar 7.2 (4) ist ndmlich
(eg.lna)q = eplna _ (glnayp _ gp

und mit der Eindeutigkeit der (positiven) g-ten Wurzel folgt (x).

Dies motiviert die folgende
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Definition. Fiir a > 0 ist die Fxponentialfunktion zu Basis a definiert durch

z

a® = exp,(z) := M | (2 €Q).

9.3 Lemma (Eigenschaften von exp, ).
(1) Funktionalgleichung: o™ = a*-a" fiir alle z,w € C.
) a®=1, a*#0 und a* =L fiir alle z € C.
3) a® >0 fir alle z € R.
) exp, ist stetig auf C (als Verkniipfung stetiger Funktionen).
)

Fir alle z,y € R gult

(a®)Y = a™. Insbesondere: (e*)¥ = ™.

(6) Flir alle a,b >0 und alle z € C gilt a*b* = (ab)?.

Beweis. (1) a*-a® = e*M?. ¢

(2), (3) ergeben sich sofort aus den entsprechenden Eigenschaften der Exponentialfunktion.
(5), (6): Ubung. O

wlna _ (ztw)lna _  ztw

Potenzfunktionen.

Definition. Sei s € R. Die Potenzfunktion zum FExponenten s ist definiert als
ps(z) = 2® = e*M% € (0,00).
Als Verkniipfung stetiger Funktionen ist die Potenzfunktion ps stetig auf (0, 00).

Beachte: Im Fall s = 1/k mit k € N stimmt geméf unserer Voriiberlegung die Potenzfunktion
p1/k mit der bekannten k-ten Wurzelfunktion iiberein:

pl/k(x) = V.

Wir betrachten Potenzfunktionen mit s > 0 noch etwas genauer. In diesem Fall gilt

lim ps(z) = lim ™% =0
210 ps(@) 210 ’

da lim(slnz) = —oo.

z0
Im Fall s > 0 ist daher die Potenzfunktion p, stetig fortsetzbar in 0 durch p4(0) := 0.

Yy
s<0 s>1
0<s<1
1 s=0
1 x
0 1
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9.2 Trigonometrische Funktionen, Teil 1

Anhand der Exponentialreihe haben wir in Korollar 7.2 gesehen, dass

ez = ¢* fiir z € C.
Fiir € R ergibt sich insbesondere: ¢ = ¢~™_ und daher

‘ezx‘ — T i :60 - 1.

Konsequenz: Die komplexen Zahlen der Form z = € mit z € R liegen alle auf dem
Einheitskreis {z € C: |z| = 1}.

Wir definieren nun die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus auf R.

Definition (Sinus und Cosinus auf R). iz
Fir z € R definiert man den Cosinus und
den Sinus von x durch

COS T 1= Re(eix) — (eix+e—ix);

sinz := Im(e™®) = (em — e_m).

Damit gilt

9.4 Satz. Fir x € R gelten die Fulerschen Formeln

e® = cosz +isine und cos’z + sin’z = 1.

2 2

z = (sinz)?.

2

Dabei verwenden wir die Schreibweisen cos®x := (cosx)?, sin

Insbesondere gilt fiir alle t e R: —1 <cosz <1, —1 <sinz < 1.

Beachten Sie, dass hier nirgendwo die Rede von einem Winkel ist!
Wir dehnen nun die Definition der trigonometrischen Funktionen ins Komplexe aus:

Definition (Sinus und Cosinus auf C). Fiir z € C definiert man

cosz = = (e +e); sinz:= %(eiz — e,

7

N =

Bevor wir weitere Eigenschaften der Funktionen Sinus und Cosinus untersuchen, fithren wir
noch eine Bezeichnung ein:

Bezeichnung: Sei D C C eine Menge mit D = —D = {—z : z € D}. Eine Funktion
f D — C heifst
gerade, falls f(—z) = f(2) fiir alle z € D,
ungerade, falls f(—z) = —f(z) furalle z € D.
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9.5 Satz. (1) Die Funktionen cosz und sinz sind (als Summen stetiger Funktionen) auf
ganz C stetig.

(2) Der Cosinus ist gerade und der Sinus ist ungerade auf C, d.h.
Vze C: cos(—z) =cosz, sin(—z) = —sinz.

(3) Cosinus und Sinus besitzen die folgenden Potenzreihenentwicklungen:

o
—1)" 2 4
cosz:z( )22":1—z—+z—:|:...;

o (Zn)! 2 24

o0
. _ (=" 2n+l _ 2 2P
SlIlZ—nZ_O(2n+1)!Z =z 6—1—5!2F....

Beide Reihen haben Konvergenzradius R = oo, d.h. sie sind fir alle z € C (absolut)
konvergent.

(4) Additionstheoreme: Fiir alle z,w € C gilt

cos(z+w) = cos z cosw — sin z sin w.
sin(z+w) = sin z cosw + cos z sin w.

(5) | lim 222

z—0 z

=1.

Beweis. (1) und (2) sind offensichtlich. (3) Aus der fiir alle z € C konvergenten Potenzreihen-

darstellung der Exponentialfunktion erhalten wir die Darstellung

2. (iz 2 (—iz N (L~ BNy (R L
wons= O+ S = S = S

k=0 =0 n=0
Dabei haben wir verwendet, dass i* + (—i)* = 0 falls k ungerade, und 2" + (—i)?" = 2 (—1)"
fiir alle n € Ny.
Analog beweist man die Potenzreihendarstellung von sin z. Die Aussage iiber den Konvergenz-
radius ist klar, da beiden Reihen fiir alle z € C konvergieren (als Summen konvergenter Reihen).
Sie ergeben sich aber auch aus Aufgabe 1, Tutorblatt 8, denn die dortigen Funktionen C' und

k k

S sind der Cosinus und der Sinus!
(4) Wir beweisen die Formel fiir den Cosinus; fiir den Sinus geht sie analog. Es ist

1, . . 1, . . . .
COS(Z + w) = §(€Z(Z+w) + e—Z(Z-‘rw)) — 5(6126110 + e—zze—zw) — c.

Andererseits ist auch

1 .
COS zCcosw — sin zsinw = Z[(e” +e ”’) (e“” + “”) + (e” — e*”) (e“" — e*“") =c
12 1 —iz _ 1
(5) lim "0 lim (e c ) =1 O
z2—0 Zz z—0 21z —21z
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KAPITEL 9: Verwandte der Exponentialfunktion

Bemerkungen:

(1)

(2)

In Aufgabe 1, Tutorblatt 8 haben wir bereits das Additionstheorem fiir den Sinus mittels
Cauchyprodukt bewiesen. Das war recht aufwendig, und geht nun iiber die Exponential-
funktion viel einfacher!

Das Thema ,trigonometrische Funktionen ist hiermit noch nicht abgeschlossen. Wir wer-
den wieder darauf zuriickkommen, nachdem wir die Differentialrechnung behandelt haben.
Wir wissen z.B. jetzt noch nicht, ob tatséchlich alle z € C mit |z| = 1 von der Form
'z mit £ € R sind. Wir werden sehen, dass das so ist; dabei ist = aber nicht
eindeutig!

z = e¥”



Kapitel 10

Differentialrechnung

Die Differentialrechnung ist eines der zentralen Werkzeuge der Analysis und besitzt zahlreiche
Anwendungen, u.a. in der Physik.

Wir betrachten in diesem Kapitel stets Funktionen mit reellem Definitionsbereich. Meist ist
dieser ein echtes Intervall I C R, d.h. ein Intervall, das mehr als einen Punkt enthalt.

10.1 Die Ableitung

Beim Studium von Funktionen spielt oft die Verdnderung der Werte einer Funktion in Abhén-
gigkeit vom Argument eine wichtige Rolle. Die infinitesimale Betrachtung der Verénderung der
Funktionswerte fithrt auf den Begriff der Ableitung.

Definition. Sei I C R ein echtes Intervall. Eine Funktion f : I — C heiltt differenzierbar im
Punkt x¢ € I, falls der Grenzwert

in C existiert. Dabei wird der Grenzwert fiir z € D := I'\ {x¢} genommen. Die Zahl f'(z¢) € C
heift dann die Ableitung von f in zy. Man schreibt dafiir auch %(l’o). Die Funktion

@) = f(@o)

T — X

X —

heiftt der Differenzenquotient von f in xy. Die Funktion f heiltt differenzierbar auf I, falls sie
in jedem o € I differenzierbar ist. Die Funktion f’: I — C heikt dann die Ableitung von f.

Bemerkungen: 1. Das Intervall I muss nicht offen sein. Falls zy ein Randpunkt von I ist, so
ist der Grenzwert in (*) ein einseitiger Grenzwert.
2. Mit der Substitution h = z — x¢ gilt

i J@) = fl@o) _ o Flwo+ h}z — f(@o)

T—xQ Tr — X0 h—0

Geometrische Interpretation der Ableitung fiir reellwertiges f:
In der folgenden Skizze ist die Gleichung der Geraden durch die Punkte pg = (o, f(zo)) und
p = (z, f(x)) gegeben durch

f(x) = f(0)

S(t) = fleo) + T = S (1= w0), HER.

115
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Diese Gerade heifst die Sekante durch py und p. Ihre Steigung ist gegeben durch den Differen-

zenquotienten
f(x) — f(zo)
x—x0
Falls die Ableitung f'(xo) existiert, so geht die Sekante S mit  — x¢ in die folgende Gerade

iiber:
T(t) = f(xo) + f'(z0) - (t —x0), tER.

T(e)

S(t)

P

xXpr-— — — —
Y

|
l
7 / %,

Die Gerade T heiftt die Tangente an den Graphen von f im Punkt pq. Ihre Steigung ist gegeben
durch f'(z0).

10.1 Beispiele. (1) Die lineare Funktion f : R — C, f(z) = ax + b (mit a,b € C) ist
differenzierbar auf ganz R mit Ableitung f/(z) = a.

Denn fiir beliebiges xp € R und z # xg gilt
f@) = f(o) _
x — xo
Insbesondere ist die konstante Funktion f:R — C, f(z) =b auf ganz R differenzierbar
mit f/'(z) = 0.
(2) Die Potenzfunktion f:R — R, f(z):=2" mit n € N ist auf ganz R differenzierbar
mit Ableitung

d
f'(z) = E(z”) = nz" L.

Beweis: Sei g € R. Mit dem Binomischen Satz erhalten wir fiir A # 0:

f(l‘()—l—h)—f(l'o) (x0+h)n_$n n— n n— n n—
Y = Y Oznxo Ly 5 h xg 24 . +h h__>(>)n$0 L

(3) Die Exponentialfunktion. Die Funktion f:R — C, f(z) = e (mit a € C) ist auf
ganz R differenzierbar mit

d axr\ __ ax . i x\ _ T
%(e ) = ae” . Insbesondere: I (e ) =e”.
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Beweis: Wir konnen o.E. a # 0 annehmen. Sei z¢p € R. Dann folgt fiir A # 0:

ea(xo—f—h) — %o eah -1

h - T h o T

ah

=1.

denn nach Satz 8.13 gilt lim
h—0 a

(4) Die Betragsfunktion f(z) = |z|, z € R ist nicht differenzierbar in zo = 0. Es gilt

namlich
-0
lim L =1, lim m
z]0 T 0 T

Der Limes des Differenzenquotienten in zg = 0 existiert daher nicht.

Y
T
0
Weil aber f(z) = « fiir x > 0 und f(z) = —x fir = < 0, ist f differenzierbar auf

R\ {0}, d.h. auf (0,00) und auf (—o0,0), mit

f’(:c):{l fir x > 0,

-1 firx <0.
Bemerkungen:

(1) Wie die Stetigkeit, so ist auch die Differenzierbarkeit einer Funktion f: I — C an einer
Stelle xg € I eine lokale Eigenschaft, die nur vom Verhalten von f in (beliebig) kleinen
Umgebungen von xg abghéngt.

(2) Ist der Definitionsbereich einer Funktion f : D — R eine disjunkte Vereinigung offener
Intervalle, so heift f differenzierbar auf D, wenn f auf jedem offenen Teilintervall von
D differenzierbar ist.

Wir betrachten nun eine Funktion f:I — C nahe z¢ € I. Fiir x € I \ {z¢} schreiben wir

(*) f(.%') = f(xO) + q<f17> . ($ — $0) mit q(g;) = M )

Tr — X
10.2 Satz. Sei f: I — C differenzierbar in xo € I. Dann ist f auch stetig in xg.

Beweis. Aus (x) folgt

lim f(z) = f(zo) + f'(z0) -

im
T—T0 Tr—T0

(x — o) = f(z0).

Dies besagt, dass f in x( stetig ist. (Beachte Lemma 8.11). O
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10.3 Satz (Aquivalente Formulierung der Differenzierbarkeit). Fir eine Funktion f :
I — C (I ein echtes Intervall) sind dquivalent:

(i) f ist differenzierbar in xo € I.

(ii) Es gibt eine in xo stetige Funktion q:I — C, so dass

() fz) = flzo) + q(z) - (z — x0).

In diesem Fall gilt f'(zo) = q(xo).

Beweis. (1) = (ii): Wir definieren g auf I\ {z¢} wie in (x). Aus der Differenzierbarkeit von
[ in zo folgt, dass limg ., g(z) = f'(x0). Die durch ¢(xo) := f'(zo) definierte Fortsetzung
von ¢ ist daher stetig in xzq.

(ii)==(i): Aus der Stetigkeit von ¢ in xo folgt

Lo 1) = f(o)

T—rITQ Tr — X

= q(wo).
|

Bemerkung: Es gibt Funktionen, die auf ganz R stetig, aber nirgends differenzierbar sind!
Das erste Beispiel einer solchen Funktion stammt von K. Weierstraf (1861). Siehe dazu z.B. K.
Konigsberger, Analysis 1, Kapitel 9.11.

Definition (Einseitige Ableitungen). Gegeben sei f : I — C. Falls in xy € I zumindest
der einseitige Grenzwert

i £®) = flzo) _ F(zo-) baw. lim f(z) = f(zo)

!
=: To+
ztxo T — X xlxo T — X f ( 0 )

existiert, so heifst dieser Grenzwert die linksseitige bzw. rechtsseitige Ableitung von f in xg,
und f heifst in xg linksseitig bzw. rechisseitig differenzierbar.

Beispiel: Die Betragsfunktion f(x) = |z| auf R ist im Punkt 0 sowohl linksseitig als auch
rechtsseitig differenzierbar mit f/(0+) =1, f(0—) = —1.

10.2 Ableitungsregeln

10.4 Satz. Seien f,g : I — C differenzierbar in x € I. Dann sind auch f + g und fg
differenzierbar in x. Ist g nullstellenfrei auf I, so ist auch f/g differenzierbar in x, und es
gelten

1) (f+9) (@) = f(2)+g'(2);
(2) (f9)'(z) = f'(x)g(x) + f(z)g'(x)  (Produktregel);

(3) (g)’@;) _ <w>g<fv;2zxj)f<x>g (2)

(Quotientenregel).
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Beweis. (1) Fiir h # 0 mit x + h € I haben wir
fle+h)+g@+h) = fle)g(x)  fla+h)—flz)  glz+h)—g(@)

_ T s f(a) + g ().

h h h h—0

(2) Nach Satz 10.2 ist g stetig in x. Wir erhalten daher fiir h — 0:

fle+h)glz+h) - flz)g(z)  flz+h) - f(z)

gz +h) —g(z)

. = =T oy + SEER IOy
~f(2) —9) ~g'(2)
(3) Wir behandeln zunédchst den Spezialfall f = 1. Mit h — 0 erhalten wir
1 1
g@ih) 9@ _ g9(z) —glz+h) 1 oy L
h B h g(x)g(z + h) hs0 g(w) g (x)
Also ist 1/g differenzierbar in x mit
N g(@)
(5) ) =~ @y
Mit der Produktregel folgt nun, dass auch i im Punkt x differenzierbar ist mit
Iy f(z —4'(z f(z)g(z) — f(z)g'(z
(L) = L9 ¢ o). 280) _ @)oe) o) (e)
g 9(x) 9*(x) 9*(x)
]

10.5 Beispiele. (1) Polynomfunktionen. Betrachte

p:R—C, p(x)=apz" +...+a1x + ap mit Koeffizienten a; € C.

Mit Beispiel 10.1 (2) und obigen Ableitungsregeln folgt, dass p auf ganz R differenzierbar
ist mit Ableitung
p(z) = napz” Y+ ...+ a.

Rationale Funktionen. Sind p,q Polynomfunktionen auf R mit komplexen Koeffizi-
enten, so ist die rationale Funktion R = % aufgrund der Quotientenregel differenzierbar
auf {x € R: ¢q(z) # 0}. (Dies ist eine Vereinigung endlich vieler offener Intervalle).

1
eispiel: ) =— (mit n € ist differenzierbar au 0} mit
Beispiel: R — N diff b f R
z

nax™1 n

R/(aj) = — (ajn)2 = _$n+1 .

Ableitung von Sinus und Cosinus. Fiir z € R gilt

1

cosx = %(eix + e‘”), sinr = 2_Z_(€ix _ e—m)_

Mit Beispiel 10.1(3) fiir die Exponentialfunktion und den Ableitungsregeln folgt, dass der

Cosinus und der Sinus auf ganz R differenzierbar sind mit

ir . —i : Ui
cos'(z) = = (e’ —ie™*"), sin'(z) = Z(ze” + ie”"").

Also: | cos'(z) = —sinz, sin’(x) = cosx.
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Sei I C R ein echtes Intervall und f : I — R stetig und streng monoton. Dann ist nach Satz
8.8 iiber die Stetigkeit der Umkehrfunktion auch f(I) ein (echtes!) Intervall, f : I — f(I)
ist bijektiv, und die Umkehrfunktion f~! : f(I) — I ist ebenfalls stetig. Wir sind nun an
Differenzierbarkeitsaussagen interessiert.

10.6 Satz (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei I C R ein echtes Intervall und f : I — R
stetig und streng monoton. Ferner sei f differenzierbar in xg € I mit f'(x¢) # 0. Dann ist die
Umkehrfunktion f~1 differenzierbar in yo = f(z0), und

() (o) = =

Beweis. Sei (y,) € f(I)\ {yo} eine Folge mit v, — yo = f(x0). Setze z, := f~(yn) € L.
Dann ist x, # ¢ (da f bijektiv), und mit der Stetigkeit von f~! folgt z, — xq fiir n — oo.
Also gilt

lim f_l(yn) - f_l(yO) — lim Iy — X0 _ 1

n—»00 Yn — Yo n=oo fzn) = flzo) — f'(wo)

O

Beispiel: Ableitung des Logarithmus. Der natiirliche Logarithmus In : (0,00) — R ist
die Umkehrfunktion der auf ganz R differenzierbaren, streng monoton wachsenden Exponen-
tialfunktion exp. Wegen exp’(z) = exp(x) # 0 fiir alle € R ist Satz 10.6 anwendbar. Wir
erhalten, dass In auf ganz (0,00) differenzierbar ist mit

NP U S N
Y7 exp/(iny)  exp(ny)  y
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10.7 Satz (Kettenregel). Gegeben seien f: 1 — J, g: J — C, mit echten Intervallen 1, J.
Die Funktion f sei differenzierbar in xo € I und g sei differenzierbar in f(xg). Dann ist go f
differenzierbar in xg, und es gilt

(g0 ) (z0) = g'(f(@0))f'(z0)-

Beweis. Wir beginnen mit einem naheliegenden ersten Versuch: Wir schreiben fiir x € I mit

T # x0:
’ 9(f(x)) —g(f(x0)) _ 9(f(x)) —g(f(x0))  [f(x) = f(x0)
T — o f(z) = f(z0) T —Zo

Der zweite Faktor konvergiert fiir © — xg gegen f’(xg). Aber der erste Faktor ist i.A. nicht

definiert, weil moglicherweise f(x) = f(zp) in einer ganzen Umgebung von xzg, so dass ein
undefinierter Quotient % entsteht. Um dieses Problem zu umgehen, arbeiten wir mit der aqui-
valenten Formulierung der Differenzierbarkeit aus Satz 10.3: Wegen der Differenzierbarkeit von
f in zg gibt es eine in x( stetige Funktion ¢ : I — R mit

f(x) = f(xo) = q(x) - (x — ) fiirallex €I, q(zg) = f'(x0).

Wegen der Differenzierbarkeit von ¢ in f(zg) gibt es ferner eine in yy := f(z¢) stetige Funktion
r:J — C mit

9(y) —g(yo) =7(y) - (y —wo) firalleyeJ, 7(yo) =g (o).
Zusammen erhalten wir fir z € I:
g(f(z)) = g(f(z0)) = r(f(z)) - q(z) -(x — o).
e
stetig in xg

Wiederum nach Satz 10.3 folgt hieraus, dass g o f an der Stelle zg differenzierbar ist mit

(go f)(z0) = r(f(20)) - q(wo) = g'(f(w0)) - f' (o).

Beispiele.
(1) Betrachte die Potenzfunktion p;: (0,00) = R, ps(x) = 2® mit s € R. Es ist

slnzx

ps(x) =e
Aus der Kettenregel mit f(x) = slnz und g(y) = e¥ folgt, dass ps auf ganz (0, 00)
differenzierbar ist mit
slnz 1 371'

pi(r) = se o = s

Also: | (2°) = szt auf (0,00).

Insbesondere ist die Wurzelfunktion f(z) = \/z auf (0,00) differenzierbar mit
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(2) Sei f: I — R differenzierbar in € I. Dann ist auch e/ = expof : I — R differenzierbar
in x, und es gilt

(ef)/(x) = f'(z) /@,

Ist sogar f > 0 auf I, so ist auch die Funktion In f :=1Inof differenzierbar in x, und es

)
@)

gilt

(In f)'(x)

Hohere Ableitungen.

Betrachte eine Funktion f : I — C in der Néhe einer Stelle g € I. Wir nehmen an, f
sei differenzierbar in einer Umgebung I N Uc(zg) von xzq. Falls die auf I N Uc(zg) definierte
Ableitung f’ ebenfalls in zy differenzierbar ist, so heifit f zweimal differenzierbar in . Man
schreibt 2

f
f(wo) = =5 (x0) == (f)'(wo)
und nennt f”(z¢) die 2. Ableitung von f in .

Allgemeiner definiert man fiir n € Ny die n-te Ableitung (oder: Ableitung der Ordnung n)
von f in zg rekursiv durch

FO(zo) := flwo), f(w0):= (f(”_l))/(aro), sofern existent.

Falls alle Ableitungen bis zur Ordnung n von f in xq existieren, so heifst f n-mal differenzierbar
in xg. f heift n-mal differenzierbar auf I, falls f n-mal differenzierbar in jedem xg € I ist.

Definition. Sei n € Ny. Eine Funktion f : I — C heift n-mal stetig differenzierbar auf I,
falls sie n-mal differenzierbar auf I ist und £ noch stetig auf I ist. Man schreibt

C™(I):={f: I — C n-mal stetig differenzierbar},
C°(I) :={f : I — C beliebig oft stetig differenzierbar}.

Insbesondere ist
COI)={f:I— C stetig} = C(I).

WEeil Linearkombinationen stetiger bzw. differenzierbarer Funktionen auf I wieder stetig bzw.
differenzierbar sind, sind all diese Raume C-Vektorrdume.

Beispiele: Polynomfunktionen auf R mit komplexen Koeffizienten liegen in C°°(R), eben-
so die Exponentialfunktion e®. Die Potenzfunktionen ps und der Logarithmus In liegen in
C>((0,00)).
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10.3 Extrema und der Mittelwertsatz

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschlieflich reellwertige Funktionen.

Definition (Extrema einer Funktion). Gegeben sei eine reelle Funktion f: D — R mit
(beliebigem) Definitonsbereich D. Man sagt, f hat im Punkt xg € D ein

o globales Maximum, falls f(z) < f(zo) fur alle z € D.

e lokales Maximum, falls ein € > 0 existiert, so dass

f(z) < f(zo) fur alle z € D mit |z — zg| <e.
Ein lokales Maximum in xq heifit isoliert, falls ein € > 0 existiert, so dass sogar
f(x) < f(xo) fiir alle z € D\ {zp} mit |z —xzo| <e.
Analog definiert man ein globales bzw. lokales Minimum in xg. Maxima und Minima von f
heifsen auch FExtrema von f. Eine Stelle, an der f ein Extremum annimmt, heiftt Extremalstelle

von f.

glabales Haxsmuus

Lolcalen Haximuun

(

|

: /\

X, D ;
A

Fiir differenzierbare Funktionen auf Intervallen gibt es ein wichtiges und niitzliches Kriterium

bei der Suche nach Extrema:

10.8 Satz (Notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema). Sei f: (a,b) = R differen-
zierbar in xg € (a,b). Angenommen, f hat in xo ein lokales Extremum. Dann gilt f'(xo) = 0.

Beweis. Wir nehmen an, f habe in zg ein lokales Maximum. Dann gibt es ein € > 0, so dass
die Umgebung (xog — €, 29 + €) ganz im Intervall (a,b) enthalten ist, und so, dass

Tr — X

f(z) — f(xo) | <0 fiir alle z € (29,20 + €)
>0 fiir alle = € (xg — €, 20).

+1

Mit & — x folgt hieraus, dass f’(zp) sowohl < 0
als auch > 0 ist. Daher muss f/(xg) = 0 sein.

Fiir ein lokales Minimum argumentiert man analog. %L X XotE
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Y
Achtung: Das notwendige Kriterium 10.8 ist nicht hinrei-
chend fiir lokale Extrema)
Beispiel: f(z) =23, z € R.

0

Es ist f/(z) = 322 und daher f’(0) = 0. Aber z = 0 ist
keine (lokale) Extremalstelle von f.

Vorgehen bei der Suche nach Extrema:

(1) Wir betrachten zunéchst den Fall einer differenzierbaren Funktion f: [a,b] — R.

Da der Definitionsbereich ein kompaktes Intervall ist, und da f nach Satz 10.2 auch stetig
auf [a,b] ist, nimmt f nach dem Satz vom Maximum und Minimum 8.7 ein globales
Maximum und ein globales Minimum auf [a,b] an. Kandidaten fiir die entsprechenden
Extremalstellen sind:

1. Punkte zg € (a,b) mit f'(zo) = 0;
2. Die Randpunkte a und b.

(2) Ist f: I — R eine differenzierbare Funktion auf einem allgemeinen, evtl. unbeschriankten
(echten) Intervall I, so muss man bei der Untersuchung von f auf globale Extrema
ebenfalls das Verhalten von f am Rand von I studieren. So muss man z.B. im Fall
I = (a,00) das Verhalten von f fiir + — a und fir  — oo untersuchen.

10.9 Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung, kurz MWS). Sei f : [a,b] - R
stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann ezistiert eine Stelle £ € (a,b) mit

f(b) — f(a)
b—a

= f'(&).

)

Beachte: Der Quotient auf der linken Seite
ist die Steigung der Sekante durch die Punk-

te p= (a, f(a)) und q = (b, f(b)).

> —

o — — = — —

Spezialfall (Satz von Rolle): Ist zusditzlich
fla) = f(b), so emistiert ein & € (a,b) mit
f'(€) =o0.

e -1\\
Gn-—A\/
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Beweis. Schritt (I): Beweis des Satzes von Rolle.

Da f stetig auf [a,b] ist, nimmt f auf [a,b] ein globales Maximum und ein globales Minimum
an. Falls beide Stellen am Rand von [a,b] liegen, so muss wegen f(a) = f(b) die Funktion f
konstant sein, und es folgt f’ = 0 auf ganz (a, b). Wir sind also fertig. Falls aber wenigstens eine
der beiden (globalen) Extemalstellen kein Randpunkt von [a, b] ist, so nimmt f ein Extremum

in einem inneren Punkt £ € (a,b) an. Mit dem notwendigen Kriterium aus Satz 10.8 folgt, dass
f(€) = 0 sein muss.

Schritt (IT): Reduktion des MWS auf den Satz von Rolle.
Wir betrachten auf [a,b] die Funktion

g(@) = fla) = ===

Dabei haben wir von f eine lineare Funktion subtrahiert, deren Steigung mit derjenigen der
Sekante durch p und ¢ {iibereinstimmt. Nun ist g(a) = g(b) = 0, und g erfiillt daher die
Voraussetzungen des Satzes von Rolle. Mit diesem folgt die Existenz einer Stelle £ € (a,b) mit

0=y = e - 1O
Dies beweist den MWS. 0

Warnung: Der Mittelwertsatz gilt nicht fiir komplexwertige Funktionen! Fiir eine stetige, auf
(a,b) differenzierbare Funktion f : [a,b] — C gilt der Mittelwertsatz zwar getrennt fiir Ref
und Imf, aber evtl. nur mit unterschiedlichen Zwischenstellen.

Der Mittelwertsatz hat zahlreiche Anwendungen und gehért daher zu den wichtigsten Sétzen
der Analysis einer reellen Variablen. Eine der Anwendungen betrifft das Monotonieverhalten
differenzierbarer reeller Funktionen. Dazu kommen wir als Néchstes.

10.10 Satz (Monotoniekriterium). Sei f : (a,b) — R differenzierbar, wobei —oo < a <
b < oo. Dann gelten:

1) f'>0 auf (a,b
f'<0 auf (a,b
>0 auf (a,b) < [ ist monoton wachsend auf (a,b).

) = [ ist streng monoton wachsend auf (a,b).
)
)

(4) f' <0 auf (a,b) < [ ist monoton fallend auf (a,b).
)
f

= [ ist streng monoton fallend auf (a,b).

—_ — — —

1'=0 auf (a,b) < [ ist konstant auf (a,b).

Ist f ferner stetig auf ganz [a,b], so gelten alle rechtsstehenden Aussagen auf ganz [a,b].

Beweis. Betrachte beliebige z,y € R mit a < <y < b bzw. mit « < 2 <y < b, falls f
stetig auf [a, b]. Dann ist der Mittelwertsatz fiir f auf dem Intervall [z, y] anwendbar. Er liefert
eine (von z und y abhéngige) Stelle £ € (z,y) mit

fly) — f(z)
Yy—

Wir betrachten nun die einzelnen Fille: In Teil (1) ist f/(§) > 0 und daher f(z) < f(y). Also
ist f streng monoton wachsend auf (a,b) bzw. auf [a,b]. Teil (2) und die Implikationen ,,=*
in (3) und (4) beweist man analog.

= f'(6).
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Zur Implikation ,,<“ in (3): Sei z € (a,b). Dann gilt

f’(x) — lim fly) — f(=)

ydx y—x

> 0.

Analog beweist man die Implikation ,,<*“ in Teil (4). Teil (5) schlieflich ist unmittelbare
Konsequenz von (3) und (4). O

Achtung: In den Aussagen (1) und (2) des Monotoniekriteriums gilt die umgekehrte Impli-

kation ,,<=“ nicht!

3

Beispiel: Die Potenzfunktion f(z) = 2° ist streng monoton wachsend auf R, aber f/(0) = 0.

Zusatz: Aussage (5) des Monotoniekriteriums gilt auch fiir komplexwertige differenzierbare
Funktionen f : (a,b) — C. Dazu schreibt man

f=Ref+ilmf mit Ref::%(f-f—?), Imf::%(f—f).

Mit f ist auch f differenzierbar auf (a,b) mit (f)’ = f’. Also sind auch die reellwertigen
Funktionen Ref und Imjf differenzierbar auf (a,b), und wir haben auf (a,b) die Aquivalenzen

f'=0<+= (Ref) =0 A (Imf) =0 <= Ref = konst. A Imf = konst. <= f = konst.

10.11 Korollar. Die Funktion f : R — C sei differenzierbar und es gebe eine Konstante
a € C, so dass

f'=af auf R.

Dann gilt
flx)=c-e* mit ¢ = f(0).

Beweis. Wir wenden einen Trick an: Wir betrachten die Funktion g(x) := e~ f(x) und zeigen,
dass ¢ konstant auf R ist. In der Tat ist (geméfs Produktregel) g differenzierbar auf R mit

g'(z) = —ae" f(z) + e f'(x) = 0.

Mit dem Zusatz zu Teil (5) des Monotoniekriteriums folgt, dass g = konst =: ¢ auf R. Also ist
f(z) = ce® auf R, und die Konstante ¢ erhalten wir, indem wir x = 0 setzen. O

Bemerkung: Die Gleichung [’/ = af ist eine sogenannte lineare Differentialgleichung 1. Ord-
nung. Mit Differentialgleichungen werden wir uns ausfiihrlich in der Analysis 2 beschéftigen.

10.12 Satz (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extema). Sei f : (a,b) — R differen-
zierbar und im Punkt xo € (a,b) zweimal differenzierbar. Dabei gelte

f(w0) =0 und f" () > 0.

Dann besitzt f in xg ein isoliertes lokales Minimum.

Ist f'(x0) =0 und f"(x0) <0, so besitzt f in xo ein isoliertes lokales Mazimum.
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Vorsicht: Die umgekehrte Richtung in diesen Aussagen gilt im Allgemeinen nicht!

Beispiel: Die Funktion f(z) = z* besitzt in xp = 0 ein isoliertes lokales Minimum. Es ist
aber f’(0) = f"(0) = 0.

Beweis des Satzes. Wir beweisen die Aussage fiir ein Minimum. Aus f”(zg) > 0 folgt mit der
Definition der Ableitung, dass es ein € > 0 gibt, so dass auch

f'(@) = f'(x0)

> 0 firalle z € (xg — €, 29 + €) mit = # xg.
T — X0

Wegen f’(xg) = 0 folgt hieraus, dass

, > 0 fiir alle x € (g, x0 + €),
f(z)
< 0 furalle z € (g — €, ).

Nach dem Monotoniekriterium ist f also streng monoton steigend auf (xg,xo + €) und streng
monoton fallend auf (zg—e¢, zg). Im Punkt z( liegt daher ein isoliertes lokales Minimum vor. [J

10.13 Satz (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f,g: [a,b] — R stetig und diffe-
renzierbar auf (a,b) mit ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Dann ist g(a) # g(b), und es gibt eine
Stelle & € (a,b) mit

f) = fla) _ f(§)

g9(b) —g(a) (&)

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass g(a) # g(b). Angenommen, es sei g(a) = g(b). Dann folgt
mit dem Satz von Rolle die Existenz einer Stelle = € (a,b) mit ¢'(z) = 0, im Widerspruch zur
Voraussetzung.

Nun betrachten wir die Funktion

f() — f(a)
g9(b) —g(a)

Sie erfiillt F(a) = f(a) = F(b). Wieder mit dem Satz von Rolle folgt die Existenz einer Stelle
¢ € (a,b) mit

) = f(x) - (9(2) — g(a)).

f(0) — f(a)
9(b) — g(a)
Umstellen liefert die Behauptung. O

0="F'(§) = f'(§) - -9 (6)-

Der verallgemeinerte Mittelwertsatz ist die Grundlage fiir die Berechnung (und Sicherung der
Existenz!) von Grenzwerten der Form

lim —f(x) ,

z—a g(x)
wobei f und g differenzierbare Funktionen auf einem offenen Intervall (a,b) sind, die fir z — a
(oder x — b) entweder beide gegen 0 oder beide gegen 400 konvergieren. Ein Beispiel ist der

Grenzwert,
" —1

(n,m € N).

1m
z—1 ™ — 1
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10.14 Satz (Regel von L’Hospital). Seien f,g: (a,b) — R differenzierbare Funktionen mit
g (x) # 0 fir alle x € (a,b), wobei —o0 < a < b < oo. (Es ist also auch a = —o00, b = 00
erlaubt). Ferner sei eine der beiden folgenden Bedingungen erfillt:

(i) f(z) =0 und g(x) =0 fir x}a, oder

(ii) f(x) —» +oo und g(z) — too fir = | a.

Dann gilt

lim —=

f@) 1)
wla g(@) ~ ale g(@)’

sofern der Grenzwert rechts in R U {too} existiert.
Analoge Aussagen gelten fiir x 1 b.

Bemerkungen:

(1) Der Marquis de L’Hospital (1661-1704), nach dem diese Regel benannt ist, hat sie unter
seinem Namen publiziert, aber nicht selbst entdeckt. Er hat sie Johann Bernoulli abge-
kauft!

(2) Oft hat man es mit einer Funktion A = f/g zu tun, die auf einer punktierten Umgebung
(a —e,a+¢€)\ {a} definiert ist. In diesem Fall gilt:

lim A(zx) =c <= lim h(z) =¢ A lim h(z) = c.
T—x0 ( ) zlxo ( ) xtxo ( )

(Siehe Blatt 10, Aufgabe H5).

Beispiel: Fiir n,m € N gilt

" —1 nan !

. n
lim T = —.
z—1 mx™™ m

lim =
z—1 ™ — 1 %

Dabei ist die Existenz des ersten Grenzwerts (links- und rechtsseitig) durch die Existenz des
zweiten Grenzwertes gesichert. Beachte dabei, dass ma™ ™! # 0 fiir alle  nahe 1, und daher
die Regel von L’Hospital anwendbar ist.

Beweis der Regel von L’Hospital. Wir miissen unterschiedliche Stuationen betrachten.
Situation I: | ¢ mit a € R, d.h. a # —oco (analog = b mit b € R):
Wir setzen ()
L :=lim
zla g'()

€ RU {£o0}.

Wir betrachten nun die beiden im Satz angegebenen Félle (i) und (ii).

Fall (i): In diesem Fall sind f und g stetig fortsetzbar auf [a,b) mit f(a) = g(a) = 0. Sei nun
x € (a,b) beliebig. Wir wenden den verallgemeinerten Mittelwertsatz auf das Intervall [a, x]
an. Er liefert, dass g(x) # 0 sowie die Existenz einer Stelle &, € (a,z) mit

flx) _ ['&)

9(@) (&)

Im Limes = | a gilt auch &, | a, und daher konvergiert der Ausdruck auf der rechten Seite fiir

| a gegen L.
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Fall (ii): In diessem Fall betrachten wir (zunéchst noch beliebige) z,y € R mit a < z < y < b.
Dann ist g(x) # g(y) nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz, und wir kénnen schreiben:

N

(1) f(:c):f(x)_f(y).l_%
g(x) g(@) —gly)  1_ %

Wir halten nun y fest. Der zweite Faktor auf der rechten Seite konvergiert dann fiir x | a gegen
1-0

=5 = 1. Der erste Faktor auf der rechten Seite von Gleichung (1) ldsst sich, wiederum nach

dem verallgemeinerten Mittelwertsatz, schreiben als

f@)—fly) _ F'©)
g(x) —gly) ()

mit einer geeigneten Zwischenstelle £ € (z,y).

— [

(2)

Wir betrachten nun zunéchst den Fall —oco < L < 0.
Sei A € R mit A > L beliebig. Nach Definition von L existiert dann ein § > 0, so dass

f'(®)
g'(t)
Fir z,y e Rmit a<z <y <a+ folgt weiter aus Gleichung (2), dass

f(z) = fy)
9(x) — g(y)

< A firalle t € (a,a+9).

< A

Unsere vorherigen Beobachtungen zur Gleichung (1) fiir « | a zeigen, dass daher fiir gentigend
kleines ¢’ > 0 mit ¢’ < ¢ auch noch

f(x)

3 L <\ fiiralle x € (a,a+ ).
®) f(y) ( )
Falls L = —o0, so folgt hieraus sofort : liin % = —o00, und wir sind fertig.
zla g\T

Nun betrachten wir den Fall —co < L < 0. In diesem Fall zeigt man analog, dass zu beliebigem
pE€R mit p < L ein 6” >0 mit 6”7 < § existiert, so dass

(4) @) > p fiir alle z € (a,a+ §").

9()
f(=)

Falls L = 0o, so folgt hieraus lim ——= = oo, und wir sind wieder fertig.
zla g(z)
Im Fall —oco < L < oo schlieklich folgt aus (3) und (4) zusammen, dass liin % = L, und
zla g\T
wir sind ebenfalls fertig.

Situation II: b= 0o und x — oo (analog a = —oo und = — —00):
Diese Situation kénnen wir durch Substitution y = % auf die Situation I zuriickfiihren. Mit der
Regel von L’Hospital fiir 4 | 0 erhalten wir

0 R ) B4 ) I G0 )
T—00 g(:L') 240 g(%) L’Hospital yl]0 —yizg’(%) T—00 g/(_jlj)

wobei der Grenzwert links existiert, sofern derjenige rechts existiert. O
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Weitere Beispiele:

1 1
(1) lim(xlnz) = lim ¥ = lim

= r = 0.
z]0 )0 P = z]0 -

Dabei ist die Existenz des ersten Grenzwerts durch die Existenz des zweiten gesichert.

(2) Manchmal muss man die Regel von L’Hospital mehrfach anwenden. Beispiel:

o ef—-1—-z et -1
lim ———— = lim
z—0 xT % z—0 2z

xr
.e
lim — = —.
z—0 2

clo ||

Wieder ist die Existenz des Grenzwerts ,yvon hinten nach vorne* gesichert.



Kapitel 11

Trigonometrische Funktionen, Teil 2

11.1 Nullstellen und Periodizitat von Sinus und Cosinus

Wir erinnern an den Cosinus und Sinus auf C, die wir in Kapitel 9 eingefiihrt haben:

CoS z = %(eiz + e_iz), sinz = 2%,(6” - e_iz).
Ferner haben wir fiir z € R:
cosT = Re(ei””), sinx = Im(eiw).
2 e

le®| =1, cos’z + sin’x = 1.

Noch ist unklar, welche Punkte auf dem Einheis-
kreis welchen Argumenten der Funktion = — e®®
auf R entsprechen. Um das herauszufinden, be-

ginnen wir mit einer genaueren Untersuchung

von Sinus und Cosinus auf R.

11.1 Lemma (EinschlieBungslemma).

(1) Fiir alle x € ]0,2] gilt
3
T — % < sinzx <ux.

Insbesondere ist sinz > 0 fir 0 <ax < 2.

(2) Die Funktion x> cosx ist auf dem Intervall [0,2] C R streng monoton fallend mit

2 $2 .’B4

x
1-—< <1l———4+—.
5 < cosz < 2+24

Beweis. (1) Fixiere x € [0,2]. Aufgrund der Potenzreihendarstellung des Sinus gilt

> x2n+1 $3
ine =Y (1) —— = 4 ...
sinz = 3 _(-1) 2ntD! "7 6
n=0 \ ,
=:an

Dabei ist a, > 0. Ausserdem ist (ap)nen, monoton fallend, denn fiir n > 1 erhalten wir die

131
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Wir kénnen daher das Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen anwenden. Es besagt insbe-
sondere, dass der Reihenwert sinz zwischen je zwei aufeinanderliegenden Partialsummen liegt.
Dies liefert die behauptete Einschachtelung.

(2) Die Einschachtelung beweist man analog zu der fiir den Sinus. Es bleibt die strenge Mono-
tonie von cosz auf [0, 2] zu zeigen. Das machen wir mit dem Monotoniekriterium 10.10: cosx
ist auf ganz R differenzierbar, und fiir = € (0,2) gilt mit Teil (1):

cos'(r) = —sinz < 0.

Da der Cosinus auf [0, 2] stetig ist, liefert das Monotoniekriterium, dass er auf ganz [0, 2] streng
monoton fallt. O

11.2 Satz. Die Funktion x — cosx hat im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle &. Die Zahl
m:=2¢ heifft Kreiszahl.

Beweis. Der Cosinus ist stetig auf [0,2] mit

4 16
0=1 2<1——-—+4+— 0;
cos , cos2 < 24—24< ;

dabei haben wir das Einschliefungslemma fiir den Cosinus verwendet. Mit dem Zwischenwert-
satz folgt, dass der Cosinus mindestens eine Nullstelle £ € [0, 2] besitzt. Aufgrund der strengen
Monotonie des Cosinus auf [0, 2] ist diese auch die einzige. O

Bemerkung: Ferdinand Lindemann hat 1882 bewiesen, dass m transzendent ist. Zur nahe-
rungsweisen Berechnung von 7w gibt es z.B. ein Kapitel in Kongisberger, Analysis I. Man sollte
mindestens 2, aber noch besser die ersten 4 giiltigen Nachkommastellen kennen: = = 3,1415....

Wir kénnen nun eine ganze Reihe von Konsequenzen aus dem obigen Satz ziehen. Mit der
Eulerschen Formel cos? z +sin?z = 1 folgt aus cos(%) =0, dass sin (g) = 1. Denn wir wissen
ja aus dem Einschlieffungslemma, dass sin ( g) > 0 ist. Also gilt
in/2 _ E L. E _
e cos(2)+zsm(2) 7.

Mit der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ergibt sich daraus weiter:

em =% = —1
sowie
6327r/2 _ Z~3 = —q, 627rz _ Z~4 - 1.
elim/2
s 3
v 5|7 | % |2 .
- e
T
e 1| —1 v | 1 0 [ o2ri

cosx || O] =11 O 1
sinz || 1 0 —-11 0

e3i7r/2
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Wegen e?™ =1 erhalten wir aus der Funktionalgleichung
T2 — % ¥ = % fiir alle z € C.

Definition. Sei K = R oder C. Eine Funktion f : K — C heifst p-periodisch mit Periode
p € K\ {0}, falls
flx+p) = flz) firalle z €K

Beachte: Ist p eine Periode von f, so ist natiirlich auch jede Zahl kp mit k € Z \ {0} eine
Periode von f. Man ist oft an betragsméissig moglichst kleinen Perioden interessiert.

11.3 Satz (Periodizitdt der komplexen Exponentialfunktion). Die Exponentialfunktion
ist 2mwi-periodisch auf C, d.h. es gilt

Vze C: e?t2m = ¢2,

11.4 Korollar (Periodizitét von Sinus und Cosinus). Der Cosinus und der Sinus sind
2m -periodisch auf C, d.h.

Vz e C: cos(z+2m) =cosz; sin(z+27w) =sinz.

Ferner gilt:

cos(z+m) =—cosz; sin(z+m) = —sinz;

Cos(z+ g) = —sinz; sin(z+ g) =Cosz.

Beweis. Aus der Periodizitdt der Exponentialfunktion folgt

1. . 1. .
cos(z + 2m) = 5(62 (z42m) 4 =i (z+27r)) — 5(622 + efzz) -
Analog erhélt man die 2rw-Periodizitdt des Sinus. Die restlichen Formeln beweist man analog,
z.B.

1

Cos(z+ g) _ %(ei(z—l-ﬂ'/Q) +€—i(z+7r/2)) _ (eizeiw/2+eize—iw/2) _ 5(2-61‘,2 _Z»e—iz) — _sinz.

DO | =

O

Als néachstes untersuchen wir Cosinus und Sinus auf Nullstellen. Dabei beschranken wir uns auf
reelle Argumente.

11.5 Satz. (1) cosz hat auf R genau die Nullstellen T + kn, k € Z.
(2) sinz hat auf R genau die Nullstellen km, k € Z.

Beweis. (1) Wegen cos(—z) = cosz und der Definition von 7 folgt, dass der Cosinus im

halboffenen Intervall (—%,%] nur Z als Nullstelle hat. Aus der Identitat cos(z + ) = — cosz

2°72 2
folgt weiter, dass der Cosinus im Intervall (—g, 37”] genau die Nullstellen 5 und 37“ hat.

Zusammmen mit der 27-Periodizitat des Cosinus liefert das die Behauptung.

Teil (2) folgt sofort aufgrund der Indentitét sin(z + 5) = cosz aus Teil (1). O
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Y
1 CcosS ¥
><\ ‘
| |
| |
‘ |
-2 _ 3 —7 _ T 0 s ™ 3m 2 L
2 2 2 2
1t sinx

Weil cos(0) > 0 und sin(g) > 0 ergibt sich aus der Lage der Nullstellen von Sinus und Cosinus
die folgende Konsequenz:

11.6 Korollar. FEs gilt

sinx >0 Vze (0,m),
T

cosz >0 Vze (—5, 5)

Wir wissen, dass Sinus und Cosinus 27-periodisch auf R sind, aber es ist noch nicht klar, ob
es nicht noch kleinere positive Perioden als 27 gibt. Dies beantwortet der folgende Satz.

11.7 Satz. (1) Fir z € C gilt: ¢ =1 < z € {2kmi, k € Z}.
(2) 27 ist die kleinste positive Periode von sinx und cosx auf R.

Beweis. (1) Fiir jedes k € Z gilt (mit der Funktionalgleichung von exp):
p2kmi _ (€2m‘)k‘ —1k =1
Sei umgekehrt z =z + iy € C (z,y € R) mit e* = 1. Dann folgt
1— ‘ez‘ _ ‘ex-i-iy‘ — . ‘eiy‘ _—
WEeil die Exponentialfunktion auf R injektiv ist, folgt hieraus x = 0. Dies wiederum impliziert
1=¢" = e =cosy + isiny.

Vergleich der Real-und Imaginirteile liefert: cosy = 1 A siny = 0. Mit Satz 11.5 folgt
hieraus: y = k7 mit k € Z, k gerade.

(2) Angenommen der Cosinus (und damit wegen Korollar 11.4 auch der Sinus) hat eine Periode
p mit 0 < p < 2x. Dann folgt

e = cosp+isinp = cos0+isin0 = 1,

im Widerspruch zu Teil (1) des Satzes. O

11.2 Tangens und Cotangens

Definition. Der Tangens und der Cotangens (mit reellen Argumenten) sind definiert durch

sin x

T
tan = $€R\{§—|—k‘ﬂ‘,k‘EZ},
cotz = COSJ;, x € R\ {km, ke Z}.

sinx
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Der Tangens und der Cotangens sind (geméf Quotientenregel) differenzierbar auf ihrem jewei-
ligen Definitionsbereich. Beide sind ungerade und haben wegen Korollar 11.4 die Periode ,
also

tan(z + 7) = tanz, cot(z+ 7) = cotx.

Ferner gilt:
m
cotxr = tan(— — x)
2

Wir beschrianken uns daher bei der weiteren Untersuchung auf den Tangens. Mit der Quotien-

tenregel erhalten wir
2 ;2
cos” x + sin“ x 1
tan’(x) = 5 = —— >0
cos? x cos? x
Nach dem Monotoniekriterium ist der Tangens daher auf seinem gesamten Definitionsbereich

streng monoton wachsend. Ferner gilt
tan 0 = 0; tan% =1.
Letzteres folgt (wieder mit Korollar 11.4) aus

T . T m 7r m
sin - = s1n(§ — Z) = cos(—z) = cos # 0.
Wir betrachten noch das Verhalten des Tangens in der Nahe seiner Definitionsliicken; weil er
ungerade und 7-periodisch ist, geniigt es dabei, den Grenzwert x 1 5 zu betrachten. Wegen

sing =1,cos5 =0 und cosz >0 fiir 0 <z < § erhalten wir

. . sinz
lim tanz = lim = 00.
T3 ztg COST
Es folgt lim, = tanz = —oco. Nach dem Zwischenwertsatz ist daher tan: (-7/2,7/2) = R

bijektiv. Sein Umkehrfunktion betrachten wir im néchsten Abschnitt.
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11.3 Die Arcus-Funktionen

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Umkehrfunktionen trigonometrischer Funktionen auf

geeigneten Definitionsintervallen.

(1) Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass

differenzierbar, streng monoton und bijektiv ist. Die Umkehrfunktion

T
tan o (<1, 7)
arctan 57
heifst der Arcus-Tangens. Er ist ebenfalls bijektiv, streng monoton wachsend und nach
Satz 10.6 iiber die Ableitung der Umkehrfunktion auch differenzierbar mit

1 2
= cos” T
tan’(z)

arctan’(y) = in y = tanz.

Wegen cos?z (1 +tan?z) =1 folgt, dass

arctan’(y) =

arctan x

(2) Die Umkehrung des Sinus wird in den Ubungen behandelt. Dort wird gezeigt, dass

sin : [

T
272

| = [-1,1]

differenzierbar, streng monoton wachsend und bijektiv ist. Die Umkehrfunktion

arcsin : [—1,1] — |

T
2%

heifit der Arcus-Sinus. Seine Ableitung wird in den Ubungen berechnet.

(3) Analog ist auch

cos: [0,7] = [-1,1]

differenzierbar, streng monoton fallend und bijektiv. Die Umkehrfunktion

arccos : [0, 7] — [—1,1]

heiflt der Arcus-Cosinus.
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arcsin &

B

arccos xr

|
wola

11.4 Polarkoordinaten

In diesem Abschnitt werden wir insbesondere sehen, dass jede Zahl auf dem Einheitskreis in C
eine Darstellung der Form z = ¢'* mit = € R hat, dass also die Abbildung

e R—o{zeC:|z|=1}

surjektiv ist. Wir zeigen sogar noch mehr:

11.8 Satz. Jede komplexe Zahl z € C 1ist darstellbar als

2z =re mit r=|2|>0, p €R.

Fir z # 0 st das sogenannte Argument ¢ von z eindeutig bestimmt bis auf Addition eines
ganzzahligen Vielfachen von 2.

Jedes Paar (r,¢) mit z = re heift Polarkoordinaten von z. Ublicherweise legt man fest, dass
¢ € [0,2m) oder ¢ € [—m, ).

Bemerkung: Fiir z = % mit ¢ € [0,27) ist ¢ die Linge des Einheitskreisbogens von 1 bis
z. Daher heifst ¢ auch der Winkel zwischen 1 und z. Um diesen Sachverhalt zu beweisen, muss
man aber wissen, wie die Lénge einer Kurve in C definiert ist, und wie man sie berechnen kann.
Dies ist Stoff des zweiten Semesters. Wir werden uns den Sachverhalt aber in den Ubungen
durch eine Approximation plausibel machen.

A

e'¥
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Beweis des Satzes. Im Fall z =0 ist » = 0 und ¢ beliebig wahlbar. Sei nun z # 0. Wir setzen
r:=|z| >0, w:= Z. Dann ist |w| = 1. Wir schreiben w = z + iy mit z,y € R. Dann gilt
insbesondere 22+ y? = 1 und daher —1 < x < 1. Setze ¢ := arcccos € [0, 7). Nun bendtigen
wir eine Fallunterscheidung:

1. Fall: y > 0. Wegen sing > 0 folgt dann

y=+v1—22 =/1—cos2p = sine.

Also ist w = € und damit z = re®.

2. Fall: y < 0. In diesem Fall erhalten wir
y=—V1—122 = —sinp = sin(—yp).

Also ist z = re .
Zur Eindeutigkeit: Sei z = re® = re® mit r > 0 und ¢,1 € R. Dann folgt e/¥=%) = 1.
Nach Satz 11.3 ist das dquivalent zu ¢ — 1 € 27Z. O

Mit Polarkoordinaten lasst sich die Multiplikation komplexer Zahlen schén veranschaulichen:
z=re%, w=seY = z2w=rs eilety),
Man multipliziert also die Betrége, und addiert die Argumente (modulo 27 ).
Wir beenden diesen Abschnitt mit einer weiteren wichtigen Anwendung der Polarkoordinaten.
11.9 Satz. Sei n € N. Dann hat die Gleichung z" =1 in C genau die n Lisungen
Zp = e B =0,1,...,n—1.

Diese heifien die n-ten Einheitswurzeln.

Beweis. Esist zj} = e?km — 1. das heift jedes z;, ist Losung der Gleichung. Ferner ist zj, # 2

fiir £ # | aufgrund von Satz 11.7. Und weil p(z) = 2™ — 1 ein Polynom vom Grad n ist, gibt
es geméf Korollar 5.8 héchstens n Losungen. O

A

Z9 Z1

Die n-ten Einheitswurzeln bilden die Ecken eines
regelméfigen n-Ecks.

z3 0 20 = 1
Im Bild: n =6.




Kapitel 12

Gleichmafige Konvergenz

12.1 Punktweise und gleichmafiige Konvergenz

Sei D eine (beliebige) Menge und f,, : D — C, n € N eine Folge von Funktionen mit gemein-
samem Definitionsbereich D.

Definition. Die Folge (f,,)nen konvergiert punktweise auf D gegen eine Funktion f: D — C,
falls gilt:
lim f,(z) = f(z) fir jedes z € D.

n—oo

Also: Die Folge (f,) konvergiert genau dann punktweise auf D gegen f, wenn gilt:
Zu jedem x € D und zu jedem € > 0 existiert ein Index N(z) = N(x,¢) € N, so dass

|fn(z) — f(x)] < € fiir alle n > N(x).

Eine wichtige Frage in einer solchen Situation ist: Welche Eigenschaften der Funktionen f,,, wie
z.B. Stetigkeit, Differenzierbarkeit, iibertragen sich auf die Grenzfunktion f?

12.1 Beispiel. f,(x) =2" auf D =1[0,1] CR.

Y
Die Folge (fn)nen konvergiert punktweise auf [0, 1]
gegen die Funktion f: [0,1] - R mit 1r-------- :
0 falls 0<z<1, |
flz) = |
1 falls x =1. !
‘ x
Alle f,, sind stetig (und sogar differenzierbar) auf 0 1

[0, 1], aber die Grenzfunktion f ist unstetigin = = 1.

Damit sich die Stetigkeit der Funktionen f,, auf die Grenzfunktion iibertrégt, reicht punktweise
Konvergenz also nicht aus. Man mufs mit einem stérkeren Konvergenzbegrift arbeiten, den wir
nun einfithren.

Definition. Eine Folge (fn)nen von Funktionen f, : D — C konvergiert gleichmdfig auf D
gegen f: D — C, falls gilt: Zu jedem € > 0 existiert ein Index N € N, so dass

|fn(x) — f(x)] < € firalle n> N und alle x € D.

139
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Der Index N ist dabei zwar abhéngig von €, aber unabhéngig von « € D wéhlbar.

Je
|
Anschaulich: Die f, mit n > N bleiben i f II
im Schlauch vom Radius € um f. |
l
e )
D
Beachte:

(1) Gleichméfige Konvergenz auf D impliziert punktweise Konvergenz auf D.

(2) Die Folge (f,) konvergiert genau dann gleichméfig auf D gegen f, wenn

(*) sup |fn(z) — f(x)] — 0 fiir n — oo.
zeD

Definition. Fiir ein Funktion f: D — C definiert man die Supremumsnorm von f (auf D)
als

[flloe := l[fllco,p := sup |f(z)|
zeD

Offenbar gilt
|flloc < 00 <= f ist beschrénkt.

Wir betrachten nun den Raum
B(D):={f:D — C: f ist beschrankt}.
Dies ist ein C-Vektorraum.

Eigenschaften der Supremumsnorm: Seien f,g € B(D). Dann gilt

(1) [ fllec = 0.
) Ifllo = 0 <= f=0 auf D, d.h. f(x)=0 fiir alle z € D.

(2
(3) Fiiralle A€ C gilt [Mlloo = A+ [| ]l
(4) 1f +glloo < Iflloo + llgloo-

Dabei folgt Ungleichung (5) aus

Ve e D: |f(z)+g(z)| < |f(z)]+]9(2)] < |flloc + ||goo -

Die Supremumsnorm ||.|loc auf D ist daher eine Norm auf dem C-Vektorraum B(D) im Sinne
der folgenden Definition.

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum, K = R oder K = C. Eine Norm auf V ist eine Abbil-
dung
[+ V= [0,00)

mit den folgenden Eigenschaften:
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(i) [jv|| =0 <= v=0. (Definitheit)
(ii) Fir alle A € K gilt ||Av|| = |A] - ||v]| - (Homogenitdt)
(iii) |lv+w| < o] + [jw]l. (Dreiecksungleichung)

Weitere Beispiele fiir Normen:
1. Auf V=K: |z| = |z|.
2. Auf V =R": |[(z1,...,z0)| = /23 +... +22.

Dies ist die sogenannten Fuklidische Norm auf dem R™. Dass sie tatséchlich alle Normei-
genschaften erfiillt, wird in der Analysis II (und in der Linearen Algebra) bewiesen.

Bemerkung: Mit einer Norm lafst sich in V' ein Abstand definieren durch
d(v,w) = [jv — w|.

Die Abbildung d : V x V — [0,00) ist eine sogenannte Metrik und hat ebenfalls schone
Eigenschaften. Uber Normen und Metriken werden wir in der Analysis IT mehr erfahren.

Wir kehren nun zuriick zur Betrachtung von Funktionen auf D und der Supremumsnorm. Aus
der Charakterisierung (x) der gleichméfigen Konvergenz erhalten wir:

12.2 Korollar. Fir Funktionen f,: D — C (n € N) und f: D — C sind dquivalent:

(1) (fn) konvergiert gleichmdfig auf D gegen f.
(2) |lfn— flloo = O fiir n — oo.

12.3 Beispiele. (1) Wir betrachten die Folge (f,)nen mit

fu(z) = 1 sin(nz) auf D =R.

n

Wegen | fulloo = £ konvergiert (f,) gleichmifig auf R gegen 0 (d.h. gegen die Null-

n
funktion).

(2) Wir greifen nochmals Beispiel 12.1 auf. Wir wissen, dass die dortige Folge stetiger Funk-
tionen (f,) punktweise auf [0,1] gegen die unstetige Grenzfunktion f konvergiert. Sie
konvergiert aber nicht gleichméfig gegen f. Denn wegen f,(1) =1 = f(1) gilt fir jedes
neN

1fn = flloo,o) = sup (z") = 1.

z€[0,1)

Der folgende Satz zeigt, dass der Verlust der Stetigkeit beim Grenziibergang im Falle gleichmé-
Riger Konvergenz nicht passieren kann.

12.4 Satz. Sei D C R oder C, und sei (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen f, : D — C,
die gleichmdf$ig gegen f : D — C konvergiert. Dann ist auch die Grenzfunktion f stetig auf D.
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Beweis. Sei zg € D. Um die Stetigkeit von f in x zu iiberpriifen, miissen wir beweisen, dass
zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

|f(x) — f(xo)] < € firalle x € D mit |x — xg| <.

Da (f,) gleichméfig gegen f konvergiert, gibt es zunéchst einen Index N = N(e) € N mit

€
£ = floe < 5.
Weil fy stetig in xzq ist, existiert aufserdem ein § > 0, so dass
lfn(x) — fn(zo)] < % fir alle x € D mit |z — zo| < 4.

Fiir alle z € D mit |x —zo| < erhalten wir daher mit der Dreiecksungleichung

[f(2) = fzo)| < |f(x) = fn(@)| + | fn(x) = fv(zo)| + [ (w0) — flxo)] < 3'§= €.
O

Bemerkung: Unter geeigneten Bedingungen iibertrégt sich auch die Differenzierbarkeit einer
Funktionenfolge unter Limesbildung. Dies konnen wir aber erst spéter behandeln, weil dabei
Integration erforderlich ist.

Analog zur Konvergenz von Zahlenfolgen 14fst sich auch die gleichméfkige Konvergenz von Funk-
tionenfolgen mittels eines Cauchy-Kriteriums iiberpriifen. Der Vorteil ist, dass man die Grenz-
funktion (bzw. den Kandidaten dafiir) nicht kennen muss.

12.5 Satz (Cauchy-Kriterium fiir gleichméftige Konvergenz). Eine Folge von Funktionen
fn: D — C (n €N) konvergiert genau dann gleichmaf$ig auf D, wenn gilt:

(#x) Ve>03IN eN: | fy— finlloo < € fir alle n,m > N.

(Dabei bezeichnet || .|| die Supremumsnorm auf D ).

Beweis. (I) Sei (f,) gleichméfig konvergent auf D mit Grenzfunktion f : D — C, und sei
€ > 0. Dann existiert ein Index N € N, so dass | f, — f|lcc < § fiir alle n > N. Hieraus folgt
mit der Dreiecksungleichung fiir die Supremumsnorm:

€
Vn,m > N [ fo = fnllo < [[fn = flloo +If = frnllo <2'§ = €.

(IT) Sei umgekehrt die Cauchy-Bedingung (#x) erfiillt. Wir miissen zunéchst zeigen, dass die
Folge (f,) punktweise konvergiert und die Grenzfunktion finden. Sei dazu x € D. Wegen
| fr(2) = fi ()| < || fn— finlloo ist die Zahlenfolge (fy(z))nen eine Cauchyfolge in C, und daher
konvergent (wegen des Cauchykriteriums 5.14). Die durch

fla) = lim fu(e) (2 € D)

definierte Funktion ist die gesuchte Grenzfunktion. Es bleibt noch zu zeigen, dass (f,) nicht
nur punktweise, sondern gleichméfig gegen f konvergiert. Sei also € > 0 und dazu N € N so,
dass die Bedingung (*x) erfiillt ist. Dann gilt fiir alle € D und alle n > N:

fale) = F@)] = T |fae) = fn(@)] < e,

weil ja | fn(x) — fm(z)] < € sobald auch m > N. Also ist || fn, — flloo < € flir alle n > N, und

dies liefert die behauptete gleichméfige Konvergenz.
O
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12.2 Gleichméafiig konvergente Funktionenreihen

Gegeben sei eine Folge (fp)nen von Funktionen f, : D — C (wieder ist D eine beliebige
Menge). Man definiert dann die Funktionenreihe Y >°, f, : D — C ,punktweise durch

(S5)@) =Y fule) tir ze D,
n=1 el

vorausgesetzt die Reihe rechts konvergiert fiir alle x € D.
Beispiel: Fiir f,(z) = %Zr auf R ist (D>.0°, fo)(z) = €%, d.h. 30°, fn = exp auf R.
Die Partialsummen der Reihe ) >, f, sind die Funktionen ¢, =3 | fx : D - C, n € N.

Definition. Die Reihe Y 2| fn heit gleichmapig konvergent auf D, falls die Folge (gn)nen
ihrer Partialsummen gleichméfig auf D konvergiert.

Anwendung des Cauchykriteriums 12.5 auf die Partialsummenfolge der Reihe > 7, f,, liefert:

12.6 Satz (Cauchykriterium fiir Funktionenreihen). Die Reihe .7, fn konvergiert
genau dann gleichmdfig auf D, wenn zu jedem € > 0 ein Index N € N existiert, so dass

H Z ka <€ firallen>m>N (wobei | .| =1"]o0,D)-
P 0o

In der Praxis ist das néachste Kriterium sehr nititzlich.

12.7 Satz (Majorantenkriterium). Sei f, : D — C, n € N eine Folge von Funktionen mit

() D lfallee < oo
n=1

Dann konvergiert die Reihe Y > | fn absolut und gleichmdf$ig auf D. Dabei heifst die Reihe
absolut konvergent auf D, wenn > -2 |fn(x)] < oo fir alle x € D.

Beweis. Fiir alle z € D gilt |fn(x)| < ||fnllco - Die absolute Konvergenz der Reihe folgt daher
aus dem Majorantenkriterium 6.11 fiir Zahlenreihen. Aus der Bedingung (x) folgt ferner, dass
zu jedem € > (0 ein Index N € N existiert, so dass

[e.9]

S fullow <c.

n=N
Fiir n > m > N ergibt sich hieraus mit der Dreiecksungleichung fiir die Supremumsnorm:

n

IS fiell, < X Il < e
k=m

k=m

Anwendung des Cauchykriteriums fiir Funktionenreihen liefert die gleichméfige Konvergenz der
Reihe. O
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Satz 12.4 zeigt:

12.8 Korollar. Sei (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen f, : D — C, wobei D C R oder
D C C. Ferner sei die Reihe Y 7, fn gleichmapig konvergent auf D. Dann ist auch die
Grenzfunktion f(x) = 02 fn(z) stetig auf D.

Beispiel: Die Reihe
cos(nzx)

an mit f(z) = 5
n=1

n

konvergiert nach dem Majorantenkriterium absolut und gleichméfig auf R; es gilt ndmlich

[e.9]

> 1
ZanHOO,R = Zﬁ < 0.
n=1

n=1

Gemal Korollar 12.8 ist daher durch

() = Z cos(nzx)

n2

n=1

eine stetige Funktion auf R definiert.

Eine besonders wichtige Klasse von Funktionenreihen sind Potenzreihen. Der folgende Satz be-
sagt insbesondere, dass jede Potenzreihe eine auf ihrer (offenen) Konvergenzkreisscheibe stetige
Funktion darstellt.

12.9 Satz. Sei P(z) := ) 7, anz™ eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius R > 0. Dann gelten

(i) Fir jedes r >0 mit r < R konvergiert die Potenzreihe
absolut und gleichmdflig auf der abgeschlossenen Kreis-
scheibe R
W:Z{ZE(C:P:’ST}.

(ii) Die Funktion P st stetig auf der offenen Kreisscheibe
Br(0)={z€C:|z| < R}.
Beweis. (1) Wir setzen f,,(z) := apz™, n € Ng. Dann gilt auf D = B,(0) : ||fullec = |an|r™.
Wir wollen das Majorantenkriterium anwenden. Weil die Potenzreihe fiir z = r absolut konver-
giert (Lemma 7.7), ergibt sich

oo oo
ZanHoo,D = Z]an]r" < 0.

Mit dem Majorantenkriterium 12.7 erhalten wir Teil (i).

(ii) Weil alle f,, stetig auf C sind, folgt mit (i) und Korollar 12.8, dass die Reihe P =3 f,
stetig auf der Kreisscheibe B,.(0) ist, und zwar fiir jedes 0 < r < R. Daher ist P stetig auf ganz
Bpr(0), denn jeder Punkt aus Br(0) ist ja auch in einer Kreisscheibe B,(0) mit geeignetem
r < R enthalten. O
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12.10 Beispiel. Die Binomialreihe mit Parameter s € C ist definiert durch

By(z) = i (Z) on

n=0
mit den allgemeinen Binomialkoeffizienten aus Kapitel 5.4,

<s> 8(8_1)”'$8_n+1) falls n € N,
= n!
n 1 falls n = 0.

Im Fall s € Ny ist (J) = 0 fiir n > s und B, ist ein Polynom, némlich B,(z) = (1 + 2)*
aufgrund des binomischen Satzes.

Fir s € C\ Ny ist der Konvergenzradius der Binomialreihe By gleich 1 (das wurde in Aufgabe
H3, Blatt 8 gezeigt). Sie stellt daher eine auf der offenen Kreisscheibe Bj(0) stetige Funktion
dar. Wir werden spéater beweisen, dass tatsachlich

Bs(z) = (1+2)° firalle x € R mit z € (—1,1).



Kapitel 13

Integration

Sei f:[a,b] = R eine Funktion. Die Grundidee, die uns bei der Definition des Integrals leiten
wird, ist, dass das Integral
b
|t

die Fliache beschreiben soll, die vom Graphen von f und der x-Achse eingeschlossen wird. Dabei
werden wir Abschnitte, in denen f positiv ist, als positive Flache zéhlen, und Abschnitte, in
denen f netagiv ist, als negative Flache.

I kizzierten Beispiel et 11
1m sKilzzierten elSple etwa SO //T// E
[ (0}
/) 570/ N

b
/f(a:)dac:F1+F2 . ' FEFI
a :FL<0 b
¢ /)

sein.

Zunéchst ist unklar, wie fiir recht beliebiges f ein solcher Flécheninhalt definiert und berechnet
werden kann. Wir betrachten daher zunéchst einfach gebaute Funktionen, und zwar solche, die
stiickweise konstant sind. Der Integrationsbereich ist vorerst immer ein kompaktes Intervall
[a,b] C R mit a < b.

13.1 Das Integral von Treppenfunktionen

Definition. Eine Funktion f : [a,b] — C heit Treppenfunktion, wenn es eine Unterteilung
a=x9 <z <...<xy=> des Intervalls [a,b] und Konstanten c¢i,...,c, € C gibt, so dass

fl,

D.h. f ist konstant mit Wert ¢, auf dem offenen Teilintervall (xg_1,zx) fir 1 <k <mn. Man
definiert dann das Integral von f iiber [a,b] als

b n
/ f@)de ==Y cp(ar — wp-1).
@ k=1

chvizp) = Ck fir k=1,...,n.

Wir nennen f auch eine Treppenfunktion auf [a,b] zur Unterteilung Z = {zg,...,z,}.

Beachte: Der Wert des Integrals f: f(x)dx ist unabhéngig von den Funktionswerten von f
an den Teilpunkten.

146
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t
|
Isbt die Treppenfunktlon f r'e.zellwertlg, so ist & 1—‘}
fa f(z)dz die Summe der Fliachen der Recht- | | G r—
ecke mit Basislange xp —xr_1 und Hohe ¢, i ! i I
4
wie beabsichtigt. “';"o ?"1 1%, bexg
cLé;——-b

Achtung: Die Unterteilung einer gegebenen Treppenfunktion f ist nicht eindeutig festgelegt,
man kann z.B. zusitzliche Teilpunkte einfiigen. Damit das Integral fab f(z)dz tatsdchlich wohl-
definiert ist, miissen wir zeigen, dass es von der Wahl der Unterteilung unabhéngig ist. Seien also
Z ={xo,z1,...,xp} und Z' = {xf,2),...,z),} zwei Unterteilungen von [a,b], so dass f auf
jedem der offenen Teilintervalle von Z und von Z’ konstant ist. Dann ist f auch Treppenfunk-
tion zur Unterteilung Z U Z’, der gemeinsamen Verfeinerung von Z und Z’. Die Unterteilung
Z U Z" entsteht aus Z und ebenso aus Z’ durch Hinzufligen von Teilpunkten. Es geniigt daher
zu zeigen, dass sich der Wert des Integrals einer Treppenfunktion nicht &ndert, wenn man einen
Teilpunkt hinzufiigt. Wird etwa eine Teilpunkt ¢ mit z;_1 < t < x; hinzugefiigt, so ist

f‘(l"kfl,t) - f}(tvzk) =% = f’(xkq,wk)

aber auch ¢ (t — xp—1) + cx(xp —t) = cx(zrr1 — zx), d.h. der Wert des Integrals dndert sich
nicht.

Definition. Wir bezeichnen die Menge der Treppenfunktionen f : [a,b] — C mit Ta,b].

13.1 Lemma. (1) T[a,b] ist ein C-Vektorraum.
(2) Fiir f € T[a,b] gehéren auch |f|, Ref, Im f, f zu T[a,b].

Beweis. (1) Seien f,g € T[a,b] und A € C. Dass A\f € Tla,b] ist klar. Wir betrachten
nun f + g. Sei f Treppenfunktion zur Unterteilung Z von [a,b] und g Treppenfunktion zur
Unterteilung Z’. Dann ist f + g Treppenfunktion zur Unterteilung Z U Z’.

(2) ist klar. O

Bevor wir das Integral auf eine grofere Klasse von Funktionen ausdehnen, stellen wir einige
grundlegende Eigenschaften des Integrals von Treppenfunktionen zusammen:

13.2 Lemma. (1) Die Abbildung

b b
I:T[a,b] = C, f>—>/ f(z)dx ::/fda;

ist linear, d.h. fir f,g € T[a,b] und A\, € C gilt

/ab()\f+ug)dac = )\/abfdx + u/abgdx.

(2) Monotonie des Integrals: Sind f,g € T[a,b] R-wertig mit f <g auf [a,b], so gilt

b b
/fd:cg/gdx.
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(3) Beschrdinktheit: Fir f € T[a,b] gilt

< [ e < e 0

Dabei bezeichnet || .|| die Supremumsnorm auf [a, b].
Beachte, dass jede Treppenfunktion beschréankt ist, da sie nur endlich viele Werte annimmt.

Beweis. (1) Wir wahlen eine gemeinsame Unterteilung Z = {xg,...,z,} fir f und g¢. Sei

f’ = ¢, und g‘ = dj, . Dann folgt

(Tp—1,2k) (Tp—1,2k)

b n b
/(Af+ug =) (A + pdp) (xp — 1) —A/ fd$+u/ gdz.
a k_:l a

Der Beweis von Teil (2) geht analog.
Zu Teil (3): Fir f wie in (1) erhalten wir mit der Dreiecks-Ungleichung

n b
[ rae] =[St w| < Sl —a = [ 110
k=1 a
< (s [exl) - (b= ) = [/ (0= a).

k=1

13.2 Integration von Regelfunktionen

Wir erweiteren nun das Integral auf Funktionen, die gleichméfig auf [a,b] durch Treppenfunk-
tionen approximiert werden kénnen. Wieder bezeichnet ||. || die Supremumsnorm auf [a, b].

Definition. Eine Funktion f : [a,b] — C heift Regelfunktion auf [a,b], falls es eine Folge

(¢n)nen von Treppenfunktionen auf [a,b] gibt mit

lim || f — ¢nllec = 0.
n—o00

f ist also genau dann Regelfunktion auf [a,b], wenn
zu jedem € > 0 eine Treppenfunktion ¢ € Ta,b]
existiert, so dass

() If =@l <€,

d.h. ¢ verlauft im e-Schlauch um f.

|

|

s
a
Wir setzen

Rla,b] :=={f :]a,b] — C: f ist Regelfunktion}.

Beachte, dass jede Regelfunktion auf [a, b] beschénkt ist, denn in der Situation (x) gilt : || f]leo <
l¢lloo + € < 0.



Integration von Regelfunktionen 149

13.3 Satz (und Definition). Sei f:[a,b] — C eine Regelfunktion, und sei (¢,) eine Folge
von Treppenfunktionen auf [a,b] mit limy, o || f — @nllec = 0. Dann existiert der Grenzwert

n—o0

b b
/f(a;)dx = lim on(x)dx.

Dieser Grenzwert ist unabhdngig von der Wahl der approximierenden Folge (vy) und heifit das
(Regel-) Integral von f dber [a,b].

Beweis. 1. Existenz des Grenzwerts: Hierzu geniigt es aufgrund des Cauchy-Kriteriums nachzu-
weisen, dass die Folge der Integrale ( fab ©n d:c)n oy eine Cauchyfolge in C ist. Sei dazu € > 0.
Mit der Standardabschéatzung und der Dreiecksungleichung fiir die Supremumsnorm erhalten

b b
‘/ ‘Pnd$_/ Spmdx‘

Die rechte Seite wird nach Voraussetzung kleiner als €, sofern n und m grofs genug sind.

WIr

IN

H‘Pn - SOmHOO : (b - a)
(b=a)- (len = flloo + I1f = emllo)

IN

II. Der Grenzwert lim, oo f; pn dz ist unabhéngig von der Wahl der approximierenden Folge
(¢r): Denn sei (¢y,) eine weitere Folge von Treppenfunktionen auf [a,b] mit | f — ¥n|lcc — 0.
Dann folgt (wieder mit der Standardabschétzung):

b b b
| [onde — [ onde| < [ o= galde < 0~ gl 0 ).

Wegen
[¥n = @nlloe <[tn = flloo + IIf = ¢nlloc = 0 fiir n — oo

folgt hieraus
b

b
lim YPpdr = lim / ppdx.
n—oo a

n—oo a

Zusatz: Ist f € Rla,b] reellwertig, so ist auch der Wert des Integrals f; fdx reell.

Beweis. f ist durch eine Folge reellwertiger Treppenfunktionen approximierbar, deren Integrale
natiirlich alle reell sind. Um das zu sehen, starten wir mit einer komplexwertigen Folge (¢p,)
von Treppenfunktionen mit lim, ,« ||f — ¢nllcc = 0. Dann bilden die Realteile Re ¢, eine
Folge reellwertiger Treppenfunktion mit ||f — Re pplloc < ||f — @nllooc — 0. Daher ist

b b
/ fdx = le (Reyy)dr €R.

O

Bemerkung: In einem Integral ff fdx heiken f der Integrand und a,b die Integrationsgren-
zen.

Wir dehnen nun die Eigenschaften des Integrals von Treppenfunktionen aus Lemma 13.2 auf
Regelfunktionen aus.
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13.4 Satz (Eigenschaften des Regelintegrals).

(1) (Linearitdt) Die Menge R[a,b] der Regelfunktionen auf [a,b] ist ein C-Vektorraum,
und die Abbildung

b
I: Rla,b] — C, f+—>/ f(z)dx

1st linear.

(2) (Monotonie) Fiir reellwertige Regelfunktionen f,g € Rla,b] mit f < g auf [a,b] gilt

b b
/fdxg/gdx.

(3) Fiir f € Ra,b] gehdren auch |f| und f zu R[a,b], und es gelten

b b
/fdx| </ fldz < (b—a)-|fle  (Beschrinktheit)

/abfdx _ W

Beweis. Seien f,g € Rla,b] und (¢y), (¢n) Folgen von Treppenfunktionen mit || f—¢p,||ec — 0,
llg — ¥nlloo — 0. Wir betrachten damit nun die einzelnen Behauptungen.

sowte

(1) Fiir \,p € C und n — oo erhalten wir

[OAf 4+ 19) = Apn + pn)lloo < A1 = @nlloo + 19 = ¥nlloc — 0.

Dabher ist auch A\f + pg € Ra,b], und mit Lemma 13.2 folgt

b b
/ (Af +pg)de = Tim [ (Apn+ jibn) da

n—00 a

b b b b
- 1Lm<A/ gondx—i—u/ wnd:c) :/\/ fd:c+u/ gdz.

(2) Wir konnen (vgl. den Zusatz nach Satz 13.3) annehmen, dass die Treppenfunktionen ¢y, ¥,
reellwertig sind mit [|f — @nlloe < £, |9 = Ynllc < +. Wegen f < g haben wir zunéichst
on < n — f+9—n + 1y . Hieraus folgt, dass

2
on(z) < = 4+ y(x) fir alle x € [a,b)].
n

Die Funktion rechts ist ebenfalls eine Treppenfunktion. Mit der bereits bekannten Monotonie
des Integrals von Treppenfunktionen erhalten wir daher

b b 9 b b
/ledx:nlLH;OL on dx Snlgglo<5(b_a)+/a ¢nd$) = /a gdz.

(3) Aus 1 — gnlloo = 0 folgt 171 gnl oo = 0, weil |1/ = gnl| < I — gal. Daauch ||
eine Treppenfunktion ist, ist |f| eine Regelfunktion auf [a,b], und fiir ihr Integral ergibt sich

b b b b
L|f|dm:nlL%L |¢n|dx27}Lrgo /agondx’:‘/afdx‘.
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Wegen |f| < ||flloo folgt aus Teil (2) aufserdem, dass

b
/ fldz < (- a)llfle.

Weil die 3,, Treppenfunktionen sind mit || 3,, — f|lc — 0, ist ferner auch f eine Regelfunktion,

und es gilt
b b b b
/fd:v: lim/@ndac: lim/@ndm = /fdx.
a n—oo a n—oo a a

O

13.5 Lemma (Intervalladitivitéit). Seien a,b,c € R mit a < b < ¢ und f € Rla,c]. Dann
sind auch die Einschrinkungen von f auf [a,b] bzw. auf [b,c] Regelfunktionen, und es gilt

/:fdx:/abfder/bcfdx.

Beweis. Die Aussage ist klar, falls f eine Treppenfunktion ist; um das zu sehen, muss man
nur b als ggf. neuen Teilpunkt einfiigen. Sei nun f € R[a,c] und (¢,) C Ta,c| eine Folge von
Treppenfunktionen mit || f —¢n o, (4, — 0. Dann konvergiert die Folge (¢,) auch gleichmifig
auf den Teilintervallen [a,b] und [b, c] gegen f. Daher sind die Restriktionen von f auf diese
Teilintervalle Regelfunktionen, und es gilt

c c b
/Qfdas:nll_}rgo/a (p"dngl—?;o(/a gondx—f—/(pnda: /fdx—{—/fda:
Konvention: Fiir a,b € R mit a < b und f € R|a,b] setzt man

/bafdx = —/abfd:c, /:fdg;::o.

13.6 Satz (Charakterisierung von Regelfunktio-

|
nen). Eine Funktion f : [a,b] — C ist genau dann eine

i
1]
® [}
|
Regelfunktion, wenn sie in jedem Punkt xo € [a,b] ein- \L 6/?

seitige Grenzwerte (in C) besitzt.

\

) |
. I
o b

Beweis. Wir beweisen hier nur die etwas wichtigere Richtung, ndmlich dass aus der Existenz
einseitiger Grenzwerte in jedem Punkt aus [a, b] folgt, dass f Regelfunktion ist. Fiir die umge-
kehrte Richtung siehe z.B. Kéngisberger, Analysis 1, Kapitel 11.2.

f besitze also in jedem zg € [a,b] einseitige Grenzwerte. (Dabei handelt es sich in den Rand-
punkten a, b natiirlich nur um den rechtsseitigen bzw. linksseitigen Grenzwert). Wir nehmen an,
f sei keine Regelfunktion. Dann gibt es ein € > 0, so dass keine Treppenfunktion ¢ € T[a, b
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existiert mit ||f — ¢|lcc < €. Wir sagen, f ist auf [a,b] nicht e-approximierbar durch Trep-
penfunktionen. Wir teilen nun das Intervall [a,b] =: [a1,b;1] in zwei gleichlange abgeschlossene
Teilintervalle. Dann ist f auf mindestens einem dieser Intervalle nicht e-approximierbar durch
Treppenfunktionen. Sei [ag, bs] ein solches Teilintervall. Iteration liefert eine Folge ineinander
geschachtelter abgeschlossener Intervalle [ay,,b,] (n € N) derart, dass gilt:

(*) ﬂ‘p € T[an7bn] : Hf_ QOHOO, [an,bn] < €.

Dabei ist die Folge (a,) monoton wachsend, die Folge (b,) ist monoton fallend. Beide sind
beschriankt, da in [a,b] enthalten, und daher konvergent. Ausserdem gilt lim,,_,~ |a, —by| = 0.
Die Grenzwerte der beiden Folgen miissen daher iibereinstimmen. Setze

zo = lim a, = lim b, € [a,b].
n—0o0 n—oo

Wir miissen nun unterscheiden, ob xy ein Randpunkt von [a,b] ist oder im Inneren liegt.
1. Fall: z¢ € (a,b). In diesem Fall setzen wir

¢ := lim f(z), ¢ = lim f(z).

xtxo zlxo

Beide Grenzwerte existieren geméfs Voraussetzung. Fiir hinreichend kleines § > 0 gilt also

|f(z) —¢| < e firalle x € (zg — d,20);
|f(x) — ¢ < € firalle z € (g, o+ 9).

Wir wihlen nun n € N so grof, dass [ay,, b,] im offenen Intervall (xg — d, 29 + ) enthalten ist,
und definieren eine Treppenfunktion ¢ € T[ay,,b,] durch

q fir = € [an, z0),
p(z) == q f(zo) fir z =0,
Ccr fir = € (o, 0].

Damit gilt aber ||f — ¢|lso ] < € im Widerspruch zu (x).

a[anybn
2. Fall: xp = a oder g = b. In diesem Fall geht man analog vor, man arbeitet aber nur mit

¢r bzw. ¢ und dem Intervall [xg,z¢ + 6) bzw. (z¢ — 0, xo].
U

Satz 13.6 liefert uns sofort wichtige Klassen von Regelfunktionen:

13.7 Korollar. (1) Jede stetige Funktion auf [a,b] ist Regelfunktion.
(2) Jede monotone Funktion auf [a,b] ist Regelfunktion (aufgrund von Satz 8.15).

13.8 Korollar. Seien f,g € Ra,b]. Dann gelten
(i) fg € Rla,b].

(ii) Falls g nullstellenfrei auf [a,b] ist, so ist auch g € Rla,b].

Beweis. Dies folgt aus den Regeln fiir Grenzwerte (Satz 8.14). (]
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Beispiele von Funktionen, die keine Regelfunktionen sind:

(1) Die Dirichletsche Sprungfunktion auf [0, 1],

1 fir z€[0,1]NnQ,
fz) = )

0 firze[0,1]\Q

ist keine Regelfunktion, da sie in keinem z € [0, 1] einseitige Grenzwerte besitzt

(2) Wir betrachten auf dem Intervall [0, 1] die Funktion

L fir 0<a <1,
f(w)z{f

fir z =0.

Wegen liilol f(z) =00 (¢ C!) ist f keine Regelfunktion auf [0, 1].
Z.




