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Einleitung

Bei dem Thema Numerik oder Numerische Methoden geht es darum, wie
man mathematische Probleme (angenéhert) mit einem Computer 16st. Hier sind
zwei Beispiele, an denen deutlich wird, worum es geht und warum dieses inter-
essant ist und fiir alle Anwender sehr wichtig ist:

Beispiel 1: Losen linearer Gleichungssysteme. Angenommen, man hat ein
lineares Gleichungssystem mit 100.000 Unbekannten. Sicher méchte man dieses
nicht per Hand 16sen, sondern ein geeignetes numerisches Verfahren (einen Algo-
rithmus) auf einem Computer dazu nutzen. Dabei erhdlt man als Ergebnis oft nur
eine Annaherung an die exakte Losung, denn es treten einerseits Rundungsfehler
auf und andererseits wird man zur Losung oft kein direktes sondern ein iteratives
Verfahren verwenden (dieses berechnet eine Folge von Néherungen der Losung),
welches man abbricht, wenn die Losung hinreichend gut angenéhert worden ist.

Beispiel 2: Funktion finden, die einen Datensatz beschreibt. Angenom-
men, die Temperatur y wurde an einem bestimmten Ort stiindlich ein Jahr lang ge-
messen. Dann erhalten wir 365-24 = 8.760 Messdaten (t;;v;), 1 = 1,2, ...,8.760,
wobei y; die zum Zeitpunkt ¢; gemessene Temperatur ist. Man mochte nun gerne
eine Funktion y(t) bestimmten, deren Graph (genau oder auch nur angenéhert)
durch alle Datenpunkte (¢;;y;), i = 1,2,...,8.760, geht. Es stellt sich die Frage,
wie gut diese Funktion die Temperatur y(¢) zu anderen Zeitpunkten ¢ beschreibt.

Das erste Bespiel gehort in den Bereich der Numerischen Linearen Algebra, und
das zweite Beispiel gehort in den Bereich der Numerischen Analysis. Beide Teilge-
biete zusammen bilden die Numerik. In dieser Vorlesung werden wir einen kleinen
Querschnitt durch die wichtigsten Themen der Numerik behandeln.

Dieses detailliert ausgearbeitete Skript konnen (und sollten) Sie wie ein Lehrbuch
verwenden. Es folgt der Vorlesung ganz genau und enthélt haufig zusatzliche Er-
klarungen und weitere Beispiele.

Ich freue mich auf Ihre Teilnahme an der ,Mathematik 4 fiir Maschi-

nenbau: Numerische Methoden*!

Kerstin Hesse April 2020
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KAPITEL 1

Maschinenzahlen, Rundung, Fehler und
Kondition

1.1 Gleitkommadarstellung von Zahlen

Im Dezimalsystem hat die Zahl x = % die Darstellung
z=0,6=0,6666...= 26. 1077

mit der von 0 verschiedenen Periode 6. Auch wenn man das Dualsystem (Basis 2),
Oktalsystem (Basis 8) oder Hexadezimalsystem (Basis 16) verwendet, hat diese
Zahl eine Reihendarstellung, die nicht abbricht.

Ist b > 2 eine beliebige natiirliche Zahl, so kann man jede reelle Zahl x bzgl. der
Basis b wie folgt als Gleitkommazahl darstellen:

z= (=17 c:ib, 1.1
(1) ; j (1.1)
g .

wobei v € {0;1} (iber 0 = (—1)” € {—1;1}) das Vorzeichen bestimmt und
N € Z der Exponent ist. Die Zahlen ¢;, 7 = 0,1,2,.. ., liegen in der Menge
{0;1;2;...;b — 1} und sind die Ziffern (oder Koeffizienten) von = (bzgl. der

m .
Basis b), und a = ) ¢; b7/ wird als die Mantisse von z bezeichnet.
j=1

1
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Die Zahl x = % hat z.B. die Gleitkommadarstellungen bzgl. der Basis b = 10
r=(-1)"10") 6-107 und 2= (-1)°10") 6-1077,
j=1 =2
und bzgl. der Basis b = 2 hat x = % die Gleitkommadarstellungen
r=(-1)02°)"1.27¢" und  w=(-1)2" > 1.27%
=1

(Im Dualsystem ist also jeder zweite Koeffizient gleich null.) Bzgl. beider Basen
ist jeweils in der zweiten Darstellung der Koeffizient ¢; = 0, und j = 1 taucht
daher nicht in der Reihe auf.

Wir sehen an den Beispielen, dass die Gleitkommadarstellung nicht eindeutig
bestimmt ist. Daher trifft man die Konvention, dass in immer c¢; # 0
gelten soll, und nennt dieses die normalisierte Gleitkommadarstellung zur
Basis b. Dass ¢; # 0 ist, bedeutet, dass in der Mantisse a die erste Nachkommas-
telle ungleich null sein muss, und das somit a € [b~1, 1] gilt.

Beispiel 1.1. (normalisierte Gleitkommadarstellung zur Basis b)

xr = % hat bzgl. der Basis b = 10 bzw. bzgl. der Basis b = 2 jeweils die folgende
normalisierte Gleitkommadarstellung

r=(—1)"10° Z 6-107  baw. x=(-1)"2 Z 1.9-20-1
=1

J=1

Die Zahlen y = 5367,23 und z = —0,00123 haben bzgl. der Basis b = 10 die
folgenden normalisierten Gleitkommadarstellungen

y=(-1)"10*(5-10""+3-10°+6-10°+7-10"*+2-107°+3-107°)

und z=(-1)'1072(1-107'+2-1072+3-107%). &

1.2 Gleitkomma-Zahlenformat auf Computern

Im Computer kann man Zahlen wie x = %, die durch eine Gleitkommadarstellung
(1.1) mit einer unendlichen Reihe gegeben sind, nicht exakt darstellen, denn im
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Computer kann nur eine endliche Anzahl der Koeffizienten ¢y, cy . .. in abge-
speichert werden. Der Computer stellt Zahlen bzgl. der Basis b als Maschinen-
zahlen dar, wobei Vorzeichen, Mantisse und Exponent abgespeichert werden und
der Exponent und die Mantisse jeweils eine endliche Lange haben. Die
Léange des Exponenten und der Mantisse sind durch das Maschinenzahlformat, ge-
nauer durch den in dem Maschinenzahlformat dafiir vorgesehenen Speicherplatz,
beschrankt.

Definition 1.2. (Maschinenzahlen/Gleitkomma-Zahlensystem)

Seien b € N mit b > 2 eine Basis, p € N eine Mantissenlinge und
Niny Nmax € N mit Npin < 0 < Npax Schranken fir den FExponenten. Dann
sind alle Maschinenzahlen oder Gleitkommazahlen ungleich 0 (bzgl. die-
ser Vorgaben) von der Form

p
17V Y b
j=1

mit dem Vorzeichen o = (—1)" mit v € {0;1}, dem Exponenten N € Z
mit Nyin < N < Npax und den Ziffern (oder Koeffizienten) ci,ca, ..., ¢, €
{0;1;...;6 — 1} mit ¢ # 0 der Mantisse. Weiter gehdrt die Zahl 0 zu den
Maschinenzahlen. Da ¢i # 0 verlangt wird, sprechen wir von einem norma-
lisierten Gleitkomma-Zahlensystem.

Wir kénnen mit der Hilfe der geometrischen Summe die grofste Zahl im normali-
sierten Gleitkomma-Zahlensystem berechnen:

p

Tmax = (= 1) 6N Y (b= 1) b7 = bMmex(b — 1) (Zb J— 1)

J=1

—1_)p —1>bNmax(b—1) (—1_£)p —1)

b

= plVmax (b - (%)p —(b— 1)) = b (1—b7P), (1.2)

— bNmax

/
S
|
[E—
N~—
N
—_
I
o=
o=

wobei beim Ubergang zur zweiten Zeile die geometrische Summe genutzt wurde.
Analog finden wir

kleinste Zahl: 2y, = (—1)! pNme Z(b —1)b 7 = —bVm (1—b7P). (1.3)
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Die betraglich kleinsten Zahlen im normalisierten Gleitkomma-Zahlensystem sind:

betraglich kleinste positive Zahl:  Zposmin = (—1)° pNmin . (1 : bil) = pNVwin =1

betraglich kleinste negative Zahl:  Zyeqmin = (—1)1 pNmin (1 . b_l) = —pNmin—1
(1.4)

Damit man auch betraglich noch kleinere Zahlen als xpogmin = pNmin—1 darstellen
kann, wird die Menge der normalisierten Gleitkommazahlen oft durch die Zahlen

p
x = (1) pNmin chb_j mit c1,C2,...,¢p €{0;1;...;0 =1} (1.5)

j=1
erginzt. (Die Forderung ¢; # 0 ist in ([1.5) weggefallen.) Durch Hinzunahme der

Zahlen ([L.5]) erhélt man ein denormalisiertes Gleitkomma-Zahlensystem.
In ihm sind die betraglich kleinsten Zahlen:

betraglich kleinste positive Zahl: Tposmin = (—1)0 pNmin . (1 b7P ) — pNmin =P
betraglich kleinste negative Zahl: Tnegmin = (—1)1 pNmin . (1 : b_p) = —pVwin =P,

Tritt in einem Gleitkomma-Zahlensystem bei Berechnungen eine Zahl x mit |z| >
Tmax auf, so bekommt man die Warnung ,,arithmetical overflow* und das Pro-
gramm stiirzt oft ab. Tritt in einem Gleitkomma-Zahlensystem bei Berechnungen
eine Zahl  mit || < Zposmin auf, so bekommt man entweder die Warnung ,,arith-
metical underflow* oder der Computer rechnet mit dem Wert z = 0 weiter.

1.3 Rundung und Abschneiden

Reelle Zahlen mit || < xp.x kann man in einem Gleitkomma-Zahlensystem durch
Abschneiden oder Runden angenéahert darstellen.

Definition 1.3. (Runden und Abschneiden)

Gegeben sei ein normalisiertes Gleitkomma-Zahlensystem mit Basis b, Man-
tissenlinge p und Exponentenschranken Ny < 0 < Npax. Sei z € R\ {0}
Mit Tiinpos < |T| < Tmax in normalisierter Gleitkommadarstellung gegeben als

= (=1)"b" Z c;jbd mit ¢ # 0, (1.6)
j=1

——

=a
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wobei (wegen Tminpos < || < Tmax) Nmin < N < Npax gilt. Dann wird
x eine Zahl vd(z) aus dem normalisierten Gleitkomma-Zahlensystem durch
Abschneiden bzw. Runden zugeordnet, die wie folgt definiert ist:

rd(z) = (—1)” 6" rd(a) (1.7)
mat

> . bl +ceb2+...+c, b (Abschneiden),
rd(a) = rd Z b | = : . ’ ) ’ ( /
o b +ceb 4.+ b (Runden),

wobei beim Runden fir die letze Ziffer ¢, gilt

(0.¢]

S

Cp, falls  >° ¢; P17 < 5 (Abrunden),
~ j=p+1
Cp 1= o b
cp+ 1, falls > ¢ bPTI > 5 (Aufrunden,).
J=p+1

Beim Aufrunden sind gegebenenfalls (einfache oder mehrfache) Ubertrige zu be-
achten. Ob gerundet oder abgeschnitten wird, hingt von der Software ab.

Beispiel 1.4. (Runden und Abschneiden)

Wir wollen durch Abschneiden bzw. Runden jeweils Darstellungen der nachfol-
genden Zahlen in einem Gleitkomma-Zahlensystem mit Basis b = 10 und Mantis-
senldnge p = 6 bestimmen:

xr = 3= 0,6, y = 4,76849, 2 = 12,349.
Wir finden

0,666666 - 10° = 0,666666 (Abschneiden),
0,666667 - 10° = 0,666667 (Runden),

0,476849 - 10! = 4,76849 (Abschneiden),
0,476850 - 10! = 4,7685 (Runden),

(
0,123499 - 10* = 12,3499 (Abschneiden),
0,123500 - 10> = 12,35  (Runden).

rd(z) = rd (0,666666666 - 10°) = {
rd(y) = rd (0,47684999 - 10') = {
rd(z) = rd (0,12349999 - 10%) = {

Im zweiten Beispiel findet beim Runden ein einfacher Ubertrag statt, und im
dritten Beispiel findet beim Runden ein zweifacher Ubertrag statt. @
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Welchen Fehler macht man man, wenn man (1.6) rundet bzw. abschnei-
det? Mit ([1.6) und ((1.7)) erhélt man sofort

v~ rd(z) = (15" a — (~1)"b¥ rd(a) = (~1)" b (a — xd(a)).

und fiir a — rd(a) gilt

S b (Abschneiden),
a—rd(a) = 77 ~ .
(¢p—¢)b P+ > ¢;b7 (Runden).

J=p+1

Damit ergibt sich fiir den sogenannten absoluten Fehler |rd(z) — x| beim
Abschneiden bzw. Runden die Abschétzung

rd(z) — 2| = |z — rd(z)| = [(=1)"b" (a — rd(a))]

N b = pN P (Abschneiden),

= bN a—rd(a S 1 1 18
‘ ( )‘ bN.ab*P: §bN*P (Runden). Y

Insbesondere erhalten wir fiir den Sonderfall x = a

b7  (Abschneiden),
rd(a) —a| <4 1
5 b7 (Runden).
Fiir den sogenannten relativen Fehler |rd(|:;>‘_x| ergibt sich beim Abschneiden
bzw. beim Runden mit Hilfe von (1.8)) die Abschéitzung

rd(z) — z| _ |z —rd(z)] [(=1)" 0" (a — rd(a))] _ b |a — rd(a)|

| 2l [(=1)7 bV qf bV a
b b |
- la — rd(a)] — <-—==b (Abschneiden), o
- a T 1k _1br 1 |
. < — _pl-r
5 S50 5 b (Runden),

wobei wir im letzten Schritt a € [b™'; 1] genutzt haben.

Die kleinste obere Schranke fiir den relativen Fehler beim Abschneiden bzw. Run-

den in einem Gleitkomma-Zahlensystem heifst die Maschinengenauigkeit. An
(1.9) lesen wir die Maschinengenauigkeit ab:

b!=?  (Abschneiden),

Maschinengenauigkeit: T:=4 1 1.10
5 b!=?  (Runden). (1-10)
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Aus ([1.9) folgt

—1d
xr —rd(x) <
T
und es gilt
rd(z) — x
—— =7, <= rdx)—zr=7mr << rdx)=(1+7)z
x

mit dem (relativen) Darstellungsfehler 7, mit |7,| < 7.

Ein weiterer wichtiger Begriff bei der Diskussion der Rundung und des Abschnei-
dens sind die signifikanten Ziffern.

Definition 1.5. (signifikante Ziffern im Dezimalsystem)

Fine Niherung x € R einer quantitativen reellen Gréifie x € R im Dezimal-
system hat mindestens m signifikante Ziffern, wenn | — x| kleiner oder
gleich 5 Einheiten in der (m + 1)-sten Ziffer von x ist.

Beispiel 1.6. (signifikante Ziffern)

—= 0,2 hat drei signifikante Ziffern, denn

NoX I\

(a) Die Néherung x = 0,222 von x =

0,00005 < |7 — z| = 0,0002 < 0,0005,

und die 5 in 0,0005 steht an der Stelle der (3 + 1)-sten Ziffer von x = 0,2.
(b) Die Ndherung x = 31,578 von x = 31,575 hat vier signifikante Ziffern, denn

0,0005 < |7 — | = 0,003 < 0,005,

und die 5 in 0,005 steht an der Stelle der (4 + 1)-sten Ziffer von x = 31,578.

(c) Die Ndherung * = 0,02138 von = = 0,02144 hat nur zwei signifikante
Ziffern, denn
0,00005 < [ — | = 0,00006 < 0,0005,

und die Ziffer 5 in 0,0005 steht an der Stelle der (2 + 1)-sten Ziffer von
x = 0,02144.

Nur signifikante Ziffern sind bei der Angabe eines Ergebnisses relevant. &

Ein grofses Problem bei Berechnungen in einem Gleitkomma-Zahlensystem mit
einer endlichen Mantissenlénge (also bei allen Berechnungen mit einem Computer
oder einem Taschenrechner) ist der moégliche Verlust signifikanter Ziffern
durch Ausloschung. Um dieses zu verstehen, betrachten wir ein Beispiel.
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Beispiel 1.7. (Verlust signifikanter Ziffern durch Ausléschung)
Die Funktion

[iR=R, f@)=o(Vetri-Va),

soll fir x = 10* mit & = 0,1,2,3,4,5 ausgewertet werden, wobei in einem
Gleitkomma-Zahlensystem mit der Mantissenldnge 6 gerechnet wird. Dieses be-
deutet, dass wir in jedem einzelnen Rechenschritt auf eine 6-stellige Mantisse run-
den miissen. Um die so erhaltenen gendherten Werte von f(x) zu unterscheiden,

bezeichnen wir diese mit f(x).

f(1) = -(\f— \/T) = 1-(1,41421 — 1) = 0,41421 = f(1)
~————
=0,414210
£(10) = 10- (\/1_ . \/10) = 10-(3,31662 — 3,16228) = 1,5434 = £(10)
:0,?51340
f(10%) = 10°- <\/1 1— 100) = 100- (10,0499 — 10) = 4,99 = f(10?)
— 0,0499000
£(10%) = 103 (\/1001 — \/1000> = 1000- ( 31,6386 — 31,6228 ) = 15,8 = f(10°)
—0,0158000

£(10%) = 10" <\/10001 — 104) = 10000- ( 100,005 — 100) = 50 = f(10*)
— 0,00500000

f(10%) = 10°- (\/100001 — \/10) = 100000- ( 316,229 — 316,228 ) = 100 = f(10°)

TV
=0,0010000

Das Symbol = bedeutet, dass (hier auf eine 6-stellige Mantisse) gerundet wurde.

Dabei erhalten wir also die Ergebnisse in Tabelle[1.1], wobei der wahre Wert f(z)
jeweils auf eine Mantissenlédnge von 6 Ziffern gerundet wurde.

~

Fiir = 10° ist der absolute Fehler | f(10°) — £(10°)| = 58,113, und der relative
Fehlers ist

~

|f(10%) — £(10°)]
[£(10°)]

Wie kommt dieses eklatant schlechte Ergebnis zustande? Fiir grokes x sind v/x + 1
und /z fast gleich. Daher fiihrt das Bilden der Differenz v/x + 1 — y/x nach der
jeweiligen Rundung von v/ + 1 und y/z mit wachsendem x zur Ausloschung von
immer mehr signifikanten Ziffern. Dieses kann man bei der konkreten Berechnung

~ ~

von f(10%) oder f(10°) sehr gut sehen.

= 0,368 2 36,8 %.
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_ ~ x)— f(x

. izge(}l%rg ex?il;e;(\;\gert f(z) — f(z)] |/ ( ‘)f(lei( )|
1 =10 0,414210 0,414214 0,000004 9,66 - 1076
10 = 10! 1,54340 1,54347 0,00007 4,54 -107°
100 = 102 4,99000 4,98756 0,00244 4,89 -1074
1000 = 103 15,8000 15,8074 0,0074 4,68 -1074
10.000 = 10* 50,0000 49,9988 0,0012 2,40 - 107°
100.000 = 10° 100,000 158,113 58,113 3,68 - 1071

Tabelle 1.1: Ergebnisse und deren absolute und relative Fehler fiir die Berech-
nung von f(x) = x(\/x+ — \/5) fir x = 10¥, k = 0,1,2,3,4,5, in einem
Gleitkomma-Zahlensystem mit der Mantissenldnge 6.

Man kann das Problem der Ausloschung signifikanter Ziffern in diesem Beispiel
leicht umgehen, indem man f(z) vorher geeignet umformt und dann mit der neuen
Darstellung von f(x) rechnet: Durch Erweitern mit v/x + 1 4+ y/z erhalten wir
mit der dritten binomischen Formel:

f(x):x<\/ﬁ_\/5> =qx- (\/ﬁ—\/}) (\/m—l-ﬁ)

Ve+1+x
. (\/a:+1)2— (\/5)2 (z+1)—=x (1.11)

Viti+vz Vitl+4vr Vitl+m

Berechnet man f(10°) mit dieser neuen Formel in einem Gleitkomma-Zahlensystem
mit der Mantissenlédnge 6, so erhalt man

FO10°) = 100000 . 100000
v/100001 + /100000 316,229 + 316,228
100000 =

_ = 158.114 = £(10°
632,457 o8, (107,

~
~

und wir haben nur in der letzten Ziffer von f(10°) eine Abweichung von exakten

~

Wert f(10°). Anders - ausgedriickt: f (10°) = 158,114 hat 5 signifikante Ziffern. Der

~ ~

absolute Fehler von f(10°) (als Néherung von f(10%)) ist nun [f(10%) — f(10°)| =

~

0,001, und der relative Fehler von f(10°) (als Néherung von f(10°)) ist nun

~

|f(10%) — f(10%)]

= 6,32-107% 2 0,000632 %.
|£(10°)]
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Wir erhalten nun ein Ergebnis mit einer sehr guten Genauigkeit. &

1.4 IEEE 64 Bit Maschinenzahlformat

Wie werden Zahlen in einem modernen Computer im Gleitkomma-Zahlensystem
gespeichert? Wir besprechen hier nur das gingige IEEE-Format 64 Bit
(= 8 Byte) Maschinenzahlformat mit doppelter Genauigkeit mit der Ba-
sis b = 2, der Mantissenldnge p = 53 und den Exponentenschranken Ny, =
—1021 und Ny = 1024. Im Computer wird eine 64 Bit Maschinenzahl im nor-
malisierten Gleitkomma-Zahlensystem mit 1 Bit fiir das Vorzeichen, 11 Bit
fiir den Exponenten und 52 Bit fiir die Mantisse gespeichert. Wir bendtigen nur
52 Bit fiir die Speicherung der Mantisse, da im Dualsystem wegen ¢; # 0 und
c1 € {0;...;2—1} = {0;1} folgt, dass ¢; = 1 sein muss und somit nicht mehr
abgespeichert werden muss.

Mit dem normalisierten 64 Bit Maschinenzahlformat

’V‘nong...nlo‘CQCg...C53‘7

wobei v, ng,ny,...,n1,C2,¢3...,¢53 € {0;1} sind, wird also die normalisierte
Gleitkommazahl

53
= (12" (21 +) ¢ 2?‘) mit Exponenten — 1021 < N < 1024
j=2

dargestellt. (Genauer gilt fiir den Exponenten

10
N = Zn 21— 1022.
1=0

Die Verschiebungsdistanz —1022 im Exponenten N sorgt dafiir, dass sowohl po-
sitive wie negative Exponenten dargestellt werden kénnen. Die speziellen Werte

10 10 1_211
0-20=0 d 1.2 = — 2047

sind reserviert. Aus den verbleibenden Werten 1,2, ...,2046 ergibt sich mit der
Verschiebungsdistanz —1022 fiir die moglichen Exponenten Ny, = 1 — 1022 =
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—1021 und Npax = 2046 — 1022 = 1024.) Wir erhalten damit fiir das 64 Bit
normalisierte Maschinenzahlformat (vgl. (1.2)) und ((1.3)))

grokte Zahl: Tamax = 2/ (1= 277%) & 2121 = 18107,
kleinste Zahl: @y = —2'" (1 —277%) & 2104 = —1.8. 10%%%,
und die betraglich kleinsten Zahlen sind (vgl. (1.4)))
betraglich kleinste positive Zahl: Tposmin = 91022 = 2,2 - 10_308,
betraglich kleinste negative Zahl: Tnegmin = —o71022 = _99.107308,

Bei dem 64 Bit Maschinenzahlformat treten folgende Sonderfélle auf:

Zahl Null (+0):  [0]00...0[00...0]
Zahl Null (—0): ~ [1]00...0]00...0]
Zahl‘ 400:  [0]11...1]00...0]
JZahl* —oo: [1]11...1]00...0|

Besteht der Exponent nur aus aus Einsen und enthélt die Mantisse Einsen, so ist
der Wert der Zahl NaN (,not a number®). Ein Beispiel ist

NaN (;not a number®): (0/11...1]010110...0].
Die Maschinengenauigkeit im 64 Bit Maschinenzahlformat ist (vgl. (1.10]))

21753 = 2792 £ 92.10716 (Abschneiden),
T = 1

3 21793 =275 = 11-1071% (Runden).

1.5 Fehlerfortpflanzung und Fehlerverstarkung

Rechnet man in einem Gleitkomma-Zahlensystem mit der Basis b mit endlicher
Mantissenlange, so entstehen unvermeidbare Fehler, denn reelle Zahlen mit
einer nicht abbrechenden Reihendarstellung bzgl. der Basis b (und reelle Zahlen
mit einer endlichen Mantisse bzgl. der Basis b, die langer ist als die Mantissenlange
des Gleitkomma-Zahlensystems) konnen nicht exakt dargestellt werden, sondern
miissen durch eine Maschinenzahl angenéahert werden.

Aber selbst, wenn man beispielsweise zwei Maschinenzahlen x und y mit x+y # 0
addiert, so muss das Ergebnis keine Maschinenzahl sein. Somit erhélt man als
Ergebnis

rd(z +y) = (14 Tagy) (2 +y)
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rd(z+y)—(z+y) .

mit dem (relativen) Darstellungsfehler 7., = =

Sind x und y keine Maschinenzahlen, so ist das Ergebnis der Addition

rd (rd(x) + rd(y)) = (1 + Trd(I)Hd(y)) (rd(x) + rd(y))
= (14 Ta@)trdy) (L+ )+ (1+7)y)
=2+ Y+ (7o + Ta@dy) + To Trd@)+dy) T
+ (Ty + Ted(@)+rd(y) + Ty Ted(w)+rd(y)) ¥

wobei fiir 7, 7, und Tyq(g)4rdqy) gilt |72] < 7, |7y < 7 und |Tq(z)eag)| < 7. (Dabei
ist 7 die Maschinengenauigkeit.) Jeder einzelne relative Fehler durch Rundung
bzw. Abschneiden ist also betraglich durch die Maschinengenauigkeit 7 begrenzt.

Insbesondere fiihrt das Runden bzw. Abschneiden beim Rechnen dazu, dass die
Assoziativgesetze und das Distributivgesetz nicht mehr gelten, sobald
Zahlen auftreten, die keine Maschinenzahlen mehr sind.

Beispiel 1.8. (Rundungsfehler und verletztes Assoziativgesetz)

Wir Rechnen mit der 64 Bit Maschinenzahlformat (vgl. Teilkapitel . In dieser
sind x = 4 und y = 107" beides Maschinenzahlen, aber

T4y =4+ 1072 = 0,400000000000000000001 - 10}

ist keine Maschinenzahl mehr, denn wegen 7 ~ 10710 erhalten wir im Dezimal-
system nur eine Mantisse mit 16 Stellen, also

rd(z + ) = rd(4 4+ 107%) = 4.

Analog findet man fiir die Maschinenzahlen z = 107, y = 2 und 2z = —2
rd(rd(z + y) + 2z) = 1d(rd(107 + 2) 4+ (=2)) =rd(2+ (-2)) =rd(0) =0
rd(z 4+ rd(y + 2)) =1d (107 +rd(2 + (-2))) = rd(10*° +rd(0))

rd(107% +0) = 10720 £ 0.

Also gilt hier
rd(rd(z +y) + 2) #rd(z + rd(y + 2)),

d.h. das Assoziativgesetz der Addition ist verletzt. &

Wir wollen nun die Fehlerfortpflanzung systematisch untersuchen. Dabei inter-
essiert uns aktuell nicht, ob die fehlerhaften Eingangsdaten durch Rundungsfehler
Messfehler oder eine andere Ursache zustande kommen. Wir werden sowohl den
absoluten Fehler als auch den relativen Fehler betrachten.
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Definition 1.9. (absoluter Fehler und relativer Fehler)

(1) Sei x € R eine reellwertige Grifie und sei © € R ein fehlerbehafteter
Ndherungswert fiir x. Dann ist der absolute Fehler der Niherung x

Abs(z) == |z — z|.
Ist x # 0, so ist der relative Fehler der Niherung ©

.
Rel(7) = L=l _ ADs@)

2l

(2) Sei R™ mit einer Norm || - || (2.B. der euklidischen Norm) versehen. Sei
x € R" eine vektorwertige Grifse, und sei X € R" eine fehlerbehaftete
Naherung fir x. Dann ist der absolute Fehler der Niherung X

Abs(X) = [|% — x||.

Ist x # 0, so ist der relative Fehler der Niherung X

Rel(%) — |x — x| Abs(x) |

(B

Wir haben den absoluten und den relativen Fehler einer reellwertigen Grofse be-
reits bei der Analyse der Rundung und des Abschneidens und in Beispiel
verwendet.

Beispiel 1.10. (absoluter und relativer Fehler)

(a) Die Distanz zwischen zwei Stadten sei exakt x = 100 km. Die Néherung
dieser Entfernung (z.B. durch eine Messung) sei = 101 km. Dann gelten

Abs(z) = |z — x| = |101 km — 100 km| = 1 km,
_|z—2[  1km

(% _
Rel@) = =7 = 150 1

=001 2 1%.

(b) Die Distanz zwischen zwei Dorfern sei exakt = 2 km. Die Naherung dieser
Entfernung (z.B. durch eine Messung) sei z = 3 km. Dann gelten

Abs(Z) = |z — x| = |3 km — 2 km| = 1 km,
|r—2[ 1km

(7 _
Rel@) = =1 = 2%km

=052 50%.
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Der absolute Fehler ist in beiden Beispielen jeweils 1 km. Trotzdem ist es auch
intuitiv klar, dass die Ndherung fiir die Entfernung der beiden Stéadte ,yviel genau-
er ist als die Naherung fiir die Entfernung der beiden Dorfer. Dieses wird durch
den relativen Fehler widergespiegelt. Dieser betrégt im Beispiel (a) nur 1% der
Entfernung, aber im Beispiel (b) dagegen 50 % der Entfernung. &

Der relative Fehler Rel(z) bzw. Rel(x) einer Nédherung = von x # 0 bzw. einer
Néaherung x von x # 0 ist normalerweise aussagekraftiger, da er den Fehler
relativ zur ,Grofe von x bzw. x betrachtet. Genauer gibt

| -

T2 00%  bew.,  Rel(®)- 100%

Rel(Z) - 100% = - 100%

]

an, wieviel Prozent des Wertes |x| bzw. ||x|| der absolute Fehler Abs(z) = |z — z|
bzw. Abs(x) = ||x — x|| ausmacht.

Die Grundlage fiir eine Analyse der Fehlerfortpflanzung bildet die Taylorsche
Formel (auch Satz von Taylor genannt) mit dem Taylorpolynom vom Grad 1:
Seien D C R" eine konvexe Menge und x = (x1,x9,...,x,) € D, und sei f :
D — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann gibt es zu jedem

X =X+ Ax = (x1 + Axy, 29 + Axo, ...,z + Axy,) € D

ein zax auf der Verbindungsstrecke von x = x + Ax und x, so dass gilt

d x
f(x+ Ax) = )+ Z 8xk Z Z @]x:gik Ax; Az, .

jlkl

\ N J/

Taylorpolynom vom Grad 1 Restghed

Wenn das Restglied hinreichend klein ist, dann gilt die Naherung

f(x+ Ax) =~ f(x) + Z agg:) Axy,
k=1
— flx+Ax) = f(x) =) 9/ (x) Axy,

Also ist der absolute Fehler Abs(f(x+Axz)) = | f(x+Ax)— f(x)| der Ndherung
f(xX) = f(x+ Azx) von f(x) angenédhert gegeben durch

Z (%ck

Abs(f(x + Az)) = |f(x + Ax) — f(x)| =

(1.12)
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Daraus folgt eine angenéherte Abschétzung von Abs(f(x 4+ Az)) nach oben:

f(x)

0
So | 18Tl (13)

Abs(f(x + Az)) = |f(x+ Ax) = f(X)] £

Das Symbol g in (1.13) (und in ((1.15]) weiter unten) bedeutet, dass gendhert und
(nach rechts) nach oben abgeschétzt wurde.

Division in (1.12)) durch | f(x)| # 0 liefert eine Naherung fiir den relativen Fehler
Rel(f(x + Az)) der Niherung f(X) = f(x + Ax) von f(x):

fx+Ax) - f(x)] 1

o N
Rel(f e+ An) = =750 761 |2 o A
"1 Of(x) . xrp  Of(x)\ Axyg
~ (X o AT ;(ﬂx)' oy ) o (114
Aus folgt die Abschétzung
_ x4+ Ax) - f(%)]
Rel(f(x + Az)) = )
i Tk 8f(X) . ALEk o Tk 8f(x) ) ~
§k=1 fx) Oy Tk _; f(x) Oy Rel(Zy,). (1.15)

An (1.14) und (1.15) konnen wir ablesen, dass die relativen Fehler Rel(Zy) =

Ax—i’“ , k=1,2,...,n, der einzelnen Komponenten xy, s, ..., x, von x (also die
Eingangsdaten der Funktion f) jeweils mit den Faktoren bzw. den Betrigen der
Faktoren

0
o 0N gy,
f(x) Oz

multipliziert werden. Die betragliche Groke dieser Faktoren bestimmt also im
Wesentlichen, wie grofs der relative Fehler der Naherung f(x) = f(x + Ax) von
f(x) schlimmstenfalls werden kann.

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 1.11. (Fehlerfortpflanzung bei der Addition)
Sei f:R? = R, f(x,y) = z +y, die Addition von z und y. Dann gelten

0f (x,y) of (z,y) Plry) _ Oxy) _ P(xy) _
Ox dy Ox? Oy? Oxdy '

=1, =1,
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Da alle zweiten Ableitungen null sind, liefert uns die Taylorsche Formel hier exakt

flx+Az,y+Ay) = flr,y)+1-Az+1-Ay+0= f(z,y) + Az + Ay
— flx+ Azx,y + Ay) — f(z,y) = Az + Ay.

Also gilt fiir den absoluten Fehler der Naherung f(x + Az, y + Ay) von f(z,y)

Abs(f(:c+Ax,y+Ay)) = ‘f(a:+A:c,y+Ay) —f(sc,y)’
= [Az + Ay| < |Az| + [Ay].

Fiir den relativen Fehler finden wir (mit den Annahmen z+y # 0, x # 0, y # 0)

|flz+Az,y+ Ay) — f(z,y)] Az + Ayl
f(z,9)] IEER
T .Aer Y ‘Ay‘
r+y r+y vy

Rel(f(a: + Az, y + Ay)) =

(1.16)

_|Az+ Ay
= ory |-

Ax N Ay |
r+y x+y__
Also gilt fiir den relativen Fehler der Naherung f(z + Az, y + Ay) von f(z,y)

x Ax Y Ay
Rel + Az, y+ Ay)) < : + :
e(ﬂx Y y»_‘x+y x x+y“y|
T | Rel@) + |2 | Rel(7) (1.17)
= - Rel(x - Rel(y), :
r+y r+y Y

wobei wir genutzt haben, dass der relative Fehler von x = x+Ax bzw. y = y+ Ay
wie folgt gegeben ist:

_ Az [(z+ Az) — x| Ayl _ |y +Ay) -y

Rel(z) = = bzw. Rel(y) = =
|z |z] ] [y
(a) Haben x und y das gleiche Vorzeichen, so gelten
0< L <1 und 0< d <1,
r+y r+y
und es folgt aus (1.17)
L ~ )
Rel + Az, y + Ay)) < - Rel(7) + - Rel
el(f(z + Az,y y))_Hy el(7) + - Rel()
< p max {Rel(Z), Rel(y) } + wa max {Rel(Z), Rel(y) }

_ (x vt oY ) max {Rel(Z), Rel(y) } = max {Rel(Z), Rel(y)}.

+y xT+vy
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Der relative Fehler von f(z + Ax,y + Ay) = (x + Az) + (y + Ay) als
Néherung der Summe f(z,y) = x+y ist bei gleichen Vorzeichen von z und
y also hochstens so grofs wie das Maximum der relativen Fehler

Ayl [(y+ Ay) —y

|Az| _ |(x + Ax) — x| _
Y| Y|

] ]

Rel(z) = und  Rel(y) =

der Nédherungen * = x + Az und y = y + Ay fiir x bzw. v.

(b) Haben x und y dagegen unterschiedliche Vorzeichen, so konnen x—iy und

- +y durch Ausloschung im Nenner betraglich beliebig grofs werden, so dass
der relative Fehler in ) und (1.17) beliebig grof werden kann. Dieses
illustriert das folgende Beispiel: Seien x = 10°4+1 und y = —10°, und seien
T =1x+ Ax bzw. y = y + Ay Naherungswerte fiir x bzw. y mit absoluten
Fehlern [Az| = |7 — 2| < 1 und |Ay| = [y — y| < 1. Dann erfiillen die
relativen Fehler der Naherungen z und y jeweils

Rel(z) = |Az] < i =0,5-107° bzw. Rel(y) = 129] < i =0,5-1079,
lz| — 106 ly| — 106
wobei wir genutzt haben, dass |z| = [10°+1| > 10° und |y| = | —10°] = 10°
erfiillen. Mit ((1.16]) folgt fiir den relativen Fehler von x + ¥
- 10941 Ax —106 Ay
Rel = . .
) = | Ge s —109 = T AT+ (<10 y
Ax A
= (10° +1) == — 108 =Y (1.18)
X ()
Gelten beispielsweise Ax = % und Ay = % und damit
A 1 10°° A 1076
=0 —(100+ )t — und —y:——,
z 2 2 Y 2

so folgt aus (1.18)

Rd@+@%:(m@+n-9f%;£i—1W-<—£E3'

106 106
(1064-1)-—75—-+106-—7;— ::(2-1064-1)--7?—,

Q

d.h. der relative Fehler der Summe 7 + ¢ ist das ungefihr (2 - 10%)-fache
der relativen Fehler von z und y. Ein so stark fehlerbehaftetes Ergebnis ist
natiirlich vollig unbrauchbar.
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Wir sehen also, dass bei der Addition von Zahlen mit unterschiedlichem Vorzei-
chen eine Fehlerverstiarkung stattfinden kann, die zu vollig unbrauchbaren Ergeb-
nissen fihrt! &

Beispiel 1.12. (Fehlerfortpflanzung bei Funktionsauswertung)

Sei f:R — R, f(x) = €. Nach der Taylorschen Formel (bzw. Satz von Taylor)
gibt es zu jedem T = x + Ax ein za, zwischen x und ¥ = x + Ax, so dass gilt:

1
fla+Ax) = f(2) + f(x) (¢ + Az) —2) + 5 " (200) (@ + Ax) = 2)°
1
= (&) + ['2) A+ 3 £ (e0) ()’
1
= [t An) = f(2) = @) Ar+ 5 1 (200) (A7)’
Also finden wir mit der ersten und zweiten Ableitung
fl2)y=6z¢ und  f'(z) =6 +362% ",
dass mit z = za, gilt
flo+Az) — f(z) = 626> Az + (3 e 41827 6322> (Axz)?.

Taylorpolynom ~~
vom Grad 1 Restglied

7

Daran sehen wir, dass nur fiir z und x = x + Az dicht bei 0, und damit auch z,
dicht bei 0, das Restglied vernachléssighar ist. Dann gilt fiir den absoluten Fehler

Abs(f(z + Ax)) = |f(z + Az) — f(z)| = |62 Az = 6|z| ¥ |Az|. (1.19)
Betrachten wir nun den relativen Fehler fiir x und 7 =  + Az dicht bei 0:

If@+ A5 — f@)] _ 6lal e |Agl
|/ ()] e3r’
2 |Az| 2
=6 |z| |Az| = 6 |z| Tl = 6 |z|” Rel(x + Ax) (1.20)
Im relativen Fehler Rel(f(z + Axz)) von f(x + Az) als Niherung fiir f(z) wird
der relative Fehler Rel(z) = Rel(z + Az) = ||A7‘T| der gendherten Eingangsdaten
T = z + Az also durch den Faktor 6 |z|? verstirkt. Nur fiir x dicht bei 0 ist
der relative Fehler Rel(f(z + Az)) der Niherung f(z + Az) = 3@ HAD)” fijyp

f(x) = ¥ Klein. Also ist f(z 4+ Az) = e3@+22)° quch nur fiir 2 dicht bei 0 und
nur fiir kleines Az eine brauchbare Naherung fiir f(z) = €. &

Rel(f(z + Az))
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Natiirlich treten zusatzlich immer auch noch Fehler durch die Rundung bzw. das
Abschneiden beim Rechnen in einem Gleitkomma-Zahlensystem mit endlicher Ma-
tissenlédnge auf, sobald innerhalb des Rechenprozesses Zahlen auftreten, die keine
Maschinenzahlen sind. Diese Rundungs- bzw. Abschneidefehler wurden in den
vorigen beiden Beispielen bei der Analyse nicht beriicksichtigt. Rundungs- und
Abschneidefehler sind aber unvermeidbar und ihr Einfluss kann héchstens durch
die Wahl eines geeigneten Algorithmus zur Losung des Problems moglichst klein
gehalten werden.

1.6 Kondition und Stabilitat

Kondition und Stabilitéit sind zwei der zentralen Begriffe der Numerik.

Definition 1.13. (Kondition, schlecht bzw. gut konditioniert)

Seien D CR™ undY CR"™. Seif: D =Y eine vektorwertige (und fiirn =1
reellwertige) Funktion, die eine mathematische Aufgabe beschreibt. Sei x € D
und sei X = X + Ax eine Ndherung oder Stérung von x. Die absolute
Konditionszahl von f(x) ist die kleinste reelle Zahl k.,s(x), fir die gilt

|f(x + Ax) — £(x)||(n) < Fabs(X) |AX|| () fiir alle Ax mit x + Ax € D.
(1.21)

Sind x # 0 und f(x) # 0, so heifit die kleinste reelle Zahl k(x), fir die gilt

[f(x + Ax) — £(x)||n)
G [y -

fir alle Ax mit x + Ax € D,
(1.22)

die relative Konditionszahl von f(x). f(x) heifit schlecht konditioniert
(an der Stelle x), wenn r(x) > 1 ist. (,r(x) > 17 bedeutet, dass k(x)
sehr viel grofier als 1 ist.). Ist f(x) nicht schlecht konditioniert (an der
Stelle x), so heifit f(x) gut konditioniert (an der Stelle x). (In
und sind || - ||y bzw. || - ||(om) jeweils der Absolutbetrag, falls n =1 bzw.
m = 1. Andernfalls handelt es sich jeweils um eine geeignete Norm fiir R"
bzw. R™.)

Was bedeuten (1.21)) und ([1.22)? Die absolute Konditionszahl kps(x) be-
schrinkt den Faktor bei der Fortpflanzung des absoluten Fehlers. Analog be-
schrinkt die relative Konditionszahl k(x) den Faktor bei der Fortpflanzung des
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relativen Fehlers. — Ist f(x) schlecht konditioniert, so bedeutet es, dass es ein
X = X+ Ax € D gibt, fiir dass gilt

[f(x + Ax) = £y  1A%][m)
> .
Gl my %[} m)

Es ist klar, dass wir nur brauchbare Ergebnisse erwarten kénnen, wenn eine ma-
thematische Aufgabe f(x) gut konditioniert ist.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 1.14. (schlecht bzw. gut konditioniert)

(a) In Beispiel haben wir die Addition f(x,y) = x + y zweier Zahlen
untersucht. Falls x und y das gleiche Vorzeichen haben und x + y # 0,
x # 0 und y # 0 sind, fanden wir, dass der relative Fehler der Naherung
flz+Azx,y+Ay) = f(z,y) = z+y fir f(x,y) = x+y hochstens so grok ist,
wie der grofere relative Fehler der Ndherungen z = v+ Az und y = y+ Ay
fiir x bzw. y. Also sollte das Problem mit Sicherheit gut konditioniert sein.
Wir zeigen dieses nun mit der obigen Definition:

Wir haben hier vektorwertige Eingangsdaten (z,y) € R? und nutzen auf
R? die 1-Norm |[|(x,y)||1 := |z|+ |y|. Mit den Niherungen ¥ = 2 + Az und
y =y + Ay von x bzw. y gilt fiir den absoluten Fehler

Abs(f(@,9) = |f @ 9) — fz.y)| = [((z + Az) + (y + Ay)) — (= + )|
= |Ax + Ay| < |Azx| + |Ay| = [[(Az, Ay)||: fiir alle (Az, Ay) € R?,
und wir lesen ab, dass die absolute Konditionszahl k,ps(z,y) < 1 ist. (Ge-

nauer gilt sogar Kaps(x,y) = 1.)
Wenn z und y mit x + y # 0 das gleiche Vorzeichen haben, gilt |z + y| =
|z| + |y|. Division durch |f(z,y)| = |z + y| = |z| + |y| liefert dann

@D -S| |Aet Ay
RA(S@D) ===/~ i+l

Aal + Ay [[(Az, Ay,
2+l @l

fiir alle (Axz, Ay) € R?,

und wir lesen ab, dass die relative Konditionszahl x(x) < 1 erfiillt. Die Ad-
dition zweier Zahlen mit dem gleichen Vorzeichen ist also gut konditioniert.

(b) Betrachten wir nun noch einmal die Addition zweier Zahlen mit verschie-
denen Vorzeichen, die betraglich ungetéahr gleich grofs sind. Fiir die Zahlen
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aus Beispiel () 2 = 10% + 1 und y = —10°% mit den Niherungswerten
T =104 2 und y = —10° + 5 (also Az = Ay = 1) finden wir

f(Z.9) = fzy)l _ [E+y) - (= +y)
()] |z +y|

(1054 3) + (—10° + 3)) — ((10° + 1) 4 (—10%))|

B (106 + 1) 4 (—106)]

I@E—zg—wlh NG, _ 5+5 10
(2, y)|l1 (105 + 1, —105)[; ~ 106+ 14106~ 2

1
:—:1
1

>

wobei wir wieder die 1-Norm |[(z,y)|; := |z| + |y| verwendet haben. Of-
fensichtlich ist die Addition von # = 10% + 1 und y = —10°% im Sinne von
Definition [L.13] schlecht konditioniert.

(c¢) In Beispiel haben wir die Fehlerfortpflanzung bei der reellwertigen
Funktion f : R — R, f(z) = €, untersucht. Fiir kleine = und eine

Néherung/Storung © = x + Ax des Wertes = fanden wir (fiir hinreichend
kleines z und Az) in ({1.19)

Abs(f(@)) = |f(@) — f(x)| = |f(z + Az) — f(2)] ~ 6|x| ™ |Ax].

(1.23)
Daraus folgt (vgl. auch )
@ = fl@)] _ [6ze* Agl ) |Az|
Rel = ~ = S — )
WO =) G R

An dieser Formel sehen wir, dass nur fir kleines x € R (z.B. alle z mit

|z| < 3) die Funktionsauswertung f(z) gut konditioniert ist. Fiir z € R

mit |z| > 6 gilt 622 > 6% = 216, und die Funktionsauswertung f(z)
ist sicherlich schlecht konditioniert. Hinzu kommt, dass die Naherungen in

(1.23) und ([1.24) fiir |x| > 6 nicht mehr passend (bzw. nur sehr grob) sind.

Das Konzept der Kondition wird uns noch ofter begegnen. &

Definition 1.15. (Stabilitdt eines Algorithmus)
Seien D CR™ undY CR". Seif: D =Y eine vektorwertige (und fiirn =1
reellwertige) Funktion, die eine mathematische Aufgabe beschreibt. Sei f ein

Algorithmus, der (ndherungsweise), die mathematische Aufgabe f ausfiihrt.
Sei x € D mit f(x) # 0, und sei X = x + Ax immer eine Ndherung oder
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Storung von x. Der Algorithmus f(x) heifit instabil (an der Stelle x),
wenn es eine Naherung oder Storung X von x gibt, fir die gilt

f&) — £ IEE) — &)1
£ £
Ist f(x) nicht instabil (an der Stelle x), so heifit f(x) stabil (an der

Stelle x). (In (1.25)) ist || - || der Absolutbetrag, falls n = 1 ist, und ansonsten
eine geeignete Norm fiir R".)

(1.25)

Was bedeutet (1.25)? Die Formel (1.25) bedeutet, dass fiir eine Ndherung x
der durch Rundungsfehler und den Algorithmus f verursachte relative Fehler

W sehr viel groker ist als der nur durch die Ndherung X verursachte

relative Fehler % (bei der exakten Ausfithrung der Aufgabe).
Betrachten wir zwei Beispiele. In dem ersten Beispiel wollen wir uns den Unter-
schied zwischen der Aufgabe f und dem Algorithmus f zur (angen&herten) Losung
dieser Aufgabe deutlich machen, damit klar wird, warum wir sowohl das Konzept
Kondition als auch das Konzept Stabilitat brauchen.

Beispiel 1.16. (Stabilitit eines Algorithmus)

Gegeben sei eine invertierbare Matrix A € R"*". Die Aufgabe f ist (_i)as Losen des
linearen Gleichungssystem A x = b fiir eine gegebene rechte Seite b € R".

Da A invertierbar ist, kann man diese Aufgabe theoretisch exakt 16sen, und die
exakte Losung ist durch die Formel f(b) = A~! b gegeben. Bei der Frage nach der
Kondition von f(b) interessiert man sich also dafiir, wie grofs der relative Fehler

fiir eine gestorte rechte Seite b = b + Ab
[f(b) — ()| _ f(b+Ab) —f(b)| A~ (b+Ab)—A~'b| _[[AT'Ab]

G [£(b)] A= b - AT
verglichen mit dem relativen Fehler ”lﬁgi)” = % der gestorten rechten Seite
b = b + Ab ist. Dabei ist || - || beispielsweise die FEuklidische Norm ||y|| =

V02 + ...+ |ya|2. Wir werden im néchsten Kapitel sehen, dass
lf(b + Ab) —f(b)|| _ [|A~"Ab] (b) |Ab]]
I£(b)]] A=t bl — bl

mit x(b) < ||A]l ||A7Y| gilt, wobei ||A]| und ||A™|| jeweils die sogenannte indu-
zierte Matrixnorm von A bzw. A~! sind.
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Berechnet man die Losung von A x = b in der Praxis, so kénnte man als Algo-
rithmus das Gaufssche Eliminationsverfahren verwenden, welches nun unser f ist.
Dabei passieren aber durch das Gleitkomma-Zahlensystem im Computer bei der
Berechnung Rundungsfehler, so dass das Ergebnis des Algorithmus ?(b) in der
Regel ungleich f(b) ist. Bei der Frage der Stabilitdt interessiert man sich dafiir,
ob der relative Fehler o
[£(b) — £(b)|
[£(b)]l

durch den Algorithmus f fiir irgendeine Storung b von b deutlich grofer ist als
der relative Fehler

|£(b) — £(b)]
I£(b)]

der (exakt gelosten) Aufgabe f fiir diese Storung b &

Es ist klar, dass man auch bei einem gut konditionierten Problem f nur dann eine
brauchbare Losung erwarten kann, wenn der Algorithmus f stabil ist.

Beispiel 1.17. (stabiler und instabiler Algorithmus)
In Beispiel [1.7] wurde fiir z = 10°

flo) = (W - \/E> (1.26)

in einem Gleitkomma-Zahlensystem mit der Mantissenlange 6 auf zwei verschie-
dene Arten berechnet. Einmal wurde die gegebene Formel (|1.26]) fiir f verwendet

und einmal die Umformung (vgl. (1.11]) in Beispiel

f(x)

RN == Y- (1.27)

verwendet. Durch die Rundung im Gleitkomma-Zahlensystem mit der Mantissen-
ldnge 6 liefern uns ([1.26)) und ([1.27)) jeweils einen Algorithmus den wir mit f; (fir

(1.26))) bzw. mit fo (fir (1.27))) bezeichnen wollen.

Wir betrachten nun 2 = 10° und die Niherung (oder Stérung) @ = 10°+1 von .
Dann sind die exakten Werte (mit Rundung auf eine Mantisse der Lénge 6)

f(z) =158,113  und  f(z) = 158,114.

Wie berechnen nun f;(%) und f5(%):

f1(@) = f1(10° + 1) = 100001 - <\/100002 — %100001)
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— 100001 - ( 316,231 — 316,229 ) = 100001 - 0,002 = 200,002,

— 0,002
. . 100001
7) = H(10° +1) =
f2(%) = JaA ) /100002 + /100001
100001 ~ 100001

_ — — 158,114,
316,231 + 316,229 632,46 !

Wir berechnen nun jeweils beide Seiten in ([1.25)):

1f1(F) — f(z)|  [200,002 — 158,113

= 0,2649
f(2)] 158,113 R

£ (F) — 158,114 — 158,11

|f2(%) = fa)| _ [158, S8 - 6325 - 1077,
@) [158,113]
) — 158,114 — 158,11

(@) = fl=)] _ [158, B3] () 6325 - 1077,
(@) 158,113|

Der Algorithmus ﬁ(m) ist an der Stelle x = 10° offenbar instabil, denn es gilt

/(@) — f(=)] (@) — f(2)]

= 0,2649 > = 0,6325-107°.
| ()] |/ ()]
Der Algorithmus ]?g(x) ist an der Stelle x = 10° offenbar stabil, denn es gilt
()] |/ ()]

Wir sind nicht dariiber iiberrascht, denn wir hatten bereits in Beispiel [1.7] gesehen,
wie schlecht das Ergebnis der Berechnung von f(10°) mit (1.26)) in Gleitkomma-
Zahlensystem mit der Mantissenlénge 6 war. &

Sei die Notation wie in Definition [I.15] Mit der Dreiecksungleichung folgt

F@) )| = || G®) - 1) + (@) —£) || < [F&) —£&)||+ £ —£x)|.

Division durch ||f(x)|| liefert:

[£69 — £ _ [IF®) —£)] | £ — £
(CS ]/ (e O] I

Der zweite Term auf der rechten Seite von (|1.28)) wird bei der Bewertung der

Kondition von f(x) mit HT;EH(;’” verglichen, wobei || - ||,y eine Norm fiir R™

(1.28)
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. f(X)—f . .. . .. . X—X||(m .
ist. Nur wenn % eine ahnliche Grokenordnung wie ” IIXII<H() L hat, ist f(x)

gut konditioniert, und es macht iiberhaupt Sinn, den Algorithmus f zur Losung
der mathematischen Aufgabe f weiter zu untersuchen.

Wenn die mathematische Aufgabe f(x) gut konditioniert ist, dann gilt f(x) ~ f(x)
und somit gilt fiir den ersten Term auf der rechten Seite von ([1.2§))

Ifx) —f®)| | f®) - f®)]]
1G] I£G ]
Der Term auf der rechten Seite von (|1.29)) beschreibt den relativen Fehler der

~

(1.29)

Néherung f(x) fur f(x). Da in diesem Term iiberall X steht, wird hier nur die

Qualitat der Ndherung der mathematischen Aufgabe f durch den Algorithmus f
bewertet.

Alternativ folgt fiir eine gut konditionierte mathematische Aufgabe f(x) aus
f(x) ~ f(x) fiir den ersten Term auf der rechten Seite von ([1.28) auch

[f®) - @) _ [[FE £
G ({CII/ I

und wir erhalten den Term auf der linken Seite von ([1.25)), mit dem die Stabilitét

von f(X) bewertet wird.

1.7 Rechenaufwand eines numerischen Verfahrens

Definition 1.18. (Aufwand)

Seif eine mathematische Aufgabe, und sei f ein Algorithmus zur Losung dieser
Aufgabe. Unter dem Aufwand von f versteht man die Anzahl der bendtig-
ten elementaren Rechenoperationen (Additionen/Subtraktionen und Mul-
tiplikationen/Divisionen,).

Der Aufwand wird nicht exakt berechnet, sondern man gibt nur seine Gro-
lenordnung an. Betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel 1.19. (Aufwand)

Sei A € R"™ " eine n x n-Matrix, und sei f : R” — R", f(x) = A x, die Matrix-
Vektor-Multiplikation der Matrix A mit dem Vektor x € R". Mit f bezeichnen wir
die numerische Berechnung von f (einschlieflich der durch Rundung verursachten
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Fehler). Die numerische Berechnung der k-ten Komponente von A x erfordert n
Multiplikationen und n — 1 Additionen, also insgesamt 2n — 1 elementare Re-
chenoperationen. Also bendtigt die numerische Berechnung f(x) von f(x) = Ax
insgesamt n - (2n — 1) &~ 2n? elementare Rechenoperationen. Der Aufwand des

Algorithmus f hat also die GroRenordnung n?. &

Damit wir beim Aufwand nicht umsténdlich ,von der Grokenordnung ... reden
miissen, fithren wir das Landau Symbol O ein: Seien f : N —- Rund g : N —- R
zwel Funktionen. Dann gilt f = O(g) per Definition genau dann, wenn es eine
Konstante C' > 0 und ein N € N gibt, so dass gilt

|[f(n)| < Clg(n)| fiir alle n € N mit n > N.

Beispiel 1.20. (Landau Symbol)
Sei A € R"™" eine n x n-Matrix, und sei f : R” — R", f(x) = A x, die Matrix-
Vektor-Multiplikation der Matrix A mit dem Vektor x € R". Mit f bezeichnen wir

die numerische Berechnung von f (einschlieflich der durch Rundung verursachten
Eehler). In Beispiel hatten wir uns iiberlegt, dass die numerische Berechnung

f(x) von f(x) = A x insgesamt n - (2n — 1) elementare Rechenoperationen bend-
tigt. Mit dem Landau Symbol, gilt nun, dass die Berechnung O(n?) elementare
Rechenoperationen benotigt, denn es gilt

In(2n — 1) =n(2n—1) <n2n=2n* < Cn*=C|n?| fir alle n € N

mit der Konstante C =2. &



KAPITEL 2

Direkte Losungsverfahren fur lineare
(Gleichungssysteme

Betrachten wir als Einstig ein Anwendungsbeispiel aus der Elektrotechnik.

Das Bild rechts zeigt einen 2002 259
Schaltkreis. Gesucht sind die
Stromstéarken /7 und Io in A

(= Ampere). < Vl ﬁ

> lgov

Ohmsches Gesetz:

R:% <— U=RI

wobei U = Spannung, I = Stromstarke, R = Widerstand.

Erstes Kirchhoffsches Gesetz: In jeder Masche ist die Summe der Teilspannungen
an den Leitern (Widerstédnden, Verbrauchern) gleich der Summe der Spannungen
der eingeschalteten Stromquellen.

Das erste Kirchhoffsche Gesetz (Maschensatz) liefert:

20'[1+10'<[1—|—12) = &80 — 31+ I,=28
25-[2—{—10-([1—1—12) = 90 Li+351,=9

Wir erhalten also ein lineares Gleichungssystem, dessen Losungen die gesuchten
Stromstarken I; und Iy sind.

Bevor wir uns dem Losen linearer Gleichungssysteme widmen kénnen, miissen wir
im nachsten Teilkapitel einige Vorbereitungen treffen.

27
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2.1 Normen

Als Vorbereitung fiir die direkten Losungsverfahren linearer Gleichungssysteme
benotigen wir den Begriff einer Norm eines R-Vektorraums.

Definition 2.1. (Norm eines Vektorraums)

Sei V' ein R-Vektorraum mit dem Nullvektor Oy. Eine Norm auf V st eine
Abbildung || - || : V' — [0; 00, welche die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) Firx eV gilt: ||z||=0 = x =0y
(2) || Az|| = |A| ||x|| fir alle x € V und alle Skalare X € R.
(3) llz+y| < ||z|| + ||yl| fir alle x,y € V (Dreiecksungleichung).

Beachten Sie, dass fiir eine Norm || - || immer gilt
|lz]| >0  firalex eV, (2.1)

denn die Zielmenge der Abbildung/Funktion || - || ist [0; co[. Die ,,Nichtnegati-
vitat* der Norm (2.1)) ist mit zu tiberpriifen, wenn man nachweist, dass eine
gegebene Abbildung/Funktion || - || auf einem Vektorraum eine Norm ist.

Betrachten wir einige Beispiele fiir Normen.

Beispiel 2.2. (Normen auf einem Vektorraum)

(a) Der R-Vektorraum R” kann mit den p-Normen (oder ¢,-Normen) || - ||,,
wobei 1 < p < 00, versehen werden:

( 1/p
(Z :Ujp> fir 1 <p < o0,
j=1

max || fiir p = oo0.
=1,..,n

%[l = 4

Die 2-Norm kennen Sie schon aus Ihrer Mathematik-Vorlesung; sie heifst
die Euklidische Norm und ist die ,Standardnorm® fiir R”. Sehr wichtig
fir uns sind auch noch die 1-Norm und die co-Norm (welche auch Ma-
ximumsnorm genannt wird). — Zahlenbeispiel: Fiir

—2
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berechnen sich die 2-Norm, die 1-Norm und die oco-Norm wie folgt:
X[l = V/(=2)2 + 12 + 32 = V14,
[xlls = —=2[+ 1]+ [3] = 6,
x| = max {| — 2[5 [1]; 3]} = 3.

(b) Der R-Vektorraum aller Polynome P, ([—1; 1]) vom Grad < n auf dem Inter-

vall [—1; 1] kann beispielsweise mit der Supremumsnorm (auch L..-Norm
genannt)

IPlloe = nax p(z)]

oder mit der Lo-NNorm

sy (o) o) "

Wir lernen spéiter noch weitere Beispiele kennen.

versehen werden.

Definition 2.3. (4quivalente Normen)

Sei V' ein R-Vektorraum, und seien || - || und || - ||| zwei Normen auf V. Die

beiden Normen || - || und || - || heiffen dquivalent, wenn es eine Konstante
c >0 gibt, so dass gilt

cHal < llell < cllzll fir allex € V. (2.2)

Wir bemerken, dass aus durch Umformen auch folgt

izl < llefl < ezl fir alle z €V,

so dass die beiden Normen in ([2.2)) vertauschbar sind.

Das folgende Resultat ermoglicht es uns, eine ,,geeignete” Norm auf R" zu wéhlen.

Hilfssatz 2.4. (Aquivalenz aller Normen auf R")

Auf R™ sind alle Normen dquivalent. Insbesondere sind alle p-Normen dqui-
valent, d.h. zu1 < p,q < oo es gibt eine Konstante ¢, , > 0, so dass gilt

Cpg IIXllp < l1xlly < 5

x|l,  fir alle x € R".
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Wir fithren nun mit Hilfe von Normen fiir R” und R™ eine ,induzierte® Ma-
trixnorm auf dem R-Vektorraum R™*" aller m x n-Matrizen mit reellen Eintra-
gen /Koeflizienten ein.

Definition 2.5. (induzierte Matrixnorm und Spektralradius)

(1) Seien || - ||m) eine Norm auf R™ und || - ||,y eine Norm auf R". Dann
ist die (zugehirige) induzierte Matriznorm auf R™ " definiert durch

HAH(m,n) = )I(Ié}%%( HAXH(m) fUTA e R™*",
1|y =1

(2) Sei B € R™™ cine quadratische Matriz mit den n nicht not-
wendigerweise wverschiedenen (reellen oder komplexen) Figenwerten
A, Ao, ..., A\, € C. Der Spektralradius von B ist definiert durch

(Zur Erinnerung: X € C ist ein Figenwert von B € R"™" wenn es einen
Vektor x € C" \ {0} gibt mit Bx = Ax.)

Wir konnen die induzierte Matrixnorm auch mittels

A Xl(m
IAf = max JAXlon (2.3)
xeR\{0} ||| ()

berechnen, denn

HAX” m X . X
W A =AYy mit y=
”XH(n) HXH(n) (m) HXH(n)
e x|
X X (n)
¥l = = = 1.
||XH(n) (n) HXH(”)

Im néachsten Hilfssatz lernen wir einige wichtige Beispiele fiir induzierte Matrixnor-
men kennen.

Hilfssatz 2.6. (wichtige induzierte Matrixnormen)

(1) Sind R™ und R™ mit der 1-norm ||x||1 = |z1| + |z2| + ... + |xe| mit
¢ =m bzw. £ = n versehen, so ist die induzierte Matriznorm fiir R™*"
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die sogenannte Spaltensummennorm
m
Al = Jmax (Zl |ai,j|> ; A = [a;;] € R™™",
1=

(2) Sind R™ und R" mit der co-norm ||x|| = max {|z1], |z2], ..., |z}
mit £ = m bzw. £ = n versehen, so ist die induzierte Matriznorm fir
R™ ™ die sogenannte Zeilensummennorm

|Alloc = max (Zlam

> , A = [CLZ'J'] e R™",

(3) Sind R™ und R™ mit der 2-norm ||x||2 = /|21]? + 222 + ... + |2z/]?
mit £ = m bzw. £ = n versehen, so ist die induzierte Matriznorm fir
R™ ™ die sogenannte Spektralnorm

A2 =1/0(ATA), A e R™™,

(Dabei ist Al die transponierte Matriz von A, und o ist der in Defini-
tion eingefiihrte Spektralradius.)

Beweisidee von Hilfssatz [2.6 Die grundsétzliche Vorgehensweise ist in allen
drei Féllen wie folgt: || - ||, bezeichne jeweils die in Hilfssatz [2.6/|(1)] |(2)] und |(3)]
gegebene Formel mit p = 1, p = oo bzw. p = 2. Durch geeignetes Abschétzen
zeigt man, dass fiir jeden Vektor x € R" mit ||x|[, =1 gilt

[A x|, < [[A].
Daraus folgt dann, dass
max [Ax], < [All, (2.4)
xER™,
Ixll,=1

gilt. Nun muss man ein passendes z € R" mit ||z||, = 1 konstruieren, fiir das gilt
1A z[l, = ([ Al (2:5)

Aus (2.4) und (2.5)) folgt dann, dass ||A[|, in der Tat die von der p-Norm || - ||,
induzierte Matrixnorm ist. Der Beweis kann beispielsweise in [7, Theorem 2.37



2.1. Normen
32 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

und sein Beweis| nachgelesen werden. L]

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 2.7. (induzierte Matrixnormen)

Gegeben seien die folgenden reellen Matrizen:

A= B=|-2 3 -4 5 C=
0 4 —1|° 3 —4 5 —6| 1 1
1 -1 -2 -1 0

(a) Die Spaltensummennorm von A bzw. B bzw. C ist jeweils

| = 1]+ |2+ [0] + [1];
|A|l1 = max < 3|+ | —2|+ |4 +|—1]; ; = max{4;10;9} = 10,
2]+ 4]+ =1+ | -2

(1 +] =2+ 13);

| = 2[+ 3]+ [ —4;
3+ =4[+ [5];

[ | =4[+ ]3]+ ] -6

|B||1 = max < = max{6;9;12; 15} = 15,

|Cll1 = max{ 1+ [ =1+ |1‘| + | —1];

| _ o1 _
0] 4 [ — 1] + 1] + [0 = max{4;2} = 4.

(b) Die Zeilensummennorm von A bzw. B bzw. C ist jeweils

(| =1+ [3]+2];
2] + | = 2| + [4];
0] + |4] + | = 1f;
UL+ =1+ ] =2

| Al = max < = max{6;8;5;4} = 8,

(1] =2+ [3] + [ = 4
IB|loc = max < | —2|+[3]+|—4|+5]; ; = max{10;14;18} = 18,
| Bl + =4[+ [5[+[ - 6]

(1] +10];
| =1+ ]—=1];
1]+ 1];
| — 1] + |0

|Cl|oc = max < = max{1;2;2;1} = 2.
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(¢) Da die Berechnung der Spektralnorm aufwendiger ist, wollen wir diese nur
fiir C berechnen. Wegen [|Cl|2 = 4/0(CTC) benétigen zunichst CTC:

1 0

re 1 =11 —1] -1 -1 [4 2

CC_[0—110 11|~ |2 2
-1 0

Die Eigenwerte von CTC finden wir, indem wir die Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms parg(A) := det (CTC - A Eg) von CTC bestimmen:

2 2
—(4=MN)(2-A)—4=X—6A+4=(N2—6A+9) -5
= (A3~ (V5) = (A -3 —-v5) (A -3+ V5)

0= det (C'C — AEy) = det (: [4_)\ : D

Also sind die Eigenwerte von CTC durch A\; = 3+ /5 und Ay =3 — /5
gegeben. Damit ist der Spektralradius von CT'C

0(CTC) = max {|3+ v5[; 13— V5|} = max {3+ V5,3 - v5} =3+ V5,

und die Spektralnorm von C ist

ICll2 = 1/2(CTC) = /3 + V5.

Wir sehen an den Beispielen, dass die verschiedenen induzierten Matrixnormen
fiir die gleiche Matrix in der Regel unterschiedliche Werte annehmen. &

Wir lernen zunéchst die Eigenschaften der induzierten Matrixnorm kennen.

Hilfssatz 2.8. (Eigenschaften der induzierten Matrixnorm)

Seien || - ||y eine Norm auf R™ und || - ||, eine Norm auf R". Dann hat die
induzierte Matriznorm || - ||y auf R™*" die folgenden Eigenschaften:

(1) Die induzierte Matriznorm || - || . ist eine Norm fiir den Vektorraum
R™ " der m x n-Matrizen im Sinne von Definition [2.1]

(2) Es gilt | Ax||ny < [|Allgnn) [1X]|(ny fiir alle x € R™ und alle A € R™*".

3) Istm =n und||-||m) = || ||, so gilt fiir die Einheitsmatriz E,, € R™"
(m) (n)
(mit Einsen auf der Diagonale und sonst Nullen) stets ||Ey||(nn) = 1.
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(4) Ist || - || zusitzlich eine Norm auf R'. Dann gilt

IABIl) < [Allcon) IBllgnny  fiir alle A € R™™ B € R™".

(5) Ist A € R™" symmetrisch, d.h. AT = A, dann gilt fiir die Spektralnorm

|All2 = o(A) = max {|\| : X € C ist Eigenwert von A}.

Den Nachweis von Hilfssatz 2.8 wird am Ende dieses Teilkapitels gezeigt.

Wir bemerken abschliefend, dass R™*" auch als R’ mit ¢ = m - n aufgefasst
werden kann, wobei natiirlich die Sortierung der Matrixeintrige in K¢ angegeben
werden muss. Verwendet man nun fiir R’ mit ¢ = m - n die Euklidische Norm, so
erhélt man die sogenannte Frobenius-Norm

m n 1/2
A = (ZZ%?) . A eR™™ (2.6)

i=1 j=1
Die Frobenius-Norm ist keine induzierte Matrixnorm.

Fassen wir R”*" als R’ mit ¢ = m - n auf, so folgt mit Hilfssatz [2.4] dass die
Matrixnormen in Hilfssatz und die Frobenius-Norm ([2.6)) alle d&quivalent sind.

Beweis von Hilfssatz [2.8: Die Formel fiir die induzierte Matrixnorm auf R™*"

lautet nach Definition und ([2.3)

1Al nny = max [[Ax[lgy = max Tl (2.7)
xlm=1 xermior Pl

(1) Wegen [|A x|, > 0 fiir alle x € R", folgt

A = A > ().
| ALf () irel%;i A X[ >0

1| (ny=1 >0

Also ist die induzierte Matrixnorm || - |5, 5,y eine Abbildung von R™*" nach
[0; 00| . Wir iiberpriifen nun die drei Normeigenschaften:

(1) Essei || Al = 0, also

Ax||m
0= Al = max 12XNen 2.5)

xeR"\ {0} [|X|| () '
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Wegen [|A x|y > 0 und [|x|| > 0 fiir x € R™ \ {0} folgt aus (2.8):

P22 — 0 fiir alle x € R™\ {0}
%] ()

= |Ax|[() =0 fiir alle x € R™ \ {0}
= Ax =0 fiir allex € R"\ {0},

wobei der letzte Schritt aus der Eigenschaft (1) der Norm || - [[ ;) folgt.
Da auch A 0 = 0 gilt, folgt

Ax=0 fiir alle x € R". (2.9)

Setzt man in die Standardbasisvektoren ey, es, ..., e, von R" (in
er ist der k-te Eintrag 1 und alle anderen Eintrdge sind 0) ein, so
folgt A e = 0 fiir alle k = 1,2,...,n. Der Vektor A e, ist aber der
k-te Spaltenvektor von A. Daher sind alle Spaltenvektoren von A der
Nullvektor 0 € R™, d.h. A ist die Nullmatrix O,,x, von R"*".

(2) Seien A € R™ ™ und A € R beliebig. Dann gilt wegen der Eigenschaft
(2) der Norm || - [|(m)

[(ANA) x|y = [ANAX]|(m) = [A] | AX]|(m) fiir alle x € R".
Damit folgt

A Al = max [OA) Xl = max (1A x] )
1%/l (my=1 (%] (ny=1
Al max Al = AT Allnn)
1%l (ny =1
(3) Seien A, B € R"™*" beliebig. Dann gilt nach der Dreiecksungleichung
far |+ [l my
(A + B) x|(m) = [[Ax + Bx||(m)
< JAX[[m) + B[y  fiir alle x € R".
Anwenden dieser Abschéitzung in der Formel fiir die induzierte Ma-
trixnorm liefert
HA + B”(m,n) = fé%?f H(A + B) XH(m)
Il =1

< max (HAX||(m)‘|‘ HBXH(m))

xeR",
1%/ (n)=1

< A B = ||A B _
< max [Axly + max 1Bl = 1Al pu + Bl
%[l (ny=1 (1% (ny=1
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(2)

Da alle Normeigenschaften erfiillt sind, ist || - ||, eine Norm auf R™*".

Aus der zweiten Darstellung von || A |, ) in (2.7) folgt fiir alle x € R™\{0}:
1A X[l m) 1A X[l m)

>~ mng —:HA”(m,n) -
1| (n) xeR"\ {0} [|X|| ()

HAXH(m)
1| ()

< [[Al[ )

Multiplizieren mit ||x||(,) liefert
A X (my < [|Allgnm) 1]y fiir alle x € R™ \ {0}.

Diese Ungleichung ist auch wahr, wenn x = 0 ist, denn dann sind beide
Seiten null.

Fiir die Einheitsmatrix E,, gilt E, x = x fiir alle x € R". Daraus folgt

1B .0y = max IE, x|(n) = max %] () = 1.
1% (n)=1 Ixllmy=1 =1

Mit der ersten Darstellung von ||A B[, in (2.7) gilt

IA B

(tn) = Iax |A B x| ). (2.10)
1|y =1

Durch zweimalige Anwendung von Hilfssatz[2.8][(2)], den wir schon bewiesen
haben, erhalten wir

IABx]) = [ABX) ) < IAllwm 1Bl < AT @m 1Bllonm 1%/l
Anwenden dieser Abschétzung in (2.10]) liefert

IABlrnm = max [ABx]y < max (A e 1By 1%l )

[1%[l(ny=1 [y =1

= [[Allem) [Bllnm  max |[xl[m) = [[Allgm) [Bllnn-

xeR™,
”X”(n):1

7

9

1

Die Formel fiir die Spektralnorm ist
|A|l2 = v/ o(AT A), wobei
o(AT A) := max {IA] : X e C ist Eigenwert von AT Al

Sei A nun symmetrisch, d.h. AT = A. Dann folgt AT A = AA.
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Sei nun A ein Eigenwert von A, und sei x ein zugehoriger Eigenvektor. Dann
gilt

(ATA)x=(AA)x=A(Ax)=A(Ax) =X (Ax) = A(Ax) = \’x.

(Man kann auch zeigen, dass aus A = AT folgt, dass jeder Eigenwert von

A reell ist, aber dieses benotigen wir hier nicht.) Also sind die Eigenwerte
von AT A = A A die Quadrate der Eigenwerte von A:

o(AT A) =max { |N\*| : A€ C ist Eigenwert von A}.
——

=[A[?

Damit folgt

|A|l2 = \/o(AT A) = \/maux{|)\\2 : XA € C ist Eigenwert von A}

= max {|A| : A € C ist Eigenwert von A}.

Damit sind alle fiinf Ausagen von Hilfssatz nachgewiesen. ]

2.2 Storungen und Kondition einer Matrix

In diesem Teilkapitel sei A € R™ " ecine quadratische invertierbare Matrix.
Die inverse Matrix zu A werde wie iiblich mit A~! bezeichnet.

Wir erinnern kurz daran, dass die folgenden FEigenschaften einer quadratischen
Matrix A € R™" aquivalent sind:

(i) A ist invertierbar (d.h. es gibt eine Matrix A~ € R" " genannt die Inverse
von A, mit der Eigenschaft AA"' = A1A=E,).

(ii) A hat den Rang n (d.h. A hat genau n linear unabhéngige Zeilenvektoren
und genau n linear unabhéngige Spaltenvektoren).

(iii) det(A) #0
Das LGS A x = b ist fiir jedes b € R" eindeutig losbar.
Das LGS A x = 0 hat nur die Lésung x = 0.

(iv
(v

(vi

e’ N N N

A ist regular.

Ist eine quadratische Matrix A € R"*" nicht regular (also nicht invertierbar),
dann nennen wir die Matrix singular.
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Wir wollen nun untersuchen, wie sich eine Storung der rechten Seite des linearen
Gleichungssystems (LGS) A x = b auf die Losung auswirkt.

Satz 2.9. (Storung der rechten Seite eines LGS und Konditionszahl)

Sei || - || eine Norm auf R"™, und sei || - || die induzierte Matriznorm auf R™*".
Sei A € R™" invertierbar. Es seien eine rechte Seite b € R"\ {0} und eine

gestérte rechte Seite b =b + Ab € R" (Ab ist also die Stérung von b)
gegeben, und die zugehorigen Losungen seien x € R™ bzw. X € R™, d.h.

Ax=b und AX=h
Dann erfillt der relative Fehler der (gestorten) Losung X die Abschdtzung

[b — b
bl

- |x — x| _
Rel(x) = = < |A| [|ATY]

Da die Zahl ||A]| |JA7Y| in [2.11) eine Abschitzung nach oben dafiir angibt,
wie stark der relative Fehler der rechten Seite b hochstens verstarkt wird, heifst

= |AJ[[AY|Rel(b). (2.11)

condy(A) := [ All |47

die Konditionszahl der Matriz A (bzgl. der induzierten Matriznorm || - || ).

Bei den p-Normen || - ||, fiir R" schreiben wir auch cond,(A) statt cond) (A),
also cond,(A) = [[All, [A]],

In Verallgemeinerung von Satz 2.9 kann man auch den Fall betrachten, dass die
Matrix und die rechte Seite gestort sind, also das lineare Gleichungssystem

(A+ AA) (x+ Ax) =b + Ab.

Dieses soll hier aber nicht weiter untersucht werden.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 2.10. (Konditionszahl einer Matrix)
Wir betrachten die Matrix
A 11
|1 1+ al’

welche fiir jedes v # 0 regulér ist. Fiir a = 0 ist die Matrix allerdings singulér,
d.h. nicht invertierbar (denn nur fiir & = 0 sind die beiden Zeilenvektoren linear
abhéngig). Fir a # 0 konnen wir die Konditionszahl bzgl. der Spaltensummen-
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norm und bzgl. der Zeilensummennorm bequem berechnen. Es gilt (mit der aus
der linearen Algebra bekannten Formel fiir die Inverse einer 2 x 2-Matrix)

Al 1 {1—%04 —1]21[14—04 —1]:[1+% _él

det(A) | -1 1] al -1 1 -1
wobei wir det(A) = 1(1 + a) — 1 = « genutzt haben. Damit finden wir
1 1 2
cond;(A) = [[All; [[A7]; = max {2,1+ |1 + o} max{‘l +— |+ —, —} :
al ol af
1 1 1 2
condag (A) = |Al|oo [A ™ oo = max {2,1 + [1 4+ a|} maxq [1+ —| + —,— ¢.
al - laf |af

Dass wir fiir die Spaltensummennorm und fiir die Zeilensummennorm die gleiche
Konditionszahl erhalten liegt daran, dass A und damit auch ihre Inverse A~}

symmetrisch sind (also AT = A bzw. (A™1)T = A~! erfiillen).

Die Matrix A wird singuldar wenn o = 0 ist. Betrachten wir daher, was passiert,
wenn || sehr dicht bei 0 liegt d.h. wenn A fast singular ist. Dann gilt gen&hert

2 4
cond;(A) = condy(A) =2 — = — | (2.12)
o] o
denn |[1+a| ~ Lund [1 4+ 1| ~ Wll fir || sehr dicht bei 0. Wir sehen in (2.12)), dass
die Konditionszahl fiir &« — 0 gegen oo strebt. Relative Fehler der rechten Seite
konnen in einem linearen Gleichungssystem mit einer , fast singuldren Matrix also
beliebig verstarkt werden. @

Wir halten einige Eigenschaften der Konditionszahl fest. Den Nachweis dieser
Eigenschaften geben wir am Ende dieses Teilkapitels.

Hilfssatz 2.11. (Eigenschaften der Konditionszahl)
Seien die Voraussetzungen und die Notation wie in Satz[2.9. Dann gelten:

(1) Es gilt stets cond).|(A) > 1.

(2) Ist auf R" die 2-Norm (oder Euklidische Norm) || - |2 gegeben und
ist A € R™" symmetrisch (d.h. A = AT'), s0 gilt

max ||
dy(A) = ||Al|o [[AT)y = T2
condy(4) = /Al [A7 = e
=1,...,
wobei A1, Ao, ..., A\ die n (nicht notwendigerweise verschiedenen) reel-

len Eigenwerte von A sind.
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Betrachten wir zunédchst ein Beispiel.

Beispiel 2.12. (Konditionszahl einer Matrix)
Wir betrachten die Matrix
AL 1
|l 14 al’

welche fiir jedes a # 0 reguldr (d.h. invertierbar) ist. Fiir a = 0 ist die Matrix
allerdings singulér, d.h. nicht invertierbar. Wir wollen nun die Konditionszahl bzgl.
der Spektralnorm mit Hilfe von Hilfssatz berechnen. Wir faktorisieren das
charakteristische Polynom von A, um die Eigenwerte von A zu bestimmen. Mit
quadratischer Erganzung, der zweiten binomischen Formel und dann der dritten
binomischen Formel finden wir

]MQ%:®MA—AEQ:d%(FIA1+;_J):%Lawﬂ+a—M—1

=N -2+a)A+ta= ()\2—2 <1+2) >\+(1+%>2> — <1+%>2+04

:(A_l_g)t(uw%?_a):(_1__) ( )

(D)5 E)

Also sind die Eigenwerte von A durch A =1+ 5 4 4/1+ % gegeben. Der Ein-
fachheit halber betrachten wir nun nur noch den Fall a > 0. Fir a > 0 gilt

« a? Q a?
0<1l4+——(/14+—<1+— 1+ —.
Sltg— I+ <1tz 1+

Damit finden wir fiir & > 0 mit Hilfssatz die Konditionszahl bzgl. von
der 2-Norm induzierten Matrixnorm

L+8+4/1+2
conds(A) = =
1+5—/1+9

Fir o > 0 dicht bei 0, also wenn die Matrix ,fast singulédr® ist, finden wir mit
Umformen mit der dritten binomischen Formel

2
1424 4/1+2 <1+%+v1+%>
« a2_
L+5—/1+7T (L+%—w1+%)(1+%+ 1+%>

conds(A) =
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2 2
<1+%+\/1+0§) <1+%+\/1+°§>

- 27 (119a ) _ (14
(1+%)2_(/1+%> (I+25+%) - (1+9)

2
<1+%+M1+%)

J— ~
— ~

«

é fir ¢ > 0 dicht bei 0.
o

Wir beobachten, dass auch die Konditionszahl bzgl. der Spektralnorm beliebig
grofs wird, wenn a > 0 gegen 0 strebt und die Matrix dabei immer starker ,fast
singular wird. &

Nun zeigen wir zum Abschluss die Beweise von Satz 2.9 und Hilfssatz 2.11]

~

Beweis von Satz [2.9: Wegen Ax =b <= x=A"'"bund AX=b —
X = A7!b (jeweils durch Multiplizieren von links mit A~1) folgt

X—-x=A"'"b—A'b=A"(b-b),

und somit gilt (mit Hilfssatz

% — x|l =A™ (b —Db)|| < [A]||Ib—b]|. (2.13)
Weiter gilt (mit Hilfssatz
bl = Ax] < [Allx] <= x| =[A[""[b]. (2.14)

Damit folgt fiir den relativen Fehler der gestorten Losung

[b — bl

Ix—=x|| _ [AZ"lIb=b] _ JA"Y[I[b—Db]
bl

Il — [[A[FHb

= Al 1A

wobei wir im ersten Schritt (2.13)) durch ||x|| geteilt haben und danach im Nenner
die Abschétzung in (2.14]) genutzt haben. O

Beweis von Hilfssatz 2.11k
(1) Sei A € R™" invertierbar, aber beliebig. Per Definition gilt

cond) (A) = [[A[[[[A7"].
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Nach Hilfssatz gilt ||A AL < ||A|[||JA7Y]]. Also folgt
condy(A) = [|A[[[|ATY] > [[A AT = ||E, | =1,

wobei wir im letzten Schritt Hilfssatz genutzt haben.
Da A symmetrisch ist, gilt nach Hilfssatz

[Al2 = max {|Ai]; [ Aals .. o5 [An] ] (2.15)

wobel A1, Ao, ..., A, die n nicht notwendigerweise verschiedenen Eigenwerte
von A sind. Da A invertierbar ist, kann 0 kein Eigenwert sein. (Ansonsten
gibe es ein x £ 0 mit Ax = 0x = 0, aber dieses ist ein Widerspruch zur
Invertierbarkeit von A.)

Die inverse Matrix A~ von A ist auch symmetrisch, denn (A‘l)T =
(AT)f1 = A~'. Da A~! auch symmetrisch ist, kénnen wir auch fiir A~!
Hilfssatz zur Berechnung von ||A 1|y nutzen.

Wie sehen die Eigenwerte von A~! aus? Sei A # 0 ein Eigenwert von A und
x # 0 ein zugehoriger FEigenvektor. Dann gilt,

Ax=)\x <= ATAx=A'")\x <= E,x=)A"'x
N——— ~———

:En =X

— MNlx=A'x = Alx=)lx,

d.h. x ist ein Eigenvektor von A~! zum Eigenwert A71. Also hat A~! die
Eigenwerte )\fl, /\fl, .., A E wobei A\, Aa, ..., A\, die n nicht notwendiger-

9 n
weise verschiedenen Eigenwerte von A sind.

Es folgt also
|A7Y], = max{|)\1_1|; A5 |)\;1|}

1
min{|/\1!; Aalso .o ‘/\n|} .

:max{\)\lrl;|>\2\71;...;\)\n|fl} = (2.16)

Damit folgt aus ([2.15)) und ({2.16])

max { | M[; Aol 5 [ An]}

condy(A) = ||A]l2 [[A Y2 = '
2(A) = [[Allz A7 min {[Ai]; | Aafs -5 (A}

Somit sind beide Eigenschaften aus Hilfssatz 2.8 bewiesen. []
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2.3 Gauflssches Eliminationsverfahren mit Pivot-
Strategie und LR-Zerlegung

Wir wollen im Folgenden lineare Gleichungssysteme (LGS) Ax = b mit der
Matrix A € R und der rechten Seite b € R” mit dem Gaufschen Eliminati-
onsverfahren l6sen. Zum Einstieg wiederholen wir einige Grundlagen.

Das lineare Gleichungssystem A x = b mit der Matrix A = [q;;] € R™*"
und der rechten Seite b € R", also

a1 a2 - Ainp Iy by
az1 G2 *+* a2, T2 ba
Ax=Db <— ' ' _ =11, (2.17)
_am,l am,? T am,n_ | Tn | _bm_
hat m lineare Gleichungen und n Unbekannte x1, 2o, ..., z,:

( al,l I + al’g i) 4+ ...+ al’n Ty, = bl

a21T1 + 22Ty + ...+ G2, Ty = b
Ax=Db <=
{ Am1T1 + Q2T + .o+ Gy Ty = by,

Es ist iiblich, das lineare Gleichungssystem (2.17)) kompakter mit der erweiterten
Koeffizientenmatrix zu schreiben:

a1 air2 - Qinp by
a1 Q22 -+ Q2p by
[Alb] =
| Am,1 Am2 " Gmn bm_
Bezeichnen aj,as,...,a, € R"™ die Spaltenvektoren von A, so konnen wir das

lineare Gleichungssystem (12.17)) auch als
ria;+xsay+...+z,a,=>b — ijaj:b (2.18)
j=1

schreiben. An ([2.18)) sehen wir, dass das lineare Gleichungssystem A x = b genau
dann losbar ist, wenn die rechte Seite eine Linearkombination der Spal-
tenvektoren von A ist. (Falls Sie den Begriff des Rangs einer Matrix kennen,
so kann man die Losbarkeit von A x = b auch wie folgt charakterisieren: Ax = b

ist genau dann l6sbar, wenn die Matrix A und die erweiterte Koeffizientenmatrix
[A|b] den gleichen Rang haben.)
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Beispiel 2.13. (lineares Gleichungssystem)
Das lineare Gleichungssystem

1+ Ty — 3x3+ x4 = 1
2331—|— Ty + Ty — Ty = 0
209 — 1323+ 24 = —1

lautet in Matrix-Vektor Schreibweise

o]
11 -3 1 1
T2
2 1 1 -1 - —
x3
02 —-13 1 —1
11 -3 1 1
und hat die erweiterte Koeffizientenmatrix 2 1 1 -1 0]. &
02 —-13 1 |-1

Wir erinnern uns nun, welche Félle bei der Losungsmenge eines linearen Glei-
chungssystems austreten konnen.

Hilfssatz 2.14. (Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems)

Seien A € R™" und b € R™. Fiir die Losungsmenge L. des linearen Glei-
chungssystems A x = b tritt immer genau einer der folgenden Fille auf:

(1) Ax =b hat genau eine Lisung x =z, d.h. L = {z}.

(2) Ax = b hat unendlich viele Lisungen. Ist x = z eine Ldsung von
A x = b, so st die Losungsmenge

L:{z—i—x ; AX:O}.

(3) Ax =Db hat keine Losung, d.h. L ={} = 0.

Die Grundlage fiir das Gaufssche Eliminationsverfahren bildet die Information,
dass die Losungsmenge L. des linearen Gleichungssystems A x = b sich
unter den folgenden elementaren Zeilenoperationen nicht adndert:

(E1) Multiplikation einer Zeile mit A € R\ {0} (Notation: Z; — A\ Z;).

(E2) Ersetzen einer Zeile durch die Summe aus dieser Zeile und dem p-fachen
einer anderen Zeile (u € R) (Notation: Z; — Z; + u Z;, wobei i # j).



2. Direkte Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 45

(E3) Vertauschen zweier Zeilen (Notation: Z; <+ Z;).

(In der Notation bezeichnet Z; bzw. Z; die i-te bzw. j-te Zeile der erweiter-
ten Koeffizientenmatrix.) Durch ein systematisches Anwenden dieser elementaren
Zeilenoperationen auf die erweiterte Koeffizientenmatrix bringt man das lineare
Gleichungssystem in Stufenform. Wir demonstrieren dieses an einem Beispiel.

Beispiel 2.15. (Gauftsches Eliminationsverfahren fiir LGS)
Das lineare Gleichungssystem

$1+2SU2—|—3333= 1
— T+ T2
2[131 —2£L’Q+ 5133:—2

I
N

hat die folgende erweiterte Koeffizientenmatrix:

1 23] 1
-1 1 0] 2
2 =2 1|-2

Wir bringen diese nun mit elementaren Zeilenoperationen in Stufenform:

1 23] 1] z-zezs [1 23] 1

1 10| 2 PEN 0 33| 3
2 -2 1|-2 2 —92 1|-2
Ty Zs—2 7, I 2 3] 1 Zs—Z3+2 Zo 12 311
PN 0 3 3| 3 VE 03 3|3 (2.19)
0 —6 —5 | —4 00 1/2

Das lineare Gleichungssystem rechts in (2.19)) befindet sich nun in Stufenform.
Das lineare Gleichungssystem ganz rechts in (2.19)) lautet nun:

T+ 229 + 323 =1 (I)
3o+ 325 =3 (1)

r3 = 2 (I1T)
Mit Riickwéartsrechnen finden wir also:
Aus (III) : xr3 =2
. 1 1
In (II) einsetzen: T2 =g (3—3x3) = 3 (3—-6)=-1
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In (I) einsetzen: r1=1—-2x9—-323=1-2-(-1)—3-2=-3
-3
Also ist die Losungsmenge des LGS L = —1 N
2

Wir halten kurz fest, was beim Gaufsschen Eliminationsverfahren und gegebe-
nenfalls anschliekendem Riickwértsrechnen passiert und was wir dabei iiber die
Losbarkeit des linearen Gleichungssystems ablesen konnen.

Methode 2.16. (Gauftsches Eliminationsverfahren)

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem (LGS) A x = b mit der Matriz
A € R™" und der rechten Seite b € R™.

(1) Durch elementare Zeilenoperationen ldsst sich jede erweiterte Koeffizi-
entenmatrix [A‘b] in die sogenannte Stufenform bringen:

[0 - 0 # x -0 x k% * *x % * * ]
: N O B | T * :
. . T
0o - -0 *
: : #  x * * m
0 0 | dry1
[0 - 00 -+ - 0 0 - - 0 0 - - 0 A |
7
n

Die Stufenform hat die folgenden Figenschaften:
e Die Zeilen, in denen alle Koeffizienten null sind, sind in den unte-
ren Zeilen der erweiterten Koeffizientenmatriz angeordnet.
e Jede andere Zeile der erweiterten Matrix ist von der Form

[0 e 0 H# % e *|*},

wobei das #-Symbol jeweils fiir eine beliebige Zahl in R\ {0} steht
und die x-Symbole jeweils fiir beliebige reelle Zahlen stehen.

e Wandert man durch die Zeilen der Matriz von oben nach unten, so
muss die (erste) Zahl # in einer Zeile immer weiter rechts als in
der vorhergehenden Zeile auftreten.
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(2) FEs gilt immer r < min{m,n}.
(3) Lésbarkeit:
Fall 1: r =m oder (r <m und d,41 = ... =d,, =0)
= Das LGS ist losbar, d.h. I # ().
Falls r = n ist, hat das LGS genau eine Lisung.
Falls v < n 1st, hat das LGS unendlich viele Losungen.
Die Anzahl der frei wihlbaren Parameter ist dann n — r.
Fall 2: r <m und d; # 0 fiir mindestens ein ¢ > r
— Das LGS ist unlosbar, d.h. L. = ().

(4) In Fall 1 erhdlt man die Losungsmenge aus der Stufenform durch Riick-
wartsrechnen.

Als eine elementare Zeilenoperation ist es moglich Zeilen zu tauschen, und manch-
mal ist dieses auch erforderlich, weil wir das lineare Gleichungssystem sonst nicht
in Stufenform bringen konnen. Das nachste Beispiel zeigt, dass es auch aus ande-
ren Griinden sinnvoll sein kann, einen Zeilentausch vorzunehmen.

Beispiel 2.17. (Gaufisches Eliminationsverfahren)

Wir wollen das folgende lineare Gleichungssystem in einem Gleitkomma-Zahlen-
system mit der Mantissenldnge 4 16sen. Es wird also in jedem einzelnen Rechen-
schritt auf eine 4-stellige Mantisse gerundet.

0,729 21 + 0,81 29 + 0,923 = 0,6867
T + To + r3 = 0,8338 (2.20)
1,33121 + 1,21 29 + 1,123 = 1,000
Gerundet auf eine Mantisse der Léange 4 ist die exakte Losung
xr1 = 0,2245, xry = 0,2814, x3 = 0,3279, (2.21)
wie man leicht durch Einsetzen in liberpriift.

Wir 16sen das LGS nun mit dem Gaufsschen Eliminationsverfahren systematisch
nach Schema (d.h. ohne gegebenenfalls | geschickte” Zeilenumformungen aufer-
halb der tiblichen Vorgehensweise vorzunehmen) und ohne Zeilentausch, was
in diesem konkreten Beispiel geht.

0,7290 0,8100 0,9000 | 0,6867
1,000 1,000 1,000 |0,8338
1,331 1,210 1,100 |1,000
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Zo2o i s 07200 08100 0,9000 | 0,6867

PEN 0,0 —01110 —0,2350 | —0,1084

0,0  —0,2690 —0,5430 | —0,2540

Losza2a23z,  |0,7290  0,8100  0,9000 | 0,6867

PEIN 00  —01110 —0,2350 | —0,1084
0,0 0,0 0,02640 | 0,008700

Dabei haben wir im ersten Schritt bzw. im zweiten Schritt genutzt, dass die Fak-
toren, mit denen die erste bzw. zweite Zeile multipliziert wird, um dann von der
entsprechenden unteren Zeile subtrahiert zu werden, (mit Rundung auf die Man-
tissenldnge 4) wie folgt lauten:

1,331 —0,2
= 1,372, 33 = 1,826, 0,2690

T £ 9 493,
0,7290 0,7290 01110 s

Riickwértsrechnen liefert (mit in jedem Schritt Rundung auf Mantissenlédnge 4):

0,008700
_ 000870 . 5,
3= o640 0P
—0,1084 + 0,2350 - 0,3295 .
_ ~ 02 2.92
2 —0,1110 0,270, (2:22)
— 0.8100 - 0.2790 — .0.32
5, _ 06867 0810002790 — 0,9000- 03295 . o

0,7290

Vergleicht man ([2.22) mit (2.21]), so sieht man, dass x5 nur eine signifikante Ziffer
und 7 und x3 nur zwei signifikante Ziffern haben. Die Genauigkeit des berechne-
ten Ergebnisses lasst deutlich zu wiinschen iibrig!

Woran liegt die schlechte Qualitét des Ergebnisses? Wir haben bei der Berechnung
der Faktoren, mit denen die erste bzw. zweite Zeile multipliziert wird, um dann
von der entsprechenden unteren Zeile subtrahiert zu werden, immer eine betrag-
lich grokere Zahl durch eine betraglich kleinere Zahl geteilt, und dabei werden die
absoluten Fehler, also auch die Rundungsfehler, verstiirkt (siehe Ubungsaufgabe).
Man kann dieses Problem umgehen, indem man in jedem Schritt des Gaukschen
Eliminationsverfahrens einen geeigneten Zeilentausch vornimmt, so dass anschlie-
fend bei der Berechnung der Faktoren a; ;/a;;, i = j+1,...,n, (mit denen die
j-te Zeile im j-ten Schritt multipliziert und dann jeweils zur i-ten Zeile addiert
wird) hochstens durch eine betraglich gleich grofe Zahl geteilt wird. (Die Ein-
trage a;; und a;; sind hier jeweils die Eintrdge der modifizierten Matrix nach
j — 1 Schritten.) Wir illustrieren dieses am Beispiel; danach formulieren wir die
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Vorgehensweise allgemein.

[0,7290 0,8100 0,9000 |0,6867 |
1,000 1,000 1,000 |0,8338
1,331 1,210 1,100 | 1,000

ez, 1,331 1,210 1,100 |1,000 ]
< 1,000 1,000 1,000 |0,8338
0,7290 0,8100 0,9000 | 0,6867

272700320 11331 1210 1,100 | 1,000

PEIN 0,0 0,09090 0,1736 |0,08250
0,0 0,1473 0,2975 |0,1390

Zoz, 1,331 1,210 1,100 |1,000
< 00 01473 02975 |0,1390
0,0  0,09090 0,1736 |0,08250

ZosZe—061T1 7, [1,331 1,210 1,100 1,000
PEI 0,0 01473 02975 | 0,1390 (2.23)
00 00  —0,01000 | —0,003280

Dabei haben wir im ersten Schritt bzw. im zweiten Schritt genutzt, dass die Fak-
toren, mit denen die erste bzw. zweite Zeile multipliziert wird, um dann von der
entsprechenden unteren Zeile subtrahiert zu werden, (mit Rundung auf Mantis-
senlédnge 4) wie folgt lauten:

1,000 0,7290 0,09090
) £ 1 b £ 4 )
1,331 0,7513, 1,331 05477, 0,1473

= 0,6171.

Wir haben also, bevor wir im ersten Schritt des Gaufschen Eliminationsverfahrens
die erste Spalte bearbeitet haben, zuerst die Zeile mit dem betraglich gréfiten
Eintrag in der ersten Spalte mit der ersten Zeile getauscht. Erst danach haben
haben wir die Eliminationsschritte durchgefiihrt. Durch den Zeilentausch wird es
vermieden, dass wir eine betraglich grofere Zahl durch eine betraglich kleinere
Zahl teilen. Analog wird in zweiten Schritt des Gaufsschen Eliminationsverfahrens
vor der Bearbeitung der zweiten Spalte vorgegangen. Hier wird natiirlich fiir den
Zeilentausch nur nachgeschaut, wo in der zweiten Spalte von der zweiten Zeile
abwérts das betraglich grofste Element auftritt.

Berechnen wir die Losung von ([2.23) durch Riickwértsrechnen und schauen, ob
sich die Genauigkeit verbessert hat. Riickwértsrechnen liefert (ebenfalls mit in
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jedem Schritt Rundung auf die Mantissenléange 4):

—0,003280
_ 29005280 .
3= —yo1000 92
0,1390 — 0,2975 - 0,3280
=2 ! 02 = 92812 2.24
) 071473 07 8 ’ ( )
1,000 — 1,210 - 0,2812 — 1,100 - 0,3280
g, = = ! ! ! 02 = 92246,

1,331

Vergleicht man (2.24)) mit (2.21)), so sieht man, dass x3 nun zwei signifikante Ziffern
hat und 7 und x5 jeweils drei signifikante Ziffern haben. &

Die im vorherigen Beispiel angewendete Vorgehensweise des systematischen Zei-
lentauschs nennt sich eine (partielle) Pivotstrategie fiir das Gausfkche Elimi-
nationsverfahren, und wir wollen diese Vorgehensweise nun allgemein beschreiben.

Verfahren 2.18. (Gauftsches Eliminationsverf. mit Pivotstrategie)

Ser A € R™" und sei b € R™. Die Lisungsmenge des linearen Gleichungs-
systems Ax = b ldisst sich mit den Gauflschen Eliminationsverfahren
mit (partieller) Pivotstrategie und mit anschlieffendem Riickwdrtsrechnen
wie folgt berechnen:
Initialisierung: A .= A, b :=b
Firj=1,2,...,m — 1 (Zeilenzihler) fiihre die folgenden Schritte durch:
%y
(1) Suche nach dem Index q der ersten Spalte mit | : | # 0.
a%?q
(Falls sich kein q mit dieser Eigenschaft findet, bricht das Verfahren ab
und wir setzen A := AU ynd b™ = b))
(4)
J:a :
In | : | bestimme den Index p € {j,...,m}, fir den \a](f,()]\ am
a%?q
grofsten ist. Tausche nun die j-te und die p-te Zeile von [AU)\b(j)}.

a

(Die Zahl |a]()2\ heifit das Pivotelement der q-ten Spalte.)

Die modifizierte Matriz und die modifizierte rechte Seite nach dem Zei-
lentausch seien mit AY) und bY) bezeichnet.
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(2) Eliminationsschritt: Sei AGHD . — AG) ynd bUHD = b Fiiri = j+1,

., m tberschreiben wir in AYTY und bUTY nun folgende Eintrige:
. oqw . . )
N T R SR I DN O
g Ajq

Nach hochstens m Schritten bricht der Algorithmus ab: Wir erhalten dann
eine Matriz A in Stufenform und eine rechte Seite b, und das lineare
Gleichungssystem A x = b™) kann durch Riickwdrtsrechnen geldst werden.

Wie viele elementare Rechenoperationen bendtigt das Gaufssche Eliminationsver-
fahren hochstens? Beim Riickwartsrechnen benétigen wir zur Berechnung von z;,

j=mn,n—1,...,1, hochstens 2(n — j) + 1 elementare Rechenoperationen, also
insgesamt
n k=n—j n—1 n
S @m-j+1) = (2k+1)§/(2k+1)dk:n2+n:0(n2)
j=1 k=0 0

elementare Rechenoperationen. Bei dem Umformen in Stufenform bendtigt man
im j-ten Schritt hochstens (n—j) (2n+3-2(j—1)) =(n—j) (2(n—j) +5)
elementare Rechenoperationen, also insgesamt

n—1 ki:n—j n—1

D (n—3)(2(mn—j)+ S (2k*+5k) < /‘@k?+5Mdk
j=1 k=1 1

(2, 5L 2, 5, (2 B\ .,

—[3k +2k‘]k:1—3n tgn 313 = O(n’)

elementare Rechenoperationen. Also bendtigt das Gaulfssche Eliminationsver-
fahren einschliefslich des anschliefsenden Riickwirtsrechnens insgesamt
O(n3) + O(n?) = O(n?) elementare Rechenoperationen.

Wir wollen nun noch den Sonderfall betrachten, dass die Matrix A € R"*" qua-
dratisch und regular ist. In diesem Fall liefert uns das Gaufssche Eliminations-
verfahren mit Pivotstrategie eine sogenannte LR-Zerlegung von A:

PA=LR,

wobei P eine Permutationsmatrix ist, welche die im Gaufsschen Eliminations-
verfahren mit Pivotstrategie vorgenommenen Zeilenvertauschungen widerspiegelt,
L eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen ist und R
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die aus dem Eliminationsverfahren mit Pivotstrategie erhaltene Stufenform ist.
Fiir reguliares A € R" " ist R eine obere Dreiecksmatrix mit allen Dia-
gonaleintragen ungleich null. Das nachfolgende Verfahren gibt an, wie man
diese Matrizen genau berechnet.

Verfahren 2.19. (LR-Zerlegung)
Sei A € R™" reguldr. Die LR-Zerlegung von A berechnet sich wie folgt:

Initialisierung: AV .= A, PO .= E,, LY .= E,
Firj=1,2,...,n—1 fihre die folgenden Schritte durch.:

a\)
7] ,
1) In | + | bestimme den Indexp € {j,...,n}, fir den a?)| am grofsten
P.J
(4)
n,j , ‘
ist. Tausche nun jeweils die j-te und die p-te Zeile von AY) und PU).

Setze weiter LUTY = LU ynd diberschreibe danach

a

G+1) . _ p0G) _ :
gj.,jk? —gp{k, k—l,...,j_l,
U+ . _ ) _ :
gpj,k‘ _gj?k’ k—l,...’j_l.

Die modifizierte Matm’a:NA(j) und die modifizierte Matriz PY) nach dem
Zeilentausch seien mit AY) bzw. PUTY bezeichnet.

(2) Setze AUt .= AW Piri = j+1,.... n iberschreiben wir in LU+Y
und AUtY) nun folgende Eintrige:

~\J
(G+1) . %y G+ =) D) =) .
6717] . %7 G,Z7k . CL%k _62’] 'aj’k7 k—],...,n
ar’
J5J

Setze nun P :=P™ und R := A™ und L := L™ Dann gilt
PA =LR.

L € R™" ist eine untere Dreiecksmatrix mit Finsen auf der Diagona-
len, und R € R"™" ist eine obere Dreiecksmatrix mit allen Diagonal-
eintragen ungleich null. Die Permutationsmatrizc P € R"*" geht aus der
FEinheitsmatriz durch wiederholte Zeilenvertauschungen hervor und spiegelt die
Zeilenvertauschungen in der Pivotstrategie wider.
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Beweis: Den Beweis bzw. die Herleitung der LR-Zerlegung kann man beispiels-
weise in [2, Teilkapitel 4.2] oder in |7, Teilkapitel 4.3] nachlesen. O]

Berechnen wir die LR-~Zerlegung einer Matrix per Hand, um uns die Vorgehens-
weise in Verfahren klar zu machen.

Beispiel 2.20. (LR-Zerlegung)
Gesucht ist die LR-Zerlegung (mittels Verfahren 2.19)) der reguldren Matrix

1 2 3
A=1]-1 20
2 —2 1

(Die Matrix reguldr ist, denn det(A) =24+0+6—-12—-0—(—-2) = -2 #0.)
Berechnung der LR-Zerlegung mit Verfahren [2.19;

1 23 100 100
Initialisierung: AW = [-1 2 o], PW .= |0 1 0|, LY :=[0 1 0
2 —2 1 001 001

Schritt j = 1: Da agli = 2 der betraglich grofte Eintrag in der ersten Spalte von
AW ist, miissen wir in AW (und dann in PW) die erste und dritte Zeile tauschen:

1 23] zez 2 -9 1
AV =1 20 <& |1 20| = A0
2 —2 1 1 23

Damit bekommen wir die folgende neue Permutationsmatrix:

10 0] ez [001
PO—1010 <= |01o0|=pr®
00 1 10 0

Weiter gilt vorlaufig L) := L),

~(1)

a 1
Nun erhalten wir 652% = % =3 und E:(fi ‘= —= = - und
1

ZQ*)ZQ*(*%) Zl

AD_—|-1 920 PRI L = A,
1 23 0 32
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sowie die endgiiltige Matrix L) als

L® .— |-

NO|— DN[— =
o = O
_ O O

Schritt ;7 = 2: Da a@ = 3 der betraglich grofite Eintrag in der zweiten Spalte

von der zweiten Zeile abwirts in A®? ist, miissen wir in A (und dann in P®)
die zweite und die dritte Zeile tauschen:

2 =2 1| zoz |2 21
AP =10 114 & |0 33 =A®
0 332 0 114

Damit bekommen wir die folgende neue Permutationsmatrix:

00 1] 20z J001
PO =010 <= [100|=p®
10 0 010

Wir setzen nun L®) := L3,

Nun miissen wir (wegen des Zeilentauschs) im L®) = L® folgende Anderungen
vornehmen, um eine vorlaufige Version von L(®) zu bekommen:

3 9 1 3 2 1
Gl==5  wd G =07 = g
Also erhalten wir als vorldufige Version von L®)
100
L®.=] 510
1
-3 01
~(2)
a 1
Nun erhalten wir fé?’% = % = — und
) a( ) 3
2,2
AP =10 332 VE 0 3 3| =A®
0 13 0 0 —3
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sowie die finale Version der Matrix L®) als

100
L®.=1] 110
1 1
—3 3 1
Mit den Matrizen
100 2 —2 1 001
L=1L®=| 110/, R=A®=10 3 3|, P=P¥=1]100
1 1 1
-1 11 0 0 —% 010
gilt dann LR =P A. In der Tat finden wir
100 [2 -2 1 2 —2 1
LR=| £ 10/-{0 3 2{=]1 23 =PA
1 1 1

wie erwartet. &

Bemerkung 2.21. (LGS mittels LR-Zerlegung 16sen)

Sei A € R™™ regulér (also invertierbar), so dass uns Verfahren eine
LR-Zerlegung von A
LR=PA

liefert. Dann kann man diese LR-Zerlegung (sofern diese bereits vorliegt) nut-
zen, um das lineare Gleichungssystem A x = b effizient zu 16sen:

Ax=Db — PAx=Pb — LRx=Pb
Also konnen wir erst mit Vorwértsrechnen
Ly=Pb (2.25)
16sen und dann mit Riickwartsrechnen
Rx=y (2.26)

16sen. Da L eine untere Dreiecksmatrix ist, kann (2.25) mit Vorwértsrechnen
in O(n?) Operationen geldst werden. Da R eine obere Dreiecksmatrix ist, kann
([2.26]) mit Riickwirtsrechnen in O(n?) elementaren Rechenoperationen gelost
werden. Liegt die LR-Zerlegung von A also bereits vor, so kann man Hilfe
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von dieser das lineare Gleichungssystem A x = b mit O(n?) elementaren
Rechenoperationen losen.

Die Berechnung der LR-Zerlegung selber erfordert allerdings wie das
Gauksche Eliminationsverfahren O(n?®) elementare Rechenoperationen.
Also ist es vor allem dann interessant, erst die LR-Zerlegung von A zu be-
rechnen, wenn man viele lineare Gleichungssysteme mit der gleichen reguléaren
Matrix A losen muss.

Betrachten wir ein Beispiel, in dem ein lineares Gleichungssystem mit einer inver-
tierbaren Matrix mit Hilfe von deren LR-Zerlegung gelost wird.

Beispiel 2.22. (LGS mit LR-Zerlegung 16sen)
Gesucht ist die Losung des LGS A x = b mit

1 23 5
A=1|-1 2 0], b=|-3
2 21 6

mit Hilfe der LR-Zerlegung von A. In Beispiel haben wir die LR-Zerlegung
LR =P A von A berechnet und fanden dabei

100 2 -2 1 001
L=| 310/, R=1{0 3 2|, P=|100

1 1 1

-1 11 0 0 —1 010

=y
l6sen wir zuerst
1 00| [w»n 001 5 6
Ly=Pb — 10| -|y=(100 |[=3]=]|S5
11
Vorwértsrechnen liefert:
Y1 = 67
1 1

=H5——y1=5—=-6=2
Y2 2y1 9 )



2. Direkte Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn

57

—3+1 1—34—1612—2

Ys = 291 3312— 9 3“7 T30
6

also y = 2| . Nun miissen wir noch

_2
3

2 =2 1| [T1 6

Rx=y — 0 3 g To| = 2

1
0 0 =5 [ —§

losen. Riickwartsrechnen liefert:

2
1 1
T9 = = 2—§£U3 = - 2—§2 :—1,
3 2 3 2
1 1
$1:§(6+2$2—$3) 25(64—2(—1)—2) =1
1
Also ist der Losungsvektor von Ax = b durch x = [—1| gegeben.
2

2.4 QR-Zerlegung

In diesem Teilkapitel betrachten wir nur quadratische Matrizen.

)

Bei der QR-Zerlegung einer regularen Matrix A € R"*" geht es um eine Zer-
legung A = QR, bei der R € R™" ebenfalls eine obere Dreiecksmatrix mit
Diagonaleintragen ungleich null ist, aber Q € R"*" eine sogenannte orthogonale
Matrix ist. Die QR-Zerlegung (wenn sie bereits vorliegt) erlaubt es uns, in Analo-
gie zur LR-Zerlegung lineare Gleichungssysteme A x = b mit einer invertierbaren
Matrix A € R™" effizient mit O(n?) elementaren Operationen zu l6sen. Dariiber
hinaus ist die QR-Zerlegung ein wichtiges Hilfsmittel, um das lineare Ausgleichs-
problem (siehe Teilkapitel zu losen, und sie wird in Teilkapitel [5.4] ein zentrale

Rolle im QR-Verfahren zur Eigenwertberechnung spielen.
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Definition 2.23. (orthogonale Matrix)
Eine invertierbare Matriz Q € R™" heifit orthogonal, wenn gilt QT = Q1.

Die Aussage Q7 = Q! fiir eine invertierbare Matrix Q € R™*" ist dquivalent zu

Q'Q =E, — QQT =E,. (2.27)

Seien nun qi, qo, ..., q, € R" die Spaltenvektoren von Q. Die erste Gleichung in
(2.27)) konnen wir dann auch wie folgt schreiben:

qqu = 5j7k’7 j7 k= 17 27 ceey N (228)

wobei 0;; das Kronecker-Delta ist mit d;;, = 1 fiir j = k und ¢;, = 0 fir
j # k. An (2.28) sehen wir, dass die Spaltenvektoren qi,qo,...,q, von Q eine
Orthonormalbasis von R” mit dem Euklidischen Skalarprodukt x -y := x'y
bilden. (Eine Orthonormalbasis von R" mit dem Euklidischen Skalarprodukt ist
eine Basis aus paarweise orthogonalen Vektoren, die jeweils die Linge 1 haben,

also normiert sind.) Weiter folgt in der 2-Norm (oder Euklidischen Norm) || - |2
fir alle x € R"
IQx[} = (Qx)"(Qx) =x"Q'Qx=x"E,x=x"x=[x[},  (229)
)

d.h. die Multiplikation eines Vektors x € R"” mit einer orthogonalen Ma-
trix Q dndert die 2-Norm des Vektors x (und damit die geometrische
Liange von x) nicht.

Fiir eine orthogonalen Matrix Q folgt wegen Q7 = Q !, dass
Q@) =Q=@Q )" =(@")
also (Q1)T = (QT)7!, d.h. auch Q7 ist orthogonal.

Weiter ist es wichtig zu wissen, dass das Produkt orthogonaler Matrizen wie-
der eine orthogonale Matrix ist. Wir zeigen dieses hier nur fiir das Produkt
von zwei orthogonalen Matrizen, denn der Beweis fiir mehr als zwei Matrizen

ist analog: Seien also Qi, Q2 € R™ " zwei orthogonale Matrizen. Dann gelten
T —Q;' und Q7 = Q;'. Mit (AB)” = BTAT fiir A, B € R™" folgt

(QiQ)"' =QQ =Q,'Q1' = (Q1 Q).
wobei der letzte Schritt aus der nachfolgenden Rechnung klar wird:

(Q'QN(Q1Q) =Q,'Q'Q1 Q2 =Q,'E, Q. =Q,'Q: =E,,
=E, =Q2
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d.h. Q;lQl_]L ist die inverse Matrix von Q; Qo, also Q;lQl_l = (Q1 Q) L.

Betrachten wir zunéchst zwei Beispiele fiir orthogonale Matrizen.

Beispiel 2.24. (orthogonale Matrizen und orthogonale Matrizen)

Gegeben seien die folgenden quadratischen Matrizen:

Sl
S o Sl

Q= [COS(&) sin(a) ] mit « € R und g =

sin(a) — cos(a)

s

Die Matrix Q; € R?*? ist orthogonal, denn wegen

cole) o) ] feode) sne) | 1 0] _p,

sin(a) —cos(a)] [sin(a) — cos(a) 01

Q7Q - [

gilt QT = Q' Dabei haben wir cos?(a) + sin?(a) = 1 fiir alle @ € R genutzt.

Die Matrix Qy € C?*2 ist orthogonal, denn aus

19 17171 L g
. V2 V2 V2 V2 1 00
_ 1 1 — _
0 1 0 1L 19 0 01
V2 V2

folgt QF = Q.

Wir lernen in Definition noch eine fiir uns ganz wichtige Klasse orthogonaler
Matrizen kennen. &

Da eine orthogonale Matrix Q € R"*" nach ([2.29)) die 2-Norm einer Vektors nicht
andert, finden wir fiir eine quadratische invertierbare Matrix A € R"*"

1(QA)xll; = |Q(Ax)] = |Ax]l; firalle x € B",
IQA) 'xll= A" Q 'x|| = [A'Q"x| firallex € R",

wobei wir in der zweiten Zeile (CB)™! = B~!C™! fiir invertierbare Matrizen
B,C € R™" und Q! = QT genutzt haben. Daraus folgen direkt

QA = max [(QA) x|z = max A x|z = [|A]2, (2.30)
Ix[la=1 Ixlla=1
(QA)™||s = max [[(QA) ' x[]s = max [|AT'Q x|,
x€R", x€R",

[x[l2=1 [x[l2=1
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= max [AT'Q'Qyl:= max Ayl =[AT>.  (2.31)
yEeR™, yEeR",
1Qyll2=1 =E, [y[la=1
Dabei haben wir in der dritten Zeile genutzt, dass die orthogonale Matrix eine

Bijektion ist und somit Qy mit y € R" alle Vektoren in R" liefert. Danach wurde
lediglich noch ||Qyll2 = ||¥]|o fiir alle y € R" genutzt.

Also folgt aus (2.30) und ([2.31)), dass
condz(QA) = QA [(QA) 2 = [All2 [A ]2 = cond(A), (232

d.h. die Konditionszahl bzgl. der Spektralnorm || - || &ndert sich nicht,
wenn man eine regulire Matrix A € R"*" mit einer orthogonalen Ma-
trix multipliziert. Unser Ziel ist es daher, eine Abfolge von orthogonalen Ma-

trizen Q1,Qo,...,Q, € R™" zu finden, so dass

Q. QQA=R (2.33)
eine obere Dreiecksmatrix ist. Durch wiederholte Anwendung von (2.32)) folgt,
dass die obere Dreiecksmatrix R dann bzgl. der Spektralnorm || - ||2 die gleiche

Konditionszahl hat wie invertierbare Matrix A. Nutzt man (2.33) zum
Losen eines linearen Gleichungssystems, so verschlechtert sich die Kondition nicht.

Definition 2.25. (Householder-Matrix)
Fine Householder-Matrix ist jede Matriz in R"™" der folgenden Form

Hw):=E, - 2ww’, (2.34)

wobei w € R™ die Bedingung wiw = ||w||3 = 1 erfiillt oder w = 0 ist.

Abbildung illustriert, dass die Householder-Matrix H(w) mit w # 0 eine
Spiegelung an der Hyperebene

SW:{ZE]R”:WTZZO}

durch der Ursprung ist, die senkrecht (also orthogonal) zu w ist. Die-
ses zeigt man wie folgt: Sei a € R". Wir zerlegen a additiv in die Komponen-
te (wla)w von a in Richtung von w und die dazu orthogonale Komponente

a — (wla) w (welche in Sy, liegt):

a=(wa)w+ (a— (w'a)w). (2.35)
(In der Tat gilt mit w/w =1 dann w’ (a— (w'a)w) = wa—w'a(w’w) =0,
d.h. a — (wla)w liegt in Sy .)
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T
(w'a)w S,

w'a)w

H(w)a=—(wla)w+w

Abb. 2.1: Spiegelung mit Householder-Matrix: Fiir a € R" gilt a = (wla) w +w
mit w = a— (wla) w. Der Vektor (wla) w ist die zu Sy, senkrechte Komponente
von a, und w = a — (wla) w ist die Komponente von a in Sy,. Nach gilt
dann H(w)a = —(wla)w +w.

Wenn wir den Vektor a mit H(w) multiplizieren, so folgt mit (2.35) und w’w = 1

Hw)a=(E,-2ww!)a=a—2ww’a
= (wTa) W+ (a — (wTa) W) —2w(w

A\ 7
-~

=a nach ([2.35)
=—(wla)w+ (a— (w'a)w). (2.36)

Ta)

An der Darstellung in der letzten Zeile siecht man, dass H(w) a tatséchlich die
Spiegelung von a an der Hyperebene Sy, ist, denn nur die zu Sy senkrechte Kom-
ponente hat ihre Vorzeichen gedndert (vgl. Abbildung [2.1)).

Beispiel 2.26. (Householder-Matrix)

Sei w = [0; —2; %}T. Dann gilt ||w||2 = 1, und die Matrix

0 0 0 0
_ 3 L3417 9 12
4 _12 16
5 25 25
1 00 0 0 0 1 0 0
18 24 7 24
—lo1ol—|o B -2 _|oL 2«
24 32 24 7
001 —% 5 0 % —3

ist eine 3 x 3 Householder-Matrix. &
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Der néichste Satz stellt wichtige Eigenschaften von Householder-Matrizen zusam-
men, deren Beweis wir auf einem Ubungsblatt herleiten.

Hilfssatz 2.27. (Eigenschaften von Householder-Matrizen)
Fine Householder-Matriz H(w) mit w € R" hat die folgenden Eigenschaften:

(1) H(w) ist symmetrisch, d.h. (H(W))T = H(w).
(2) H(w) ist invertierbar (d.h. reguldr).

(3) det (H(w)) = —1 fiir jeden Vektor w # 0.

(4) H(w) ist orthogonal, d.h. (H(W))T = (H(w))

Wir bemerken noch, dass die Abspeicherung von H(w) nur die Abspeicherung
der n Elemente von w € R" erfordert.

Beweis von Hilfssatz 2.27k

(1) Unter Ausnutzung der Rechenregeln (A + B)T = AT + BT, (AB)! =
BTAT und (AT)T = A fiir transponierten Matrizen finden wir

(H(W))T = (E, — 2WWT)T =E —2(wwh)!
=E, - 2(whHIwl =E, - 2ww’! = H(w).

Also ist H(w) symmetrisch.

(4) Um zu zeigen, dass H(w) orthogonal ist, miissen wir

nachweisen. Da nach (1) H(w)T = H(w) ist folgt mit H(w) = E,—2ww’

H(w)"H(w)=H(w)H(w) = (E, —2ww’) (E, —2ww")

—E,E, 2ww E, 2E,ww! +4(ww!)(ww’)
—— ——

——
:En :wT =W
=E, —4ww’ +4(ww’) (ww)
=B, —4ww! +4w (W w) w’

——

=1

=E,—4ww! +4ww! = E,.

Also ist H(w) orthogonal.
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Nachweis von (2) fiir w = 0: Ist w = 0, so folgt H(w) = E,, und E,, ist
invertierbar.

Vorbereitung fiir den Nachweis von (2) und (3) fiir w # 0: Sei w # 0.
Dann gilt

Hw)w= (E,-2ww )w=E,w—2w (W w) =w—2w = —w,
S~~~ N——
=W =1
d.h. w ist ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = —1. Sei by := w.

Sei nun z ein Vektor aus der Hyperebene Sy, = {z € R" : w’ z = 0}, welche
auf w senkrecht steht und welche ein (n — 1)-dimensionaler Unterraum von R”
ist. Fiir z € Sy gilt
Hw)z=(E,—2ww')z=z—-2w (W' z) =z,
=0

d.h. jedes z € Sy, ist ein Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 1. Da Sy ein (n — 1)-
dimensionaler Unterraum von R" ist, konnen wir eine Orthonormalbasis bo, ..., b,
von Sy, wihlen. Diese besteht automatisch aus Eigenvektoren von H(w) zum Ei-
genwert Ao = 1.

Damit ist by, bo, ..., b, eine Orthonormalbasis von R", und es gilt somit fiir die
n x n Matrix B = [bl,bg, e bn] mit den Spaltenvektoren by, bo,...b,, dass
B orthogonal ist, da wegen (BT B);; = bf by = d;; fiir j,k = 1,2,...,n die
Gleichheit BT B = E,, gilt. Weiter folgt

b -1 0 --+ «-- 0
. b2T o 1 0 ---0
B 'H(w)B= | [=bi, by, ....by) =] 0 1 . i, (237)
' S
T
LA |0 0 - 0 1]

wobel wir zunéchst H(w)b; = —b; und H(w)b; = b; fir alle j = 2,...,n und
danach bjT br = 6, j,k =1,2,...,n (wegen der Tatsache, dass by, bs,..., b,
eine Orthonormalbasis von R" ist) ausgenutzt haben.

(3) Sei w # 0. Aus (2.37)) folgt, weil B orthogonal ist und somit BT = B!

gilt, dass
1 0 --- -+ 0]
o 1 0 ---0
B'Hw)B=B"Hw)B=| : 0 1 . :|. (2.38)
ST
| 0 0 0 1]
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Mit Hilfe von det(A B) = det(A) det(B) fiir alle A, B € R"*" folgt
det (B~'H(w)B) = det(B™") det (H(w)) det(B) = det (H(w)),
——

= (det(B))~*

wobei wir det(B7!) = (det(B))_1 genutzt haben. Andererseits erhalten
wir durch Berechnen der Determinante der Diagonalmatrix auf der rechten
Seite von ([2.38)

det (H(w)) =det (B"'H(w)B) = (-1)-1"' = —1.

(2) Ist w £ 0, so folgt aus det (H(w)) = —1 £ 0 direkt, dass H(w) invertier-
bar ist. L]

Hilfssatz 2.28. (Konstruktion von Householder-Matrizen)

Seien x,y € R™ Vektoren mit x # y und ||x|l2 = ||yl|le. Dann bildet die
Householder-Matriv H(w) = E, —2ww! mit w= ﬁ die Vektoren x

und y aufeinander ab, d.h. es gilt H(w)x =y und H(w)y = x.

Beweis von Hilfssatz [2.28: Die Matrix H(w) = E, —2ww! ist in der Tat
eine Householder-Matrix, da der Vektor

X—Yy
w= Y (2.39)
Ix — il

per Definition ||[wl|s = wlw = 1 erfiillt. Mit ([2.39) folgt dann

2 . T
Hw)x= (E,—2ww')x=x—(x—y) x y)2x (2.40)

Ix = yll3
Mit xI'x = ||x||3 = ||y]|3 = y'y und xTy = y'x (weil xTy reell ist und somit

xTy = (xTy)T = yTx gilt) folgt fiir den Nenner des Bruchs in (2.40))

2(x—y)x=2x"x—2y'x = (XTX + yTy) — (yTx + xTy)
=x'x—x"y+y'y —y'x=x"(x-y) +y'(y - x)
=x' (x—y) -y (x—y) = (x-y) (x-y) =[x -yl (241)
Einsetzen von in und Vereinfachen liefert H(w) x =y, denn

Ix — I3

=x—(x—y)-l=x—-x+y=Yy.
Ix —yl3

Hw)x=x—(x—Yy)
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Mit H(w) = (H(w))! = (H(w))™! (siche und in Hilfssatz und

H(w)x =y folgt nun
H(w)y = H(w) (H(w)x) = H(w) H(w) x = (H(w))

Damit ist der Hilfssatz bewiesen. ]

Im Folgenden werden wir Hilfssatznutzen, um einen Vektor x = [z1;...;2,]T €
R™\ {0} auf ein skalares Vielfaches von e; = [1;0;...;0]" abzubilden. Wir suchen
also eine Householder-Matrix H(w) mit H(w)x = ce; mit einem geeigneten
c € R\ {0}. Die Bedingung ||x|l2 = ||ce1]] = |c|||e1]|]2 = |¢| in Hilfssatz
liefert ¢ = [|x||2 oder ¢ = —||x||2. Wir treffen die erste Wahl ¢ = ||x||2 und bekom-
men als Vektor w € R™ der Householder-Matrix nach Hilfssatz 2.28 (mit x = x
und y = [|x[[2 €1)
X — |[x[l2 €1

W= : (2.42)
Ix = lxfl2 ex],

Die Householder-Matrix H(w) mit dem in (2.42)) gegebenen Vektor w erfiillt dann
H(w)x = [[x|[2e1 (und H(w) (|[x[[2€1) = x).

Wir werden nun Householder-Matrizen nutzen, um eine invertierbare
Matriz A € R"" in eine obere Dreiecksmatrix zu transformieren, ohne
dass sich die Konditionszahl dndert.

Sei als A € R™" eine invertierbare Matrix. Dann ist der erste Spaltenvektor x
von A ungleich dem Nullvektor.

Wir wihlen nun eine Householder-Matrix Hy = H(wy) € R™" die x auf ||x||2 €
mit e; = [1;0;...;0]7 € R" abbildet. Dann gilt H(w1) x = ||x||2 1, und es folgt

Qp k- %

0
H, A= A mit einer Matrix A; € R—1x(=1)
: 1

0

Da die Matrix H; A (wegen der Invertierbarkeit von A und Hj) ebenfalls inver-
tierbar ist, kann der erste Spaltenvektor X von A nicht gleich dem Nullvektor
sein. Wir withlen nun eine Housholder-Matrix Hy = H(wy) € R(=Dx(0=1) (it

wy € R"1) mit HyX = ||X||z 1, wobei nun e; = [1;0;...;0]” € R"!. Dann gilt
Qo *k - X
~ 0
HA; = | . A mit einer Matrix Ay € R(2)*(=2)
2
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Wir betten Hy nun passend in eine n x n-Matrix ein: Die Matrix

0

H> = : ﬁ e R
: 2
0

ist dann auch symmetrisch und orthogonal, da H: Hy = E,, aus IN{% ﬁg =E, 1
folgt. (Man kann zeigen, dass Hy eine n x n Householder-Matrix ist.) Es gilt dann

[ % % -+ x
061 * * 0 ay *x -+ %
0 ! Lo A,

_0 0 .

Wir konnen diesen Prozess fortsetzen und erhalten nach n — 1 Schritten
H, H,, --HH A=R, (2.43)

wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist, deren Diagonaleintrige alle ungleich null
sind. Nach Konstruktion sind die Matrizen Hy, Ho, ..., H,_; alle orthogonal. Da
ein Produkt orthogonaler Matrizen wieder orthogonal ist (siche Ubungszettel)
folgt, dass (NQ =H,_1H,_ 5 --- HyH; orthogonal und damit insbesondere inver-
tierbar ist. Die Inverse Q! ist ebenfalls orthogonal. Also erhalten wir aus

QA=R <— A=Q 'R mitQ'=H;'H;' .. H!

n—1>

(2.44)

wobei wir Q' = (H, 1H, »--- HoH,)™' = H'Hy' - H;'| wegen der
Rechenregel (B C)~! = C~!B™! fiir invertierbare Matrizen B, C € R™ " bekom-
men. Da die Householder-Matrizen Hq, Ho, ..., H,,_1 alle orthogonal und symme-

trisch sind, gilt H,;l = H:kr = H,, fiir alle £ = 1,2,...,n — 1. Damit vereinfacht
sich Q' zu Q' =H;Hy --- H,_ ;. Also folgt aus (2.44)

A=QR mit Q=Q'=H/H,---H,, (2.45)

wobei QQ orthogonal und R eine obere Dreiecksmatrix ist, deren Diagonaleintrage
alle ungleich null sind. Die ,Zerlegung® A = QR in (2.45) nennt sich die QR-
Zerlegung von A. Aufgrund unsere Uberlegungen in (2.32)) ist klar, dass R die
gleiche Kondition wir A hat, also conds(R) = conds(A).

Wir halten das hergeleitete Resultat als Satz fest.
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Satz 2.29. (QR-Zerlegung)

Jede requlire Matriz A € R™™" hat eine QR-Zerlegung A = QR mit einer
orthogonalen Matrix Q und einer oberen Dreiecksmatrix R.

Die Multiplikation einer Householder-Matrix H(w) = E, — 2w w’ mit einem
Vektor benotigt aufgrund der speziellen Form von H(w) nur O(n) elementare
Rechenoperationen. Daher erfordert jeder Schritt bei der Herleitung von R (also
jede Matrix-Matrix-Multiplikation mit einer Matrix Hy, in (2.43))) O(n?) elemen-
tare Operationen. Da wir n — 1 Schritte haben, werden bei der Berechnung der
QR-Zerlegung insgesamt O(n?) elementare Operationen benotigt.

Bemerkung 2.30. (Lésen eines LGS mit reguldrer Matrix mit Hilfe
der QR-Zerlegung)

Analog zur LR-Zerlegung konnen wir nun auch die QR-Zerlegung nutzen, um
ein lineares Gleichungssystem A x = b mit einer invertierbaren Matrix A €
R™" 71 16sen. Ist A = QR die QR-Zerlegung von A, so gilt (weil Q! = Q7
da Q orthogonal ist)

Ax=Db — QRx=b = Rx = Q’b,

und Rx = QTb kann mit Riickwirtsrechnen mit O(n?) elementaren Rechen-
operationen gelost werden.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 2.31. (QR-Zerlegung) 9 _3 3
Gesucht ist die QR-Zerlegung der Matrix A= |—-2 6 6
1 03
2
Da fiir den ersten Spaltenvektor x = | —2| of A gilt ||x||s = 3, wihlen wir
1
” 2 1 —1
Wi = W mit z:= |—-2| =3 |0 =|-2]|, z||2 = V6.
2l 1 0 1
Also gilt
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und die erste Householder-Matrix Hy (welche Hy x = 3 ey erfiillt) ist

—1
2
Hl = H(Wl) == Eg - 2W1W{ == E3 - D) —2 [— 1, 2, 1]
(Vo)™ | 1
1 2 1 2 2 1
12 100 5 3 73 5 73 3
—FE.—=-1] 2 4 =2l =1l0o010|l =1 2 4 _2f_|_2 _12
T3 o 001 R -
3 3 3 3 3 3
Damit erhalten wir
2 21
3 3 3 2 -3 3 3 —6 —1
HA=|-2 -1 2/ |-2 66|={0 0 —2
1 2 2 1 03 o 3 7
3 3 3

Im nachsten Schritt betrachten wir die Teilmatrix

0 —2
Al_ [3 7]7

und wahlen fiir die Teilmatrix

BT R

vl

Also gilt

0
und die 2 x 2 Householder-Matrix H(wy) (welche H(w>) [3] = 3 e erfiillt) ist

H(wy) = E; — # [_ﬂ L1 =E; - [—1 _ﬂ

-l -1 )=o)

Also ist die orthogonale Matrix Hy € R3*3

H, =

OO =
— O O
o~ O
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und wir finden

100 3 —6 —1 3 —6 —1
R=HHA=1|001 0O 0 -=-2|=1|0 3 7
010 0o 3 7 0 0 -2

Die QR-Zerlegung ist dann A = Q R mit der orthogonalen Matrix Q, die durch

Q= (H,H,)" = H;'H,' = H] H] = H, H,

2 2 1 2 1 2
3 33 [LOO 33 —3
o2 12 _ o2 2 1
T 3 3 3 001_ 3 3 3
1 2 2 1 2 2
5 334 010 33 3

definiert ist. &

2.5 Lineares Ausgleichsproblem bei iiberbestimm-
tem LGS: Methode der kleinsten Quadrate

Wir betrachten nun die Situation, in der bei einem linearen Gleichungssystem
mehr Gleichungen als Unbekannte vorliegen. Ein solches ,lineares Aus-
gleichsproblem* tritt beispielsweise auf, wenn man eine physikalische Grofe f
durch ein Polynom vom Grad < n — 1, approximieren (d.h. angenéhert darstel-
len) will und m > n Messdaten (tj,yj), j = 1,2,...,m vorliegen (allgemeiner
mehr Messdaten als die Anzahl der in dem Ansatz zu bestimmenden Parameter).
Beispielsweise konnte f(t) eine Funktion der Zeit sein, welche die Temperatur an
einem festen Ort zur Zeit ¢ beschreibt. Fiir das Polynom von Grad < n — 1 macht
man den folgenden Ansatz

Poi(t)=co+ecit+et? + ... +cpqt"?

mit den n zu bestimmenden Koeffizienten cg, ¢y, ..., c,—1 € R. Dann bekommt
man aus dem Datensatz m > n Gleichungen

2 -1 .
1 Cco + 1 tj “+Co tj +...+Cch1 t? =Yy, j:1,2,...,m,

i -~ N~~~ ~—~

s =aj;2 =a;3 =ajn
also ein lineares Gleichungssystem Ac =y mit A = [a;;] € R™" und y =
[y1; Y2, - - ym|T, also mit m > n Gleichungen zur Bestimmung des Vektors ¢ € R”
der unbekannten Koeffizienten ¢y, ¢1, co, . .., ¢,—1 des Polynoms P,_;. Ist m > n,

so ist dieses lineare Gleichungssystem in der Regel nicht 16sbar.



2.5. Lineares Ausgleichsproblem bei iiberbestimmtem LGS
70 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

Wir betrachten also lineare Gleichungssysteme A x = b mit A = [a;;] € R™*"
und einer rechten Seite b = [b;] € R™, bei denen m > n gilt. Wir haben
also mehr Gleichungen als Unbekannte. Da das lineare Gleichungssystem
A x = b dann im Allgemeinen nicht losbar sein wird, betrachtet man statt dessen
das folgende Minimierungsproblem: Bestimme x € R"”, welches das Funktional

4(x) = | Ax — b (2.6
minimiert. Weil in (2.46)) der quadrierte Euklidische Abstand

n n 2
IAx—b[3=>" (Z jk Ty — bj)

j=1 \k=1

minimiert wird, ist dieses Problem auch als Methode der kleinsten Quadrate
(englisch: | least-squares approximation®) bekannt geworden. Man spricht von
einem linearen Ausgleichsproblem.

Im Folgenden setzen wir voraus, dass A € R™*" mit m > n den Rang n hat
(A hat vollen Rang), was bedeutet, dass die n Spaltenvektoren von A
linear unabhangig sind. Dieses garantiert (wie wir gleich sehen werden), dass
es einen eindeutig bestimmten Vektor x € R" gibt, der das Funktional p in ([2.46))
minimiert.

Wir schreiben der Funktional zunédchst wie folgt um:
u(x) = [[Ax - bl = (Ax—b)" (Ax—b)
= (x"A" —b") (Ax—b)
=xIATAx —xT"ATb —-bTAx+Db’b
= x"ATAx —2x"ATb + b'b, (2.47)
wobei wir fiir das skalare (also reellwertige) b” A x genutzt haben, dass b7 A x =
(b"A X)T = xT ATb gilt (weil b A x eine reelle Zahl ist).

Um Kandidaten fiir die Minimalstelle(n) zu finden, bestimmen wir den Gradienten
von u, wobei wir die Darstellung in der letzten Zeile von ([2.47]) verwenden:

(Vu)(x) =2ATAx—2A"b=2(A"Ax— A" D) (2.48)
Durch Nullsetzen des Gradienten folgt aus ([2.48)

ATAx-A"b=0 = ATAx =A"b. (2.49)

Die Gleichungen in (2.49) werden als die Normalengleichungen bezeichnet.
Das Berechnen der Hesse-Matrix von p liefert (Hu)(x) = 2 ATA, und man kann
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zeigen, dass diese Matrix positiv definiert ist, so dass bei jedem x, welches (2.49)
16st, ein lokales Minimum vorliegt. Dieses ist auch das globale Minimum. Wir
zeigen dieses am Ende dieses Teilkapitels.

Da wir vorausgesetzt haben, dass A € R™*" den Rang n und somit n linear
unabhiingige Spaltenvektoren hat, ist die n x n Matrix AT A invertierbar. (Wir
erkldaren dieses am Ende dieses Teilkapitels.) Also sind die Normalengleichungen
(2.49) eindeutig losbar. Die Normalengleichungen sind aber oft schlecht
konditioniert, so dass das direkte Losen von ATA x = Al'b (z.B. mit dem Gauf-
schen Eliminationsverfahren) oft keine Option ist. Statt dessen wollen wir die
QR-Zerlegung von A nutzen, um die Normalengleichungen zu l6sen.

Zunachst machen wir uns klar, warum man iiberhaupt eine QR-~Zerlegung der
nicht-quadratischen Matrix A € R™" mit m > n und Rang(A) = n
bestimmen kann und wie diese aussieht: Da Rang(A) = n gilt, sind die n Spal-
tenvektoren von A linear unabhéngig. Wir konnen daher zunéchst eine m x m
Householder-Matrix H; finden, so dass der erste Spaltenvektor von A auf den
Vektor a; €1 € R™ (mit einem passend gewdhlten a) abgebildet wird. Dann gilt

al %k o« . e %k

0
H, A= A mit einer Matrix A; € Rm-Dx(=1)
1

Nun bestimmen wir eine (m — 1) x (m — 1) Householder-Matrix H,, so dass der
erste Spaltenvektor von A; auf a;e; € R™~! abgebildet wird. Dann gilt
Qg * e %

~ 0
HA;, = | . A mit einer Matrix Ay € R(M2)*(=2)
2

Wir betten Hy nun passend in eine m x m-Matrix ein: Die Matrix

ist dann ebenfalls symmetrisch und orthogonal, da H2T H, = E,, aus Iflg ﬁQ =
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E,,_; folgt. Die Matrix Hj ist sogar eine Householder-Matrix, und es gilt

[ * % -+ x
T I AP
HHA-H |, , |[=[00
0 ! P A,
_0 0 .

Wir setzen diesen Prozess fort und erhalten nach n Schritten

_Odl * ES ]
0 9
0 0 Qg :
O 0 0 . =«
HanHlAZ oy, IIR,
O 0 0 ... 0
| O 0 0 ... 0 .
wobei die Zahlen aq, as, . . ., a,, alle ungleich null sind und wir unten entsprechend
m — n Nullzeilen vorfinden. Auflosen nach A liefert
A=H'H'-- -H'R, (2.50)

und weil die Matrizen Hy, Ho, ..., H,, alle orthogonal und symmetrisch sind gilt
H;l = H;F =H,, j=1,2,...,n. Damit vereinfacht sich (2.50) zu

A=HH, - -H,R,

und wir erhalten eine QR-~Zerlegung von A

k..o 3k
0

A=QR nmit Q:=HH,---H, R= 08 :{Roll’
0 ... 0

wobei Q orthogonal und 0 = 0(,,_,,)x,, die (m —n) x n Nullmatrix ist und wobei
die obere Dreiecksmatrix R; € R"*" auf der Diagonalen nur Eintrige
ungleich null hat und somit regular, also invertierbar, ist.

Wir setzen nun die hergeleitete QR-Zerlegung A = QR in das zu minimierende
Funktional p (2.46)) ein und formen geeignet um:

u(x)=[Ax—b|2=||QRx—b|=|QRx - QQ"b|;
N——

:En
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2
=[lQ(®x-Q"b)|l; = [Rx—~Q"b|;
2
R;x C
:H[ 0 ]_ [d] = [Rix — ¢z + [, (2.51)
2

wobei der Vektor Q7b in Qb =: [(Ci] mit ¢ € R” und d € R™™" zerlegt wurde.

In der zweiten Zeile haben wir genutzt, dass Q orthogonal ist und dass daher
1Qy|l2 = |ly]|2 fiir alle y € R™ gilt. An der Darstellung von u(x) in der letzten
Zeile von siecht man, dass wir den unvermeidbaren Fehler ||d||3 haben. Der
erste Term ||R;x — c||3 wird genau dann minimal R;x = c gilt. Da R; eine
regulare obere Dreiecksmatrix ist, konnen wir R; x = ¢ mit Riickwéartsrechnen
eindeutig 16sen.

Betrachten wir die Vorgehensweise an einem Beispiel.

Beispiel 2.32. (Methode der kleinsten Quadrate mit QR-Zerlegung)
Gesucht ist die Losung des linearen Ausgleichsproblems A x = b mit

[ 8 -3 1] 18

-8 =3 —11 -9

A= 0 3 3 und b= |21
—4 0 2 0

0 -3 -9 0

A x = b hat also 5 Gleichungen, aber nur 3 Unbekannte.

Die Losung des linearen Ausgleichsproblems soll wie oben beschrieben mit Hilfe
der QR-Zerlegung von A berechnet werden.

8
—8
Da fiir den ersten Spaltenvektor x = | 0| of A gilt ||x||s = /144 = 12, wihlen
—4
0

[ 8] (1] [—A4]
” -8 0 —8
\ mit z:=| 0|=12 |0 = | Of, z]|2 = V/96 = 4 V6.
EIE I i :
| 0 0] 0
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Also gilt o o
—4 —1
— —2
N O I T
W - — - — ,
4G NG
—4 —1
- 0_ - 0_
und die erste Householder-Matrix ist
o
—2
T 2
H; =H(w,) =E; —2w;w; = E; — s | 0 [—1;,-2;0,—1;0]
() |-
L. O_
(1 2 0 1 0] [ 2 -2 0 —1 0]
1 124020 1—2—10—20
=—-3E;—=1|0 000 0| == 0O 03 00
3 3112010/ 3|1 =20 20
_0 000 0_ i O 00 O 3_
Damit erhalten wir
2 -2 0 —-10] [ 8 =3 -1
1 -2 —-10 -2 0 -8 -3 —11
HlA:§ O 03 00]- 0 3 3
-1 =20 20 -4 0 2
| O 00 O 3_ I 0 -3 —9_
(36 0 18] [12 0 6]
1 0 9 9 O 3 3
=—10 9 9l =10 3 3
S1o 9 o7 0 3 9
| 0 -9 —27_ ] 0 -3 —9_
Im néchsten Schritt betrachten wir die Teilmatrix
3 3
3 3
Al_ 3 9 )
-3 -9
3
Fiir den ersten Spaltenvektor gilt x = gilt [|x]2 = V36 = 6.
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Als Vektor fiir die 4 x 4 Householder-Matrix wahlen wir

3 1 -3
v 3 0 3
= — it = —6 = = V36 =6.
-3 0 -3
Also gilt
-3 —1
1 3 1
Wo = — = —
76 | 3] 2 ’
-3 —1
und die 4 x 4 Householder-Matrix ist
-1
H(w;) = E4 — 2 A P [—1L;1;1;-1]
Wo) = Ly Wo Wy = Iy ? 1 N
—1
1 -1 -1 1 1 1 1 -1
1 1 1-1 1 1 -1 1 1 1 -1 1
=g 2Bi—g5 0 1 1 T3l 1o 1 1]
1 -1 —1 1 —1 1 1 1
Also ist die orthogonale Matrix Hy
2 0 0 0 O]
1 0 1 1 1 —1
Hy=-10 1 1 -1 1},
200 1 -1 1 1
_0 —1 1 1 1_
und wir finden
2 0 0 0 0] [12 0 6]
1 0 1 1 1 —1 0 3 3
R::HngA:E o 1 1 -1 1 0O 3 3
o 1 -1 1 1 0O 3 9
_O -1 1 1 1_ | 0 —3 —9_
24 0 12] [12 0 6] ]
1 0 12 24 0 6 12 12 0 6
:5 0O 0 —-12 =0 0 —6 mit Ri=|06 12
0 0 0 00 0 I 00 —6
| 0 0 O_ ] 00 O_
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Achtung: Normalerweise ist noch ein dritter Schritt erforderlich, aber hier erhal-
ten wir schon nach zwei Schritten die Stufenform.

Die QR-Zerlegung ist dann A = Q R mit der orthogonalen Matrix Q, die durch

Q= (H,H,)"' =H;'H,' = H H] = H, H,

[ 2 -2 0 -1 0] 2 0 0 0 0]
2 -to0 200 o111
~~1 0o 03 oo0/-2|0 1 1 -1 1
3121 =20 20/ 210 1 -1 1 1
0 00 03 |o-1 1 1 1
[ 4 -3 -1 -3 1]
431 3
~-| 0 3 3 -3 3
619 0 -4 0 4
0 -3 3 3 3

gegeben ist.

Zur Losung des linearen Ausgleichsproblems benétigen wir noch Q”'b, also

"4 —4 0 —2 0] |18 108 18
-3 -3 3 0 =3 |9 | 36 6
QTloz6 -1 1 3 —4 3| |21 = 36| = 6
-3 -3 -3 0 3 0 —90 —15
| 1L -1 3 4 3] o 90 15
18
Wir lesen ab: c¢= | 6.
6

Die Losung des linearen Ausgleichsproblems kann nun durch Riickwértsrechnen
aus R; x = ¢ berechnet werden:

p

T3 = —1,
12 0 6| |71 18 | ]
06 12| |z2| = | 6| = ( 2= (61223 =(6+12)=3
00 —6| |z 6 1 1
2
Also ist die Losung des linearen Ausgleichsproblems x = | 3|. &

—1
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Wir zeigen nun, dass die Normalengleichungen AT’ A x = AT b fiir jedes b € R™
eindeutig 16sbar sind, wenn die Matrix A € R™*" eine m X n-Matrix mit m > n
und mit Rang n ist (d.h. wenn A mehr Zeilen als Spalten hat und wenn die n
Spaltenvektoren von A linear unabhéngig sind).

Nachweis: Die Matrix AT A ist eine n x n Matrix. Sie ist genau dann invertierbar,
wenn das lineare Gleichungssystem AT A x = 0 nur die einzige Losung x = 0 hat.

ATAx=0 — xTATA x = x70
— ~~~
=(Ax)T(Ax)=]AxF =0
— IAxX[3=0 <<= Ax=0

wobei der letzte Schritt aus den Eigenschaften einer Norm folgt. Da A den Rang n

hat, sind die n Spaltenvektoren aj, as, ..., a, von A linear unabhéngig. Der Vek-

tor A x ist aber gerade eine Linearkombination der Spaltenvektoren aj, as, ..., a,

von A, wobei x1, x9, ..., x, die Koeffizienten der Spaltenvektoren sind. Also gilt:
Ax=0 <— ria;+xray+...+x,a, =0.

Eine Linearkombination der linear unabhéangigen Vektoren ay, as, ..., a, ist aber

nur dann der Nullvektor, wenn alle Koeffizienten null sind. Also folgt fiir die

Koeffizienten z1 =29 =... =2, =0, dh. x=0

Also folgt aus AT A x = 0, dass x = 0 ist. Folglich ist AT A invertierbar. Die Nor-
malengleichungen AT A x = AT b haben damit fiir jedes b € R” eine eindeutige
Losung. ]

Seien m > n und A € R™*" eine m X n-Matrix mit Rang n, d.h. die n Spal-
tenvektoren von A sind linear unabhangig. Wir zeigen nun, dass die eindeutige

Losung X der Normalengleichungen AT’ A x = AT b die eindeutig bestimmte glo-
bale Minimalstelle des Funktionals ([2.46)) ist.

Nachweis: Sei X die eindeutige Losung der Normalengleichungen ATA x = A”' b,
d.h. es gilt ATAX = AT b. Wir betrachten nun u(X + x) mit x € R" beliebig:
pE+x)=[|AX+x)-bl;=|(Ax—Db)+ Ax[3
= ((Ax—Db)+ AX) ((AX—Db)+ Ax)
= (Ax=Db)" + (Ax)") ((AX~b) + Ax)
= (AX-b)'(AX—-b)+ (Ax)'(AX - Db) (2.52)
+ (AX—b)'Ax +(Ax) Ax

~

= (Ax)T(A%—b)
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= [AX—Db|5+2(Ax)" (AX —b) + || A x|
= |AX —b[;+2x" (ATAX— A"b) + |[Ax]|3

~"

=0

= [[AX — bl + | A x]|2,

wobei wir beim Wechsel von der vierte in die fiinfte Zeile (A X —b)"Ax € R und
somit .
(AX-Db)'Ax=((Ax—-Db)'Ax) =(Ax)'(AX—Db)

genutzt haben. Also gilt
px+3X) = ||AX —b|;5+ |Ax|3 fiir alle x € R",
oder dquivalent dazu, indem man y =x+X <= x =y — X ersetzt,

u(y) = [AX =Dl + [|A (y = X)3
—uR) Ay —R)|F  firaley € R". (2.53)
0

An sieht man, dass fiir jedes y € R" gilt u(y) > p(X), und Gleichheit
tritt nur auf, wenn ||A (y — X)||2 = 0 ist. Die Bedingung [|A (y — X)||2 = 0 ist
dquivalent zu A (y —X) = 0. Aus A (y —X) = 0 folgt analog zu den Uberlegungen
in Teil (a), dass y —X =0 <= y = X gelten muss. Also gilt u(y) > u(X) fiir
alle y € R"\ {x}, d.h. X ist die eindeutig bestimmte globale Minimalstelle des
Funktionals pu. O

<

v



KAPITEL 3

Iterative Losungsverfahren fur lineare
(Gleichungssysteme

In diesem Kapitel lernen wir iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssys-
teme kennen. Im Gegensatz zu direkten Losungsverfahren fiir lineare Gleichungs-
systeme, welche Sie aus dem vorigen Kapitel kennen, wird bei einem iterativen
Losungsverfahren (oder Iterationsverfahren) eine Folge von Naherungen
der Losung berechnet, die unter geeigneten Voraussetzungen gegen die Losung
des linearen Gleichungssystems konvergiert.

3.1 Fixpunktiteration

Die Grundlage fiir viele Iterationsverfahren bildet die Umschreibung der zu losen-
den (linearen oder nichtlinearen) Gleichungen in eine Fixpunktgleichung.

Definition 3.1. (Fixpunkt und Fixpunktgleichung)

Seien D CR™ und f : D — R" eine Funktion. Die Gleichung f(x) = x heifit
eine Fixpunktgleichung. EinX € D heifit ein Fixpunkt von f, wenn X eine
Lésung der Fizpunktgleichung ist, also wenn gilt £(X) = X.

Beispiel 3.2. (Fixpunkte und Fixpunktgleichungen)
(a) Die Funktion h : R — R, h(x) = 23, hat genau die drei Fixpunkte z; = —1,
79
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x9 = 0 und x3 = 1. Dieses folgt (mit der dritten binomischen Formel) aus

=1 = 0O=a’—az=a@*-1)=z(x—1)(z+1).

(b) Die Funktion f: R — R, f(z) = § sin(z), hat genau drei Fixpunkte, ném-
lich 1 = =%, o = 0 und 23 = F. (Dass es sich um Fixpunkte handelt
tiberpriift man leicht durch Nachrechnen, und, dass es keine weiteren Fix-
punkte geben kann, macht man sich mit Hilfe des Graphen klar. Man kann
dieses auch rechnerisch nachweisen.)

(c) Fiir @ > 0 lisst sich y/a als die positive Losung der Gleichung 22 = a
eindeutig bestimmen. Wir konnen die Gleichung 2? = a wie folgt in eine
Fixpunktgleichung umschreiben:

2 x#£0 a 1 1la
¢ =a <— Tr=— <~ - =—=—
x 2 2x

_1 +1a _1( +a)

— YTt Ty — T\,

Also ist v/a ein Fixpunkt (und auch der einzige positive Fixpunkt) der
Funktion g : R\ {0} = R, g(z) = 3 (z + 2). In der Formel § (z + %) wird
das arithmetische Mittel von x und £ gebildet. Fiir x und ¢ gilt - & = q;
also ist ihr Produkt gleich a. Damit muss eine der beiden positiven Zahlen x
und ¢ aber < v/a und eine > /a sein. Das arithmetische Mittel 3 (z 4 2)
ist auf jeden Fall eine bessere Naherung als fiir 1/a als die schlechtere der
beiden Néherungen x und £.

Wir werden in diesem Kapitel noch weitere Beispiele fiir Fixpunktgleichungen
kennenlernen, bei denen es um das Losen linearer Gleichungssysteme geht. &

Wie betrachten nun ein lineares Gleichungssystem A x = b mit einer qua-
dratischen reguldren (also invertierbaren) Matrix A € R™ ", welches damit
eine eindeutig bestimmte Losung hat. Wir bezeichnen diese eindeutige Losung
mit X, also AX =Db.

Wir wollen das lineare Gleichungssystem A x = b nun in eine geeignete Fixpunkt-
gleichung umschreiben. Dazu sei B € R™ ™ eine regulére (also invertierbare) Ma-
trix, die in der Regel eine einfache Naherung der Matrix A ist und sich
leicht invertieren lasst. Dann erhalten wir durch Umformen:

Ax=b <+— (A-B)x+Bx=b <+ Bx=—-(A-B)x+b
— x=B'[-(A-B)x+b] <+ x=-B'(A-B)x+B'b
Wir halten also die Fixpunktgleichung

x=Cx+c mit C:=-B'(A-B), c:=B'b, (3.1)
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deren einzige Losung (immer noch) die eindeutige Losung X von A x = b ist. Die
eindeutige Losung X von A x = b ist also der einzige Fixpunkt der Funktion

f:R" - R" f(x):=Cx+c mit C:=-B'(A-B), c:=B'b.
(3.2)

Bei einer Fixpunktiteration werden nun ausgehend von einem geeigneten Start-
vektor x(¥) € R™ nacheinander Iterierte

xUt) = f(x)y =CxY +¢, j=0,1,2,..., (3:3)

berechnet. Unter geeigneten Voraussetzungen konvergiert die Folge (x(j))jeNO der

Iterierten xU) gegen die eindeutige Losung von X von A x = b.

Bevor wir uns fiir die Konvergenz einer Fixpunktiteration interessieren, wol-
len wir noch einmal mit der Wahl C := —B"! (A — B) und ¢ := B™'b
aus betrachten, um ein besseres Verstandnis fiir die Fixpunktiteratio-
nen zur Losung eines eindeutig losbaren linearen Gleichungssystems
A x = b zu gewinnen. Sei also

xUH) = —_B1(A -B)xY") + B~ !b.
Umformen liefert:

xUt) = B 1(A-B)xY +B'b=-B1AxY +B'BxY +B!b
S——

=E,
=-B'AxY +E,xV+B'b=x"+B" (b—AxY),
=x(7)
also
xU) =xU 4+ B~ (b — AxY). (3.4)

Mit A X = b ist der Term

r¥) — b - AxU) = Ax — A xW :A(ﬁ—x(j))

das sogenannte , Residuum®, also die Abweichung von X — xU) abgebildet
in die Bildmenge von g: R" — R", g(x) := AX.

Wir haben zu Beginn unserer Uberlegungen erklirt, dass B eine Naherung von A
sein soll, deren Inverse leicht zu berechnen ist. In diesem Sinn ist B~! dann eine
Niherung von A~!. Ersetzen wir in (3.4) B™! durch A™!, so erhalten wir:
xUtt) — x0) ;L g1 (b _ AX(J')) ~ x4 AL (b _ AX(J'))
— ——

—r() =r0)
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_ X(]) + Afl b — AflA X(]) _ X(j) + Afl b — En X(]) — A*l b
T ——
= Lp =x()

Ersetzt man in (3.4) also B™! durch A™! so erhilt man also die Losung der LGS
A x = b. Also wird die Iterierte x') in (3.4) mit Hilfe der angeniherten Losung
B! (b — Ax(j)) =B !'r der Gleichung Ay = b — Ax\) = rl)_ deren rechte
Seite das Residuum r¥) = b — A xU) ist, .verbessert®.

In dem nachfolgenden Teilkapitel werden wir zwei verschiedene Wahlen der Né-
herung B von A (und damit der Niherung B~ von A1) genauer untersuchen.

Die Voraussetzungen fiir die mogliche Konvergenz eine Fixpunktiteration ({3.3)
liefert der nachfolgende Banachsche Fixpunktsatz, den wir auch noch in einem
spateren Kapitel benutzen werden.

Satz 3.3. (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei R™ mit einer Norm || - || gegeben, und sei D C R™ abgeschlossen. Sei die
Funktion f : D — D eine Kontraktion (bzgl. |- || auf D), d.h. es gibt eine
Konstante g mit 0 < q < 1, so dass gilt

I6) — £l < qlx— vl fiir alle x,y € D. (3.5

Dann gelten:

(1) f hat genau einen einzigen Fizpunkt X in D.

(2) Die rekursiv durch xU+D) .= f(x<j)) definierte Folge (x(j))jeN

giert fir jeden Startvektor x°) € D gegen den Fizpunkt X.

konver-
0

(3) Fiir xY) gilt die folgende a posteriori Fehlerabschdtzung:

9 -] < 0 - =12 (9

(4) Fiir xU9) gilt die folgende a priori Fehlerabschditzung:

g .
= < T I =XV =2 (3T)

Was bedeutet (3.9)7 Auf der rechten Seite von steht der Abstand ||x —y/||
von x und y (gemessen in der Norm || -||). Auf der linken Seite von steht der
Abstand ||f(x) — f(y)]|| von f(x) und f(y) (gemessen in der Norm || - ||). Da die
Konstante ¢ in ]0, 1] ist, besagt (3.5)), dass f(x) und f(y) einen kleineren Abstand
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haben als x und y. Die Funktion f kontrahiert also (d.h. zieht also zusammen).

Die beiden Abschéitzungen (3.6) und (3.7) liefern jeweils eine Fehlerabschét-
zung fiir den absoluten Fehler ||x") — X|| der Niherung xU) von X.

Dabei scheint die Fehlerabschitzung (3.7) auf den ersten Blick vielleicht ,yvor-

teilhafter, da in ihr der absolute Fehler durch eine Konstante 1q—_]q, die (wegen

0 < g < 1) fiir j — oo gegen null strebt, mal den Abstand ||x) — x| der bei-
den ersten Iterierten ausgedriickt wird. Man nennt dieses eine a priori Fehlerab-
schatzung (,a priori” bedeutet im Voraus“), weil die Angabe von einem Index j,
bei dem mindestens die gewiinschte Genauigkeit erreicht wird, keine Kenntnis von
x) und den vorherigen Iterierten xU~1) erfordert. Alle Grofen auf der rechten
Seite von(3.7)) lassen sich mit der Kenntnis von x(*); x(!) und ¢ berechnen.

Tatséchlich ist solch eine a priori Abschitzung aber in der Regel nicht so gut wie
eine a posteriori Fehlerabschitzung, bei der der absolute Fehler ||xV) — X|| mit
einer Konstante (hier mit %) mal dem Abstand |xU) — xU=D|| der aktuellen
und der vorherigen Iterierten nach oben abgeschétzt wird. Man nennt dieses eine
a posteriori Fehlerabschitzung (,a posteriori bedeutet ,im Nachhinein“), da
man die obere Schranke fiir den absoluten Fehler ||xU) —X|| erst ausrechnen kann,
wenn man die Iterierten xV, s = 0,1, 2, ..., j, berechnet hat. Anders ausgedriickt:
Die obere Schranke in der a posteriori Fehlerabschétzung fiir den Fehler ||x) —%||
wird mit Hilfe der Iterierten xU) und xU~Y berechnet und liefert daher in der
Regel eine bessere Genauigkeit als die a priori Fehlerabschitzung.

Was bedeutet die Kontraktionsbedingung in Fall einer Fixpunktitera-
tion der Form (3.3)? Fir R” mit der Norm || - || und fiir die Funktion

f:R" - R", f(x) = Cx+c, (3.8)
finden wir
[f(x) = £(y)ll = [[(Cx+¢) = (Cy + ¢
= [[Cx =yl < IC{x =yl (3.9)
wobei ||C]| die von || - || induzierte Matrixnorm ist. Die durch gegebene

Funktion f erfiillt also die Kontraktionsbedingung (3.9]), wenn es eine Norm || - ||
fiir R™ gibt, so dass in der induzierten Matrixnorm gilt ||C|| < 1. (Da auf R" alle
Normen dquivalent sind (vgl. Hilfssatz , reicht es, die Kontraktionsbedingung
in einer geeigneten Norm nachzuweisen.) Dieses ist im Wesentlichen die Aussage
des néchsten Satzes, wobei die hinreichende Bedingung fiir die Kontraktionsei-
genschaft etwas allgemeiner angegeben werden kann.
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Satz 3.4. (Konvergenz der Fixpunktiteration fiir f(x) = Cx + ¢)

Sei f : R" — R", f(x) = Cx + ¢, mit einer Matrix C € R™" und einem
Vektor ¢ € R". Wenn o(C) < 1 ist, konvergiert die Fizpunktiteration

xV =f(xU) =CxU Y te  j=1,2,...,

fiir jeden Startvektor x\°) € R" gegen denselben Vektor X. Ist 0o(C) < 1,

so ist der Grenzwert von (X(j))jeNo der einzige Fizpunkt X von f.

Wir erinnern uns, dass der Spektralradius o(C) einer quadratischen Matrix
C € R™" iiber den betraglich groften Eigenwert durch

o(C) =max{|A| : A€ Cmit Cy = Ay fireiny € C"\ {0}}
definiert ist.

Im nachfolgenden Teilkapitel werden wir uns fiir zwei verschiedene Wahlen von C
in der Fixpunktiteration (siehe (3.3)) und (3.2))) zur Losung von A x = b interes-
sieren und untersuchen, unter welchen Bedingungen uns Satz die Konvergenz
der Fixpunktiteration liefert. Genauer werden wir uns fiir verschiedene Wahlen
der invertierbaren Matrix B € R"*" in interessieren.

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel fir die Anwendung von Satz [3.4]

Beispiel 3.5. (Fixpunktiteration fiir f(x) = Cx + ¢)
Gegeben sei die affin lineare Function

1
f:R? >R’ f(x)=Cx+c= [é

He_/ —
= =cC

Wir berechnen die Eigenwerte von C, um den Spektralradius o(C) zu bestimmen:
Das charakteristische Polynom ist

pc(A)det(C—)\Eg)det<F;)\ ;J) - G—A> (—%—A).

Die Eigenwerte von C sind also A\ = i und Xy = —%. Damit folgt
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und nach Satz|3.4|konvergiert die Fixpunktiteration (x(j ))jeNO mit x) = f (X(j *1))

fiir jeden Startvektor x(%) gegen den einzigen Fixpunkt X von f.

Wir berechnen nun den einzigen Fixpunkt X direkt: Aus f(X) = X folgt
Cx+c=X — CX-X=-c — (C—Ey)x=—c.

Wir 16sen also das lineare Gleichungssystem (C — E5) X = —c, um den einzigen
Fixpunkt X von f zu bestimmen:

L_q 1 T -3 1| T
[C_EQ}_C] = [40 11 3] — [ é 3 g]
2 2 2172
=37
Zo——27 Z1—7,+47
N Pt o
0 1 1 0 1] 1

. —1
Der einzige Fixpunkt ist also x = [ 1] :

Fiir den Startvektor x(©) = [O

O] berechnen wir die ersten vier Iterierten:

1] 1o _1 _1
N I R
_0 T2 _0 5 B)
M1 1T 7 7 1 7 3 7 1
X(Q)—f(x(l))— 4 =1 + 4|4 (_Z)—'_l 2 71| |7 16
B o L] 3 3|~ Cy.sas | T |
‘0 21 L 2 2 0+( 2) 2+2 1
Bl 117 117 e 1 1 3 77 -
OV S ] P kU R U B { O
0o —1 3 3 O_|_<_l 343 9|’
L 21 L 4] | 2] | 5 1 5 ] I 5
E | [-2 [T 1 75 9 _ 7] 235
0 —3 . 3 0+ (—1)- 243 15
L 21 L 8 | | 2] | 5 3 5 | e

Nach vier Iterationsschritten erhalten wir also die Naherung

235
@ | 76| . —0,91797
X = 15|

= 0,93750

16

—1
fiir den Fixpunkt X = [ 1] Y
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Beweisskizze von Satz [3.4: Sei o(C) < 1. Man kann zeigen (dieses ist nicht
offensichtlich!), dass es zu jedem Abstand € > 0 eine Norm auf R" gibt, so dass
fiir die induzierte Matrixnorm auf R"*" gilt

IC|| < 0o(C)+€e  fiir alle C € R™".

Da o(C) < 1 ist, kann man das € > 0 so klein wéhlen, dass auch o(C)+¢€ < 1 ist.
Dann folgt also |C|| < o(C)+e€ < 1, und nach ist f ein Kontraktion. Satz 3.3
liefert, dann dass f genau einen Fixpunkt X hat und dass die Fixpunktiteration
(X(j ))jeNO fiir jeden Startvektor x(¥) gegen den einzigen Fixpunkt X konvergiert. O]

Zum Abschluss skizzieren wir kurz den Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes.
Dieser Beweis wird nicht in der Vorlesung besprochen und ist fiir mathematisch
Interessierte ins Skript aufgenommen.

Beweisskizze von Satz [3.3: Das Kernstiick des Beweises ist die Kontraktions-
eigenschaft (3.5]). Insbesondere folgt aus (3.5)), dass f eine stetige Funktion ist.

Zunéchst bemerken wir, dass fiir jeden Startvektor x(9) € D folgt, dass alle Ite-
rierten xY) ebenfalls in D liegen, denn x@) erhilt man aus x(© durch j-malige
Anwendung von f, und das Bild von f liegt per Definition in D. Mit Hilfe der
Kontraktionseigenschaft kann man zeigen, dass fiir alle j € N gilt:

. . J
xU+R) — x0)|| < 1q— Ix® —xO|  fiir alle k € N. (3.10)
—dq
Weil ¢ €]0,1] ist und somit ¢’ fiir j grof genug beliebig dicht bei null liegt,
folgt aus (3.10), dass (X(j))j en, €ine sogenannte Cauchyfolge ist. Da D C R"

abgeschlossen ist, folgt, dass die Cauchyfolge (X(j))j en, Segen einen Grenzwert

X € D konvergiert. Dieser Grenzwert X ist ein Fixpunkt von f, denn aus der
rekursiven Beziehung xU+Y) = f (X(j)) folgt durch Grenzwertbildung

X = lim xU*Y = lim f(x(j)) =f <lim x(j)) = f(x),

J—00 j—00 Jj—00
wobei wir im vorletzten Schritt die Stetigkeit von f genutzt haben.

(1) Wir wissen aus den obigen Uberlegungen bereits, dass die Folge (X(j))jeNo
fiir jeden festen Startwert x(9) konvergiert und dass ihr Grenzwert X ein Fix-
punkt von f ist. Also hat f mindestens einen Fixpunkt. Seien nun X,y € D
zwei Fixpunkte von f. Dann folgt mit X = f(X) und y = f(y) aus der

Kontraktionseigenschaft

X =Yyl =IfG) = £l < allx =¥l
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Da ¢ €]0, 1] ist, kann diese Gleichung nur dann gelten, wenn ||X — ¥ =0
ist, also wenn X = y gilt. Also hat f genau einen Fixpunkt, den wir im
Folgenden immer mit X bezeichnen.

Aus unseren Voriiberlegungen wissen wir bereits, die Folge (X(j ))jeNO fiir je-

den festen Startwert x(¥) konvergiert und dass ihr Grenzwert X = lim;_, x()
ein Fixpunkt von f ist. Da f nach (1) nur einen Fixpunkt X hat, muss die
Folge (X(J))J.E]N0 fiir jeden festen Startwert x(©) gegen den einzigen Fixpunkt

X konvergieren.
Nachweis der a posteriori Fehlerabschatzung: Wegen der Kontraktionseigen-
schaft (3.5) gilt (mit x) = f(xU~Y) und f(X) = X)
Ix) = x| = [[£(xVY) = £®)]| < qxV"Y x|

< g (7Y = x9) + (x — R

< g (I = x|+ XV = x])),
wobei wir im letzten Schritt die Dreiecksungleichung genutzt haben. Sub-
trahieren von ¢ ||x\) — X|| auf beiden Seiten liefert

(1 - ) [ = %] < g}x07) = x| = g [ —xY]

= g < T ) XY (3.11)
—q

und wir haben die a posteriori Fehlerabschatzung bewiesen.

Nachweis der a priori Fehlerabschéatzung: Wir beginnen unsere Argumenta-
tion mit der a posteriori Fehlerabschitzung (3.11)) und wenden die Kontrak-
tionseigenschaft (3.5) wiederholt an: Mit x* = f(x* V) k =1,2,...,7,

folgt dann
o q ' —1 q i—1 j—2
I =% < 7l = x0TV = s () — £V )

< [xV=D — xU=2)|| = Hf(X(J—Q)) _ f(X(J—3))||

lL—gq l—q
3 , . j

< 4 x=2 x93 <. < L x® _xO,

l—gq l—gq

womit die a priori Fehlerabschatzung bewiesen ist.

Damit ist der Banachsche Fixpunktsatz bewiesen. [
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3.2 Jacobi-Verfahren und Gaufs-Seidel-Verfahren

Wir kommen nun zu der Ausgangsfrage des vorigen Kapitels zuriick: Gelost wer-
den soll das lineare Gleichungssystem A x = b, wobei A € R"*" regular (also
invertierbar) ist und b € R" ist. Das lineare Gleichungssystem A x = b hat also
n Gleichungen und n Unbekannte und besitzt eine eindeutige Losung X € R™.
Durch geeignetes Umformen (siehe (3.1])) hatten wir das lineare Gleichungssystem
A x = b in die Fixpunktgleichung

x=-B!'(A-B)x+B'b (3.12)
_C =c

umgewandelt, wobei B € R"*" eine regulére (also invertierbare) Matrix ist,
die eine (leichter zu invertierende) Naherung fiir A darstellt. Die zu (3.12)
gehorende Fixpunktiteration lautet also:

xU+D) — f(X(j)) =B !'A-B)xY+B!'b (3.13)
(. ~ v \/—/
=C =c

mit £ : R" — R, f(x) := —B"1 (A — B) + B~!b.

Von nun an nehmen wir an, dass alle Diagonaleintrage der regularen Ma-
trix A = [a;;z] € R™" von null verschieden sind, also a;; # 0 fiir alle
j = 1,2,...,n. Erfiillt eine reguldare Matrix A diese Bedingung nicht, so kann
man durch passende Zeilentauschungen und/oder Spaltentauschungen immer er-
reichen, dass die Diagonaleintrage ungleich null sind, denn A hat n linear unab-
héngige Spaltenvektoren.

Wir zerlegen A nun in die Diagonalmatrix D (den diagonalen Anteil von A), die
streng untere Linksdreiecksmatrix L (den Anteil von von A links unterhalb
der Diagonalen) und die streng obere Rechtsdreiecksmatrix R (den Anteil
von A rechts oberhalb der Diagonalen):

al,l a‘l,Q e e a]l’n
Q21 A22 Aa23 e a2 n
A = asi asz2 433 T =L+D+R mit (314)
: - ' Un—1.n
_an,l ettt Qpp—1 Qpn ]
0 0 ce 0 a1 0 ce 0 0 ary - ain
a9 1 0 T 0 as o T 0 0 e
L=1|7" D=1 / ,R=1
. O : -‘. -'. 0 : -.' -.. anil.n’
Qn,1 An,n—1 0 0 0 Qn,n 0 - 0 0
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Da wir vorausgesetzt haben, dass A nur Diagonaleintrédge ungleich null hat, ist die
Matrix D invertierbar. Die Wahl B = D als (leicht invertierbare) Néherung
von A stellt die einfachste Moglichkeit da, um eine Fixpunktgleichung AN
erhalten. Dann gilt mit B = D nach und fiir die Matrix C

C=-D'(A-D)=-D'(L+D+R)-D)=-D"'(L+R),

und die zugehoérige Fixpunktiteration (3.13]) lautet

XU — DL+ R)xV +D'b=D"' (b— (L+R)xY).| (3.15)

Da die Matrix D eine regulire Diagonalmatrix ist, kann man ihre Inverse D!
direkt durch bilden des Kehrwerts der Diagonaleintrage bestimmen, also

a1 0 0 a0 0
: —1 :
p— | @ ' — pi=| 0 ' (3.16)
S 0 . 0
0 - 0 ap, 0 0 aT—L}L

Nach (3.15) berechnen sich die Komponenten von von xU+!) damit wie folgt:

1,2,...,n.

G L () N ) -
Z; a“.<z Zaz,k$ ), 7
! k=1,
kA

Wir halten die hergeleitete Fixpunktiteration zur Losung von A x = b als Itera-
tionsverfahren fest.

Verfahren 3.6. (Jacobi-Verfahren)

Sei A = [a;;] € R™™ eine reguldre (d.h. invertierbare) Matriz, deren
Diagonalelemente alle von null verschieden sind (d.h. a;; # 0 fir
j=12,....,n). Sei b € R", und sei x) e R" ein Startvektor. Die Fia-
punktiteration (X(j))jeN0 mit xU+) = D! (b —(L+R) X(j)), also

G _ L) N, 0 S
x,; CL"(Z Zaz,kx >7 ? y Ly ey 1N,

1,0 k=1,
k#i

(3.17)

heifit das Jacobi- Verfahren oder Gesamtschrittverfahren.
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Aus Satz wissen wir bereits, dass die Fixpunktiteration genau dann konver-
giert, wenn Q( —D ' (L+R)) < 1ist. Sicherlich kann man dieses nur erwarten,
wenn D eine hinreichend gute Néaherung von A ist, und dieses ist nur der Fall wenn
die Diagonaleintrage von A die Matrix A in einem gewissen Sinne dominieren.
Die néchste Definition préazisiert dieses.

Definition 3.7. (streng diagonal dominant)

Eine Matriz A = [a;;] € R™™ heifit streng diagonal dominant, wenn gilt

n
S Jagul <laggl  firalle j=1,2,....n. (3.18)
h=1,

ki

(In Worten: Der Absolutbetrag jedes Diagonaleintrags von A ist grofSer als die
Summe der Absolutbetrige aller ibrigen Eintrage in der gleichen Zeile.)

Beispiel 3.8. (streng diagonal dominante Matrix)

Die Matrix
1 L 1
2 3
A=Jajs]=|-121
1 1 5
2 4 6
ist streng diagonal dominant, da
aral +lors = 5+ 2 = 2 < 1= fay|
a a3l ==-+-=- = |a
1,2 1,3 573 % 1,11
1 3
|&271 —|—|CL273 =|—1|+§:§<2= \a2,2|,
| y 1+1 3 9<1O 5 4]
a a = — _ = - = — — = — = |
31 279y T4 12 12 6 TR

gelten. @

Der néchste Satz formuliert eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz des
Jacobi-Verfahrens.

Satz 3.9. (Konvergenz des Jacobi-Verfahrens)

Seien die Notation und die Voraussetzungen wie in Verfahren [3.6. Wenn die
requldre Matrix A € R™" streng diagonal dominant ist, dann konvergiert
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das Jacobi-Verfahren (3.17) fiir jeden Startvektor x0) € R gegen die
eindeutige Losung X von Ax = b.

Beweis von Satz 3.9} Sei ¢ := D !b, und sei C := —D ! (L + R) die Matrix
der Fixpunktiteration xU*t) = Cx) 4+ ¢, j =0,1,2,..., des Jacobi-Verfahrens.
Dann kénnen wir C unter Nutzung von ([3.16)) explizit angeben:

C=-D'(L+R)=-D"'(A-D)

1

1 _

0 @y1012 ay1Qin

-1 -1 —1
Qg9 2,1 0 (g0 2,3 (g9 A2n
~1
q-!
‘n—1,n—1 An—1,n
ala ala 0

| 'n.n n,1 n,n Yn,n—1 ]

Es gilt xUT) = £(x0)) mit £ : R” — R, f(x) := C x+c, und nach Satz

3.3

reicht

es fiir die Konvergenz der Fixpunktiteration zu zeigen, dass f eine Kontraktion ist.
Ist || - || eine Norm fiir R™ und bezeichnet || - || ebenfalls die zugehérige induzierte
Matrixnorm, so gilt fiir alle x,y € R”

If(x) — £(y) = [[(Cx+¢) = (Cy + )
=[[Cx-yI<IC|lx-¥l. (3.19)
Da alle Normen auf R" nach Hilfssatz 2.4 4quivalent sind reicht es die Konvergenz
der Fixpunktiteration in einer Norm unserer Wahl zu zeigen. Es reicht daher,
wenn wir fiir eine Norm unserer Wahl zeigen, dass f eine Kontraktion ist, indem

wir fiir die zugehorige induzierte Matrixnorm in (3.19)) die Bedingung ||C|| < 1
nachweisen. Wir nutzen nun die von der oo-Norm induzierte Zeilensummennorm

n n
HCHOO = max (ch7k|> = max (Z Ajk )
j=1,..,n — 1,...,n — aj g
k=1 k=1,
k#j
_ ~ lagel | _ 15
= max = max Z | ]
j=len \ £= laj j=Lon \ |aj] 1,

Falls also gilt

ICllec = max

—1l,...
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1 n
= —Z‘aﬂ?k‘<1 furallej=1,...,n
a4l =
ki
n
— > lajul < laj,l firalle j=1,...,n, (3.20)
k=1,
k#j

so ist f eine Kontraktion und die Fixpunktiteration, also das Jacobi-Verfahren,
konvergiert. Die letzte Aussage in besagt aber gerade, dass A streng diago-
nal dominant ist. Also konvergiert das Jacobi-Verfahren, wenn A streng diagonal
dominant ist. O

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 3.10. (Jacobi-Verfahren)

Gegeben Sei das lineare Gleichungssystem

2 4 4
Ax =Db, mit A=1|1 3 1|, b= |[-2
20 3 2
Durch Berechnung der Determinante iiberpriift man leicht, dass A regulér ist:
3 17
det(A):12+1+0—3—0—§:?7é0.
1
Die eindeutige Losung des gegebenen LGS ist X = | —1|, wie man leicht durch
0

Berechnen von A X iiberpriift. Die Matrix A ist streng diagonal dominant, denn

1 1
§—|—§:1<2:\a1,1|, 1+1=2<3=|ags] und 24+0=2<3=|assl
Also wird das Jacobi-Verfahren nach Satz fiir jeden Startvektor x(©) gegen
die eindeutig bestimmte Losung X von Ax = 0 konvergieren, und wir kénnen
das Jacobi-Verfahren zur Berechnung einer (Ndherungs-)Losung von Ax = b
anwenden. Wir berechnen mit der Formel (3.17)) die ersten vier Iterierten des
Jacobi-Verfahrens mit dem Startvektor x(*) = 0:
1) _1¢(3_1 1 _ 3
7 =5(-50-35-0)=1

B =1l(—2-1.0-1.00==-2 p = xU=

) =1(2-2.0-0-0)=2

WIN WIN W
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2 _1¢(3_1 2 1.2\ _ 3
=3(-3(-3 33 =1 1
2 2 41
p) =1(—2-1.31.2) = 4L — xP= |4
2 1
A =1e-23-0-(-3) =4 ;
) __1(3_1 41 1.1 143
0 =50G-3 (%) —3°5) =1 i
(3) _1 3 1\ _ _ 35 (3) _3
7y =z(-2-1-1-1-5)=—3, — X 36 |
1
)= z-23-0. () =} a
4 _1¢(3_1 35 1, 1) _ 137
) =50G-3 (-%) —3°5) =1 i
4 4
py) =1 (c2 -1 M8 g 1) 455 — x(W= |85
4) _ 1 143 35\) _ 1 1
vy =5(2-2151 -0 (=) = =5 216
0,95139
Bereits nach vier Iterationsschritten, kann man mit x® = | —1,0532 | eine
0,0046296
1
deutliche Annaherung an den Losungsvektor X = | —1| erkennen. @
0

Inspiziert man die Formel des Jacobi-Verfahrens, so sieht man, dass man
das Verfahren parallelisieren kann, denn die Komponenten von xU+1) lassen sich
alle unabhangig von einander berechnen und kénnen somit parallel unabhangig
voneinander auf verschiedenen untereinander vernetzten Computern berechnet
werden.

Man beobachtet weiter, dass man das Jacobi-Verfahren vermutlich verbessern

kann, indem man bei der Berechnung von xEjH) die x](cj) mit k=1,2,...,2—1
durch die bereits berechneten Komponenten x,(gﬁl) mit £k = 1,2,...,2 — 1 von

xU+1) ersetzt. (Dann ist eine Parallelisierung natiirlich nicht mehr méoglich.) das
so erhaltene Verfahren nennt man das Gaufi-Seidel-Verfahren.

Verfahren 3.11. (Gauft-Seidel-Verfahren)

Sei A = [a;;] € R™™ eine reguldre (d.h. invertierbare) Matriz, deren
Diagonalelemente alle von null verschieden sind (d.h. a;; # 0 fir
j=12...,n). Sei b € R", und sei x) e R" ein Startvektor. Die Fia-
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punktiteration (x(j))jeNO mit xU+tD = D1 (b— LxU+) — Rx(j)), also

i1 n
G+ _ [ D) U -
x; _CLii(bZ Z&z,kxk Zaz,kxk ), 1=1,2,...,n,,
’ k=1 k=i+1
(3.21)

heifst das Gauf3-Seidel- Verfahren oder Einzelschrittverfahren.

Wie sieht es mit der Konvergenz des Gaufi-Seidel-Verfahrens aus? Der
nachste Satz liefert eine hinreichende Bedingung.

Satz 3.12. (Konvergenz des Gauf-Seidel-Verfahrens)

Seien die Notation und die Voraussetzungen wir in Verfahren[3.11. Wenn die
requldre Matriz A € R™*" streng diagonal dominant ist, konvergiert das
Gauf3-Seidel- Verfahren fiir jeden Startvektor x(©) € R" gegen die
eindeutige Losung X von Ax = b.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 3.13. (Gauf-Seidel-Verfahren)

Das lineare Gleichungssystem

9 11 3
2 2 2
Ax=Db mit A=1|13 1], b= |-2]|,
203 2
1
hat nach Beispiel |3.10| eine regulidre Matrix und die eindeutige Losung X = | —1].
0

In Beispiel hatten wir bereits gepriift, dass A streng diagonal dominant ist, so
dass das Gauf-Seidel-Verfahren nach Satz fiir jeden Startvektor x(*) gegen X
konvergieren wird. Wir berechnen nun die ersten drei Iterierten des Gaufs-Seidel-
Verfahrens mit dem Startvektor x(¥ = 0:

A =5 -40-50) =2 i
n)=3(2-14-10)=-3, » = xV=|-5|,
o) =4 (2-2-4-0- () =4 ;
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(2) _1¢3 1 11 11\ _ 45 _ 15 15
Ly _5(5_5'(_5)_5'6)_4_8_E’ 16
2 2) _ 149
I IR EE BT R N R il
2 _ 1 15 149\ _ 1 1
vy =5(2-2-55 -0 (=151) =z 21
B) _1¢3 1 149 1 1\ _ 575 575
v =3(—3 (—1) —3°31) = 576
3 _1 575 1)y _ _ 1751 3) _ | 1751
vy =3(-2-1-55 -1 5)=—13 = xU= |-
3) _ 1 575 1751\ _ 1 L
v =3(2-23% -0 (—1%)) = 5 864
0,99826 1
Drei Iterationsschritte liefern die Naherung x® = | —1,0133 | vonx= |—1].
0,0011574 0

Der Vergleich mit Beispiel zeigt, dass wir nach drei Iterationsschritten eine
bessere Naherung von X erhalten als mit dem Jacobi-Verfahren nach vier Iterati-
onsschritten. &

Das Gaufs-Seidel-Verfahren (vgl. Verfahren [3.11)) zur iterativen Berechnung einer
(Néherungs-)Losung des linearen Gleichungssystems A x = b (mit einer reguléren
Matrix A € R™ ™) hat die Iterationsvorschrift

xUt) = D! (b — LxUt) — Rx[), j=0,1,2,..., (3.22)

wobei die reguldare Matrix A wie folgt eindeutig zerlegt wurde: A =L+ D + R
mit der Diagonalmatrix D, der streng unteren Linksdreiecksmatrix L und der
streng oberen Rechtsdreiecksmatrix R. Per Annahme hat A dabei nur Eintrége
ungleich Null auf der Diagonalen. — Die Darstellung der Iterierten des Gauls-
Seidel-Verfahrens ist nicht in der iiblichen” Form einer Fixpunktiteration x+1) =

CxY) + ¢, j € Ny, da auf der rechten Seite in ([3.22) auch xU+Y auftaucht. Wir

wollen (3.22)) nun mit Umformungen in die ,jiibliche Form einer Fixpunktiteration
xU*t) = CxU) + ¢ bringen.

Wir 16sen (3.22)) nach xU+1) auf:

xU+) — p-1! (b _ LxUth RX(J'))
DxUt) —p — LxU+Y) — RxW

D xUt) 4+ LxU+t) — p — RxW
(L+D)xU*) =b - Rx

xUH) = (L+D)'b— (L+D) 'RxV

[

-
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wobei wir im letzten Schritt genutzt haben, dass L + D invertierbar ist, da diese
untere Dreiecksmatrix auf der Diagonale nur Eintrige ungleich null hat. Es gilt
also

xUt) = (L+D)'RxY + (L+D)'b

_‘Ej _
=(L+D)"(b-RxY), jeN, (3.23)

Wir lesen ab, dass die Matrix der Fixpunktiteration des Gauk-Seidel-Verfahrens
C=-(L+D)'R (3.24)
ist. Weiteres Umformen von mit A =L + D + R liefert
C=-L+D)'R=—-(L+D)"'(A-(L+D))=—(L+D)'A+E,.
Daraus folgt in (3.23))
xVt) = (L+D)' (A—-(L+D))xY +(L+D)"'b (3.25)
=(-(L+D)"A+E,)x"+(L+D)'b
=xU + (L+D)™! (b — AxV )J j € Ny. (3.26)
_~0

An sehen Wir, dass hier B = L + D als Nédherung fiir A, und damit
B! = (L + D)1 als Nédherung von A~1 verwendet wurde.

An (3.26) sehen wir, dass x) durch (L + D)™ ! (b - AxY) = (L + D) 'r

(eine Niherung fiir die Losung von Ay = r¥)) verbessert wird.

3.3 Methode der konjugierten Gradienten (CG-
Verfahren)

Bei der Methode der konjugierten Gradienten oder dem CG-Verfahren
(CG steht fiir ,conjugate gradient) zur Losung eines linearen Gleichungssystems
A x = b mit einer positiv definiten Matrix A € R™*" handelt es sich um ein
[terationsverfahren, das in hochstens n Schritten konvergiert. Da das Ergebnis
nach maximal n Schritten erreicht wird, konnte man dieses auch als ein di-
rektes Verfahren auffassen. In der Praxis ist es aber so, dass n normalerweise sehr
grofs ist und man das CG-Verfahren daher nach deutlich weniger als n Schrit-
ten stoppen wird. Damit handelt es sich in der praktischen Anwendung um ein
Iterationsverfahren.
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Als Vorbereitung fiir das CG-Verfahren benotigen wir einige neue Begriffe.

Definition 3.14. (positiv definite Matrix)
Eine Matriz A = [a; ;] € R™™ heifit positiv definit, wenn gilt:
(1) A ist symmetrisch, d.h. AT = A, und

n X1

(Q)XTAX—ZZa”xsz>O firallex=|: | € R"\ {0}.

=1 j5=1 T

Der néchste Hilfssatz liefert uns weitere niitzliche Informationen iiber symmetri-
sche und positiv definite Matrizen.

Hilfssatz 3.15. (Informationen iiber symmetrische Matrizen)

(1) Fine symmetrische Matric A € R™" hat nur reelle Eigenwerte,
und es gibt eine Orthonormalbasis fiir R" aus Eigenvektoren von A.

(2) Fine symmetrische Matriz A € R"" ist genau dann positiv definit,
wenn alle thre Eigenwerte positiv (also > 0) sind.

Betrachten wir einige Beispiele fiir positiv definite Matrizen.

Beispiel 3.16. (positiv definite Matrizen)

Betrachten wir die beiden Matrizen

3 1 3 1
5 03 5 03
A=10 30 und B=|(0 -2 0
1 3 1 3
3 03 3 03

Es gelten offenbar AT = A und B? = B. Also sind A und B jeweils symmetrisch.

Wir zeigen nun, dass A positiv definit ist, indem wir x” A x explizit berechnen
und geeignet umformen:

% 0 % I %xl—l—%xg
xTAx = [.171;:62;333} 03 0| [zo] = [$1;$2;$3] 3o

% 0 % T3 %51314—%1’3
:§x1+§x1x3+3x2+23}3xl+2x3 2x1+x1x3+3x2+§x3
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1 1
:x%+3x§+x§+§(a:%+2x1x3—|—x§) :x%+3$§+x§+§(x1+x3)2.

In der letzten Darstellung haben wir nun eine Summe von Quadraten, und somit
gilt xT A x > 0 fiir alle x € R3. Die Gleichheit x” A x = 0 kann nur dann gelten,
wenn z; = 0, 29 = 0 und 23 = 0 sind, also nur fiir x = 0. Insofern gilt x’ A x > 0
fiir alle x € R?\ {0}. Also ist A positiv definit.

Wir hétten genauso gut Hilfssatz nutzen konnen, um zu zeigen, dass A
positiv definit ist. Wir berechnen also die Eigenwerte von A:

2-X 0 L
pa(A) = det(A — NE3) = det 0 3—X 0
1
2

=B-MNA=X(2-2),

wobel im vorletzten Schritt die dritte binomische Formel verwendet wurde. Also
sind \; = 1, Ay = 2 und A3 = 3 die Eigenwerte von A. Da alle Eigenwerte von A
positiv sind, folgt, dass die symmetrische Matrix A positiv definit ist.

Da es sich bei Hilfssatz[3.15]|(1){um eine Aquivalenzaussage (,genau dann, wenn‘-
Aussage) handelt, konnen wir diesen auch nutzen, um zu zeigen, dass die symme-
trische Matrix B nicht positiv definit ist:
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= (=201 =) 2=,

wobel im vorletzten Schritt die dritte binomische Formel verwendet wurde. Also
sind A\ = 1, A = 2 und A3 = —2 die Eigenwerte von B. Da nicht alle Eigenwerte
von B positiv sind, ist die symmetrische Matrix B nicht positiv definit. &

Hilfssatz 3.17. (positiv definit —> invertierbar)

Sei A € R™" eine positiv definite, symmetrische Matriz. Dann ist A re-
guldr (also invertierbar).

Beweis von Hilfssatz|3.17; Eine Matrix A € R™™" ist genau dann invertierbar,
also regulér, wenn das lineare Gleichungssystem A x = 0 nur die einzige Losung
x = 0 hat. Wir betrachten daher das lineare Gleichungssystem A x = 0:

Ax=0 — x'Ax=x"0 — x'Ax =0 (3.27)
=0

Da A positiv definit ist, wissen wir aber, dass fiir alle x # 0 gilt x’ Ax > 0.
Weiter gilt offensichtlich 07 A 0 = 0. Also folgt aus (3.27)), dass x = 0 ist.

Wir haben also gezeigt, dass aus A x = 0 folgt, dass x = 0 ist. Folglich ist die
Matrix A invertierbar, also regular. ]

Ab jetzt sei A = [a; ;] € R™" immer eine positiv definite, symmetrische Ma-
trix (und somit regulér), und sei b € R" die rechte Seite des zu l6senden linearen
Gleichungssystems A x = b. Die eindeutig bestimmte Losung von A x = b sei
mit X bezeichnet. Wir definieren nun das sogenannte konjugierte Gradienten-
Funktional (oder CG-Funktional)

1
fR"=>R, f(x):= EXTAX —x'b. (3.28)

Wir zeigen nun, dass die eindeutig bestimmte Losung X des linearen Gleichungs-
systems A x = b die eindeutig bestimmte globale Minimalstelle des kon-
jugierten Gradientenfunktionals (3.28]) ist.

Ausfiihrlicher geschrieben erhalten wir fiir f aus (3.28)

1 n n n
f(x) = f(z1,20,...,20) = ) Z Zai,j TiTj— ij bj, (3.29)
j=1

i=1 j=1
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und wir sehen, dass das konjugierte Gradientenfunktional f ein (multivariates)
Polynom vom Grad 2 auf R", also in den Komponenten x4, xo, ..., x, des Vek-
tors x, ist. Um die Extremalstellen von f zu finden berechnen wir den Gradienten
und die Hesse-Matrix von f (Details der Berechnung sieche Ubungsblatt):

(VF)(x) = Ax — b, (3.30)
(Hf)(x) = A. (3.31)

Nullsetzen von V f liefert
0=(Vf)(x)=Ax—b = Ax=b.

Da die Hesse-Matrix (Hf)(x) = A positiv definit ist, folgt, dass f in der eindeu-
tigen Losung X von Ax = b ein lokales Minimum hat. Es ist auch die einzige
lokale Extremalstelle, da X der einzige kritische Punkt von f ist.

Wir zeigen nun, dass X sogar die eindeutig bestimmte globale Minimalstelle von
f ist: Da f ein Polynom vom Grad 2 in x1, 9, ..., x, ist, lasst sich dieses exakt
durch sein Taylor-Polynom vom Grad 2 mit dem Entwicklungspunkt X darstellen:

Mit (3.30)) und ([3.31)) folgt also

ﬂ@:f@%ﬂx—@”Vﬂ@%ﬂax—ﬂuHﬂ@MX—ﬂ

A g
-~

Taylorpolynom von f vom Grad 2 mit Entwicklungspunkt X

= f®)+x-%)"(AX-b) +%(x—§)TA(x—§)

= FR) + 5 (x— %A (x - ). (3.32)

Da A positiv definit ist, gilt
(x—%)"A(x—X)>0 firallexeR"mit (x —X#0 < x#X),
und wir sehen an (3.32), dass gilt
f(x) > f(x) fir alle x € R" \ {x},

d.h. X ist die eindeutig bestimmte globale Minimalstelle von f.

Wir halten diese Erkenntnisse als Satz fest.
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Satz 3.18. (globale Minimalstelle des CG-Funktionals)

Seien A € R™" eine positiv definite, symmetrische Matrix und b € R".
Die eindeutig bestimmte Losung X des linearen Gleichungssystems A x = b ist
die eindeutig bestimmte globale Minimalstelle des konjugierten Gra-
dienten Funktionals (oder CG-Funktionals)

1
f:R"—=R, f(x):= §XTAX —x'b. (3.33)

Wir wollen nun versuchen, die Minimalstelle X des CG-Funktionals (3.33) mit ei-
nem einfachen iterativen Prozess in maximal n Schritten zu finden: (Im Fol-
genden schreiben wir der Einfachheit halber immer x;, p;, ... statt x@) pl)
da wir in diesem Teilkapitel keine Komponenten der Vektoren bendtigen und daher
keine Verwirrung entstehen kann.) Wir wollen eine Folge von (x;);=1,. m berech-
nen, die nach spétestens m < n Schritten x,, = X erfiillt. Dabei wird x;;; als
Verbesserung von x; mittels

Xj+1 = X + a;P;-

berechnet, wobei der Richtungsvektor p; € R" \ {0} und die Schrittweite
a; € R passend gewéhlt werden miissen. Fiir den Moment nehmen wir an, dass
der Richtungsvektor p; bereits gegeben ist, und machen uns nur um die Wahl der
Schrittweite Gedanken. Es soll natiirlich gelten

f(xjm) = f(x; +a;pj) < f(x5),

und wir werden «; so wahlen, dass die linke Seite minimal wird. Wir minimieren
also f entlang der Geraden x;; = x; +ap;, « € R. Sei also ¢ : R — R,

(xj +ap;) A (x;+ap;) — (x;+ap;) b,

N —

¢(a) = f(x;+ap;) =
Die notwendige Bedingung ¢'(a)) = 0 liefert mit Hilfe der Kettenregel und ({3.30)

0=¢'(a)=p; (Vf)(x;+ap;) =p; [A(x;+ap;) —b]
= p?ij + ozp?Apj — p;rb = pJT (ij — b) + ozpjTApj. (3.34)

Da A positiv definit ist, gilt fiir die zweite Ableitung von ¢

" (o) = p?A p; > 0.
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Somit liegt bei jedem o € R mit ¢'(a) = 0 ein lokales Minimum vor. Auflésen
von ([3.34) nach « ergibt fiir die Schrittlinge a; = a die Formel

O:p]T(AXj—b)—i—OszjTApj = Qg

p/Ap;  p/Ap;’
wobei wir das Residuum im j-ten Schritt durch
ri:=b—Ax;
bezeichnet haben.
Falls die Richtungsvektoren p;, j = 1,2,..., vorgegeben sind bzw. in jedem

[terationsschritt geeignet berechnet werden, erhalten wir also den folgenden ge-
nerischen Minimierungsalgorithmus

Verfahren 3.19. (generischer Minimierungsalgorithmus)

Gegeben seien eine positive definite, symmetrische Matrizx A € R™"
und eine rechte Seite b € R™. Weiter seien ein Startvektor x; € R"™ und ein
erster Richtungsvektor p; € R"™ gegeben.

Initialisierung: Setze r1 =b — Axy (Residuum des Startvektors x; )

Fir g =1,2,... fihre nun jeweils die folgenden Schritte durch.:

(1) Berechne die Schrittweite o = —=-——

(2) Berechne die verbesserte Niherung Xj11 = X; + o p;.

(3) Berechne das Residuum rj13 =b — Axjy1.

(4) Wihle einen neuen Richtungsvektor pjii.

Wir beobachten noch, dass wir o so gewahlt haben, dass der Richtungsvektor
p; und das neue Residuum r;;; zueinander orthogonal sind, denn

p; rjs1 =P; (b= Ax;) =pj (b—A(x; +a;p)))
N——

:Xj+1
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wobel wir im letzten Schritt die Formel fiir a; eingesetzt haben.

Nun interessieren wir uns dafiir, wie man die Richtungsvektoren p;, j = 1,2, ..., n,
nacheinander so wéhlt, dass das Verfahren nach maximal n Schritten kon-
vergiert. Es ist naheliegend, dass man pq, po,...,p, € R" als eine Basis von R"
wahlt, damit gewéhrleistet ist, dass man die Losung X von A x = b immer als
Linearkombination der Vektoren p1, po, ..., p, darstellen kann.

Die naheliegendste Wahl von pq, po, ..., Py ist (vgl. (3.30)
P; = —Vf(Xj) = —(AXj — b) =b— AXj =Ty,

denn dann zeigt p; in die Richtung des steilsten Abstiegs —V f(x;) von
f im Punkt x;. An der obigen Rechnung sehen wir, dass dann p; = r; gilt,
d.h. p; ist das Residuum der vorherigen Iterierten x;. Aus folgt dann,
das gilt p]T pj+1 = 0, d.h. zwei aufeinanderfolgende Richtungsvektoren p; und
pPj+1 sind immer orthogonal zueinander. Allerdings erweist sich diese Wahl der
p; als ungiinstig, und der mit dieser Wahl erhaltene Minimierungsalgorithmus,
bekannt unter dem Namen ,Methode des steilsten Abstiegs®, konvergiert oft
sehr langsam. Wir werden dieses in einer Ubungsaufgabe genauer untersuchen.

Die optimale Wahl der Richtungsvektoren p1, ps,...,Pr € R” stellen sogenannte
A-konjugierte Vektoren dar:

Definition 3.20. (A-konjugierte Vektoren)

Sei A € R™" eine positiv definite, symmetrische Matrixz. The Vektoren
P1, P2, -, Pm € R"\ {0} heiffen A-kongugiert, wenn gilt

p]TApkzo fir alle 3,k =1,2,...,m with j # k.

Was bedeutet es, wenn Vektoren A-konjugiert sind? Der néchste Hilfssatz
liefert wichtige Informationen dazu. Den im Hilfssatz vorkommenden Begriff eines
Skalarprodukts wiederholen wir auf dem Ubungszettel.

Hilfssatz 3.21. (Eigenschaften A-konjugierter Vektoren)

Sei A € R"™" eine positiv definite, symmetrische Matrix. Die Vektoren
P1, P2, -, Pm € R"\ {0} seien A-konjugiert. Dann gelten:

(1) Da A positiv definit ist, gilt p?A p; > 0 fir allej =1,2,...,m.
(2) Die A-konjugierten Vektoren p1,pa,. .., Pm sind linear unabhdngig.

(3) Es kann hochstens n A-konjugierte Vektoren geben, d.h. es gilt m < n.
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(4) Wir kénnen ein A-Skalarprodukt auf R™ mittels

(x,y)a :=x'Ay.

einfiihren. Bzgl. dieses Skalarprodukts sind die Vektoren p1, P2, ..., Pm
dann orthogonal, d.h. es gilt (p;j,pr)a = 0 fiir alle j,k = 1,2,...,m
mit 7 # k. Wir sprechen auch von A-orthogonalen Vektoren.

Beweis von Hilfssatz [3.21k

(1)
(2)

Aussage folgt direkt aus der Definition von positiv definit.
Um zu zeigen, dass die Vektoren p1,po,...,Pmn linear unabhéngig sind,
betrachten wir (mit k € {1,2,...,m})

aprteopr+...+tapr+...+empm =0, (3.36)
und multiplizieren von links mit pL A. Dann erhalten wir
A PLAPI+DPLADs+ ...+ PLADL+ ...+ CuDLAD, =P 0= 0.
Da pl A p; = 0 fiir j # k gilt, vereinfacht sich die Gleichung zu

cPrApr =0 — c, =0 (wegen pLApy > 0).

Da k beliebig war, folgt, dass alle Koeffizienten ¢y, co, ..., ¢, in (3.36) alle

null sein miissen. Daraus folgt, dass p1, po, ..., Pm linear unabhéngig sind.

Aus Hilfssatz wissen wir, dass die A-konjugierten Vektoren linear
unabhéngig sind. Da aber in R™ mehr als n Vektoren immer linear abhéangig
sind, folgt, dass m < n gelten muss.

Wir miissen zeigen, dass (-, -)a : R" x R"™ — R die folgenden Skalarprodukt-
Eigenschaften erfiillt:

(S1) (x,¥y +2z)a = (X,¥)A + (x,2)4 fir alle x,y,z € R™.

(S2) (x,ay)a = a(x,y)a fiir alle x,y € R" und alle & € R.

(S3) (x,y)a = (y,x)a fiir alle x,y € R".

(S4) (x,x)a > 0 fiir alle x € R"\ {0}.

(Sh) (x,x)p =0 <= x=0

Nachwezs:

(S1) und (S2): Fiir alle a;, 5 € R und alle x,y,z € R" gilt wegen der Dis-

tributivgesetze (fiir die Matrizenmultiplikation und die skalare Multi-
plikation)

(x,ay + fz)a =x'A (aerﬁz)
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—ax’Ay+px'Az
= o (X,¥)a + B (X,2)A.
Setzen wir 8 = 0, so folgt (52):
(x,ay)a = a(X,¥)a fir alle x € R" und alle o € R.
Setzen wir a = 8 = 1, so folgt (S1):
(x,y +2z)a = (x,¥)Aa + (x,2)a  fiir alle x,y,z € R".

(S3) Nach Voraussetzung gibt AT = A, und fiir jede reelle Zahl b gilt (als
1 x 1-Matrix) trivialerweise b = b. Damit finden wir fiir alle x, y € R”

<X7 Y>A - (<X7 Y>A)T = (XTAY)T = yTATX = yTAX = <Y7X>A7

wobei wir im vorletzten Schritt AT = A genutzt haben.
(S4) Da A positiv definit ist, gilt

(x,x)a =x"Ax >0 fiir alle x € R"\ {0}.

(S5) Sei x = 0. Es gilt offenbar (0,0)4 = 0TA 0 =0, d.h. aus x = 0 folgt
(x,x)a = 0. — Ist umgekehrt (x,x)a = 0, dann folgt wegen Eigen-
schaft (S4) und (0,0) = 0, dass x = 0 gelten muss. O

Fiir A-konjugierte Richtungsvektoren p1, po, ..., pn stoppt der generische Mini-
mierungsalgorithmus (siehe Verfahren nach hochstens n Iterationsschritten
und liefert dann die exakte Losung X von A x = b. Natiirlich wird man in der
Praxis den Algorithmus nicht alle Iterationsschritte ausfiihren lassen, sondern
stoppen, wenn eine hinreichend gute Genauigkeit erreicht ist.

Satz 3.22. (Verfahren mit A-konjugierten Richtungsvektoren)

Seien A € R™" eine positiv definite, symmetrische Matriz und b € R".
Ser x1 € R" eine beliebiger Startvektor und seien die Richtungsvektoren
P1,P2,---,Pn € R"\ {0} in Verfahren A -konjugiert. Dann liefert der
generische Minimierungsalgorithmus Verfahren[3.19 nach héchstens n
Schritten die eindeutig bestimmte Losung X von Ax = b.

Beweis von Satz [3.22} Da die n Richtungsvektoren py, po, ..., pn A-konjugiert
sind, sind sie nach Hilfssatz linear unabhéngig und bilden somit eine Ba-
sis von R". Daher konnen wir den Vektor X — x; eindeutig als Linearkombina-
tion bzgl. dieser Basis darstellen: Es gibt also eindeutig bestimmte Koeffizienten
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b1, P, ..., Bn € R, so dass gilt:
X-x1=) Bip; = X=x+) 5 (3.37)
Jj=1 j=1

Nach Verfahren gilt x;11 = x5 +a;pj, 7 = 1,2,...,n. Daher kann man
(durch wiederholte Anwendung der Formel x;;; = x; + a; p;) die Iterierte x;, wie
folgt darstellen:

k-1
szxl—l-Zijpj, k=1,2,....,n,n+ 1. (3.38)
j=1
Vergleicht man (3.37) und (3.38)) fiir k = n+1, dann sieht man, dass es ausreichend
ist zu zeigen, dass a; = (; fiir alle j = 1,2,...,n gilt. Dann folgt x,,41 = X.

In Verfahren berechnet sich «; mit der Formel

T
p; 1; )
;= i=1,2,...,n. (3.39)
" plAp
Um die Koeffizienten ;, © = 1,2,...,n, zu berechnen, bemerken wir, dass aus

(3.37) mit b = A X folgt
b-—Ax;=AX—-—Ax;=A (§—x1) =A (iﬁjpj) = Zn:ﬁjApj. (3.40)
j=1 j=1
Multiplizieren von (3.40)) von links mit pI liefert:
p/ (b—Ax;) =p/ <zn: B; Apj) = anﬁj p,Ap;=4p, Ap;, (341
j=1

j=1

wobei wir im letzten Schritt genutzt haben, dass pl A p; = 0 fiir j # i (da die
Richtungsvektoren py, pa, ..., pn A-konjugiert sind). Durch Auflésen von (3.41))
nach 3; erhalten wir die folgende explizite Formel fiir f;:

pZ-T (b — Axl) B pZ-Trl
PZ'TA Pi piTA Pi ’

Bi = i=1,2,...,n. (3.42)

Diese unterschiedet sich auf den ersten Blick von (3.39)). Allerdings folgt aus (3.38)
fiir das Residuum r;

i—1
I‘Z’b—AX,'b—A<X1+ZCYjpj>

J=1
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(b—Ax) Za]Apj—rl Z&JAPJ (3.43)

Multipliziert man in ([3.43)) von links mit p/ und nutzt anschliefend p? Apj =0
fir 7 # i (da die Richtungsvektoren py, po, . . ., pn A-konjugiert sind) aus, so folgt

i—1 i—1
I <r1—zajAPj> pTr - S aypTAp,

j=1 j=1
= plry, i=1,2,...,n. (3.44)
Aus (3.42), (3.44) und (3.39) folgt nun
T T ..
=i _ Pl _ 19 . n

p,Ap; PpP;Ap;
Also ergibt sich aus (3.37) und aus (3.38) mit £ = n + 1 und aus o; = f3;,

i=1,2,...,n, dass gilt x,,;1 = X. Damit liefert das Verfahren nach hoéchstens n
Schritten die eindeutig bestimmte Losung X von Ax = b. [

Wir miissen noch diskutieren, wie die A-konjugierten Richtungsvektoren
gewahlt werden sollen. Am geschicktesten wére es sicherlich, diese nicht vorab
sondern in jedem einzelnen Iterationsschritt zu wahlen. Wir hoffen dann auch,
dass das Verfahren schon nach weniger als n Schritten abbricht.

Die erste Richtungsvektor ergibt sich aus p; = r; = b—A x;. Wir nehmen nun an,
dass wir bereits die A-konjugierten Richtungsvektoren pi,po,...,p; bestimmt
haben. Falls das Verfahren mit x;1; = X abbricht, sind wir fertig. Andernfalls
miissen wir eine weiteren Richtungsvektor p;;; bestimmen, der zu py, p2, ..., P;
A-konjugiert ist. Wir machen dazu den folgenden Ansatz

J J
Pj+1=b—Ax;+ E Bk Pk = Tjp1 + E Bk Pk- (3.45)
—— ) —
=Tj+1

Der neue Richtungsvektor soll also das Residuum r;,; plus eine geeignete
Linearkombination der vorherigen Richtungsvektoren pi, po,. .., p; sein.
Die Koeflizienten 8,5, k = 1,2, ..., 7, sind durch die Bedingungen, dass p;41 zu
Pi, P2, .., P; A-konjugiert ist, eindeutig festgelegt. Wir multiplizieren also ([3.49)

von links jeweils mit p/ A, i =1,2,...,7, und fordern p/ A p; 4 = 0:

J
0=p/Apj1=p; A (rj+1 +) B Pk)
k=1
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J
=pi Arjir+ Z Bixp; Apr=p; Arjy + B p; Api, (3.46)
k=1

wobei wir im letzten Schritt p! A pp = 0 fiir k # ¢ genutzt haben. Auflésen von
(3.46) nach j;; liefert

T
P AT (pi A1)’ T AP

Bis = = —gpi = = - ,
o P;TFA bPi PZTA bi PiTA P

Man kann zeigen, dass die Koeffizienten f;1,...,8;,-1 in (3.47) automatisch
null sind (siehe |7, Remark 6.10]), so dass

i=1,2,...,7. (3.47)

rl

X .
Biy1:= B = — —j; (3.48)

der einzige Koeffizient ungleich null ist. Damit folgt aus (3.45)) die folgende Formel
fiir den neuen Richtungsvektor

Pj+1 = Tj11 + Bj+1 Py (3.49)

Der generische Minimierungsalgorithmus Verfahren mit der Wahl (3.49) mit
(3.48)) fiir die Richtungsvektoren liefert das Verfahren der konjugierten Gra-
dienten (oder CG-Verfahren):

Verfahren 3.23. (Verfahren der konjugierten Gradienten)

Gegeben seien eine positive definite, symmetrische Matrix A € R"*"
und eine rechte Seite b € R". Weiter seien ein Startvektor x; € R" gegeben.

Initialisierung: Setze p1 =11 =b — AX3.

Firj=1,2,...,n fiihre die folgenden Schritte durch

(1) Berechne die Schrittweite aj = ———

(2) Berechne die verbesserte Niherung Xji1 = X;j + a; pj.

(3) Berechne das Residuum rj1; =b — Axjy.

(4) Berechne fBjq = — 12
Pj
(5) Wihle den neuen Richtungsvektor pji1 =rji1+ Bit1Ppj-.

bis in Schritt (3) rj41 = 0 auftritt. Dann stoppe.
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Wir zeigen nun, dass die in Verfahren gewahlten Vektoren pq, ps,... in der
Tat A-konjugiert sind und dass das Verfahren nach spétestens n Iterationsschrit-
ten abbricht und die Losung X von A x = b liefert.

Satz 3.24. (Eigenschaften des CG-Verfahrens)

Gegeben seien eine positive definite, symmetrische Matrix A € R"™"
und eine rechte Seite b € R"™. Weiter seien ein beliebiger Startvektor x; € R”

gegeben. Die im CG-Verfahren (siche Verfahren|3.23) vorkommenden Rich-
tungsvektoren p; und Restduen r; haben die folgenden Eigenschaften:

(1) pl'Ap;=0 fir j=1,2...,i—1,
(2) rr;=0 fir j=1,2...,i—1,
(3) pjrj=rir; fir j=12...1

Das CG-Verfahren bricht nach hochstens n Schritten ab. Wenn das C'G-
Verfahren mat j Schritten abbricht, dann sind rjy1 = b — Ax;41 = 0 and
Pj+1 = 0, d.h. xj11 ist die eindeutig bestimmte Losung X von Ax = b,
also xj41 = X. Also liefert das CG-Verfahren nach hichstens n Schritten die
eindeutige Losung X von Ax = b.

Der nachfolgende Beweis von Satz ist technisch und wird nicht in der Vorle-
sung besprochen. Er ist fiir mathematisch Interessierte der Vollstandigkeit halber
im Skript aufgefiihrt.

Beweis von Satz [3.24; Wir beweisen zundchst Eigenschaften (1) bis (3) mit
vollstandiger Induktion iiber ¢:

Induktionsanfang: Fiir ¢ = 1 gibt es fiir (1) und (2) nichts zu zeigen; (3) folgt
automatisch, da p; = ry. Also betrachten wir als Anfangsschritt fiir alle drei
Eigenschaften ¢ = 2. Wir finden

PaApy = (ro+ Bop) Apr=rIAp + 5 plAp

wobei wir die Formel fiir 3, eingesetzt haben. Dieses zeigt, dass (1) fiir i = 2 wahr
ist. — Um (2) fiir ¢ = 2 zu tiberpriifen, nutzen wir p; = r; und die Formel fiir a:

rgrl = (b — AXQ)Trl = (b — A(Xl + oq p1>)TI'1
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T rljpl
= ((b —Axy) —ay Apl) r; = (r; — OélApl)Tl“l = (r1— OélApl)TPl
—_———
=r;
_T_TA_T_plrlTA_T_T_
=r;p1—a1piAp1=r] P TAp p1Apr =1 p1—p;r1 =0,
1 1

womit (2) fiir ¢ = 2 nachgewiesen ist. — Schlieklich gilt

pg ro = (ro + fo pl)T ro = I‘QT ro + o p1T ro,

und (3) ist fiir 4 = 2 nachgewiesen, wenn wir zeigen konnen, dass pl ry = 0 ist.
Dazu gehen wir wie folgt vor:

piro=p; (b—Axy)=p (b—A(xi+a1p1)) =pi ((b—Ax;)—a; Api)
——_———

=r
:p{(rl — a1 Ap) =p1Tr1 _OélplTApl ZP{Ij _pT—

wobei wir die Formel fiir o im letzten Schritt verwendet haben. Damit ist (3)

fiir ¢ = 2 iiberpriift, und wir haben einen Induktionsanfang fiir alle drei Aussagen
(1), (2) und (3) fiir ¢ = 2.

Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, dass die Aussagen (1), (2) und (3) alle
fiir alle 7 = 2,...,4 mit einem ¢ > 2 gelten.

Induktionsschritt i ~ i + 1: Wir zeigen zuerst, dass (2) mit ¢ + 1 (statt ¢) gilt.
Per Definition gilt

rip=b—-Ax;=b-A(xi+ap)) =b—-Ax;—a;Ap; =r; —a; Ap;.

(3.50)

Mit (3.50), der Induktionsvoraussetzung (1) und (2) und r; = p; —5; pj—1 (Wegen
p; =r; + 3;pj_1) gilt fir j =1,2,...,7 — 1 direkt
[B-50)
7 T
rl T, = (ri — q; Api) rj=r; r; —q;p; Ar;
=r; r; —a;p; A (p; — B pj-1)
= rl-T rj — oy pZ-TA P — ;B p;fFA p;-1=0.
=0 =0 =0
Fiir j = i nutzen wir (3.50), r; = p; — Bipi-1 (wegen p; = 1; + Bip;-1), die
Formel fiir oy; und die Identitéat
p;Ar;=p/A(pi—Bipi-1) =P, Ap, — B p; Api.1 = P, Ap; (3.51)
=0
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(wobei die Induktionsvoraussetzung (1) im letzten Schritt genutzt wurde) und die
Induktionsvoraussetzung (3), um zu folgern, dass gilt

(3-50) T
T T T T T T P, i
r, T = (ri—oziApi) r,=r; r;,—o;p;Ar; =r1; 1; — TA p; Ar;
i A Pi
3.51 olr
1T i i _ T T. _
= I, r— TA p;Api=r; r;—p; r;=0.
p; A DPi

(Im letzten Schritt wurde (3) mit j = ¢ genutzt.) Damit ist (2) fiir i 4+ 1 bewiesen.
Als Néchstes zeigen wir Aussage (1) fiir ¢ + 1. Zunéchst gilt
T
Piy1 APj= (tii + B pi) Apj =1/ Apj+fiip; Ap;.  (3.52)
Fiir j = ¢ folgt aus (3.52)) mit der Formel fiir ;11

P;TFH Ap; = r¢T+1 Api+ Bt P;TFA Pi

T
r; AP 7

T T T
=1, Ap; — p,TApi p,Ap,=r, Ap,—r, Ap;,=0.
Fir j = 1,2,...,¢ — 1 bemerken wir zunéchst, dass, falls o; = 0 ist, (mit der
Formel fiir «;) direkt pjT r; = 0 folgt. Weiter gilt dann nach der Induktionsvor-

aussetzung (3) 0 = pjT r, = ro r; was impliziert, dass r; = 0 ist. Also wiirde

die Iteration stoppen, wenn o; = 0 ist, und dann ist nichts mehr zu zeigen. Also
nehmen wir an, dass a; # 0 gilt. Dann folgt aus (3.50))

riy1 =1, — Apz S Apj = — (I‘j — rj+1). (353)

Mit der Formel fiir p; 1, der Induktionsvoraussetzung (1) und Formel (2) fiir i+ 1
(welche wir bereits bewiesen haben) folgt daraus fiir j =1,2,...,i— 1

T
Pl Ap; = (tiy1+ Bi1pi) Apj=r/  Ap;+ Bis1 P, Ap;
——

=0
ES ]
_ T + T _ T .. T ..
=T Ap; = o, Litl (rj —1j41) = — (Tipar — T ) =0
J J
Dieses beweist Aussage (1) fiir ¢ + 1.
Um (3) fiir i + 1 nachzuweisen, miissen wir nur p.,r;1 = ri, I zeigen,

denn fiir j = 1,2,...,4 gilt p;rrj = rJTrj per Induktionsvoraussetzung (3). Um
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Pl Tit1 = Tl Tiy1 zu zeigen, nutzen wir, dass f(x) = $x’Ax — b'x per
Konstruktion sein Minimum entlang der Geraden x;1 4+t p;, t € R, bei x;.1, also
bei t = 0, annimmt. Dieses bedeutet, dass die Ableitung der Funktion ¢ : R — R,
o(t) = f(xix1 +tpi) (wobei f der CG-Funktional ist), die Bedingung ¢/'(0) = 0
erfiillt. Mit der Kettenregel folgt daraus (vgl. (3.30)))

0=¢'(0)=p; (V)(xis1) =p; (Axi11 —b) =—p] 1i41.

Daraus folgt

T T T T T
Pii1Tit1 = (ri+1 + Bit1 Pi) Tiy1 =T Tip1 + Biy1 P; Tig1 = T Tiyl,
——

=0
womit (3) fiir ¢ + 1 bewiesen ist.

Das Verfahren stoppt, wenn r;,; = 0 ist. Ist r; 1 # 0, so entsteht ein weite-
rer A-konjugierter Richtungsvektor p;q, und mit diesem neuen Richtungsvektor
wird ein weiterer Iterationsschritt durchgefiihrt. Da jeder Iterationsschritt einen
Richtungsvektor pj;; generiert und da die Richtungsvektoren nach Aussage (1)
A-konjugiert und damit (nach Hilfssatz linear unabhingig sind, kénnen
héchstens n — 1 Iterationsschritte durchgefiihrt werden, in denen ein Richtungs-
vektor p; 41 # 0 entsteht. (In R” sind mehr als n Vektoren immer linear abhéngig. )
Also tritt spatestens im n-ten Iterationsschritt die Situation auf, dass pj1; = 0
ist. Dann folgt mit (3)

T T T 2
0=0"rjy =pjurj =Tt =rull; = ra=0
Also gilt
O=r;,;=b-Ax;; <+ b=Ax;,; < x=A"b=x

d.h. spitestens im n-ten Schritt erhalten wir die eindeutige Losung X des linearen
Gleichungssystems A x = b. ]

Man kann das CG-Verfahren (Verfahren [3.23) noch verbessern, soweit die Imple-
mentierung betroffen ist. Dazu werden einige Schritte im Verfahren so umgeformt,
dass sich der Rechenaufwand reduziert. Wegen Satz [3.24] (3) gilt

T T
p;r;  rr; |3

p’Ap; plAp;, plAp;’

(3.54)

Oéj:

Weiter gilt wegen x;11 = X; + o pj

I'j_|_1:b—AXj_H:b—A(Xj—f—Oéjpj) :b—AXJ—Oé]Ap]:I'j—OéJApJ
——

:I‘j
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- rjt1 =T — O Apj = Q Apj =Tr; —TIj41. <355>
Mit (3.55)) folgt Ap; = a;l (rj —rjq1), so dass

-0
T T 1 T T
B,y = ri 1 Ap; Ty (rj —rj1) LTy
gt — T o T . - . T .
P; Ap; P; Ap; o P; Ap;
T . T T ) T ) T ) 2
o lriarin PADP T Tt TigTien |3 (3.56)
- T - T T - T - T - 2 :
o; p;Ap; p;r; P;Ap; p; I Ir; ;13

wobel wir Satz [3.24] (2), die Formel fiir a; und zuletzt Satz [3.24] (3) verwendet
haben. Der Vorteil an jeweils der Darstellung in ([3.54)), und ist, dass
jeweils nur eine Matrix-Multiplikation A p; involviert ist, und deren Ergebnisvek-
tor kann man nach der ersten Berechnung von A p; abspeichern und spéter damit
weiter rechnen. Ansonsten sind nur Skalarprodukte zur Berechnung erforderlich.

Mit (3.54), (3.55) und (3.56)) erhalten wie die nachfolgende numerisch effizientere
Version des CG-Verfahrens.

Verfahren 3.25. (Verfahren der konjugierten Gradienten)

Gegeben seien eine positive definite, symmetrische Matrix A € R™"
und eine rechte Seite b € R"™. Weiter seien ein Startvektor x; € R™ gegeben.

Initialisierung: Setze p1 =11 =b — AX.

Fir 3 =1,2,...,n fihre die folgenden Schritte durch

(1) Berechne die Schrittweite o =

(2) Berechne die verbesserte Niherung Xj+1 = Xj + a; pj.

(3) Berechne das Residuum rji3 =r; —a; Ap;.

. 2
(4) Berechne P41 = ”rﬂ+1|2’2 .
512

(5) Wihle den neuen Richtungsvektor pji1 =rji1+ Bjt1P;-

bis in Schritt (3) rj41 = 0 auftritt. Dann stoppe.

Ein Iterationsschritt des CG-Verfahrens benétigt O(n?) elementare Rechenope-
rationen. Da das CG-Verfahren nach spétestens n Schritten stoppt, werden ins-
gesamt hochstens O(n3) elementare Rechenoperationen ausgefiihrt.

Betrachten wir ein Beispiel. Zur Berechnung nutzen wir dabei Verfahren [3.25]
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Beispiel 3.26. (Verfahren der konjugierten Gradienten)

3 0 1
2 2
Wir wollen das LGS Ax=bmit A= [0 3 0| und b= 1] per Hand
1 3
1 g 3 .|
2 2

mit dem CG-Verfahren 16sen. Als Startvektor wahlen wir x; = 0.

In Beispiel haben wir schon iiberpriift, dass die symmetrische Matrix A
positiv definit ist, so dass es Sinn macht, dass CG-Verfahren anzuwenden.

Schritt 1: Wir haben

0 1
x;=0= 10 und py=ri=b—-Axi=b—-A0=b-0= 1
0 —1

Mit [|r1]]3 =3 und

20 4 1 1
Ap;=10 30 = | 3], pi Api=[1;1;-1] | 3| =5
1 3 _ _ _
1o 1 1 1
bekommen wir

[riflz 3
o] = = —.
" pfAp, 5

Damit ist die Iterierte
0
3 3
Xo =X +a1p1= |0 += 1| == 1,
0 5) H

und das zugehorige Residuum ist

1 2

3 1
r2:r1—oz1Ap1: 1 —5 3 :5 —4
—1 —1 —2

24
Wir finden ||raf|3 = 5% and damit

24
5 lmlE 35 8

ol 3 257
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so dass der neue Richtungsvektor ps wie folgt lautet

] 2 g 1 ] 18 6 3
P2=r2+52pl=g —4 +% 1 =5 —12 =5 —2
—2 -1 —18 -3

24
Schritt 2: Da ||ra|ls = \/% # 0 ist, filhren wir einen zweiten Schritt des
CG-Verfahrens durch.

3 1
3.0 1
2 Vo2 g | 9 6 | 5| 18| .
1 3 _ _ _
s U3 3 s L
Mit
1
6 18 18- 6 216
T
PAP: = 55 [3 =23 7 I 125

und |23 = 3 (aus dem ersten Schritt des CG-Verfahrens) bekommen wir

24
oIl %215 s
2T pIAp, 216 25216 O
125
Daher ist die zweite Iterierte durch
1 1
3 5 6 s 1 % 1 0 1
X3=X2+042P2=5 1 +§% —2 :1—5 9 —|—1—5 —4| = 3
—1 -3 -9 —6 —1
gegeben, und das neue Residuum ist
1 2 518 L 1 2 2 L 0
I'3=I'2—042Ap2=g —4 —5% —2 :g —4 —5 -2 =10
—2 —1 —2 -1 0
Da rg = 0 ist, bricht das CG-Verfahren nach zwei Schritten ab und liefert die
1
korrekte Losung X = x3 = % R Y

—1
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Wir lernen jetzt noch einige Informationen iiber die Konvergenz des Verfahren
der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren). Dabei wird es sich aber aus
Zeitgriinden nur um einen kurzen Uberblick handeln. Fiir die Details, weitere
Zwischenergebnisse und die Beweise wird z.B. auf |7, Teilkapitel 6.3| verwiesen.

In Hilfssatz haben wir gelernt, dass fiir jede positiv definite, symmetrische
Matrix A € R™" durch

(x,y)a :=x' Ay (3.57)

ein Skalarprodukt auf R" definiert ist, das sogenannte A-Skalarprodukt, und
bzgl. dieses A-Skalarprodukts sind die Richtungsvektoren py, po, ..., pm im CG-
Verfahren orthogonal, da sie nach Satz (1) A-konjugiert sind. Das durch
definierte A-Skalarprodukt induziert eine Norm auf R" mittels

Ix|[a == V(X,x)a = VXTAx. (3.58)

Man nennt (3.58) die A-Norm. Dass es sich bei (3.58) um eine Norm handelt,
zeigen wir am Ende dieses Teilkapitels. Dieses folgt relativ leicht aus den Eigen-
schaften des Skalarprodukts (3.57)).

Definition 3.27. (i-ter Krylovraum)

Seien A € R und p € R". Fir i € N st der i-te Krylovraum zu A
und p wie folgt definiert

Ki(p,A) = Span{p,Ap,A’p,..., A" 'p}.

Dabei ist A mit k € N als A¥ = AA--- A zu interpretieren.
H/—/

k-mal
(Fir x1,Xs,...,X;, € R" bezeichnet Span{xy,Xs,...,X,,} die Menge aller
Linearkombinationen der Vektoren x1,Xa, ..., Xpy,. Span{xy, Xa, ..., X, } wird
auch die lineare Hille von x1,Xa, ...,X;, genannt.)

Der i-te Krylovraum K;(p, A) ist per Definition ein Untervektorraum von R”",
und es gilt dim (lCi(p,A)) < 4, da der Untervektorraum IC;(p, A) von den
i Vektoren p, Ap,A?p,..., A" p aufgespannt wird. Diese miissen aber nicht
linear unabhéngig sein: Ist p zum Beispiel ein Eigenvektor zu einem Eigenwert A
von A, dann folgt fiir alle 2 € N

Ki(p,A) = Span{p, Ap, \°p, ..., A" ' p} = Span{p} = Ki(p, A),

und C;(p, A) ist fiir jedes ¢ € N nur eindimensional.
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Betrachten wir aber eine positiv definite, symmetrische Matrix A und die im
Verlauf des CG-Verfahrens generierten Richtungsvektoren py, pa, - . ., Pm, S0 kon-
nen wir sehr viel stiarkere Aussagen iiber die Krylovrdume zu A und dem ersten
Richtungsvektor p; treffen. Dieses lernen wir im nachfolgenden Hilfssatz.

Hilfssatz 3.28. (Krylovraume des CG-Verfahrens)

Seien A € R™" eine positiv definite, symmetrische Matrix und b € R".
Seien p1,P2, ..., Pm undri,ro, ..., 1, die im Verlaufe des CG-Verfahrens zur
Losung von A x = b berechneten Richtungsvektoren und Residuen, wobei
das CG-Verfahren nach m < n Schritten mit v, 1 = 0 (und vorher r,, #0)
stoppe. Dann gilt fiir die Krylovraume zu A und p;

Ki(p1,A) = Span{pl, P2, ... ,pi} = Span{rl, ry, ... ,ri} (3.59)

firi =1,2,...,m. Insbesondere folgt daraus dim (ICZ-(pl, A)) = 1 fiir jedes
1=1,2,...,m, da die Vektoren p1, P2, ..., Pm per Konstruktion A-konjugiert
und somit linear unabhdangig sind.

Warum ist Hilfssatz [3.28 interessant? Um dieses zu sehen, miissen wir die
[terierten x; des CG-Verfahrens genauer untersuchen: Die Losung X des linearen
Gleichungssystems A x = b und die Iterierten x; des CG-Verfahrens kénnen
jeweils wie folgt geschrieben werden:

m i—1
ile—l—Zoszj bzw. Xi:xl—l—Zoszj, i=1,2,....,m+1.
j=1 j=1

(3.60)

Dieses folgt, wenn man die Beziehungen x;11 = x; +a;p;, j = 1,2, ..., m, nach-
einander ineinander einsetzt. Nach Hilfssatz ist es moglich, ein beliebiges x
aus dem affin linearen Krylovraum

X1 + K:z'—l(pla A) = {Xl +7Z : Zc¢€ ICi_l(p, A)} (361)
wie folgt darzustellen:

i—1

J=1

Insbesondere gilt mit (3.62) wegen (3.60) die Beziehung x; € x; + K;_1(p1, A)
firi=1,2,...,m+ 1. Aus (3.60)) folgt

m i—1 m
X —X; = (xl +Zajpj> — (Xl +Zajpj> = Zaj.
j=1 j=1 j=i
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Da die Richtungsvektoren p1, po, ..., pm A-konjugiert sind, folgt in der A-Norm

[Ene - (Eew) 4 (En)

1—1

m m m m
=>_ D ajorp Ap; < ZZ jax Py App+ > ok — Bil” pL A px

j=i k=i j=i k=i k=1 >0

3

. o
Z Q; pjTA Pr + (aj — B5) (ar — Br) P]TA Pk
j=i k=i j=1 k=1 N
=0 fur j#k

——
=0 weil j#k

m i—1 T m 1
= (Z a;p;+ ) (aj = B) Pj) A (Z apr+ ) (o= Bi) pk)
— k=i k=1

2

m i1 2 m 1
=12 aipi+ ) (0= B)p; >_ P =) Bip;
7=t Jj=1 A J=1 =1 A
m i—1 2 5
= X1+Za]pj_<xl+zﬁjpj :HQ_XHA’
. j=1 N j=1 A

wobei x der beliebige durch (3.62)) gegebene Vektor in x; + K;_1(p1, A) ist. Da
die obige Rechnung fiir jedes beliebige x € x; + K;_1(p1, A) gilt, folgt

|x — XZHA <[x—x[la forallx € x; + Ki1(p1, A). (3.63)

Die Ungleichung (3.63)) bedeutet, dass unter allen Vektoren im affin linearen Un-
terraum x1+/;_1(p1, A) die Iterierte x; des CG-Verfahrens in der A-Norm
den kleinsten Abstand von der Losung X von Ax = b hat. Wir halten
dieses als Satz fest.

Satz 3.29. (Bestapproximationen in den affinen Krylovraumen)

Seien A € R™" eine positiv definite, symmetrische Matrix und b € R".
Das CG-Verfahren zur Losung von Ax = b mit dem Startvektor xq stoppe
nach m < n Schritten. Die Iterierte x;, i € {1,2,...,m + 1}, des CG-
Verfahrens ist die Bestapproxzimation der Losung X von Ax = b in dem
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affinen Krylovraum x; + K;_1(p1, A), definiert durch (3.61), bzgl. der A-
Norm || - ||a. Dieses bedeutet, dass gilt

IX —x;][a < X —x|[a  fiir allex € x1 + K;_1(p1, A). (3.64)

Wir bemerken, dass wir (3.64]) dquivalent wie folgt schreiben kénnen:

|1X — x;][a = min X — x]|a (3.65)
XEX1+ICZ‘_1(I)1,A)

Da die affinen Krylovraume x; + K;_1(p1, A) mit wachsendem i mehr Vektoren
enthalten (wegen dim (K;_1(p1,A)) = ¢ — 1) ist es absolut plausibel, dass aus
folgt, dass der absolute Fehler (in der A-Norm) der Bestapproximation x;
in x; + K;—1(p1,A) in der Regel kleiner sein sollte als der absolute Fehler (in
der A-Norm) der Bestapproximation x;_; in dem kleineren affinen Krylovraum
x1 + K;—2(p1, A). Die Folge der absoluten Fehler || X —x;||a in der A-Norm sollte
also mit wachsendem ¢ streng monoton fallen. Dieses ist in der Tat der Fall:

Hilfssatz 3.30. (Fehler der Iterierten des CG-Verfahrens nimmt ab)

Seien A € R™" eine positiv definite, symmetrische Matrix und b € R".
Das CG-Verfahren zur Losung von Ax = b mit dem Startvektor x; stoppe
nach m < n Schritten. Fir die Iterierten x;, i € {1,2,...,m + 1}, des
CG-Verfahrens gilt dann

IX —xit1lla < [|[X —xilla firallei=1,2,...,m. (3.66)

Weiter kann man den folgenden nicht-trivialen Satz beweisen (vgl. [7, Teilkapi-
tel 6.3] fiir die Herleitung):

Satz 3.31. (Fehlerabschéatzung fiir das CG-Verfahren)

Sei A € R™" eine positiv definite, symmetrische Matriz, und seien
A > X>.. >0 >0

die n nicht notwendigerweise verschiedenen positiven, reellen FEigenwerte
von A. Sei b € R", und sei X die eindeutig bestimmte Lésung von Ax = b.
Das CG-Verfahren zur Losung von Ax = b mit dem Startvektor x; stoppe
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nach m < n Schritten. Dann erfillen die Iterierten x;, i € {1,2,...,m+ 1},
des CG-Verfahrens die folgende (a priori) Fehlerabschdtzung

condy(A) — 1) B | (3.67)

eonda(A) 4+ 1
A

wobei condy(A) = || Al ||ATY|2 = )\—1 die Konditionszahl der Matrixz A

n

1% = xilla <2[x = xif[a <

bzgl. der 2-Norm ist.

Wir beobachten zunéchst, dass fiir den Quotienten in (3.67)) gilt
condy(A) — 1

0< <1
eonday(A) 41

[st die Matrix A allerdings fast singuldr (also wenn einige der Eigenwerte fast
null sind, d.h. \g11 =~ ... = A\, = 0), dann wird conds(A) extrem grok, d.h. die
Matrix ist sehr schlecht konditioniert. Fiir den Quotienten in (3.67) gilt dann

condy(A) —1 .

eondy(A) 41 o

d.h. das CG-Verfahren konvergiert sehr langsam. Man sollte dann versuchen die
Matrix durch eine geeignete Transformation so zu verdndern, dass die Konditi-
onszahl der neuen Matrix deutlich kleiner ist und erst danach das transformierte
lineare Gleichungssystem mit dem CG-Verfahren losen.

Zuletzt liefern wir noch den Nachweis, dass es sich bei der A-Norm (vgl. (3.58))
wirklich um eine Norm fiir R" handelt:

Nachweis: Da (x,y)a = xT Ay fiir x,y € R" (nach Hilfssatz ein Skalar-
produkt auf R” definiert, erfiillt dieses die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

‘(X, y)A’ <AV XA VY. Y)A fiir alle x,y € R". (3.68)

Dieses wollen wir nutzen, um die Norm-Eigenschaften zu tiberpriifen.

Aus den Eigenschaften (S4) und (S5) eines Skalarprodukts folgt
Ix|[a = V/(x,x)a >0 fiir alle x € R".
Also definiert
[ [la = R* = [0;00[,  [Ix[la = v/ (x,x)4,

eine Funktion mit der Zielmenge [0; o0].
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(1) Es gelte |[|x[|a = /{(x,x)a =0 <= (x,x)a = 0. Dann folgt aus den
Figenschaften (S4) und (S5) eines Skalarprodukts, dass x = 0 ist.

(2) Fiir jedes x € R™ und jedes o € R gilt wegen der Eigenschaften (S2) und
(S3) des Skalarprodukts

lax|la = V{ax,ax)a = Valax,x)a = /a2 (X,X)a
= Vol (x,x)a = o] v(x,x)a = o] [[x]|a-

(3) Mit [|x||]a = +/(x,x)a konnen wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
(13.68]|) wie folgt schreiben:

[, y)al < [xllallylla  forallxy e R (3.69)

Mit (3.69) und den Eigenschaften des Skalarprodukts folgt

Ix+ylla=V{x+y,x+y)a
=V{x+y.x)a+ x+y,y)a
=/ (xx)a + (y,x)a + (X, y)a + (¥, ¥)a

= JIIxI + 2,04 + Iyl

< Il + 216 v)al + Iy 14

: 2
< \/HXHA +2x[[allylla+ llyla

— (Ixlla + [iylla)®

= [[x|la +[lylla  forall x,yecR"

also ist die Dreiecksungleichung nachgewiesen.

Da alle drei Normeigenschaften erfiillt sind, ist || - ||o eine Norm. O
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KAPITEL 4

Losung nicht-linearer Gleichungen

Eine nicht-lineare Gleichung in einer Variablen kann in der Regel als Nullstellen-
gleichung einer reellwertigen Funktion einer Variablen geschrieben werden. Bei-
spielsweise ist 22 = @ mit a > 0 dquivalent zu der Nullstellengleichung 2> —a = 0.
Wir suchen nun also die Nullstellen der Funktion f : R — R, f(z) = 2% — a.
Analog kann man ebenfalls ein System von n nicht-linearen Gleichungen mit n
Unbekannten als ein Nullstellenproblem einer Funktion f : D — R” mit D C R”
schreiben. Gesucht sind dann alle x € D mit f(x) = 0. In diesem Kapitel interes-
sieren wir uns dafiir, wie man solche Nullstellenprobleme numerisch 16st,
d.h. Ndherungswerte fiir die Nullstellen berechnet. Dieses geschieht mit geeigne-
ten Iterationsverfahren.

Das Problem der Nullstellenberechnung tritt in Anwendungsproblemen haufig als
ein Teilproblem auf, z.B bei der numerischen Losung einer Differentialgleichung
mit einem impliziten Einschrittverfahren (vgl. Kapitel .

Wir betrachten zunéchst den eindimensionalen Fall, d.h. wir suchen die Null-
stelle(n) einer reellwertigen Funktion einer Variablen. Ein wichtiges Hilfs-
mittel fiir die Existenz einer Nullstelle ist der Zwischenwertsatz, den Sie vermutlich
aus [Threr Mathematikvorlesung kennen:

Satz 4.1. (Zwischenwertsatz)

Sei f : [c;d] — R eine stetige Funktion, und seien a und b zwei beliebige
Punkte in den Intervall [c; d] mit der Eigenschaft ¢ < a < b < d. Dann gibt es
zu jedem Wert y zwischen f(a) und f(b) einen Punkt z € [a;b] mit f(z) = y.

123
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IUNENE NN (5.1, 7.48)

8
) f(b)
f@)z%%+§—mﬂﬂ@6

S S T il

Abb. 4.1: Veranschaulichung des Zwischenwertsatzes: Da f stetig ist, werden im
Intervall [a; b] alle Werte zwischen f(a) und f(b) als Funktionswerte angenommen.

Der Zwischenwertsatz ist in Abbildung [4.1] veranschaulicht. Anschaulich bedeutet
die Stetigkeit von f auf dem Intervall [¢; d], dass man den Graphen von f ohne
Absetzen durchzeichnen kann. Da also der Graph von f die Punkte (a; f (a))
und (b; f(b)) mit einer durchgehenden Kurve verbindet, muss diese insbesondere
auch fiir jeden Wert y zwischen f(a) und f(b) einen x-Wert z haben, fiir den

(25 f(2)) = (279), also f(z) =y, gilt.

In diesem Kapitel brauchen wir insbesondere den folgenden Sonderfall des Zwi-
schenwertsatzes, bei dem der Funktionswert 0 als Zwischenwert auftritt:

Folgerung 4.2. (Existenz einer Nullstelle)

Sei f : [c;d] — R eine stetige Funktion, und seien a und b zwei beliebige
Punkte in den Intervall [c; d] mit den Figenschaften ¢ < a < b < d und

fla) <0< f(b)  oder  f(a) 202 f(b).

Dann hat f in [a;b] mindestens eine Nullstelle.
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4.1 Bisektionsverfahren

Wir betrachten eine Funktion f, die auf dem Intervall [a;b] definiert und stetig
ist. Es gelte weiter

fla)- f(b) <0,

d.h. f(a) und f(b) sind beide ungleich null und haben unterschiedliche Vorzeichen.
Dann nimmt f nach dem Zwischenwertsatz in dem Intervall [a; b] mindestens ein-
mal den Wert 0 an. Es gibt also ein z € ]a; b mit f(z) = 0. (Anders ausgedriickt,
f wechselt in dem Intervall Ja; b] mindestens einmal sein Vorzeichen.) — Wie kann
man auf einfache Weise eine Naherung fiir eine solche Nullstelle z berechnen?

Die Idee des Bisektionsverfahrens zur Nullstellenfindung ist wie folgt: Wir tei-
len das Intervall [a;b] in zwei gleich grofse Teilintervalle auf und behalten das
Teilintervall, in dem f garantiert eine Nullstelle hat. Die Wahl des zu behalten-
den Teilintervalls erfolgt, indem wir die Funktionswerte an den beiden (neuen)
Teilintervallenden multiplizieren und das Teilintervall nehmen, bei dem wir dabei
einen nicht-positiven Wert fiir das Produkt der Funktionswerte erhalten.

Genauer sieht die Vorgehensweise des Bisektionsverfahrens wie folgt aus:

Schritt 1: Wir setzen aq := a und by := b.
(Nach Voraussetzung gilt f(ai) - f(b1) < 0.)

a1 + by

Wir definieren ¢; := (Dann erhalten wir mit [a1;c1] und [cq; by] zwel

gleich grofe Teilintervalle der Léange (b — a)/2.)
Ist f(c1)- f(b1) <0, so setzen wir as := ¢; und by := by.

Andernfalls (also wenn f(c1) - f(b1) > 0 und damit f(a1) - f(c1) < 0 ist) setzen
Wir as := ay und by := ¢y.

(Wir haben also jetzt ein Teilintervall [ag; bo] der Lénge (b — a)/2 gefunden, in
dem garantiert eine Nullstelle von f liegt.)

Schritt 2: (Nach Voraussetzung gilt f(as) - f(b2) < 0.)
as + bo

Wir definieren ¢o := (Dann erhalten wir mit [ag; co] und [co; bs] zwei

gleich grofse Teilintervalle der Lange (b — a)/4.)
Ist f(c2) - f(be) <0, so setzen wir az := ¢y und b3 := bo.

Andernfalls (also wenn f(c2) - f(b2) > 0 und damit f(az) - f(c2) < 0 ist) setzen
Wir as := a und b3 := co.
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(Wir haben also jetzt ein Teilintervall [as; b3] der Lénge (b — a)/4 gefunden, in
dem garantiert eine Nullstelle von f liegt.)

Schritt n: (Nach Voraussetzung gilt f(a,) - f(b,) <0.)

: . an +b L .
Wir definieren ¢, := ————. (Dann erhalten wir mit [a,;c,] und [c,; b,] zwei

gleich grofse Teilintervalle der Lange (b — a)/2™.)
Ist f(cn) - f(by) <0, so setzen wir a1 := ¢, und b, 1 := by,.

Andernfalls (also wenn f(c,) - f(b,) > 0 und damit f(a,) - f(c,) < 0 ist) setzen

WIT @11 = a, und b, := c,.

(Wir haben also jetzt ein Teilintervall [a,,1; b,11] der Liange (b — a)/2" gefunden,
in dem garantiert eine Nullstelle von f liegt.)

Abbruchkriterium /Stoppkriterium: Wir wissen nach n Schritten des Bisektionsver-
fahrens, dass eine Nullstelle von f im Intervall [a,;1;b,41] der Lénge (a — b)/2"
liegt. Also haben wir nach n Schritten eine Ndherung z := ¢, der Nullstelle be-
stimmt, deren absoluter Fehler héchstens (a — b) /2" betrégt. — Soll also eine Né-
herung z einer Nullstelle z von f mit einem absoluten Fehler |2 — z| < e (fiir eine
vorgegebene absolute Fehlerschranke € > 0) gefunden werden, so stoppen wir das
Bisektionsverfahren, sobald (b —a)/2" < ¢ ist, denn dann gilt nach Konstruktion
fiir die Naherung z = ¢,

~ b—a
2 — 2| = |cp — 2| SQ—nS&
weil z und z = ¢, beide im Intervall [a,1;b,41] der Lénge (b — a)/2" liegen.

Ist eine absolute Fehlerschranke € > 0 fiir die Ndherung z = ¢,, der Nullstelle 2
vorgegeben ist, so konnen wir durch Auflésen von

- —a
|z—z|:\cn—z|§2—n§€

nach n berechnen, nach wie vielen Iterationsschritten die gewiinschte absolute
Fehlerschranke € mit Sicherheit erreicht wird:

b—a
2n

b—a
€

b—a
In(2)>0 1n< € )
: In(2) pike ——— 2 <n

L = h—qg<e-2" < 9" = n@n

<e

iiie In (b — a) <In(2)-n
£
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wobei wir bei der Umformung von der ersten in die zweite Zeile genutzt haben,
dass der natiirliche Logarithmus In streng monoton wachsend ist und das Anwen-
den von In daher eine Aquivalenzumformung ist und die Richtung der Ungleichung
(wegen des streng monotonen Wachstums von In) erhalten bleibt.

In(2)

Fiir jedes n > wird die absolute Fehlerschranke € erreicht. | (4.1)

Wir halten das Bisektionsverfahren nun als Algorithmus fest. Dabei nutzen wir
die Signum-Funktion (oder Vorzeichenfunktion)

—1 firz <0,
sgn: R — R, sgn(x) == 0 firxz=0,
1 fiirx >0,

um zu vermeiden, dass sehr kleine Werte fiir f(c,) - f(b,) vom Computer als 0
interpretiert werden.

Verfahren 4.3. (Bisektionsverfahren)

Voraussetzungen: Die Funktion f sei stetig auf dem Intervall [a;b] und es
gelte f(a) - f(b) < 0. (Dann hat f mindestens eine Nullstelle z in ]a;b[.)

Sei ¢ > 0 die gewiinschte absolute Fehlerschranke fiir die Niherung von z.
Initialisierung: Seien a1 := a und by := 0.

Algorithmus: Firn =1,2,3,... fihre folgenden Prozess durch

a, + by,
5

(2) Falls sgn (f(cn)) - sgn (f(bn)) < 0 ist, setze a1 := ¢, und b,y1 := by,.
Andernfalls setze a,1 := a, und b,1 := c,.

(1) Definiere ¢, :=

bis byi1 — aniq < € qilt.

Dann ist zZ := ¢, aus dem letzten Schritt des Algorithmus die Néiherung mit
der absoluten Fehlerschranke ¢ fiir die unbekannte Nullstelle z, also |Z—z| < €.

Betrachten wir ein Beispiel.
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Abb. 4.2: Graph der Funktion f: R = R, f(z) = 2° — 2 — 1.

Beispiel 4.4. (Bisektionsverfahren)

Gesucht ist eine Ndherung der grofsten reellen Nullstelle der Funktion
f:R—=R, flx)y=a—2—-1=2("-1) -1,
mit der garantierten absoluten Fehlerschranke e = 0,001 = 1073,

Der Graph der Funktion f ist in Abbildung gezeichnet. Als Polynom ist f
beliebig oft differenzierbar und insbesondere stetig. Es gilt

f(2)=2(2°-1)—1=61>0,
=1(1"-1)—-1=-1<0.

Wegen f(1) = —1 < 0 < 61 = f(2) liegt nach dem Zwischenwertsatz eine
Nullstelle von f in dem Intervall [a;b] = [1;2].

Warum liegt im Intervall [1;2] nur die grofte reelle Nullstelle von f und keine
weitere Nullstelle von f7 Um dieses nachzuweisen, berechnen wir die Ableitung

fl(x) =62"—1.
Fiir die Ableitung gilt
flx)=62"-1>6-1"-1=5>0 firallex > 1.

Also ist f auf den Intervall [1; 00| streng monoton wachsend. Daraus folgt, dass
f in [1;00[ hochstens einmal die z-Achse schneidet und damit hochstens eine
Nullstelle in [1; 00| hat. Daher enthélt das Intervall [1; 2] nur genau eine Nullstelle
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n|l an bn ¢ | bu—ca f(en) fn) | f(ba) - flcn)
1 || 1,00000 | 2,00000 | 1,50000 | 0,50000 8,89 - 10" | 6,10 - 10! 5,42 - 10?
2 || 1,00000 | 1,50000 | 1,25000 | 0,25000 1,56 - 10° | 8,89 - 10° 1,39 - 10!
3 || 1,00000 | 1,25000 | 1,12500 | 0,12500 | —9,77 - 1072 | 1,56 - 10° —1,53-1071
4 1 1,12500 | 1,25000 | 1,18750 | 0,06250 6,17-107' | 1,56 - 10° 9,65 - 1071
o || 1,12500 | 1,18750 | 1,15625 | 0,03125 2,33-1071 | 6,17-1071 1,44-1071
6 || 1,12500 | 1,15625 | 1,14063 | 0,01563 6,16 -1072 | 2,33- 107! 1,44 -1072
7 || 1,12500 | 1,14063 | 1,13281 | 0,00781 | —1,96-1072 | 6,16 -1072 | —1,21-1073
8 || 1,13281 | 1,14063 | 1,13672 | 0,00391 2,06 -1072 | 6,16 - 1072 1,27-1073
9 || 1,13281 | 1,13672 | 1,13477 | 0,00195 4,27-107% | 2,06 - 1072 8,80 - 107¢
10 || 1,13281 | 1,13477 | 1,13379 | 0,00098 | —9,60 - 1073 | 4,27-107* | —4,10- 1076

Tabelle 4.1: Bisektionsverfahren zur Berechnung der grofiten Nullstelle von f(z) =

2% — 2 — 1 mit den Startwerten a; = 1 und b; = 2.

von f, und diese ist die einzige Nullstelle von f in [1;00[ und damit die grofte
Nullstelle von f.

Wir fihren daher das Bisektionsverfahren mit den Startwerten a; = ¢ = 1 und
by = b = 2 durch. Die Werte fiir a,, b,, ¢, und b, — ¢,, sowie f(c,), f(b,) und
f(by) - fcy) fir n = 1,2,...,10, sind in Tabelle angegeben. Dabei wurden
ay, by, ¢, auf eine Gleitkommadarstellung mit einer 6-stelligen Mantisse gerundet
angegeben. Die Werte von f(c,) und f(b,) bzw. f(b,) - f(¢,) wurden dabei nur
auf eine Gleitkommadarstellung mit 3-stelliger Mantisse gerundet angegeben, da
hier nur die Grokenordnung bzw. das Vorzeichen interessant sind.

Wir sehen, dass im zehnten (10.) Iterationsschritt gilt
|Z — ClO‘ S bll —all = blO — C190 = 0,00098 S 0,001

Also wird die gewiinschte absolute Fehlerschranke e = 0,001 = 1073 nach 10 Itera-
tionsschritten erreicht. Wir erhalten als Naherung fiir die (grokte reelle) Nullstelle
von f nach 10 Iterationsschritten z = ¢jp = 1, 13379. (Zum Vergleich: Der auf ei-
ne Gleitkommadarstellung mit 10-stelliger Mantisse gerundete Wert der Nullstelle
ist z = 1,134724138.)

Nach (4.1)) wird die absolute Fehlerschranke € = 0,001 = 1072 spétestens nach

| 2—1
n [ —

0,001/ In(10%) 097
~ In2  In(2) 77V

n

also nach spéatestens 10 Iterationsschritten, garantiert erreicht. Die theoretischen
Uberlegungen bestétigen also, was wir bereits an Tabelle 4.1 gesehen hatten. &
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4.2 Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren berechnet eine Folge von Annédherungen an eine Nullstelle
einer stetig differenzierbaren Funktion mit Hilfe der Tangenten an den Graphen
der Funktion. Das Newton-Verfahren ist in Abbildung [4.3|illustriert und funk-
tioniert im Detail wie folgt:

Sei f :]a; b] = R eine stetig differenzierbare Funktion, die in einen Punkt z € |a; b]
eine Nullstelle hat, also f(z) = 0. Als Startwert fiir das Newton-Verfahren brau-
chen wir eine hinreichend gute Néherung x fiir die Nullstelle z. Diese Néherung
xo kann zum Beispiel mit Hilfe eines Plots des Graphen von f bestimmt werden.

Wir nehmen nun die Tangente in (zo; f(z¢)) an den Graphen von f und bestim-
men deren Schnittpunkt mit der z-Achse. Da die Tangente in (:L‘o; f (xo)) an den
Graphen dicht bei xy eine gute Ndherung der Funktion f ist, erwarten wir, dass
der Schnittpunkt z; dieser Tangente mit der x-Achse eine verbesserte Naherung
der Nullstelle z ist.

Die Tangente in (:UO; f (:co)) an den Graphen von f ist durch das lineare
Taylor-Polynom p; von f mit dem Entwicklungspunkt z, gegeben:

pi(z) = f(wo) + f'(w0) (x — mo).

Fiir die neue (verbesserte) Naherung x; der Nullstelle z gilt py(z1) = 0, da x; als
Schnittpunkt des linearen Taylor-Polynoms p; mit der z-Achse gegeben ist. Wir
suchen also xr; mit

pi(w1) = f(wo) + f'(wo) (x1 — ) = 0, (4.2)

wobei wir benétigen, dass die Ableitung f'(xg) # 0 ist. (Falls f/(xo) = 0 gilt, ist
die Tangente parallel zur z-Achse und schneidet diese nicht oder ist identisch mit
der z-Achse, falls f(zg) = 0. In letzterem Fall ist der Startwert xy aber bereits
eine Nullstelle von f.) Auflésen von (4.2)) nach x; liefert:

f (o) 4 f'(w0) (21 — 20) = 0 — f(@o) (w1 — 20) = — f(20)

f'(z0) #0 f (o) f (o)
== —rp=— — = z9 —
L1 — 2o F(x0) L1 = o F(x0)
Die neue Naherung fiir die Nullstelle ist also gegeben durch
f(20)
= xy— : 4.3
TR Py )

Wir konnen diese Vorgehensweise wiederholen, wobei wir nun eine verbesserte
Néherung von x; fiir die Nullstelle z berechnen wollen. Dazu ersetzen wir in (4.3))
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y
p1 = Tangente n (:I;(b f(‘ro))

0.5

-1.5

filz) = a° —242?

Abb. 4.3: Illustration des Newton-Verfahrens: Fiir den Startwert x( legen wir die
Tangente p; an den Graphen im Punkt (:1:0; f (xo)). Die neue Naherung x; fiir die
Nullstelle ist der Schnittpunkt der Tangente mit der z-Achse.

x1 durch die neue Naherung xo und den Startwert xy durch z;. Somit erhalten
wir aus (4.3)) als Formel fiir die neue Ndherung:

vy — o — L
f'(1)
Setzt man dieses Verfahren fort, so erhédlt man nach n 4+ 1 Schritten:
B f ()
T ()

Wir halten die Vorgehensweise des Newton-Verfahrens als Verfahren fest.

Verfahren 4.5. (Newton-Verfahren)

Sei f :]a; b — R eine stetig differenzierbare Funktion, und sei z eine Null-
stelle von f (d.h. es gilt f(z) = 0). Sei xy eine gute Niherung fir z. Weiter
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gelte f'(x) # 0 fiur alle x dicht bei z. (Insbesondere gilt dann f'(x¢) # 0.)
Das Newton-Verfahren berechnet Niherungen fir die Nullstelle z mit dem
folgenden Iterationsverfahren:

Pt T T )
n

n=0,1,2,... (4.4)

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

Beispiel 4.6. (Newton-Verfahren)

Gesucht ist eine Naherung der grofsten reellen Nullstelle der Funktion
f:R—=R, flzx)=a% —2 -1,

die bereits in Beispiel [£.4] betrachtet wurde (siche auch Abbildung [£.2)). In Bei-
spiel hatten wir nachgewiesen, dass die grofste reelle Nullstelle z im Intervall
[1; 2] liegt. Wir nehmen daher als Startwert fiir das Newton-Verfahren zy = 1,5.

Die Ableitung von f ist durch
fl(z)=62"—-1
gegeben, und somit lautet die Formel fiir das Newton-Verfahren:

f(xy,) xg —x, — 1
Tn =Ty — —dn — T = 1
i F(xn) 62> — 1

n=012,...

In Tabelle sind die ersten 6 Iterationsschritte (auf eine Gleitkommadarstel-
lung mit 9-stelliger Mantisse gerundet) angegeben. Aufer den Nidherungen z,, der
Nullstelle z wurden die Funktionswerte f(x,) angegeben. In der beiden letzten
Spalten der Tabelle wurden in der Zeile fiir x,, den Fehler x,, 1 — 2 der vorherigen
Néherung , 1 und zusétzlich x,_; — x, angegeben, wobei diese Werte (eben-
so wie f(x,)) auf eine Gleitkommadarstellung mit 3-stelliger Mantisse gerundet
wurden, da hier nur die Grofsenordnung interessant ist.

Der wahre Wert der Nullstelle (mit Rundung auf eine Gleitkommadarstellung mit
10-stelliger Mantisse) ist z = 1,134724138, und wir sehen, dass die Ndherung
x5 = 1,13472415 bereits 8 signifikante Ziffern hat.

Wir werden noch sehen, dass x,,_1 —x, eine gute Ndherung fiir z,,_; — z liefert. Da
bei einer unbekannten Nullstelle z der absolute Fehler |x,, — z| nicht berechenbar
ist, ist es wichtig einen guten Naherungswert fiir diesen zu haben, denn nur dann
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n T, f(xy) Tyl — Ty | Tyl — 2
0 1,5 8,89 - 10!

1| 1,30049088 | 2,54 -10' [2,00-107!|3,65 107"
2 | 1,18148042 | 5,38 -1071 | 1,19-107! | 1,66 - 107!
31/ 1,13945559 | 4,92 - 1072 | 4,20 - 1072 | 4,68 - 1072
4| 1,13477763 | 5,50-107% | 4,68 -1073 | 4,73 - 1073
51 1,13472415 | 7,11-107% | 5,35-107° | 5,35 - 107
6 | 1,13472414 [ 1,55-107 | 6,91-107? | 6,91 -107°

Tabelle 4.2: Newton-Verfahren zur Berechnung der grofiten reellen Nullstelle der
Funktion f(z) = 2% — 2z — 1 mit dem Startwert zo = 1,5.

konnen wir eine Aussage dariiber treffen, wann die Naherung x,, die gewiinschte
absolute Fehlerschranke (voraussichtlich) erreicht hat.

An der letzten Spalte lesen wir ab, dass sich der absolute Fehler des Newton-
Verfahrens (in diesem Beispiel) zunéchst bei n = 1,2, 3 nur moderat verkleinert,
wohingegen er ab n = 4 rasant abnimmt. &

Was kann man iiber den absoluten Fehler des Newton-Verfahrens aussagen?
Der Satz von Taylor liefert uns fiir die Darstellung von f(x,) durch das konstante
Taylor-Polynom mit dem Entwicklungspunkt z, dass es ein z, zwischen x,, und z
gibt, so dass gilt

flan) = f(2) + f'(z0) (20 — 2).
Da f(z) = 0 ist folgt
f(xn) = f'(2n) (T4 — 2),
und Auflésen nach z,, — z liefert unter der Annahme f’(z,) # 0:

. /Z T — 2 f'(zn) #0 f(xn) —

[st x,, dicht genug bei z, so folgt fiir z,, (welches zwischen x,, und z liegt) z, ~ z,
und somit f'(z,) =~ f'(z,). Damit erhalten wir:

B O (YN ( f(z,) ) e

" f(xn)
——_———

=Tn+4+1
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Also gilt, falls x,, dicht genug bei z liegt fiir den Fehler von =z,

Ty — 2R Ty — Tpgl- (4.5)

Daraus folgt fiir den absoluten Fehler von x,:

|z, — 2| = |z, — Tpaa| (4.6)

Da die Nullstelle z in der Regel nicht bekannt ist, kann man den absoluten Fehler
|z, — z| von x, nicht direkt berechnen. Formel (4.6 ist sehr hilfreich, um den
absoluten Fehler |z, — z| der Ndherung x,, angenéhert zu berechnen.

Beispiel 4.7. (absoluter Fehler des Newton-Verfahrens)
Betrachten wir die Funktion
f:R—=R, flz)=a%—2 -1,

deren grofte Nullstelle in Beispiel mit den Newton-Verfahren angenédhert be-
rechnet wurde. In den letzten beiden beiden Spalten der Tabelle in Beispiel
lesen wir ab fiir n > 3 ab:

T3 — 2z =4,73-1073, T3 — x4 = 4,68 - 1077,
Ty —z=535-107°, Ty — 25 =5,35-1077,
T5—2=06,91-10"7, T5 —x6 = 6,91-107°.

Dieses zeigt, dass die Ndherung =z, — 2z ~ ©,, — x,41 aus (4.5)) in diesem Beispiel
bereits ab n = 3 gut und ab n = 4 sehr gut ist. ®

Wir wollen nun allgemein das Verhalten des absoluten Fehlers des Newton-
Verfahrens weiter untersuchen. Dazu setzen wir voraus, dass die Funktion
f :]a;b|— R, deren Nullstelle z wir berechnen wollen, zweimal stetig differen-
zierbar ist und dass fiir die Ableitung in der Nullstelle z gilt

F(z) £ 0. (4.7)

Die Bedingung (4.7) bedeutet, dass die Tangente an den Graphen von f im
Punkt z nicht parallel zur x-Achse ist. Wegen der Stetigkeit der Ableitung f’
folgt daraus, dass f'(z) # 0 fiir alle x gilt, die dicht genug bei z liegen.

Wir nutzen nun den Satz von Taylor (oder die Taylorsche Formel), um f(z) durch
das lineare Taylor-Polynom von f mit dem Entwicklungspunkt x, darzustellen.
Nach dem Satz von Taylor gibt es ein z, zwischen z und x,,, so dass gilt

F2) = Fwn) + fo) (= m) 4 5 ) (=’ (48)
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Da z eine Nullstelle von f ist, gilt f(z) = 0, und somit folgt aus (4.8))
1
0= flzn) + f(zn) (2 — 23) + 2 f"(z0) (2 = x0)*. (4.9)
Wir teilen in (4.9) durch f'(z,) # 0 und formen weiter um:
f (@) 1 f"(zn) 2
0= +(z—x,) + = z— x,
f (@) ) f"(zn) 2
<~ O=z— |2, — + (-,
( Pla) T2 © T
=1
f"(zn) 2
<~ 0=Z—$n+1+m(z—xn)
_ [ 2 _ J"(20) 2
= TSy C T S e, Y
Also gilt fiir den Fehler von z,,1
/" () 2
Tyl =2 = 3 () (x, — 2)~. (4.10)
Falls x,, dicht bei z liegt so gilt in (4.10]) angenéhert:
2 2
) R O (4.11)
2 f'(xn)  21(2)
Setzt man (4.11)) in (4.10]) ein, so erhdlt man angenéhert:
Tpi1 — 2~ M (2, — 2)* (4.12)
Multiplikation von (4.12)) mit M liefert:
M (211 — 2) = M? (2, — 2)* = [M (2, — 2)] (4.13)

Sind alle Néherungen x,, n = 0,1,2,... dicht bei z, so dass (4.11) fiir alle n =

0,1,2,... gilt, so folgt durch wiederholte Anwendung von (4.13)):

M (zpi1 — 2) = [ M (z, — z)}2 R {[M (Tp—1 — z)]2] = [M (21 — 2)]

4
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~ [[M (€2 — z)f] 4: (M (200 = 2)]" = [M (2,0 — 2)]”

2n+1

(M (21— 2)]” ~ [M (20— 2)]

~
~~ ...

Q

Also erhalten wir, falls alle x,,, n = 0,1,2,..., dicht bei z liegen :

M (x, —2) =~ [M(xo—z)fn, n=20,1,2... (4.14)

An Formel (4.14]) sehen wir, dass der absolute Fehler |z, — z| von z, gegen 0
strebt, wenn gilt

! ‘2“2) . (4.15)

|M (20— 2)| < 1 = |zg — 2] < =— = 700

(M|
Wir sehen an (4.15]), dass der Startwert z sehr dicht bei z liegen muss, wenn |M |
sehr grofs ist. Wird der Startwert xg also nicht hinreichend dicht bei z gew#hlt,
so dass (4.15]) nicht erfiillt ist, so wird das Newton-Verfahren normalerweise nicht
gegen die Nullstelle z konvergieren.

Wie man einen guten Startwert xy wahlt, hangt vom konkreten Beispiel ab: Dieses
kann durch Zeichnen des Graphen der Funktion passieren, oder der Startwert ist
bei praktischen Anwendungen durch physikalische Uberlegungen zu der Problem-
stellung gegeben. Liegt kein guter Startwert vor, so kann es sinnvoll sein, zunéchst
ein paar Schritte mit dem Bisektionsverfahren durchzufiihren, um einen besseren
Startwert zu erhalten.

Wir illustrieren die vorherigen theoretischen Uberlegungen an einem Beispiel.

Beispiel 4.8. (absoluter Fehler des Newton-Verfahrens)

Betrachten wir die Funktion f:R — R, f(x) =2%— 2 —1, deren grofte reelle
Nullstelle in Beispiel |4.6| mit den Newton-Verfahren angenahert berechnet wurde.
Die erste und zweite Ableitung dieser Funktion sind

fl(x)=62"—1,  f"(z)=30z"

Mit der Nullstelle z = 1,134724138 erhalten wir in (4.11)) (mit Rundung auf eine
Gleitkommadarstellung mit einer 3-stelligen Mantisse)

"z 3027
C2f(2)  2(62°—1)

Liegen die x,, dicht genug bei z, so gilt nach (4.12)
Tpy1 — 2~ M (z, — 2)* = 2,42 (z, — 2)~ (4.16)

M

= 242
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Betrachten wir beispielsweise n = 3 mit 3 — 2 = 4,73 - 1072 (vgl. Tabelle .
Nach (4.16) sollte gelten (mit Rundung auf eine Gleitkommadarstellung mit 3-
stelliger Mantisse)

Ty — 2R 2,42 (13— 2)° =242 (4,73-107%)? = 5,41 - 1077,
In Tabelle 4.2| finden wir z4 — 2z = 5,35 - 107°. Bereits fiir n = 4 liefert (4.16)) also

eine gute Vorhersage fiir den absoluten Fehler.

Untersuchen wir noch, ob die Konvergenzbedingung (4.15) fiir den Startwert

xo = 1,5 in diesem Beispiel erfiillt ist: Wir finden
1 1
—z| = (1,5 —1,134724138| = 0,365 < — = —— = 0,414
’ZEO Zl | ) Y ‘ ) |M’ 2’42 ) 9

d.h. die Konvergenzbedingung ist fiir den Startwert xq = 1,5 erfiillt. &

Wir halten in einer Bemerkung fest, was wir iiber die Konvergenz des Newton-
Verfahrens gelernt haben:

Bemerkung 4.9. (Konvergenz des Newton-Verfahrens)

Sei f :]a;b[— R eine stetig differenzierbare Funktion mit einer Nullstelle z
und sei f'(z) # 0.

(1) Falls der Startwert xy des Newton-Verfahrens dicht genug bei z liegt,

konvergiert das Newton-Verfahren gegen z, also lim z, = z.
n—oo

(2) Falls die Iterierten x,, dicht genug bei z liegen, gilt fiir den (absoluten)
Fehler von z,, die Naherung

Ty — 2R Ty — Tpat - |z, — 2| = |z, — Tpga-

(3) Falls f sogar zweimal stetig differenzierbar ist und falls die Iterierten x,,
dicht genug bei z liegen, gilt fiir den (absoluten) Fehler von 1

Tpp1 — 2~ M (z, — 2)? %
o ( ) ) mit M:f/(Z)
—  |zp — 2| & | M| |z, — 2| 2 f'(2)

Das Newton-Verfahren konvergiert normalerweise gegen die Null-
stelle z, wenn der Startwert x( die folgende Bedingung erfiillt:

1 [2f(2)
(M| | ()

lzg — 2| <
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4.3 Sekanten-Verfahren

Beim Sekantenverfahren wird die Naherung der Nullstelle einer stetig differen-
zierbaren Funktion mit Hilfe von zwei Néherungen und der Sekante durch die
beiden zugehorigen Punkte auf dem Graphen bestimmt. Genauer funktioniert
dieses wie folgt (siehe auch Abbildung [4.4)):

Sei f :]a; b — R eine stetig differenzierbare Funktion mit einer Nullstelle z, also
f(z) = 0. Seien xy und x; zwei Ndherungswerte fiir z. Diese kénnen entweder
beide auf einer Seite der Nullstelle liegen oder auf gegeniiberliegenden Seiten der
Nullstelle. Wir legen nun die Sekante durch die beiden Punkte (z; f(z0)) und
(331; f (CCl)) auf dem Graphen von f und bestimmen den Schnittpunkt xo der
Sekante mit der x-Achse. Dieser Schnittpunkt ist die neue Naherung fiir die Null-
stelle z. Die Gleichung der Sekante ist

fx1) — f(=o)

1 — Xy

p(z) = f(z1) + (x —x1).

(Es liegt ein Polynom ersten Grades vor, und in der Tat gelten p(z1) = f(z1) und

p(xo) = f(x1) + (f(:cl) — f(xo)) - (=1) = f(zg).) Wir lésen p(z9) = 0 nach o
auf, um die Schnittstelle x5 der Sekante mit der x-Achse zu bestimmen:

f(x1) — f(x0)

0=p(wa) = fla) + == (22— )
= fa=! (‘”;3 - f“ (g =)
— —f(z1) - e = flag) 270
<~ $1—f(£1?1)' i — = T3

f(z1) = f(zo)
Also erhalten wir als neue Naherung fiir die Nullstelle

f@1) — f(xo)

Wir wiederholen diese Vorgehensweise mit den beiden Néherungen x; und xs fiir
die Nullstelle z und erhalten als Schnittpunkt der Sekante durch (zy; f(21)) und
(9[;2, f (acg)) mit der z-Achse (durch Ersetzen in (4.17) von x5 durch x3, von x;
durch x5 und von xy durch )

Ty =21 — f(21) - (4.17)

L2 — 1

f(x2) — f(z1)

r3 = T2 — f(x2) - (4.18)



4. Losung nicht-linearer Gleichungen
(© Kerstin Hesse, Universitat Paderborn 139

p = Sekante

Abb. 4.4: Illustration des Sekantenverfahrens: Fiir die Startwerte xo und x; legen
wir die Sekante p durch (z¢; f(z9)) und (z1; f(21)). Die neue Niherung o fiir
die Nullstelle ist der Schnittpunkt der Sekante mit der x-Achse.

Wir konnen diese Vorgehensweise nun mit den Naherungen xo und x3 fiir die
Nullstelle z fortsetzen. Das Wiederholen dieses Prozesses liefert nach n Schritten

Ly — Tp—1

f(@n) = flana)
(Natiirlich sind (4.17)) und (4.18)) als Sonderfalle von (4.19)) fir n = 1 bzw. n = 2

in (4.19) enthalten.) Wir halten das Sekantenverfahren als Verfahren fest.

Tp+1l = Tp — f(xn) ) (419>

Verfahren 4.10. (Sekantenverfahren)

Sei f :]a;b| — R eine stetig differenzierbare Funktion, die in z eine Nullstelle
hat, und seien xog und x1 zwei verschiedene (hinreichend gute) Niherungswerte
fur die Nullstelle z. Das Sekantenverfahren berechnet Ndherungen fiir die
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Nullstelle z mit dem folgenden Iterationsverfahren

Lp — Tp—1

f(@n) = f(epa)’

Tpi1 = xp — f(z) - n=12.... (4.20)

Das Sekantenverfahren ist ein zweistufiges Iterationsverfahren, weil zur Berech-
nung der neuen Naherung x, 1 zwei Naherungswerte x,, und z,,_; bendtigt wer-
den. Das Bisektionsverfahren ist ebenfalls ein zweistufiges Iterationsverfahren.
Allerdings konvergiert das Sekantenverfahren normalerweise deutlich schneller als
das Bisektionsverfahren. — Das Newton-Verfahren ist dagegen ein einstufiges Ite-
rationsverfahren, da zur Berechnung der neuen Néaherung z,1 nur die Naherung
x, bendtigt wird.

Betrachten wir als Beispiel wieder die Funktion, deren grokte Nullstelle in den
Beispielen [4.4] und [4.6] bereits mit den Bisektionsverfahren bzw. mit dem Newton-
Verfahren bestimmt wurde.

Beispiel 4.11. (Sekanten-Verfahren)
Gesucht ist eine Naherung der gréften reellen Nullstelle der Funktion

f:R—R, f(x)=2%—2—1,

die bereits in Beispiel [4.4] und [4.6] betrachtet wurde. In Beispiel 4.4 hatten wir uns
tiberlegt, dass die grofte Nullstelle im Intervall [1;2] liegt.

Wir nehmen daher als Startwerte fiir das Sekantenverfahren o = 2 und x; = 1.
Die Iterierten z,, sind fiir n = 0,1,2,...,8 in Tabelle auf eine Gleitkomma-
darstellung mit einer 9-stelligen Mantisse gerundet aufgelistet. Weiter sind in
Tabelle f(xy), der Fehler x,,_1 — z, sowie x,,_1 — x,, als Naherung fiir z, 1 — z
jeweils auf eine Gleitkommadarstellung mit einer 3-stelligen Mantisse gerundet
angegeben.

Die gesuchte Nullstelle ist z = 1,134724138, und wir sehen, dass nach 8 Iterations-
schritten mit xg = 1,13472414 eine Naherung mit 8 signifikanten Ziffern vorliegt.
An der zweitletzten Spalte beobachten wir (wie auch beim Newton-Verfahren),
dass der absolute Fehler zundchst nur langsam abnimmt, aber dann ab n = 5
rasant keiner wird. &

Die Fehleranalyse des Sekantenverfahrens ist mathematisch komplizierter als die
des Newton-Verfahrens, und wir geben daher nur die Ergebnisse an. (Fiir die
Herleitung dieser Ergebnisse siehe beispielsweise [13], Teilkapitel 5.3.1].)
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n Ty, f(x,) Tyl — Tp Ty — 2
0 | 2,00000000 | 6,10 - 10!

1 || 1,00000000 | —1,00 - 10V 1,00 - 10V

2 | 1,01612903 | —9,15-10"' | —1,61-1072 | —1,35-107!
3| 1,19057777 | 6,57-1071 | —=1,74-107' | —1,19- 107!
4| 1,11765583 | —1,68-10"' | =7,29-1072 | —5,59 - 102
51 1,13253155 | —2,24-1072 | —=1,49-1072 | —1,71-1072
6 | 1,13481681 | 9,54-107*| —2,29-1073 | —2,19-1073
711 1,13472365 | —5,07-107%| 9.32-107°| 9,27-107°
8 | 1,13472414 | —1,13-1077 | —4,92-1077 | —=4,92- 1077

Tabelle 4.3: Sekantenverfahren zur Berechnung der grokten Nullstelle der Funk-
tion f(z) = 2% — 2 — 1 mit den Startwerten zp = 2 und x; = 1.

Bemerkung 4.12. (Konvergenz des Sekantenverfahrens)

Sei f :]a;b] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit einer Null-
stelle z, also f(z) =0, und sei f'(z) # 0.

(1) Wenn zy und z; dicht genug bei der Nullstelle z liegen, dann konver-
giert das Sekantenverfahren gegen 2z, und es gilt

i o=l _| /40 T i e 20
nooo |, — 2|7 |2 f(2) 2f'(2)
wobei r = (v/5 + 1)/2 = 1,62. Fiir z,, dicht genug bei z gilt daher
[Tni1 — 2| & |M|" o, — 27 mit = (VH+1)/2=1,62. (4.21)
(2) Aus folgt durch Multiplizieren mit | M|
M| |zp41 — 2| =~ (IM] |z, —2])" mit r=(5+1)/2=1,62,
und wiederholte Anwendung dieser Formel liefert
(M| |z 1 — 2| & (|M] |21 —2])" mit = (V5+1)/2=1,62.

Da r™ mit wachsendem n beliebig grofs wird, kann man nur erwarten,
dass das Sekantenverfahren konvergiert, wenn fiir x; gilt

1 2f(2)
(M| (=) |

(M| |z —2| <1 <= |z;—2|<

(4.22)
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(3) Aus (4.21)) kann man folgern, dass fiir x,, dicht genug bei z gilt:

Tpol — 2R Tpo1 — T, — |zp_1 — 2| & |y — x| (4.23)

Wir machen uns die Informationen zur Konvergenz des Sekantenverfahrens am

Beispiel klar.

Beispiel 4.13. (Sekanten-Verfahren)

In Beispiel 4.11| wurde die grokte reelle Nullstelle z = 1,134724138 der Funktion
f:R—=R, f(zr)=2%—2—1, mit dem Sekantenverfahren mit den Startwerten
xo = 2 und z; = 1 berechnet. Wir haben die Konstante

f"(z) 3027
C2f(2)  2(625—1)

M

L9242 = |M|=242.

In Tabelle 4.3/ lesen wir ab: |z5— 2| = 2,19-107% und |24 — 2| = 1,71-1072. Daher
gilt fiir die rechte Seite in (4.21]) mit n =4

(M| oy — 2" = (2,42)% - (1,71-107%)12 = 2,37 1077,
Die Néherung (4.21)) ist also bereits fiir n + 1 = 5 ziemlich gut erfiillt.
Wie sieht es mit der Konvergenzbedingung (4.22)) aus? Wir erhalten fiir x; = 1

1 1
— 2z =11 -1,134724138| = 0,135 < — = —— = 0,414
‘xl Z| ‘ ) | Y ‘M| 2’42 9 9
d.h. die Konvergenzbedingung ist fiir die Startwerte zo = 2 und x; = 1 erfillt.

Betrachten wir noch exemplarisch fiir n = 5: In Tabelle lesen wir ab,
dass gilt 5 — 2 = —2,19- 1073, und x5 — g = —2,29 - 1073 liefert in der Tat
eine gute Naherung fiir x5 — 2. Fiir n = 6 und n = 7 sind die Naherungen
Tp_1 — Ty ~ Tp—1 — 2z in der Tabelle ahnlich gut. &

4.4 Fixpunktiteration zur Losung nicht-linearer
Gleichungen

Natiirlich kann man auch die Fixpunktiteration aus dem Banachschen Fixpunkt-
satz (siehe Satz [3.3) nutzen, um die Lésung einer Gleichung oder Nullstellenglei-
chung zu finden, nachdem man diese vorher in eine geeignete Fixpunktgleichung



4. Losung nicht-linearer Gleichungen
(© Kerstin Hesse, Universitat Paderborn 143

umgewandelt hat. Dieses soll hier nur kurz fiir Fall einer Gleichung mit einer
Unbekannten diskutiert werden.

Aus dem Banachschen Fixpunktsatz (siche Satz folgt das nachfolgende
Satz fiir eine reellwertige Funktion einer Variablen, die stetig differenzierbar ist:

Satz 4.14. (eindim. Fixpunktsatz mit verscharften Voraussetzungen)

Sei g :]c;d[— R eine stetig differenzierbare Funktion (d.h. g und g’ sind

stetig auf |c;d[ ). Es sei |a;b] Cle;d], und g habe die Eigenschaften
a<g(r)<b fiir alle x € |a; 0] (4.24)
und A= max |¢'(z)] < 1. (4.25)

x€[asb]
Dann gelten:

(1) Es gibt genau eine Losung z der Gleichung x = g(x), d.h. g hat genau
einen einzigen Fixpunkt z in [a;b].

(2) Fiir jeden Startwert xy € |a;b] konvergieren die Iterierten
:En+1:g(£13n), n:O71727"'7

gegen den Fixpunkt 2.
(3) A posteriori Fehlerabschdtzung: Mit der Konstante A aus (4.25|) gilt

|z, — 2] < Ty — x| fir allen =1,2,.... (4.26)

1—A

(4) A priori Fehlerabschdtzung: Mit der Konstante A aus (4.25)) gilt

n

1—A

|z, — 2| < R fir allen=1,2,.... (4.27)

Beweis von Satz [4.14; Aus folgt, dass g(x) € [a; 0] fiir alle x € [a; b] gilt.
Somit kénnen wir g als Funktion g : [a; b] — [a; b] auffassen. Weiter folgt mit dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung, dass es zu allen z,y € [a;b] mit x # y
ein z zwischen x und y gibt mit

9@) —g9y) =d=)(x—y) = |g(@)—gW)l=19(2)llr -yl
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— o)~ 90| < (maxlg/0)]) o~ ol = Ao = o]

A\

= A nach (4.25)

Da z,y € |a; b] beliebig waren, gilt also
lg(z) — g(y)] < Az —y| fur alle z,y € [a; b

mit der Konstante A < 1 aus (4.25). Damit ist die Funktion ¢ eine Kontraktion
auf dem Intervall [a;b]. Es sind also die Voraussetzungen von Banachschen Fix-
punktsatz (siehe Satz(3.3) erfiillt. Damit folgen die Aussagen bis aus dem
Banachschen Fixpunktsatz. [

Da die Bedingung (4.24)) in der Praxis nicht immer leicht zu tiberpriifen ist bzw.
da es nicht immer einfach ist, ein passendes Intervall [a;b] mit der Eigenschaft
(4.24) anzugeben, benétigen wir noch den folgenden Satz.

Satz 4.15. (Kriterium fiir Konvergenz der Fixpunktiteration)

Sei g :|e;d] — R stetig differenzierbar, und g habe einen Fixpunkt z im Inter-
vall |e;d]. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) Wenn |¢'(2)| < 1 ist, dann gibt es ein Intervall [a;b] Clc;d], in dem z
liegt und fir welches die Voraussetzungen (4.24]) und (4.25) und somit
auch alle Schlussfolgerungen aus Satz erfullt sind.

(2) Wenn |¢'(2)| > 1 ist, dann konvergiert die Fizpunktiteration x,.1 =
g(x,), n=0,1,2,..., nicht gegen z.

(3) Ist |¢'(z)] = 1, so kénnen wir keine Aussage treffen. (Falls die Fix-
punktiteration in diesem Fuall konvergieren sollte, wird die Konvergenz
so langsam sein, dass das Verfahren nicht praktisch anwendbar ist.)

Praktische Anwendung der Fixpunktiteration: Satz wird selten direkt
angewendet, da es schwierig ist, ein Intervall [a;b] mit zu finden. Statt
dessen nutzt man in der Regel Satz wie folgt: Man schreibt die zu
l6sende Gleichung f(z) = 0 so in eine Fixpunktgleichung z = g(x) um, dass
fur alle z in der Ndhe des Fixpunkts gilt |¢'(z)] < A < 1 mit einer positiven
Konstante A < 1. Wenn man nun die Fixpunktiteration mit einem hinreichend
guten Néherungswert z( fiir den Fixpunkt startet, kann man erwarten, dass die
Fixpunktiteration gegen den Fixpunkt 2z konvergiert.

Betrachten wir einige Beispiele.
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Grafische Bestimmung der Fix-
punkte: Man findet die Fixpunk-
te grafisch, indem man die Schnitt-
punkte des Graphen der Funktion
mit der Winkelhalbierenden y = x«
(in braun gezeichnet) bestimmt.

Abb. 4.5: Die Funktionen g; : R = R, gi(z) =5+ — 2% und ¢go : R\ {0} — R,
go(x) = 2| mit ihren Fixpunkten z = v/5 und z = —/5.

Beispiel 4.16. (Fixpunktgleichungen und Fixpunktiterationen)

Wir betrachten die Gleichung 2> — 5 = 0 mit der positiven Losung z = /5 =
2,2361 (und der negativen Losung Z = —+/5). Diese lisst sich mit Hilfe von

2

P —5=0 <+= 2*=5 <+—= 5-1'=0 < 1—%:0
jeweils in die folgenden vier Fixpunktgleichungen umformen:

(a) x=5+xz—2" (addiere x zu 5 —2* = 0) (4.28)
5

(b) z=-— (dividiere * = 5 durch z # 0) (4.29)
x

x? x?
(c) z=14xz— 5 (addiere rzul— 5= 0> (4.30)

1 1 1
(d) z= 5 (x + §) (multipliziere (4.29) mit 3 und addiere dann 5 x)
T
(4.31)

Definieren wir nun die Funktionen

(a) ¢g1:R—=R, gl(x):5—|-x—x2,
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Abb. 4.6: Die Funktionen g3 : R - R, g3(x) =1+ 2 — %2, und g4 : R\ {0} — R,
ga(z) = 3 (z 4+ 2), mit ihren Fixpunkten z = V5 und Z2 = —/5.

(0) g R\{O} 2R, gale) =,

$2

(C) 93:R_>R7 93(1.):1_{_3;_37

@ @RV SR sl = (o4 2).

so folgt aus (4.28)), (4.29), (4.30) und ([4.31)), dass wir 2% — 5 = 0 jeweils als die
Fixpunktgleichung gx(z) = z mit k € {1, 2, 3,4} schreiben konnen.

Die Funktionen gy, k = 1, 2, 3,4, mit ihren Fixpunkten z = /5 und 2 = —+/5 sind
in Abbildungen [4.5| und |4.6| gezeichnet. Man findet die Fixpunkte einer Funktion,
indem man die Schnittpunkte des Graphen der Funktion mit der Winkelhalbie-
renden y = x bestimmt.

Wir versuchen die positive Losung z = v/5 = 2,236067977 der quadratischen
Gleichung 22 — 5 = 0 jeweils mittels der Fixpunktiterationen x,,; = gp(x,) mit
n € Ny (fir k € {1,2,3,4}) mit dem Startwert o = 2,5 angenédhert zu berechnen.
Wir berechnen also die folgenden Fixpunktiterationen:

(a) Tpy1 =54z, —22 fir gi(z)=5+1z— 2% (4.32)

(b) o= - fir gol) = 2, (4.33)

Ty x
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n x, fir ¢q x, fir go | x, fir g3 | z, fir g4
0 2,500000 2,5 2,500000 | 2,500000
1 1,250000 2,0 2,250000 | 2,250000
2 4,687500 2,5 2,237500 | 2,236111
3| —12,28516 2,0 2,236219 | 2,236068
41 —158,2102 2,5 2,236084 | 2,236068
5| —25.183,68 2,0 2,236070 | 2,236068
6 || —634.243.100 2,5 2,236068 | 2,236068

Tabelle 4.4: Fixpunktiteration fiir die Funktionen ¢, g2,93 und g4 aus Bei-
spiel mit dem Startwert zy = 2,5.

72 7

(¢) zpp1=14z,— 3” fur g3(z) =1+ — 5 (4.34)
1 5 . 1 5

(d) xpe1 = 5 (xn + x—ﬂ) fir gs4(x) = 5 (x + ;) : (4.35)

Die Iterierten x,11 = gi(x,) fiir n = 0,1,2,...,6 sind jeweils in Tabelle auf
eine Gleitkommadarstellung mit 7-stelliger Mantisse gerundet aufgelistet.

Basierend auf der Berechnung von z, fiir n = 1,2,...,6 lésst sich vermuten,
dass nur die Fixpunktiterationen fiir g3 und ¢4 gegen z = /5 konvergieren wer-
den, denn hier wird im sechsten bzw. dritten Iterationsschritt eine Naherung fiir
2z = /b mit 6 signifikanten Ziffern erreicht. Bei g; ist die Folge der Iterierten
wohl unbeschrankt und divergiert. Bei go pendelt die Folge der Iterierten immer
zwischen 2,5 und 2 hin und her und ist somit ebenfalls divergent.

Konnen wir das beobachtete Verhalten mit Hilfe von Satz [4.13 erklaren?

(a) Die Ableitung von g¢i(z) =5+ x —2? ist gj(x) =1—2x. Also gilt
gi(2) =gi(VB) =1-2V6 = =347 = |[gi(2)| =347 > 1,
und nach Satz wird die Fixpunktiteration divergieren.

5) -5
(b) Die Ableitung von g¢s(x) = — = 5071 ist gy(x) = —ba? = - Also gilt

g =1-1=1,
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und nach Satz konnen wir keine Aussage treffen. Wir beobachten
aber, dass die Iterierten nicht konvergieren, sondern abwechselnd die Werte
2,5 und 2,0 annehmen. (Man kann sich leicht iiberlegen, dass sich dieser
Prozess fortsetzt, wenn wir z,, fir n = 7,8, ..., berechnen.)

2
2
(c) Die Ableitung von g3(z) =1+ x — % ist gg(z)=1-— ?a: Also gilt

245
o) = V5 = 1= 2L 006 — ()] = 0106 < 1,

und nach Satz sollte die Fixpunktiteration fiir einen Startwert, der
dicht genug bei z = /5 liegt, konvergieren. Dieses ist fiir den Startwert
xo = 2,5 offenbar der Fall.

1 5) 1 5
(d) Fir gy4(z) = 5 (x + ;) =52 + 5 2~ erhalten wir die Ableitung

Also gilt

=0 = |qi(2)|=0<1,

und nach Satz sollte die Fixpunktiteration fiir einen Startwert, der
dicht genug bei z = /5 liegt, konvergieren. Dieses ist fiir den Startwert
xo = 2,5 offenbar der Fall.

Wir konnen also in drei der vier Beispiele die Konvergenz bzw. Divergenz der
Fixpunktiteration mit Hilfe von Satz erklaren. @

4.5 Newton-Verfahren fiir Gleichungssysteme

Wir lernen nun die Verallgemeinerung des Newton-Verfahrens zur Bestimmung
der Losungen von f(x) = 0 kennen, wobei f : D — R”, mit D C R” offen und
konvex, eine einmal stetig differenzierbare Funktion ist, deren Ableitungsmatrix
in der Ndhe der Nullstelle z (mit f(z) = 0) regulér ist. Wie in Teilkapitel
schreiben wir fiir die (vektoriellen) Iterierten xj statt x*), da wir bei der Ein-
fiihrung des Newton-Verfahrens nur dan ganzen Vektor der Iterierten, aber nicht
seine einzelnen Komponenten brauchen.
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Sei also f : D — R" mit D C R" offen und konvex, eine zweimal stetig dif-
ferenzierbare Funktion, die in z € D ein Nullstelle habe. Nach dem Satz von
Taylor (oder der Taylorschen Formel) gilt fiir das Taylor-Polynom von f mit dem
Entwicklungspunkt x € D

0 = f(2) = f(x) + ((Jf)(x)) (z —x) + O(||x — z|*),

wobei (Jf)(x) € R™*" die Jacobi-Matrix von f in x ist und wobei O(||x — z||?)
den Einfluss des Restglieds erfasst. Ist x = x;. dicht bei der Nullstelle z, so ist das
Restglied der Ordnung O(ka — ZH2) vernachléssigbar, und es gilt gendhert

0~ f(xi) + ((JF)(xx)) (z — %)

Auflésen der Gleichung 0 = f(x;) + ((Jf)(xx)) (z — x¢) nach z liefert eine neue
Néaherung x.q fiir z

0 =f(xy)+ ((Jf)(xk)) (z —xp) <— —f(xp)= ((Jf)(xk)) (z —xp) <
— () ) =z —x = xp— ((IE)(xx)) £(xi) = 7, (4.36)

wobei wir fiir den Schritt in die zweite Zeile benotigen, dass (Jf)(xy) regulér (also

invertierbar) ist, so dass die inverse Matrix ((J f)(xk))_1 existiert. Wir erhalten
also aus (4.36)) als neue Naherung fiir die Nullstelle

xipr = xp — ((I) (1)) £(x). (4.37)

In der Praxis wird man aber nicht die inverse Matrix ((Jf)(x))_1 berechnen,
sondern mit einem geeigneten Verfahren (z.B. aus Kapiteln 2 oder [3)) zunéchst
das lineare Gleichungssystem (siche zweite Formel in der ersten Zeile von (4.36))
mit z = Xj41)

(IF)(xx)) (xpp1 — xx) = —F(xy)
————

=7

16sen und dann die neue Naherung der Nullstelle mittels

Xjt1 = Xp; + 2z, wobei z; die Losung von ((Jf)(xx)) z, = —f(xy,) ist,

berechnen. Wir halten das Newton-Verfahren fiir nicht-lineare (oder lineare) Glei-
chungssysteme als numerisches Verfahren fest.



4.5. Newton-Verfahren fiir Gleichungssysteme
150 ©) Kerstin Hesse, Universitat Paderborn

Verfahren 4.17. (Newton-Verfahren fiir Gleichungssysteme)

Sei D C R" offen und konvex, und set £ : D — R" stetig differenzierbar
und habe eine Nullstelle z in D. Fir alle x € D sei die Jacobi-Matriz (Jf)(x)
requldr (also invertierbar). Weiter seien eine Fehlerschranke € > 0, eine Norm
| - || fiir R™ und ein Startvektor x, vorgegeben.

Firk=1,2,... fihre folgende Schritte durch
(1) Lése das lineare Gleichungssystem ((J£)(xy)) zp = —£(xx).

(2) Berechne die neue Niherung Xyi1 = Xj + 2Zj.

bis || xkr1 — Xk|| < € ist. Dann stoppe.

Betrachten wir ein Beispiel fiir das Newton-Verfahren fiir Gleichungssysteme.

Beispiel 4.18. (Newton-Verfahren fiir Gleichungssysteme)

Gesucht ist die Losung z = [u;v]T des Systems der beiden quadratischen Glei-
chungen

2?4+ y> 4+ 0,6y — 0,16 = 0,

4.38
=y +xr—16y—0,14 =0, (4.38)

fiir die v > 0 und v > 0 gilt. Hier haben wir also

. zy) =22+ y>+ 0,6y — 0,16,
f- R2 N R2, f(SU,y) _ [fl(ajay)] mit fl( y) Y Y
fo(z;9) folz;y) =22 -y’ +x—16y— 0,14,

Wir berechnen zunéachst die Jacobi-Matrix

Ouf1)(@5y) (Oyf1)(x; y)] _
(Oefo)(z;y) (Oyfa)(x;y)

Wir berechnen die Determinante

2 2y +0,6

Jf)(z;y) =
(J0)(z;y) 2x+1 —2y—1,6

det ((Jf)(z;y)) =22 (—2y —1,6) — (22 + 1) (2y + 0,6)
=—4xy—32rx—4rxy—2y—12x—-0,6 = —(8xy+4,4x-|—2y-|—0,6).

Fiir alle (z; y) mit z > 0 und y > 0 gilt det ((Jf)(z;y)) < —0,6, d.h. insbesondere

ist det ((Jf)(z;y)) # 0, so dass die Jacobi-Matrix (Jf)(z;y) fiir alle (z;y) €
[0; 00 x[0; 00 regular also invertierbar, ist.
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k Lk Yk [xr—1 — 2l | l[xe-1 — X2
0 || 0,6000000000 | 0,2500000000
1] 0,3450404858 | 0,1531376518 | 3,531 - 1071 | 2,727 -107*
2 || 0,2775310555 | 0,1224629827 | 8,050 - 1072 | 7,415 - 1072
3 [ 0,2718851108 | 0,1196643843 | 6,347 - 1073 | 6,301 - 1073
4 { 0,2718445085 | 0,1196433787 | 4,572 -107° | 4,571-107°
5 || 0,2718445063 | 0,1196433776 | 2,460 - 1079 | 2,460 - 10~
Tabelle 4.5: Die ersten fiinf Iterationsschritte x, = [zz;yx]T des Newton-
Verfahrens zur Bestimmung der Nullstelle z = [u;v]? mit u,v > 0 des nicht-

linearen Gleichungssystems (4.38)) aus Beispiel 4.18]

In (k + 1)-ten Schritt des Newton-Verfahrens miissen wir nun zuerst das LGS

Skl _ Ji(zrs y)
th fo(wr; yr)

zur Bestimmung von zj = [sy; tk]T l6sen und berechnen danach mit

=1+ 1]

die neue Naherung der Nullstelle.

2 xp, 2y, + 0,6
22, +1 2y, —1,6

0,6
Wir verwenden die Startwerte ¢y = 0,6 und yy = 0,25, also EO] = [0 ’25] .
0 )

Schritt 1: Das LGS, welches wir im ersten Schritt 16sen miissen, lautet
1,2  1,1] |so 0,4125
2.2 —21| |to| 10,3575
Dessen Losung ist sg = —0,254960 und ty = —0,096862, und mittels
e n so| . [ 0,6 n —0,254960|  10,345040
yil o to| 10,25 —0,096862|  ]0,153138
erhalten wir die neue Naherung.

Analog fiihrt man weitere Schritte durch.
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In Tabelle 4.5/sind die Ergebnisse der ersten fiinf Iterationsschritte (mit Rundung
auf eine Gleitkommadarstellung mit 10-stelliger Mantisse) aufgelistet. Zusétzlich
zum absoluten Fehler ||xj_1 — zl|2 ist auch die Naherung ||x;_1 — xx||2, also

[l R [
Yk—-1 v Yk—1 Yk
fiir den absoluten Fehler ||xj_; — z||> aufgelistet, mit welcher wir den absoluten
Fehler der Naherungen bei unbekannten z ,iiberwachen” konnen. Wir sehen in

Tabelle [4.5] dass nach bereits vier Iterationsschritten die Ndherung der Nullstelle
8 signifikante Ziffern hat. &

2 ‘ 2

Der nachfolgende Satz gibt Informationen iiber die Konvergenz des Newton-Ver-
fahrens fiir nicht-lineare (oder lineare) Gleichungssysteme.

Satz 4.19. (Konvergenz des Newton-Verf. fiir Gleichungssysteme)
Sei D C R" offen, und sei || - || eine Norm fir R". Die Funktion f : D — R"
sei zweimal stetig differenzierbar und habe eine Nullstelle z in D, und
(Jf)(z) sei reguldr. Dann gibt es einen Radius & > 0, so dass {x € R"
|x —z|| <} C D ist und dass das Newton-Verfahren fir jeden Startvektor
xo € {x e R" : ||x—z| <} durchfiihrbar ist und gegen z konvergiert.
Fiir die Iterierten xi, k =0,1,2,..., des Newton-Verfahrens gilt

i1 — 2l < ellxi — z]* (4.39)

mit einer (von k unabhdngigen) Konstanten ¢ > 0.

Natiirlich gelten Verfahren und Satz auch, wenn n = 1 ist. Fiir diesen
Sonderfall erhalten wir das ,normale” Newton-Verfahren aus Teilkapitel (4.2

Wir nehmen fiir den Moment an, dass die Iterierten x; des Newton-Verfahrens
gegen die Nullstelle z konvergieren. Aus der Iterationsvorschrift (siehe (4.37)))

-1

Xkl = Xip — ((Jf)(Xk)) f(Xk), k € Ny,

folgt xp —xp11 = ( ) f(xy). Falls x; dicht bei der Nullstelle z liegt, so
gilt genihert ((Jf)(xk)) — ((IF)(z)) ", also

X — X1 &~ ((J)(2)) " £(xp), (4.40)

und die (komponentenweise) Naherung von f(xj) durch das Taylorpolynom vom
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Grad 1 mit dem Entwicklungspunkt z liefert
f(xi) ~ £(z) +((If)(2) (xi — z) = ((If)(2)) (x1 — 2). (4.41)
~—

=0

Einsetzen von (4.41) in (4.40)) liefert
X — X1 ~ ((J6)(2)) " ((IF)(2)) (x — 2) = x), — 2.

Also gilt

Xp —Xp41 "X — Z — ka — in-i-lH ~ HXk — ZH,

d.h. ||x — xp11|| liefert fiir x5, dicht bei z eine gute Ndherung fiir den abso-
luten Fehler ||x; — z||. Wir halten dieses in einer Bemerkung fest.

Bemerkung 4.20. (a posteriori Fehlerabschitzung fiir das Newton—
Verfahren fiir Gleichungssysteme)

Im Folgenden seien die Voraussetzungen wie in Satz [£.19 und alle x; liegen
in {x €R" : |[x—z|] <} C D mit einem passend gewdhlten 6 > 0 und die
[terierten x; des Newton-Verfahren (siehe Verfahren konvergieren gegen
die Nullstelle z € D. Wenn die Iterierten x; dicht genug bei z liegen, so gilt
die Naherung

X — Xgp41 = X — Z.

Daraus folgt die nachfolgende Naherung fiir den absoluten Fehler
1%k = Xpra || & [[xp — 2.

Da die Nullstelle z in der Regel nicht bekannt ist, verwenden wir in der Praxis
die Naherung ||x — Xj+1|| zur Berechnung des absoluten Fehlers ||x; — z]|.

Beispiel 4.21. (Newton-Verfahren fiir Gleichungssysteme)

In Beispiel wurde die Losung z = [u;v]T mit w > 0 und v > 0 des Systems
der beiden quadratischen Gleichungen

2?2+ y?>+0,6y— 0,16 = 0,
22—y +2x—16y—0,14 =0,

in Tabelle mit dem Newton-Verfahren fiir Gleichungssysteme berechnet. An
den letzten beiden Spalten von Tabelle 4.5 siecht man, dass die Naherung

k1 = x| = |[xp1 — 2]

ab n = 3 gut und ab n = 4 sehr gut erfiillt ist. &
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Der Beweis von Satz soll der Vollstandigkeit halber fiir mathematisch Inter-
essierte erklart werden.

Beweis von Satz [4.19; Da D offen ist, gibt es ein dp > 0, so dass die ab-
geschlossene Kugel {x € R" : ||x — z|| < 0} mit Mittelpunkt z und Radius
6 > 0 fiir alle § < & in D liegt. Da (Jf)(z) reguldr ist, gilt det ((Jf)(z)) # 0.
Die reellwertige Funktion g : D — R, g(x) = det ((Jf)(x)), ist stetig (weil f
stetig differenzierbar ist) und erfiillt g(z) # 0. Daraus folgt (wegen der Stetigkeit

von ¢), dass ein Radius 6 > 0 mit 0 < § < Jy existiert, so dass g(x) # 0 fiir
allex € {x € R" : ||x —z| <0} C D gilt und dass weiter mit einer positiven
Konstante ¢; gilt

| ((Jf)(z))flﬂ <¢ firallex e {xeR" : |[x—z| <d}. (4.42)

Seinun x; € {x € R" : ||[x—z| < d}. Der Satz von Taylor liefert (komponenten-
weise) fiir das Taylorpolynom vom Grad 1 von f mit dem Entwicklungspunkt x;

0= £(z) = £(xi) + ((I)(x0)) (2 — x) + O([|x — 2]?)
= f(xy) + ((Jf)(xk)) (z —xx) = O(]|xx — z]|2) (4.43)
Damit folgt aus mit einer positiven Konstante co
£(xi) + (I (x0)) (2 — x| < e 6 — 72 (4.44)

Mit der Iterationsvorschrift (siehe (4.37))) bekommen wir

Xyl — Z = [xk — ((Jf)(xk))f1 f(xk)} —Z

= —((IF)(xp)) " £(xp) + x4 — 2
= ((If)(x1)) " [~ £0xp) — ((ID)(x1)) (2 — x1)].

Damit erhalten wir fiir den absoluten Fehler

Iocis = 2l = [ (T e0)) " [ = £ = () (x1) (2 = x0)] |
= (@) 7 - [ = Fex) — ((ID)6x0) (2 — x|

\ .

~"

<ernach @) = [[£(00)+((TE)(xe)) (2—x)]| < e [~z nach ()

<o |xp — 2l
wobei wir im letzten Schritt (4.42) und (4.44)) angewendet haben. Also gilt

It — 2] < 1ol — 2] (4.45)
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womit (4.39)) bewiesen ist.

Dax; € {x e R" : |x—z| <} C D ist, gilt insbesondere ||x; — z| < 6.
Damit folgt aus (4.45)
1 =2l < erer e — 2| - [Ixi — 2] < eread[x — 2 (4.46)
<

Indem wir den Radius 6 > 0 falls erforderlich noch weiter verkleinern, konnen wir
immer erreichen, dass ¢1 o6 =: k < 1 ist. (Das Verkleinern des Radius 6 > 0
vergrofert die Konstanten ¢; und ¢y nicht. Also kann hier nichts schief gehen.)
Dann gilt mit einem xk < 1

11 — 2] < lxp — 2],

und es folgt, dass x;. gegen z konvergiert, weil sich der Abstand zur Nullstelle mit
jedem Iterationsschritt mindestens um den Faktor x < 1 verkleinert. ]

4.6 Konvergenzordnung von Iterationsverfahren

Als Letztes lernen wir das Konzept der Konvergenzordnung eines Iterationsver-
fahrens kennen.

Definition 4.22. (Konvergenzordnung eines Iterationsverfahrens)
Sei || - || eine Norm auf R". Sei (Xk)keNo
Iterationsverfahren xpy1 = f(xi) erzeugten Iterierten, wobei f : D — R"

mit D C R"™ die Iterationsvorschrift ist. Das Iterationsverfahren konvergiere
gegen z. Wir sagen, dass das Iterationsverfahren

die Folge (in R™) der von einem

(1) (mindestens) die Konvergenzordnung 1 hat bzw. (mindestens) linear
konvergent ist, wenn es eine positive Kostante ¢ < 1 und einen Index
ko gibt, so dass gilt

|xks1 — 2z|| < c||xi — Z|| fir alle k > k.

(2) (mindestens) die Konvergenzordnung 2 hat bzw. quadratisch komn-
vergent ist, wenn es eine positive Kostante ¢ > 0 gibt, so dass gilt

|xpr1 — 2| < cljxp — z|? fir alle k =0,1,2,....
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(3) (mindestens) die Konvergenzordnung p > 1 hat, wenn es eine positive
Kostante ¢ > 0 ¢ibt, so dass gilt

|xp+1 —2z|| <cl||lxx—z|"  firalek=0,1,2,....

(4) superlinear konvergent ist, wenn es eine positive Nullfolge (cx)ren,
gibt (d.h. ¢, > 0 fiir alle k und limg_,o, ¢, = 0), so dass gilt

|xki1 — 2] < e ||xk — 2] fir alle k=0,1,2,....

(Falls n = 1 ist, wird die Norm || - || immer durch den Absolutbetrag ersetzt.)

Natiirlich ist Definition ein Sonderfall von Definition [(3)]

Welche Konvergenzordnungen haben die Iterationsverfahren, die wir in dieser Vor-
lesung bisher kennengelernt haben?

¢ Die Fixpunktiteration aus dem Banachschen Fixpunktsatz (siehe Satz
hat die Konvergenzordnung 1 bzw. ist linear konvergent, denn mit der
Kontraktionskonstante ¢ mit 0 < ¢ < 1 gilt wegen der Kontraktionseigen-
schaften (mit dem Fixpunkt X)

Xk = X[ = If(x0) — £X)[| < gl —X[| fiir alle k =0,1,2, ...

e Das Jacobi-Verfahren und das Gaufs-Seidel-Verfahren basieren auf der
Fixpunktiteration und haben damit ebenfalls mindestens die Konvergen-
zordnung 1 bzw. sind ebenfalls mindestens linear konvergent.

e Das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) bricht
nach spétestens n Schritten ab, so dass es hier nur begrenzt Sinn macht
(ndmlich nur fiir grofkes n), von einer Konvergenzordnung zu sprechen. Man

kann dann aus Hilfssatz folgern, dass das CG-Verfahren mindestens
linear konvergent ist.

e Das Bisektionsverfahren konvergiert immer, aber wir konnen ihm keine
Konvergenzordnung zuweisen.

e Das Newton-Verfahren (siche Satz und Bemerkung ist wegen
(4.39) quadratisch konvergent bzw. hat die Konvergenzordnung 2.

e Das Sekantenverfahren hat nach (4.21)) in Bemerkung die Konver-
genzordnung r = (/5 +1)/2 = 1,62.



KAPITEL 5

Numerische Eigenwertberechnung

In diesem Kapitel interessieren, wir uns dafiir, wie man die Eigenwerte und die
zugehorigen Eigenvektoren einer quadratischen Matrix R™*" numerisch bestimmt.

Zur Erinnerung: Ein Wert A € C ist ein Eigenwert einer Matrix A € R"*",
wenn es einen Vektor x € C" \ {0} gibt, so dass gilt

Ax=\x. (5.1)

Man nennt einen Vektor x, der (5.1 erfiillt, dann einen Eigenvektor zum FEi-
genwert \. An der Umformung

Ax=Xx <<= Ax—-Ax=0 <<= (A-)E,)x=0 (5.2)

sehen wir direkt, dass das homogene lineare Gleichungssystem (A —A En) x=0
mit der quadratischen Matrix A —\ E,, hat nur dann weitere Losungen aufser dem
Nullvektor hat, wenn die Matrix A — A E,, singulér (also nicht regulér, d.h. nicht
invertierbar) ist. Also ist A € C genau dann ein Eigenwert von A, wenn gilt
det(A — AE,) = 0. Daher bestimmt man die Eigenwerte von A als Nullstellen
des charakteristischen Polynoms

pa(\) = det (A — \E,). (5.3)

Hat man die Eigenwerte bestimmt, so findet man alle Eigenvektoren zum Eigen-
wert A, in dem man (nach ({5.2)) das homogene lineare Gleichungssystem

(A-—XE,)x=0 (5.4)

16st. Die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems ((5.4)) ist ein
ein Untervektorraum von C", der so sogenannte Eigenraum zum Eigenwert \

Ex(A\)={xeC" : (A-)E,)x=0}.
157
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Ea(A) enthélt alle Eigenvektoren zum Eigenwert A, sowie den Nullvektor.

Fiir grofle Matrixen A € R™ " ist es nicht praktikabel die Eigenwerte als Null-
stellen des charakteristischen Polynoms zu bestimmen, sondern man nutzt
geeignete numerische Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvekto-
ren. Einige solche Verfahren besprechen wir in diesem Kapitel.

5.1 Grundlegende Techniken

Der erste Satz liefert eine grundlegende Information iiber die Lage der Eigenwerte.

Satz 5.1. (Gerschgorin-Kreise)

Die Eigenwerte einer Matriz A = [a; ;] € R™" liegen alle in der Vereinigung
U?Zl K; der Gerschgorin-Kreise

Kj = {)\GC : ‘/\—CL]'J‘S E aj,k}, 7=12...,n. (55)
k=1,
k#j

Fiir mathematisch Interessierte ist der Beweis angegeben.

Beweis von Satz [5.1} Fiir jeden Eigenwert A € C von A € R"™" kinnen wir
einen Eigenvektor x € C" \ {0} finden, der ||x||oc = maxj<;<, ;| = 1 erfiillt.
Aus (A — )\En) x=0 < Ax—\x=0 folgt, dass gilt:

(Za%a}k)—)\xiO, 1=1,2,...,n
k=1

= (ai,i—)\)azi+2ai,kxk:0, 1=1,2,...,n
k=1

ki
Umsortieren liefert
n
()\—CLZ"Z') XT; = Zai’kxkzo, 1= 1,2,...,77,. (56)
k=1,
ki
Sei nun ¢ = j ein Index, fiir den |z;| = ||x[|~ = 1 gilt. Dann folgt fiir i = j aus

(5.6)) durch Anwenden des Absolutbetrags, Ausnutzen von |z;| = 1 und geeignet
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nach oben Abschatzen

n
N —aj;l =N —aj;l o] = (A= ajy) =] = | D ajran
7 k=1,
- [
n n n
<> hasallond < () 3 losal < 3 el
k;l., /Z;l., /Z;l.,
k#j J J
= [[x[[oc =1
Fiir den Eigenwert A\ € C gilt also
n
N —aj;l < lajal,
k=1,
ki
wobei j ein Index mit |z;| = ||x||o fiir den Eigenvektor x zum Eigenwert X ist.
Also wissen wir, dass der Eigenwert A in dem durch (5.5)) definierten Gerschgorin-
Kreis K liegt, wobei j ein Index mit |z;| = ||x||cc = 1 fiir den Eigenvektor x

zum Eigenwert \ ist. Da der Eigenwert A in den obigen Uberlegungen beliebig
war, folgt, dass alle Eigenwerte in der Vereinigung der Gerschgorin-Kreise Kj,
3 =1,2,...,n, enthalten sind. ]

Der Rayleigh-Quotient ermdglicht uns, einen Eigenwert angenahert zu bestimmen,
wenn wir iterativ eine (hinreichend gute) Néherung eines zugehorigen Eigenvek-
tors bestimmen koénnen.

Definition 5.2. (Rayleigh-Quotient)

Der Rayleigh-Quotient eines Vektors x € R"\ {0} bzgl. einer reellen Matriz

A € R™" st der Skalar .
A
R(x) = * A%

x!' x

Wir beobachten: Ist x € R™ \ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert A € R von
A € R™" also Ax = Ax, dann gilt

xI'Ax IxTx

R(x) = =\ (57)

x!' x x!'x

Wir wollen uns in der nachfolgenden Diskussion auf reelle symmetrische Ma-
trizen A € R™" beschrinken. Es gelte also AT = A. Solche Matrizen haben
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die Eigenschaft, dass sie immer n (nicht notwendigerweise verschiedene) reelle
Eigenwerte A\, Ao, ..., \, € R haben und dass es weiter zu diesen Eigenwerten
n reelle Eigenvektoren wi, wo, ..., w, € R" gibt, die paarweise orthogonal
und normiert sind. Es gilt also Aw; = \;w; fir j =1,2,...,n und

W-T wr =0 flirallej k=1,2,...,nmit j#k (w; und wy sind ortogonal),

W]T w; = |w;|5=1 fiiralle j=1,2,. (w; ist normiert).

Mit dem Kronecker-Delta ¢;, definiert als 1 fiir j = £ und 0 sonst, kénnen wir
diese Eigenschaften auch kompakter als

ijW;€ =0k fir alle j,k =1,2...,n (5.8)

schreiben. Aus der paarweisen Orthogonalitit (siehe (5.8))) der reellen Eigenvek-
toren wi, wo, ... w, € R" folgt insbesondere, dass diese linear unabhéngig sind.
Also bilden wq, ws, ... w, eine Basis fiir R”. Man nennt eine solche Basis auch
eine Orthonormalbasis wegen der Eigenschaft (5.8). Also kann jeder Vektor
x € R" eindeutig als Linearkombination

n

X = ch Wi, (5.9)

k=1

dargestellt werden, und die Koeffizienten ¢y, co, . .., ¢, € R konnen unter Ausnut-
zung von (|5.8)) tiber

n n n
WjTXWjT<§ ckwk> g ckwjrwk: E CLOjr =Cj = cj:Wij
k=1 =1 S~ k=1

— Y%k

leicht bestimmt werden. Weiter kann man mit Hilfe von (5.8) auch leicht die
Euklidische Norm von x mit der Darstellung ((5.9) berechnen:

n T n
x5 = x"x = (Z Cj Wj> (Z Ck Wk) ZZCJ Ck W Wk

k=1 j=1 k=1

= ciondin=>Y = |xla= <Z Ci)

j=1 k=1 k=1 k=1

Nach diesen Vorbereitungen formulieren wir das Konvergenzresultat fiir den Ray-
leigh-Quotienten.
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Satz 5.3. (Konvergenz des Rayleigh-Quotienten)

Sei A € R™" eine symmetrische Matrix, und sei (X(j)). eine Folge

jeN
von Vektoren in R", die gegen einen Eigenvektor wj of A mit Figenwert \j
konvergiert (also lim; .o xY) = wy) und normalisiert ist (also ||x]]y = 1
fir alle j = 1,2, ... erfillt). Dann gilt fir den in Definition definierten

Rayleight-Quotienten

lim R(xY) = R(wj) = \j. (5.10)
J—00
Weiter gilt _ ‘
[R(xY) = R(w,)| = O(||IxV) — w,]l3), (5.11)

d.h. die Konvergenzordnung der Iteration (R(X(j))) ist quadratisch.

jeN

Beweis von (5.10) in Satz [5.3; Per definition ist der Rayleigh-Quotient eine
stetige Funktion, und somit gilt

:)\JWJ
, , wl Aw; M wlwy
lim R(x") :R<_lim x<ﬂ>> = R(wy) = —L2 =12 =), (5.12)
J—00 j—00 W Wy W, Wy

wobei wir im ersten Schritt die Stetigkeit von R und im vorletzten Schritt A w; =
Ay wy (da wy ein Eigenvektor zum Eigenwert \; ist) ausgenutzt haben. O

Fiir mathematisch Interessierte ist auch der aufwendigere Beweis von ({5.11)) in
Satz 5.3 angegeben.

Beweis von in Satz[5.3; Wie nutzen aus, dass A symmetrisch ist und da-
her n reelle (nicht notwendigerweise verschiedene) Eigenwerte Ay, A, ..., A\, € R
und eine Orthonormalbasis aus n zugehorigen rellen Eigenvektoren wi, wo, ..., W,
hat. Es gilt also Aw, = \ywy fiir £ = 1,2,...,n und die Eigenvektoren sind
paarweise orthogonal und normiert (siehe (5.8). Bzgl. dieser Orthonormalbasis
hat x¥) dann die eindeutige Darstellung

n

X(j) = ch Wi, (513)

k=1
wobei die eindeutig bestimmten Koeffizienten ¢, = ¢ auch von j abhéngen.
Wir unterdriicken dieses in der Notation aber, damit die Formeln nicht zu un-

tibersichtlich werden. Wegen A wy, = A\, wy, fiir £ = 1,2,... n folgt aus (5.13)
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AxU) = A w. | = Aw, = AL W, 5.14
X (ch k:) ch k ch k Wk (5.14)

k=1 k=1 3w, k=l

Mit wi wy, = 0 fiir j # k, wpwi = [[wil5 = 1 ﬁir alle k = 1,2,...,n und
x5 = (xU)Tx) =1 for all j € N, folgt aus ) und (5.13)

. . T n
_ (xH)T A x0) . . a
R(X(J)) — KOV <0 = (xT A xV) = E Ci Wi E Ck A\ W

i=1 k=1

_chzck)\kw Wi = chlckkkélk_z)\kck

k=1 =1 k=1 =1
_6216

Mit R(w;) = Ay (siehe hintere Umformungen in ((5.12))), folgt daraus

R(xY)) - R(w Z)\kck A=As(c —1+Z)\kck
k=1 k#

Wir schiitzen R(xY)) — R(w) geeignet ab:

[R) = R(wy)| = A (= 1)+ Y M| S INlIch =11+ ) Il e

k=1, k=1,
kAJ kit
< (tmms ) (18 -1+ 204
ktJ
_(1{1?2;“\0( 2¢;—2) + (326J+1)—|—Zci>
k]
() 5
oy
< (121?2( | \i |> (2|CJ—1+(CJ—1)2+ZCZ>. (5.15)
k=1,
kAJ

Mit ||[xU]]; =1, |[wy|lz = 1 und (5.13) und w! wy, = 0 fiir i # k folgt einerseits

[x0) — WJH; — (xV) — WJ)T (xV) = wy) = [xD]2 + [[w, |} -2 wh %)
N——
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2—2W§<§:%“%)2—22:%“ka2—2Q72ﬂ—cﬂ.®1®
k=1 k=1 _ 5

Andererseits folgt aus ((5.13)) auch

2
HX(j)—WJH2— ZCka_WJ = (cJ—l)WJ—l—chwk
k=1 2 k=1, 2
kAJ
n T n
:<(CJ1)WJ+ZCZWZ'> ((CJI)WJ+ZCka>
—1, k=1
it kAJ

= (c; —1)? W;WJ+2(CJ—1)ZC]€ WJWk+ZZczck w! Wk

1, k=1
=1 SR S

= (c;—1) +ZZC@C’€ ik =(cs—1) —|—ch (5.17)
1, k=1
Z#Jk;éj kyéJ

Aus (5.16]) und (5.17) erhalten wir also die folgenden beiden Darstellungen von

[0 = will,

Hx<j)—WJH§:2(1—cJ) und HX< WJH2 (c;—1) +ch (5.18)

k;«éJ

Ersetzt man in der letzten Zeile von (5.15)) die entsprechenden Terme mit Hilfe
von (5.18) jeweils durch ||x1) —w JH§ so erhdlt man

[R) — R(w,)| < (max A \> (11 = wily - [ = w [3)

1<i<n
2
=2 <max BY |> HX
1<i<n
womit die quadratische Konvergenz ([5.11)) bewiesen ist. O

Betrachten wir ein Beispiel fiir die Anwendung von Satz [5.3]
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Beispiel 5.4. (Konvergenz des Rayleigh-Quotienten)
In Beispiel haben wir Eigenwerte der symmetrischen Matrix

0
3
0

berechnet und fanden, dass diese Ay = 1, Ay = 2 und A3 = 3 sind. Wir berechnen
zunachst die zugehorigen Eigenrdume:

A_:

= O Nolw
Niw O NI

Um den Eigenraum zum Eigenwert A\; = 1 zu berechnen, 16sen wir das lineare
Gleichungssystem (A — 1 E3)x = 0:

Z3—>Z;1),—Zl
Zy—1 Zy
% 0 % 0 dann:%1%2Z1 ]- 0 ]- 0 :L’l = —xg,
02 0|0 — 01010 — xo =0,
%0% 0 00010 x3 € R beliebig
—Q —1
—> Eigenraum zu A\ = 1:  FEi(1) = 0| : a€R } =Span 0
« 1

Um den Eigenraum zum Eigenwert Ao = 2 zu berechnen, 16sen wir das lineare
Gleichungssystem (A — 2E3)x = 0:

_% O % 0 dann: Z1—-27; 1 0 _1 O Ir = :133,
01 00 PEN 01 0l0] = { am=0,
% 0 _% 0 00 010 x3 € R beliebig
Q 1
—>  Eigenraum zu \y = 2: Fa(2) = O : aeR ) =S8pan| |0
o 1

Um den Eigenraum zum Eigenwert A3 = 3 zu berechnen, losen wir das lineare
Gleichungssystem (A —3E3)x = 0:

Z3—)Zg+% 7

_% 0 % 0 dann:Z1—>—§Z1 10 _% 0

00 00 PEIN 00 010

1 3 4

Lo —20 00 —%lo
Z1—~Z -1 7,
dann: Zs—— 3 Z, 10010 x1 =0,

PRIN 000[0] = 74 € R beliebig,

0010 r3 =0
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0 0
—> Eigenraum zu A3 =3: Ea(3) =< |a| : a€R ) =Span | |1
0 0

Wir erhalten hier also die folgende Orthonormalbasis von R" aus Eigenvektoren:

_ L 1 0

V2 V2
B = (Wl,WQ,Wg) mit Wi = 0, wo=1| 0], w3=]1
1 1 0

V2 V2

Gegeben sei nun die Folge

141
. . 1 j
(J)) it ) — 0
x\V)) . mi X
( JEN \/5(14_]%)1/2 _%
Dann gelten
1+ 1 1
im x0 — Tim x0) ! o4 _
lim xY = lim x 12 0 =% 0 = wao,
j—o00 j—o0 1 1
. 1 : 1\? 1\?
I3 = a) |(1e3) +(1-3)
V2 (1+4) J J

e (2 ) e (-2 L))
2(1+4%) L j g j o J?

_ 1 2_|_3]——1 2[1—|—i}—1
21+ %) LA 200+ %) Vel

d.h. die Voraussetzungen in Satz [5.3] sind erfiillt. Nach Satz [5.3] gilt

lim R(X(j)) =\ =2,

J—00
weil limj_, xU) = wy ein Eigenvektor zu Ay = 2 ist.
Wir berechnen nun den Grenzwert lim;_, R(X(j) ) direkt:

1 T

[x P2 =1 | L+2 (30 5| [1+3
R(X(j)) 2 (X(j))TAx(j):— 0 030 0

20+7) [1-1| |1 g 2| [1-t

2 2 J
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- 1 R ) - 5
2(1+3) 1
S [ o e O oR)
9 (1 + %) i J J J J
J

Also finden wir

‘ 2+ &
) — U -
I AT =l =TT

wie erwartet. &

5.2 Von-Mises-Vektoriteration (Potenzmethode)

In diesem Teilkapitel betrachten wir nur reelle Matrizen A € R"*" aber wir
nehmen nicht mehr an, dass A eine symmetrische Matrix ist. Statt dessen nehmen
wir aber an, dass A einen dominanten Eigenwert (also betraglich grofiten
Eigenwert) hat, d.h. dass es einen Eigenwert gibt, den wir A; nennen, so dass

IA1] > | Ao > |As| = ... > |\ (5.19)

Fiir solche Matrizen wollen wir im Folgenden den dominanten Eigenwert A\; und
einen zugehorigen Eigenvektor bestimmen.

Weiter setzen wir in diesem Teilkapitel voraus, dass A nur reelle Eigenwerte
A1, Ao, ..., A, € R hat und dass es n linear unabhangige zugehorige reel-
le Eigenvektoren wi,wy,...,w, € R" gibt. Es gelte also Aw; = \; w; fiir
7 =1,2,...,n. Weiter sollen die Eigenvektoren wy, ws,..., W, normiert sein,
d.h. [[wi|ls = ||wa|l2 = ... = ||wy||2 = 1. (Beachten Sie, dass dieses zusétzliche
Annahmen sind, die nicht automatisch erfiillt sind: Ein reelle Matrix A € R™*"
hat mit Vielfachheit gezahlt nicht notwendigerweise n reelle Eigenwerte, sondern
es konnen unter den n Eigenwerten auch komplexe, nicht-reelle Eigenwerte auf-
treten. Zudem kann es passieren, dass die Dimension eines Eigenraums zu einem
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Figenwert kleiner ist als die (algebraische) Vielfachheit dieses Eigenwerts. Tritt
letztere Situation auf, so gibt es keine Moglichkeit, n linear unabhéngige Eigen-
vektoren zu finden.) Beachten Sie auch, dass wir nicht annehmen diirfen, dass die
Eigenvektoren wi, wo,...,w, € R" paarweise orthogonal sind, da A nicht als
symmetrisch vorausgesetzt wurde. Da die n Eigenvektoren wq,wo, ..., w, € R"
aber linear unabhéngig sind, bilden Sie eine Basis von R”, und jedes x € R" kann
eindeutig als Linearkombination

n

X = ch W (5.20)

j=1
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten cq,co,...,¢c, € R dargestellt werden.
Wenden wir A auf x, gegeben durch (5.20]), wiederholt an, so folgt mit A w; =
Ajwj und damit A" w; = AT w; fiir j =1,2,...,nund m € N
n n n
A"x = A" (ZCjo) = CjAij:ZCjATWj
j=1 j=1 j=1

A7 <c1 wity e (A_j> WJ‘) = A (aw +Ra),  (5:21)
. 1
j=2
mit dem Restglied
R, = Jz;c] </\—1) Wi (5.22)

Die Vektorfolge (Rm)m oy Strebt fiir m — oo gegen den Nullvektor 0, denn mit
|wille =1 fiir j = 1,2...,n, und |A\;/N| < 1fiir j =2,...,n (wegen (5.19))
folgt mit der Dreiecksungleichung

- A\ . A" . A"
R, = 22 1 < 122 Al — 122 "ﬂ’fo)
Rl =0 (32) | < Sl |3t] Il ;\cﬂ .
2 J —1 J
wobel wir genutzt haben, dass (’/A\l ) < 1 fiir

jedes j = 2,3,...,n gegen null strebt. Falls c1 # 0 ist, folgt mit hmm_>OO R, =0

1
lim — A" x = lim (01 wi + Rm) =cwy+ lim R, = ¢; wy. (5.23)
m—o0 /\ m—oo m—o0
=0

Dabei ist ¢; wy # 0 (als Vielfaches des Eigenvektors wy) ebenfalls ein Eigenvektor
von A zum Eigenwert A;. Da wir bis jetzt aber A nicht kennen und somit die Folge
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(Amx)/ Xl”)meN nicht berechnen kénnen, ist die Grenzwertbeziehung Zur
Bestimmung eines Figenvektors zu A; zunéchst nur von begrenztem Wert. Ein
zusétzliches Problem liegt darin, dass die Norm von A™ x gegen null strebt, falls
|A1] < 1 ist und gegen oo strebt, falls [A\;| > 1 ist. Beide Problem kann man aber
durch geeignetes Normieren beheben:

Betrachten wir beispielsweise die Euklidische Norm von A™ x. Dann folgt aus

" mit HW]HZZ 1 fﬁr]: 1727"'7n7

JA"x |2 = A (v wi + R || = A" (cxwi + Rn)” (1 w1 + Ry)

= )\Qm(\c |2 w1 wi +2¢ w1 R, + RT R,, ) = )\fm(|cl\2 + Tm), (5.24)
=1 = [|RyI3

wobei r,, € R durch

definiert ist. Aus lim,,_o0 Rm = 0 folgt hmm_>OO rm = 0. Daher folgt aus ((5.24))
|A™ x||2 = | A1]™ Ve |? + 7, mit  lim r,, = 0. (5.26)

m—0o0

Aus ((5.26)) folgt nun mit lim,, o \/|c1]? + 7 = /]c1]? + 0 = ||

\IAmHXIIz M| e | + “in Ve + rmst mooo A lea ~ vl
? 1 1
|A™x]] M|/ e1]? + T Vel +rm ler]
(5.27)

was uns bis auf das Vorzeichen den dominanten Eigenwert A\; liefert. Um das
Vorzeichen von A; und einen zugehodrigen Eigenvektor zu finden, verfeinern wir
die Methode wie folgt:

Verfahren 5.5. (Von-Mises-Vektoriteration /Potenzmethode)

Die reelle Matriz A € R™" habe (mit Vielfachheit gezihlt) n reelle Eigen-
werte A, Ao, ..., A\, € R und ein zugehoriges System von n linear unabhdn-
gigen normierten reellen Eigenvektoren wi,wao, ..., W, € R" die dann eine
Basis von R™ bilden. (w1, Wo, ..., W, seien also linear unabhdingig, und er-
fillen ||wjl|ls = 1 und Aw; = \jw; fir alle j = 1,2,...,n.) Die Matriz
A haben einen dominanten Eigenwert \i, d.h. es gilt |\i| > |\;| fiir alle
= 2,3,...,n. Die Von-Mises-Vektoriteration (oder Potenzmethode)
ist das folgende Verfahren:

Initialisierung: Wihle x) = Z c;jwji with c¢; # 0, und setze y(o) =
j=1

)

x>

Firm =1,2,... berechnen wir nun
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(1) x = Ay,

<(m)

2) y" =0y o
) ERIE
ym T ym=1) >

wobei o, € {—1,1} so gewdhlt wird, dass gilt

Die Wahl von o, bedeutet, dass der Winkel zwischen y™~Y und y™ in [0; 7 /2]
liegt, d.h. dass wir ein ,Umklappen” vermeiden, wenn wir von y™ Y zu y(™
tibergehen. Man kann das Vorzeichen o, mittels

Om i= sgn ((y(m—l))T X(m)> — sgn ((X(m))T y(m—1)>

berechnen, wie man sich leicht durch eine genauere Inspektion von Schritt (2) in
Verfahren [5.5] iiberlegt.

Die Bedingung ¢; # 0 ist meist erfiillt. Dieses passiert (bei grofen Matrizen) schon
durch unvermeidliche numerische Rundungsfehler. Insofern stellt die Annahme
c1 # 0 keine wirkliche Einschrankung dar.

Der néchste Satz liefert uns wichtige Informationen iiber die Konvergenz der Von-
Mises-Vektoriteration.

Satz 5.6. (Konvergenz der Von-Mises-Vektoriteration)

Seien die Voraussetzungen und die Notation wie in Verfahren[5.5. Dann haben

die Iterierten der Von-Mises- Vektoriteration (Verfahren[5.5) die folgenden
Figenschaften

(1) 1%l = Ml fiir m — oo,

(2) y ™) Lonvergiert gegen einen normierten Eigenvektor von A zum domi-
nanten Figenwert A\

(8) om — sgn(\y) fir m — oo, d.h. o, = sgn(Ay) fir grofies m.

Die Euklidische Norm kann bei der Normalisierung in Verfahren durch eine
andere Norm ersetzt werden, ohne sich an dem Konvergenzverhalten etwas andert.
Oft wird die co-Norm verwendet, weil diese billiger zu berechnen ist.

Betrachten wir zunachst ein Beispiel.
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Beispiel 5.7. (Von-Mises-Vektoriteration/Potenzmethode)

0 -2 2
Wir betrachten die reelle 3 x 3-Matrix A= [—2 —3 2
-3 —6 5

Diese hat die reellen Eigenwerte A\y = 2, Ay = 1, and A\3 = —1. Da wir drei

verschiedene Eigenwerte gefunden haben und jeder damit einen Eigenraum der
Dimension 1 hat, gibt es auch ein Basis aus reellen Eigenvektoren. Der dominante
Eigenwert ist A\ = 2, und ein zugehdriger normierter Eigenvektor ist durch

1
W = —= O

V2 |

gegeben. (Berechnen Sie A wy, um sich zu iiberzeugen, dass dieses stimmt.) Nor-
mierte Eigenvektoren zu den Eigenwerten A = 1 und A3 = —1 sind wie folgt
gegeben: (Wir berechnen die Eigenwerte und die Eigenrdume von A in einer
Ubungsaufgabe. )

1 1
Wo = —= —1 bzw. W3 = —

5| V2

Wir berechnen nun die ersten zwei Schritte der Von-Mises-Vektoriteration mit
dem Startvektor x(% = [1; 1; 1]7 per Hand. Es gilt

1 1 2 0
xO =1l ==0| +|[-1] +2 |1 :—\/§W1+\/5W2—|—2\/§W3,
1 1 0 1
so dass ¢; = —/2 = 0 erfiillt ist und wir einen zuléssigen Startvektor haben.
1
(0) 1
X
Wir berechnen vorab: y(o) = = 1
X0 V3 |
Schritt 1: Wir berechnen
1 0 —2 2| (1 1 0
WAy = _—1-2 -3 2| |1|=—]-3
X y
V3 -3 —6 5| |1 V3 —4
Wegen
T
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m 1 2 3 4 D 6

0,0000 0,6667] [0,4983 0,7062] [0,6602 0,7071

y(m) 0,6000| |—0,3333] [0,2491| |—0,0504| |0,0660| |—0,0114

0,8000 0,6667] 10,8305 0,7062] [0,7482 0,7071

o x| | —2,8868  0,60000  4,0139  1,6463  2,2923  1,9296

Tabelle 5.1: Ergebnisse der ersten sechs Iterationsschritte der Von-Mises-Vektor-
iteration aus Beispiel [5.7]

und
5 5
Mo = —= v/ :ﬁ
bekommen wir
(0 J3 1 g g
=0 : 3] ==
e Ol P R I A
Schritt 2: Wir berechnen
0 -2 2] [0 2
@ —AyM==1]1-2 -3 2| [3]| == |-1
-3 —6 5| |4 2
Wegen
| 0
oy = sgn (( (1))Tx(2))zsgn E 3 = sgn 25) 1
4
und
V9 3
X2 = = \/22 +22—?:g
erhalten wir
2 2
y(2)za2i:1.§.1 -1 :1 —1
1x@)]|2 3 5 3
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In Tabelle sind die Ergebnisse der ersten sechs Iterationsschritte der Von-
Mises-Vektoriteration mit dem Startvektor x® = [1; 1; 1]7 (auf eine Gleit-
kommadarstellung mit 4-stelliger Mantisse bei y™ gerundet und auf eine Gleit-
kommadarstellung mit 5-stelliger Mantisse bei o, [|x"™||2) gerundet) angeben.
Die Berechnung erfolgte mit Matlab.

Nach Satz [5.6] strebt o, ||[x"™||5 fiir m — oo gegen der dominanten Eigenwert
A = 2, und y™ strebt fiir m — oo gegen einen zugehorigen normierten Eigen-
vektor zu A\; = 2, hier gegen wi = (v/2)7'[1; 0; 1]7 = [0,707107; 0; 0,707107]7.
Wir sehen, dass das Ergebnis nach sechs Iterationsschritten nicht besonders gut
ist. Nach 15 Iterationsschritten bekommt man die folgenden Néherungen:

0,7071
A~ oops |[x1]); =2,0002  und  wy =y = [0,0001
0,7071

Dieses sind gute Néherungen fiir \; = 2 und w; = (v2)7![1; 0; 1]7. &
Als Letztes beweisen wir fiir mathematisch Interessierte noch Satz 5.6

Beweis von Satz [5.6; Nach der Von-Mises-Vektoriteration gilt fiir k € N

y Ok v = Ok T T (5.28)
x| [Ay+=1
Wendet man (5.28) wiederholt fiir k =m,m — 1,...,2,1 an, so bekommt man
Ay(m=2)
y(m) ., Ay(m—l) A <0m 1 HAy(m 2)2> o A2 y(m—2)
= Oy Ay(m—l) 9 H A2 y(m 2) m Vm— A2 5
[ I~ ow e | [AZyT ]
AMy A" x0) 59
—UmUm—l"'Ulm 0m0m1"'01m7 ( )
firm=1,2,.. wobel wir y(© O /11x@||5 im letzten Schritt genutzt haben.

(Dabei kiirzt smh |x@]|5 weg. )

Aus (5.29)) folgt durch Multiplizieren mit A von vorne

Am+1 X(O)
(m+1) _ (m) _ gy —

X Ay O-mo-m—l 01 HAmX(O)Hz )

und Anwenden der 2-Norm und Ausnutzen von ([5.27) with x = x(© liefern

Am+1 5(0) /1, ]2 -l e300
Hx(m—i—l)H _ H XO ||2 _ |>\1‘ |Cl‘ + T+ —>> ‘/\1|
| A x O[5 Vel +ry
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Einsetzen der Darstellungen (5.21)) und (5.26) in die Darstellung (5.29) von y™

ergeben fiir hinreichend grofes m

y(m) =00 o A (1 w1 + Ron)
—UmUm-1 """ 01
(A" A/ len]® 4 7
m C
= O Om—1 - o1 [sgn(M)]" sgn(cr) (&1 (5.30)

wi + ,
N

wobei der Restgliedterm g,, wie folgt definiert ist
R,

0, = 0y Om_1 """ O] [sgn()\l)]m
= Om O .
Vel +

Da ¢; # 0 ist und da R, — 0 und r,, — 0 fiir m — oo gelten, folgt o,, — 0
fir m — oo. Aus und g,, — 0 fiir m — oo folgt, dass y™ in der Tat
gegen einen Eigenvektor of A zum Eigenwert A\; konvergiert, wenn o, = sgn(\)
fiir alle m > myg erfiillt ist. Diese Bedingung ist aber wegen (y )7y —
(y™)T y(m=1) > 0 gemiR der ersten Zeile in (5.30) mit ||w||3 = 1 erfiillt:

m— T
(m—IN\T . (m) 2 2 AT (awr + Rym)” (crwr 4+ Ryy)
0< ("™ )y =omon_y 0] : -
APt Vel + rnea Vel +

lal?+RI (R, +caw! (R,1 +Ry)
|c1\2\/(1 +72) (1 + %)
Weil R,,, — 0 und r,, — 0 fiir m — oo gelten, strebt der Bruch in der zweiten

Zeile von ([5.31)) fiir m — oo gegen 1, and somit folgt aus (5.31]) fiir hinreichend
grofses m, dass

= 0y, sgn(Ay) (5.31)

0 <o, sgn(A) — om = sgn(Ay),

gilt. Damit haben wir alle Aussagen von Satz [5.6] bewiesen. O

5.3 Transformation in Hessenberg-Form

In diesem Teilkapitel lernen wir, wie man eine quadratische Matrix A € R™*"
so in eine sogenannte Hessenberg-Matrix umformen kann, dass sich die Eigen-
werte nicht andern. Bei diesem Prozess verwenden wir orthogonale Householder-
Matrizen, welche Sie schon aus Teilkapitel kennen. Die Transformation der
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Matrix in Hessenberg-Form dient als Vorbereitungsschritt fiir das QR-Verfahren
zur Berechnung aller Eigenwerte, welches wir im néchsten Teilkapitel besprechen.

Ist eine Matrix B = [b;;] € R™ " eine obere Dreiecksmatrix (d.h. b;; = 0 fiir
alle 7 > k), so sind die Eigenwerte von B genau die Eintrdge auf der Diagonalen
von B. Dieses folgt, indem man das charakteristische Polynom

pB(A) = det (B — )\En)

mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz wiederholt nach der ersten Spalte entwi-
ckelt. Dieses ergibt

pB(A) = det (B — )\En) = ()\ — bl,l) ()\ — b2’2) s ()\ — bn,n)a

d.h. die Eigenwerte von B sind Ay = by 1, Ay = b22, ..., Ay = by .

Daher wére es zur Bestimmung der Eigenwerte einer Matrix A € R™*" wiinschens-
wert, das man die Matrix A mittels einer Transformation, welche die Eigenwerte
unverandert lasst, in eine obere Dreiecksmatrix tiberfithren kann. Dieses ist auch
moglich. Die Schur-Zerlegung (welche wir in diesem Kurs nicht besprechen) be-

sagt, dass es zu jeder quadratischen Matrix A € R"*" eine orthogonale Matrix
S € R (d.h. S7! = S7) gibt, so dass gilt

STAS=S"'AS=R — A=SRS"=SRS!, (5.32)

wobei R € R™" eine obere Dreiecksmatrix ist. Die Aquivalenzumformung in
(5.32)) erfolgt, indem man von links mit S und von rechts mit S™' = ST multi-
pliziert und dann SS~! = E,, ausnutzt. Wie wir gleich zeigen werden, lisst eine
Transformation der Form S™' A S die Eigenwerte unveréndert.

Hilfssatz 5.8. (Ahnlichkeitstransformation erhilt Eigenwerte)

Sei A € R™" und sei S € R™™" eine invertierbare Matrixz. Die Eigenwerte
von A bleiben unter einer Ahnlichkeitstransformation S™1A'S unverin-

dert, d.h. die Matrizen A und ST'A'S haben genau dieselben Eigenwerte
(einschlieflich der Vielfachheiten).

Beweis von Hilfssatz [5.8} Sei B := S~' A'S. Dann folgt
pe(\) = det(B — AE,) = det (ST'AS— A\E,)
=det (STTAS—AS'S) =det (STTAS—-AS'E,S)
=det (ST' (A= \E,)S) = det(S7") det(A — AE,) det(S)
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1
~ det(S)

wobei wir S™1'S = E,, den Multiplikationssatz det(C B) = det(B) det(C) fiir
Determinanten und det(S™!) = 1/ det(S) genutzt haben. Nach der obigen Rech-
nung haben die Matrizen A und B = S™! A S das gleiche charakteristische Poly-
nom und somit die gleichen Eigenwerte (einschlieflich der Vielfachheiten). [l

det(A — AE,) det(S) = det(A — AE,) = pa(\),

Als ersten Schritt, um eine Matrix A € R™ " mit einem Iterationsverfahren in
eine obere Dreiecksmatrix zu bringen, transformieren wir A in eine sogenannte
Hessenberg-Matrix. In einem zweiten Schritt erzeugen wir mit Ahnlichkeit-
stransformationen dann eine Folge von Hessenberg-Matrizen, die gegen eine obere
Dreiecksmatrix konvergieren.

Definition 5.9. (Hessenberg-Matrix)

Eine Matriz A = [a; ;] € R™™ heifit eine Hessenberg-Matriz, wenn alle
FEintrdage unterhalb der ersten unteren Nebendiagonalen null sind, also wenn
gilt a; ; = 0 fiir alle i > j+ 1. A hat dann die folgende Form

* % * %k
% % * k%
10 = R
A_OO % k%
Do * % %
00 0 * x|

In diesem Teilkapitel lernen wir, wie man A € R™*" durch Ahnlichkeitstransfor-
mationen mit Householder-Matrizen in eine Hessenberg-Matrix {iberfiihrt.

Zur Erinnerung: Householder-Matrizen wurden in Definition in Teilkapitel
eingefiihrt. Eine Householder-Matrix ist eine Matrix in R"*" der Form

H(w):=E, —2ww’, wobei w € R” mit w/w = ||[w|> =1 oder w = 0.

Householder Matrizen H(w) sind orthogonal, d.h. es gilt (H(W))T = (H(w)) -
und symmetrisch, d.h. es gilt (H(w))T = H(w).

Satz 5.10. (Householder-Transformation in Hessenberg-Form)

Sei A € R™" Dann existieren n—2 Householder-Matrizen H(w1), H(ws),
., H(w,_2), so dass STAS mit S := H(wy)H(ws) --- H(w,_2), eine
Hessenberg-Matrix 1st.
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Der Beweis ist konstruktiv und liefert direkt die Vorgehensweise zur praktischen
Bestimmung der Householder-Matrizen.
Beweis von Satz [5.10: Der Beweis erfolgt mit vollstdndiger Induktion.

Seien A© = A, und A*-D = (H(Wk_l))TA(kfz) H(wy_1) werde rekursiv mit
der Startmatrix A berechnet. Wir behaupten, dass A#~Y die folgende Form

k—1 -
Ak — A B

5.33
k1) . D) (5:3)

hat, wobei die Teilmatrix A,(ffl) € R¥** eine k x k-Hessenberg-Matrix ist und
Cl-1) = [0; 0;...;0; ck] cine (n — k) x k-Matrix ist. Die Matrizen B*~1 und
D®*=1 sind eine beliebige k x (n — k)-Matrix bzw. eine beliebige (n — k) x (n — k)-
Matrix.

Beweis der Behauptung mit vollstaniger Induktion:

Induktionsanfang: Fiir k = 1 hat A(®) = A eine wie oben beschriebene Zerlegung,
denn A(10) = [a11] € R™! ist eine 1 x 1 Hessenberg-Matrix und C = [¢q] €
RO-DX1 mit ¢y = lag1;a31;...;a,1]" hat die passende Form. Also haben wir
eine Induktionsverankerung fiir £ = 1.

Induktionsschritt k ~ k + 1: Es gelte (5.33) fiir ein & € N. Sei Hy, = H(uy) eine
(n—k) x (n— k) Householder-Matrix mit der Eigenschaft, dass Hy, ¢, = ||ck|2 €1,
wobei e; der erste Vektor des Standardbasis von R"* ist. Wir definieren nun

0
Wj 1= [u ] in R”, wobei 0 der Nullvektor in R¥ ist. Dann gilt
k

E Orx(n-r)

H(wy) =E, — 2w, w| =

O(n—r)xk Hy,

(Die Matrizen Oy (n—k) und Og,_p)«; sind dabei die & x (n — k)-Nullmatrix bzw.
die (n — k) x k-Nullmatrix.) Die Ahnlichkeitstransformation mit der Householder-
Matrix H(wy) ergibt (mit (H(wk))f1 = (H(wk))T = H(wy))

(H(wy))" A®D H(wy) = H(wy,) A H(wy,)

Ej Olix (n—k) AV Bt E; O (n—)

O ik| Hi ct-v | pe-v | | 0w Hy
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[ A](f_l) B(+-1) E; Okx(n-r)
| H.c ) | HDED || Op | H

APV B R,

H,Cc*V| H,D*DH,

Nach Konstruktion der (n— k) x (n—k) Householder-Matrix Hy, und mit C*~1) =
[0; 0;...;0; ck} gilt H, C*-1 = [O; 0;...,0; ¢ el}. Zerlegt man A% wie in
(5.33]) mit & — 1 durch k ersetzt, so findet man, dass A,(ﬁl eine (k+1) x (k+1)
Hessenberg-Matrix ist und dass C*) eine (n — k — 1) x (k 4 1)-Matrix von der
Form [0; 0;...;0; ckH}T ist. Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen.

Nach dem Induktionsprinzip gilt die Aussage fiir alle k = 1,2,...,n — 2. (Mehr
als n — 2 Schritte ergeben keinen Sinn, da die Hessenberg-Form (spétestens) nach
n — 2 Schritten erreicht wird.)

Nach Konstruktion gilt mit A(®) = A die Formel

A2 — (H(w, ) - (H(wy)) (H(wy)) AH(wy) H(wy) - ... - H(w, )
(H(wi)H(w,) - ... - H(w, 2))  AH(w) H(wy) - ... - H(w,_»),

und mit S := H(wi)H(ws) - ... - H(w,_5) folgt STAS = A"2 mit der
Hessenberg-Matrix A("2), ]

Bemerkung 5.11. (Bestimmung der Householder-Matrizen)

Dem Beweis von Satz entnehmen wir, was im k-ten Schritt der
Householder-Transformation auf Hessenberg-Form zu tun ist: Wir be-
notigen einen Vektor up € R" %, so dass H(uy) eine (n — k) x (n — k)
Householder-Matrix der Eigenschaft

H(ug) ¢ = ||cil[2 e,

wobei ¢ € R"* der Vektor mit den untersten n — k Eintrigen der k-ten
Spalte der Matrix A*~Y) aus dem vorherigen Schritt sind. Gemif Hilfssatz
definieren wir u; € R™* mit

Vi

vl

Vi .= C — ||CkH2 (SH] und uy -
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Die n x n Householder-Matrix H(wy) fiir die Householder-Transformation er-
hélt man dann durch Einbettung von H(uy) wie folgt:

| 7 Okx(n—k)

H(wy) =

O (n—r)xk H;,

Wir fithren die Householder-Transformation auf Hessenberg-Form an einem Bei-
spiel per Hand durch.

Beispiel 5.12. (Householder-Transformation auf Hessenberg-Form)

Wir wollen die Householder-Transformation auf Hessenberg-Form fiir die folgende
4 x 4-Matrix durchfiihren:

104 O
033 4
A=l433 4
044 -3
Dazu bendtigen wir (hochstens) 4 — 2 = 2 Schritte:

Schritt 1 (erste Spalte von A = A): A0 = A =

W Ww O
A~ W W
W = k=~ O

1
0
4
0
0 1
Die zu konstruierende 3 x 3 Householder-Matrix soll 4] auf ¢; 10| abbilden.
0 0

Wir konstruieren die 3 x 3 Householder-Matrix:

0

Cp = 4 und C1 = HC1H2 = 4,
0

0] 1 —4

vi=cy—ce = |4 -4 |0 = | 4 und HV1H2:4\/§,

0] 0 0

v o 1|

u; = = 4| = — 1

M2 | G| T VR




5. Numerische Eigenwertberechnung
(© Kerstin Hesse, Universitat Paderborn 179

Die 3 x 3 Householder-Matrix ist also

100 . 1
H =H(u)=E;—2uwu/ = |0 1 0| —2- 1| [-1 1 0]
001 (v2)?
(1 0 0] 1 =10 010
— o010l =|-1 10|l=1100
0 0 1 0 00 001
Die zugehorige 4 x 4 Householder-Matrix ist dann
1000
0010
H(Wl)_()looa
0001
und wir erhalten
(1000l [104 0]t 00O
1 T A (0) _ (00 10[[033 4[]0010
A Hw)" ATHMW) =101 g0l 433 4/]0o100
0001|044 -3]]0001
(1 04 0] 100 O] 140 0
{433 4[|l0o0 10 (433 4
o33 4/lo1 00| |033 4
0 44 3|00 0 1] 0 4 4 —3
140 0
. . 4 33 4
(1)). (1) —
Schritt 2 (zweite Spalte von A%V ): A 033 4
04 4 —3

3

Die zu konstruierende 2 x 2 Householder-Matrix soll [ 4

] auf ¢y [é] abbilden.

Wir konstruieren die 2 x 2-Householder-Matrix:

3
Co = [4] und Cy = HC2H2 =V25 = 5,

3] 1 [—2]
Vg = Cy — (€1 = |:4 -5 [0:| = und HV2H2: \/20:2\/5,
v 1 '—2} 1 [-1]

Clvelle 2vE L 4] VB L 2

(8
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Die 2 x 2 Householder-Matrix ist also

H2:H(u2):E2—2u2u§:[(1) ?]—2- ! [_1] [—1; 2]

SRR

Die zugehorige 4 x 4 Householder-Matrix ist dann

100 O

010 0

Hw) =y 08 4|

00;—5

und wir erhalten

100 0][t40 0][100 0]
A®) ::H(WQ)TA(DH(WQ): 0 12 g 433 4 12 2
002 2/ l033 4[|0o0 2 ¢
002 -2] 044 =3[00 2 -2
1 400][t0o0 0] [140 O
4334010 o0 435 0
“losso 5471053 4
0 005]| -3 |00 4 =3]

Wir beobachten, dass A® in der Tat in eine Hessenberg-Matrix ist. @

Der Rechenaufwand fiir die Householder-Transformation auf Hessenberg-Form ist

O(n?).

5.4 (QR-Verfahren zur Eigenwertberechnung

Das QR-Verfahren zur Eigenwertberechnung ist ein Iterationsverfahren, wel-
ches alle Eigenwerte auf einmal berechnet. das QR-Verfahren profitiert davon
(also konvergiert in der Regel schneller), wenn man die Matrix vorab mittels
Householder-Transformation in eine Hessenberg-Matrix transformiert.
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Verfahren 5.13. (QR-Verfahren zur Eigenwertberechnung)
Ser A € R™".

Initialisierung: Setzte Ay := A.
Firm =0,1,2,... fiihren wir folgende Schritte aus:

(1) Bestimme die QR-Zerlegung A, = Q,, R,,, von A, (mit einer ortho-
gonalen Matriz Q,, und einer oberen Dreiecksmatriz R,,).

(2) Berechne A1 := R, Q,, (vertausche Reihenfolge von Q. und Ry, ).

Da Q,, eine orthogonale Matrix ist, also QL = Q! erfiillt, folgt aus der QR-
Zerlegung A,, = Q,, R,, von A,,

Am - QmRm <~ Q%Am :Rm <~ Q%Am Qm :Rm Qm
und wir lesen ab, dass gilt

Am+1 =R, Qm = ng Am Qm = Q;Ll Am Qm (534>

Die Formel fiir die Berechnung der Matrix A,,,; aus der Matrix A,, aus
dem vorherigen Schritt des QR-Verfahrens zeigt, dass A,,+1 aus A,, durch eine
Ahnlichkeitstransformation berechnet wird und dass somit A,,;; und A,, die
gleichen Eigenwerte haben (vgl. Hilfssatz [.8). Durch wiederholte Anwendung
dieser Argumentation sieht man, dass alle im QR-Verfahren berechneten
Matrizen A,,, m =0,1,2,... die gleichen Eigenwerte haben. Insbesondere
haben sie alle die gleichen Eigenwerte wie die urspriingliche Matrix Ay = A.

Wir lernen zunéchst zwei Hilfssétze kennen, die uns niitzliche Informationen iiber
das QR-Verfahren und die QR-Zerlegung liefern.

Hilfssatz 5.14. (Eigenschaften des QR-Verfahrens)
Sei A € R™" und seien die Bezeichnungen wie in Verfahren[5.13,

(1) Falls A, eine Hessenberg-Matrix ist, so ist A,,11 ebenfalls eine
Hessenberg-Matrix. Insbesondere folgt, dass fiir eine Hessenberg-
Matrix Ay = A alle im QR-Verfahren berechneten Matrizen A, eben-
falls Hessenberg-Matrizen sind.

(2) Fualls A,, eine tridiagonale Matrix ist, so ist A,,.1 ebenfalls eine
tridiagonale Matrix. Insbesondere folgt, dass fiir eine tridiagonale
Matrix Ay = A alle im QR-Verfahren berechneten Matrizen A, eben-
falls tridiagonale Matrizen sind.
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Erklarung: Eine quadratische Matrix A heifst tridiagonal, falls die einzigen Ein-
trage ungleich null in A auf der Diagonalen, der unteren Nebendiagonalen und
der oberen Nebendiagonalen auftreten. Also ist A = [a;;] € R™" tridiagonal,
wenn gilt a;, =0 wenn j >k + 1 oder j +1 < k.

Hilfssatz 5.15. (Eindeutigkeit der QR-Zerlegung)

Set A € R™" eine requldre Matriz. Fine Zerlegqung A = QR mit einer
orthogonalen Matrix QQ und einer oberen Dreiecksmatrix R ist bis auf
die Vorzeichen der Diagonaleintrige von Q und R eindeutig bestimmt.

Nun konnen wie den Satz {iber die Konvergenz der QR-Verfahrens formulieren.

Satz 5.16. (Konvergenz des QR-Verfahrens)
Ser A € R™"™ reguldir. A habe weiter n reelle Figenwerte A\, Ao, ..., Ay € R

und n linear unabhdngige zugehorige reelle Eigenvektoren wi, wo, ..., W, €
R™ (also Aw; = \w; firi = 1,2,...,n). Sei T = [wy;wo;...;w,] €
R™ ™ die Matrix, deren Spaltenvektoren die Figenvektoren wi,Wa, ..., W,

sind. Wir nehmen an, dass ihre Inverse T~! eine LR-Zerlequng ohne Pivot-
Strategie (also ohne erforderlichen Zeilentausch) besitzt. Dann haben die im
QR-Verfahren mit der Startmatriz Ay := A berechneten Matrizen

A, = [agn)] € R™"™ die folgenden Figenschaften:
(1) Die Eintrdge in den Matrizen A, unterhalb der Diagonalen konvergieren
(m) m—qo .. .. ., - .
gegen null, also a; ;” — 0 fir allei,7 =1,2,...,n mit 1> j.

i.j
(2) Die Folgen (Agm)meN0

und (A2m+1)m6No konvergieren jeweils gegen eine
obere Dreiecksmatriz.

(3) Die Diagonaleintrdge der Matrizen A,, konvergieren gegen die Ei-

genwerte von A. Genauer gilt: ag’T) gty Ar) fur allei =1,2,...,n,
wober m : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} eine Permutation der Zahlen

1,2,....n ist.

Weiter konvergieren die im QR-Verfahren berechneten Matrizen Q,, gegen
eine orthogonale Diagonalmatrix, d.h. gegen eine Diagonalmatriz, bei der alle
Eintrdge auf der Diagonalen 1 oder —1 sind.

Die Beweise der in diesem Teilkapitel vorgestellten Resultate, insbesondere der
Beweis von Satz sind sehr technisch aber geben wenig tiefere Einsichten in das
QR-Verfahren. Wir lassen die Beweise daher weg und verweisen auf beispielsweise
[7, Teilkapitel 7.6].
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m 1 2 3 1 o 6 7 8

111 1,2222 11,3267 | 1,3657 | 1,3820 | 1,3904 | 1,3953 | 1,3983 | 1,4004
o | 1,1056 | 1,1380 | 1,1474 | 1,1525 | 1,1554 | 1,1566 | 1,1568 | 1,1566
5 11 0,9069 | 0,8837 | 0,8722 | 0,8624 | 0,8555 | 0,8512 | 0,8487 | 0,8472
Apit)as | 0,7652 | 0,6516 | 0,6147 | 0,6030 | 0,5988 | 0,5970 | 0,5962 | 0,5958

>
3
L

2

>
3
s

)
3
3

(A1)
(A1)
(A1)
(A1)

Tabelle 5.2: Diagonaleintrage der vom QQR-Verfahren berechneten Matrizen A,,,
m=1,2,...,8, fiir Beispiel 5.17]

Betrachten wir ein numerisches Beispiel.

Beispiel 5.17. (QR-Verfahren zur Eigenwertberechnung)
Wir betrachten die folgende symmetrische Matrix

1 0 025 0,25]
o 1 0 025
025 0 1 0
025 025 0 1

Diese hat die folgenden vier verschiedenen Eigenwerte (welche man beispielsweise
durch geschicktes Umformen des charakteristischen Polynoms bestimmen kann):

3+5 /3 —/5
M =14+ 22\/_ = 11,4045, Xo =14 32\/_ = 1,1545,

3 /5 345
\/_£O,8455, N=1— 22[

=

A3 =1-— = 0,0955.

Wir fiithren mit Matlab die ersten 8 Iterationsschritte des QR-~Verfahrens durch. In
Tabelle sind die Diagonaleintdge der Matrizen A,, der ersten acht Iterations-
schritte in der Gleitkommadarstellung mit Exponent 0 auf vier Nachkommastellen
gerundet angegeben. Wir wissen nach Satz[5.16] dass diese Diagonaleintrige gegen
die Eigenwerte von A konvergieren. Nach 8 Iterationsschritten hat die Nédherung
der Eigenwerte A1, Ao, Ay jeweils drei signifikante Ziffern, und die Ndherung von
A3 hat zwei signifikante Ziffern. &
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KAPITEL ©

Numerische Integration

In diesem Kapitel lernen wir Verfahren zur numerischen Berechnung von Integra-
len, also zur numerischen Integration oder Quadratur kennen. Als Vorbe-
reitung fiir aufwendigere numerische Integrationsverfahren benétigen wir einige
Informationen iiber Interpolation mit Polynomen.

Warum benotigt man numerische Integrationsverfahren? Viele Integrale, wie z.B.

1 T
/ e dr  oder / 2™ sin () dz
0 0

sind nicht (mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung) ele-
mentar berechenbar, weil die Integranden keine (elementar berechenbare) Stamm-
funktion haben. In diesem Fall braucht man eine numerische Integrationsformel,
um das Integral angendhert zu berechnen. — Integrale miissen in vielen Anwen-
dungsproblemen berechnet werden. Unter anderem spielen numerische Integrati-
onsformeln bei der numerischen Losung gewohnlicher Differentialgleichungen eine
wichtige Rolle, wie wir noch in Kapitel [7| sehen werden.

6.1 Interpolation

In diesem Teilkapitel interessieren wir uns fiir die Interpolation einer Funktion
durch ein Polynom passenden Grades und lernen die fiir theoretische Frage-
stellungen sehr wichtige Interpolationsformel von Lagrange kennen.

Wie beginnen damit, dass wir zunéchst erklaren, was der Begriff | Interpolation®
iiberhaupt bedeutet.

185
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Problemstellung 6.1. (Interpolationsproblem)

Sein € Ny. Gegeben sind n + 1 Datenpunkte (xo;vo), (z1;y1), - - -, (Tn; Yn) in
der (x;y)-Ebene mit paarweise verschiedenen xg, x1,...,x, (d.h. x; # z;,
wenn i # j ist). Gesucht ist eine (geeignete) Funktion g, deren Graph durch
diese Punkte geht, also g(x;) = y; firi=0,1,2,... n erfillt. Man sagt dann,
die Funktion g interpoliert die Datenpunkte (x;;vy;), i = 0,1,2,...,n, und
nennt g die Interpolierende (oder Interpolante) dieser Datenpunkte.

In der Regel kommen die Datenpunkte (x;;4;), ¢ = 0,1,2,...,n, vom Graphen
einer (unbekannten) Funktion f, also y; = f(z;), i = 0,1,2,...,n, oder von
einem Anwendungsproblem, bei dem die y; als Funktionswerte an der Punkten x;
aufgefasst werden konnen. Hier sind einige Beispiele.

Beispiel 6.2. (Datenséitze fiir Interpolation)
(a) (zo;90), (T1;91), - - -, (Tp; yn) mit y; = Temperatur zum Zeitpunkt z;.

(b) (zo;y0), (x1;91)s - -+, (Tp;yn) mit y; = cos(x;), 1 =0,1,2,...,n.

(¢) (xo;90), (x1;01), -+ - (Tn; yy) mit x; = Korpergrofe gerundet auf ganze cm®
und y; = ,durchschnittliches Gewicht in der Bevolkerung der BRD bei der
Korpergrofe ;.

Uberlegen Sie sich einige weitere Beispiele aus dem téiglichen Leben.

Betrachten wir nun ein Beispiel zur Interpolation.

Beispiel 6.3. (Interpolationsprobleme)
Gegeben seien die Datenpunkte (z¢; o) = (0;1) und (z1;y1) = (In(2); —2).
(a) Gesucht ist ein lineares Polynom y(x) = a x + b (mit passend zu wéihlenden
Konstanten a und b), das die gegebenen Datenpunkte interpoliert.
Um das Interpolationsproblem zu l6sen, nutzt man die Interpolationsbedin-
gungen y(xy) = yi fir k= 0,1 aus:
1=y(0)=a-0+0 — b=1,

27" -3
= q =

In(2) In(2)

—2=y(In(2)) =a-In(2) +b — a=
Also ist das interpolierende lineare Polynom

-x+ 1.
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y
; (0, 1)
() AR
g(z) = — x
e In(2)
X X
0 05 1 15 2 18
05 -0:5
] 1
-1.5
-15
0.69, -2
(0.69, -2) 2 ( )
-2

Abb. 6.1: Die Datenpunkte (0;1) und (ln(2); —2) = (0,69; —2) und die Interpo-
lierenden aus Beispiel [6.3]

(b) Gesucht ist eine Funktion der Form y(z) = a e®+be** (mit passend zu wih-
lenden Konstanten a und b), die die gegebenen Datenpunkte interpoliert.

Um das Interpolationsproblem zu l6sen, nutzt man die Interpolationsbedin-
gungen y(zy) = yi fiir k = 0,1 aus:

1=y(0)=ae’+be*’ =a+b = a+b=1,
—2=y(In2)) =a @ 1" = g. 24 ("2 =24+ 40
(In(2)) N (_22_1

= 2a+4b= -2 = a+2b=—1.
Wir erhalten also die beiden Gleichungen:

a+b=1 (I)
at+2b=—-1 (I

Wir ziehen die Gleichung (I) von Gleichung (II) ab und erhalten:

a+2b—(a+b)=—-1-1 — b= —2
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Einsetzen von b = —2 in (I) liefert:

b=—2
=

a+b=1 a+(-2)=1 — a=3

Also ist die Interpolierende

y(xr) =3e" — 2%,

Die Graphen der Interpolierenden aus Teil (a) und (b) sind in Abbildung
gezeichnet. Natiirlich sehen diese (abgesehen davon, dass beide Funktionen die
Datenpunkte interpolieren) vollig unterschiedlich aus.

Wir beobachten: In jedem der beiden Interpolationsprobleme hatten wir genauso
viele Konstanten wie Gleichungen. @

Im Folgenden interessieren wir uns nur fiir Interpolation mit Polynomen. Zur
Vereinfachung der Notation fiihren wir die Bezeichnung P, fiir die Menge aller
reellen Polynome (in einer Variablen) von Grad < n ein, also

IP’n:{p(x):ao+a1x+a2x2+...+ana:” ; ao,al,...,aneR}.

Da ein Polynom vom Grad n von der Form

px)=ay+az+ax’+.. . +a,a"

mit n + 1 Konstanten ag, ai,as,...,a, € R ist, vermuten wir, dass man n + 1
Datenpunkte (x;;%;), @ = 0,1,2,...,n, in der (x;y)-Ebene mit paarweise ver-
schiedenen z,1,...,z, (also x; # x;, wenn ¢ # j) durch ein Polynom vom

Grad < n interpolieren kann. Wir werden dieses nun genauer untersuchen.

In Verallgemeinerung von Beispiel kann man zeigen, dass das lineare
Interpolationspolynom P;(z) = az + b fiir die zwei Datenpunkte (z¢; yo) und
(1;91) mit zg # 21 von der folgenden Form ist:

— rN —x
_ Y% v Yo T1 0Y1 (6.1)
1 — Xy Tr1 — I

Pl(x)

Wir werden diese Formel auf einem Ubungsblatt nachrechnen. Dort iiberpriifen
wir auch, dass sich (6.1]) in die folgende Form bringen lésst:

r — T r — Xy

Pi(z) = yo Lo(x) + y1 L1(z) mit  Lo(z) =

s Ll(x) =
To— T I — Zo

(6.2)




6. Numerische Integration
(© Kerstin Hesse, Universitat Paderborn 189

Die Funktionen Ly und L; heiken die Lagrange-Polynome vom Grad 1 und
haben die folgenden interessanten Eigenschaften:

Lo(zg) = - 1, Lo(z1) = i - 0,
Tro— T o — I

Ll(SIZ()) = io _ io = O, L1($1> = il _ io = 1
1 — Xo 1 — %o

Damit folgt aus Pi(x) = yo Lo(z) + y1 L1(x) direkt

Pi(zo) = yo Lo(wo) + y1 L1(w0) = yo - 1 +y1- 0 =y,
Pi(x1) = yo Lo(x1) +y1 La(z1) = 9o - 0+ y1 - 1 = w1
Es ist anschaulich klar, dass es zu gegebenen Datenpunkten (xo;y0) und (x1;y1)

mit xy # r7 genau ein lineares Interpolationspolynom gibt, da man durch zwei
verschiedene Punkte in der (z;y)-Ebene nur genau eine Gerade legen kann.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 6.4. (lineares Interpolationspolynom)

Gesucht ist das lineare Interpolationspolynom zu den Datenpunkten (z¢;yy) =
(1;1) und (z1;y1) = (4;2). Nach (6.1) ist das lineare Interpolationspolynom

2—-1 1-4-1-2 1 2

Mit ((6.2) kénnen wir das lineare Interpolationspolynom auch wie folgt schreiben:

r—4 rz—1 r—4 r—1
+2- = .

P(z) =1- _
1(7) 1—4 i1 3 ° 3

Die gegebenen Datenpunkte stammen von der Quadratwurzelfunktion
fil000[ =R, flx) =V,
denn es gilt
(D) = (V) = (1) wnd (4 f(4) = (4V4) = (4;2).

In Abbildung ist die Quadratwurzelfunktion zusammen mit dem linearen In-
terpolationspolynom P; gezeichnet. Wir sehen, dass das lineare Interpolationspo-

lynom P; die Funktion f(z) = \/z auf dem Intervall [1;3] = [0,5; 4,5] gar nicht
so schlecht annéhert, aber auflerhalb dieses Intervalls liefert das lineare Interpo-

lationspolynom nur eine schlechte Néaherung. So erhalten wir beispielsweise

1 2 5
342 =2216667 und V3=1,7321,

P(3)==.
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(4,2)

Abb. 6.2: Die Funktion f : [0;00[— R, f(x) = \/x, und ihr lineares Interpolati-
onspolynom P fiir die Datenpunkte (1;1) und (4;2).

d.h. fir x = 3 haben wir einen relativen Fehler von

_1AB) - V3| _[5- V3|
V3l V3

Rel(P1(3)) = 0,038,

also einen relativen Fehler von knapp 4 %. &

Wir wollen nun den Fall der Interpolation von drei Datenpunkten (zo; o), (21;y1)
und (z9;y2) in der (z;y)-Ebene mit zy # x1, ©9 # x2 und x; # x9 mit einem
(hochstens) quadratischen Polynom betrachten. Das quadratische Interpola-
tionspolynom P, € P; ist durch die folgende Formel gegeben:

(x —x1) (x — x9)
(w0 — 1) (T0 — 72)
(x — x0) (z — 1)

. Lo(z) = (0 —20) (za— 1) (6.3)

PQ(x> =Y LO(ZU) + 1 Ll(ZU) + Yo LQ(CI;‘) mit Lo(gj) =

(x — xg) (z — x2)

L) = ) o1 =)

Die Funktionen L, L1, Lo heiken die Lagrange-Polynome vom Grad 2, und
(6.3)) wird als die Interpolationsformel von Lagrange bezeichnet.

Warum ist die Formel ([6.3) richtig? Wir bemerken zunéchst durch Inspektion,
dass die Funktionen Lg, L1, Ly jeweils Polynome vom Grad 2 sind. Also muss Ps,
definiert durch (6.3), ein Polynom vom Grad < 2 sein. Weiter iiberpriift man
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2.5 Y
(4,2)

2

1.5 (2.89,1.7)
(1, 1)
1
Py
/05/
fl@) = va
X
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5

Abb. 6.3: Die Funktion f : [0;00] = R, f(z) = v/z, und ihr quadratisches Inter-
polationspolynom P, fiir die Datenpunkte (1;1), (4;2) und (2,89;1,7).

leicht (dieses ist eine Ubungsaufgabe), dass gilt

Li(x;)=10,; firalled,j=0,1,2, (6.4)
wobei ¢; ; das Kronecker-Delta ist, welches wie folgt definiert ist:
1 firi=y,
0ij 1= { 0 fiir i # j. (6.5)

Dann folgt mit ((6.4))
Py(x0) = yo Lo(wo) 4+ y1 L1(20) + 2 La(w0) =1 -390+ 0 -1 + 0 - 12 = %0,
Py(z1) = yo Lo(x1) + y1 Li(z1) +y2 La(z1) =090+ 1-y1 + 0 y2 = u1,
Py(x2) = yo Lo(w2) + 1 L1(w2) + 92 La(w2) =090 +0-y1 + 1 -2 = 1o,
und wir sehen, dass P, die Datenpunkte (zo; o), (z1;y1) und (x9; yo) interpoliert.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 6.5. (quadratisches Interpolationspolynom)
Gesucht ist ein (hochstens) quadratisches Polynom, das die Datenpunkte

(zo;90) = (1;1), (z1;91) = (452)  und  (22590) = (2,89; 1,7)

interpoliert. Es gilt (z;;v;) = (a:z,\/;rz_z) fir ¢ = 0,1,2, d.h. die Datenpunkte
stammen von der Quadratwurzelfunktion f :]0;00[— R, f(x) = /.
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Nach ([6.3)) ist ein (hochstens) quadratische Interpolationspolynom

(z—1)(z—4)
(2,80 — 1) (2,89 — 4)

(x —4) (x — 2,89) Lo (x —1) (x —2,89)

Py(w) =1- (1—4)(1-2,89) (4—1)(4—2389)

+ 1,7

In Abbildung [6.3] ist die Quadratwurzelfunktion zusammen mit dem (hochstens)
quadratischen Interpolationspolynom gezeichnet. Verglichen mit dem linearen In-
terpolationspolynom (siche Beispiel [6.4 und Abbildung [6.2)) hat sich die Naherung
von f(x) = /x deutlich verbessert. Mit dem blofen Auge sieht man auf dem
Intervall [0,8; 4,4] in der Veranschaulichung der Graphen in Abbildung fast
keinen Unterschied mehr zwischen f(x) = /x und P,. Nun gilt in z = 3

(3—1)(3—4)
(2,89 — 1) (2,89 — 4)

L B-4(3-289) _ (3—1)(3—289)
B(3) =1 (1= 1) (1—-289) " 2 A—1)(A—289) LT

= 1,7334

d.h. fir x = 3 haben wir einen relativen Fehler von

Rel(Py(3)) = % = 0,00078,

also einen relativen Fehler von knapp unter 0,08 %. (Natiirlich liegt 3 dicht bei

2,98, und fiir einen anderen Punkt wie x = 2 héatten wir vermutlich eine etwas
schlechtere Ndherung bekommen.) &

Wir gehen nun noch einen Schritt weiter und wollen n + 1 Datenpunkte (x;;v;),
i =0,1,2,...,n, in der (z;y)-Ebene mit paarweise verschiedenen Punkten z;,
i=0,1,2,...,n, durch ein Polynom P, € P, (also vom Grad < n) interpolieren.
(Dass die Datenpunkte ,paarweise verschieden® sind, bedeutet, dass z; # x; gilt,
wenn ¢ # 7 ist.) In Analogie zu (/6.2) und bekommt man dann den folgenden

Satz, den wir auch beweisen werden:

Satz 6.6. (Interpolationsformel von Lagrange)

Seien (x;;y;), 1 =0,1,2,...,n, genau n + 1 Datenpunkte mit paarweise ver-
schiedenen xo, x1,Ta, ..., T, (d.h. x; # x; wenn i # j). Dann ist

Po(x) = yo Lo(z) + y1 L1(z) + y2 Lo(x) + ... + yn Ln(z) (6.6)
mit den Lagrange-Polynomen vom Grad n (bzgl. xo,x1,...,2,)

(x—xg) .. (x—xiq) (. —xig1) ... - (¥ — )

Lile) = (i — o) oo (@ — wica) - (@ — i) - - (@ — )

, (6.7)
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1 =20,1,2,...,n, ein Polynom vom Grad < n, das die Datenpunkte in-
terpoliert. Die Darstellung eines interpolierenden Polynoms vom Grad
< n nennt man die Interpolationsformel von Lagrange.

Schauen wir uns die Formel fiir die Lagrange-Polynome genauer an: Im
Zéhler von L; steht ein Polynom vom exakten Grad n, bei dem alle Linearfaktoren
(x —zj), 5 = 0,1,2,...,n, mit Ausnahme von (x — z;) multipliziert werden.
Im Nenner steht eine Konstante, die man durch Multiplikation der (z; — z;),
j=0,1,2,...,n, mit Ausnahme von (x; — x;) erhélt. Nach Formel gilt also

B (;L‘—;L‘I)(l'_xn)
LO(:U)_(330—331)'--"(370_37”)7
(x —xo) - (x — ) - ... - (& — )
Ly(z) (21 — 20) - (1 — @2) ...+ (11 — x)
z (z—xo) (@ —a1) - (x—w5) ... (x —ay)
L) (9 — o) - (w2 — 21) - (w2 —3) .. - (22 — @)
o ma)Gen) ) ()
Ln—l() (:[:n_l—x())'(xn—l_xl)""'(:C”_l_x”_Q)'(xn_l_xn)’
— (=) - (x —a1) - ... (& — 2n1)
) = G =) (o — a0 =)

Die Formeln (6.2)) und (6.3)) sind jeweils der Sonderfall von und (6.7)) fiir den
Fall n = 1 bzw. n = 2. (Inspizieren Sie bitte und (6.7)) noch einmal, um sich

dieses klar zu machen.)

Wir werden im Beweis von Satz noch zeigen, dass die in (6.7) definierten
Lagrange-Polynome vom Grad n die Eigenschaft

Li(z;) = 6i; firalle?,7=0,1,2,....,n (6.8)

haben, wobei ¢; ; das in (6.5]) definierte Kronecker-Delta ist. Mit zeigt man
dann leicht, dass die Datenpunkte interpoliert.

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

Beispiel 6.7. (Interpolationspolynom vom Grad < 4)

Wir wollen die Cosinusfunktion f: R — R, f(x) = cos(x), durch das Interpolati-
onspolynom P; € P, (also vom Grad < 4) bzgl. der folgenden fiinf Datenpunkte
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(mit paarweise verschiedenen x;, ¢ = 0,1,...,4) interpolieren:

5icos (3)) = (5:0).
Wir stellen zuerst die Lagrange-Polynome von Grad 4 auf:
)

(z 113

(=0 (2 -F) (x-3)
R Yy ) () oy
2D (D63,
@4 @-0-(@-1 (-3
Ly(z) = (-2+2)-(-3-0)-(-3-2)-(-2-12)

P ) i G M

(0_|_11£) (O—l—%)'(o_%) (0_%)
() () -5 -3

(¢+3)-(x+5) (=0 (r=3)

B ) G D G0 G 3)
(D) e Do)
(+3)-(x+5) (=0 (r )

B (BT R P T Y )

“ g (o) [+ 9) e (0= F)
—37_‘_4 T 5 X 1 i i 1 .

Mit diesen ist das Interpolationspolynom vom Grad < 4 gegeben durch

= g Li(z) + Lo(x) + g Ly(x) = Lo(x) + ? (La(2) + Ls(x)).
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1.5

(0, 1)
(0.79, 0.71)

Abb. 6.4: cos(z) und sein Interpolationspolynom P;.

Wir konnen Py in diesem konkreten Beispiel noch weiter vereinfachen:

bie i =55 () (=) (e
— %(a}‘—f—%)(ﬂj—i—%)x(x_g)

N R R N [ E )|

256 2(+7r)( 77)_ 256 o [ o
Tyt T Ty T Tyt o\t T )

wobei wir im letzten Schritt die dritte binomische Formel verwendet haben. Eben-
falls mit der dritten binomischen Formel folgt

64 T T
L) = (v+5) (e+7)
5D D)
o 2 2
64 4 2
—_ . 12_71'_ . xQ_ﬂ—_ A
T 4 16

Also erhalten wir fiir das Interpolationspolynom

64 [, , 128v2 , (., =
P4(x)—F-(x—Z)-<:U—1—6 - v\ o)

~

=~
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Die Funktion f(x) = cos(z) und das Interpolationspolynom P, vom Grad < 4
sind in Abbildung [6.4] gezeichnet. &

Wir beweisen nun die Interpolationsformel von Lagrange.

Beweis von Satz [6.6; Wir untersuchen zunéchst die Lagrange-Polynome (6.7)):
Der Nenner von L;, 2 = 0,1,2,...,n, ist jeweils eine Konstante. Im Zahler von
Li,1=0,1,2,...,n, gibt es jeweils n lineare Faktoren; also muss L; ein Polynom

vom exakten Grad n sein. An der Formel (6.6)), also an
Po(x) = yo Lo(x) + y1 L1(2) + y2 Lao(x) + ... + yn L(2),

sieht man direkt, dass P, dann (als Linearkombination von Ly, L1, ..., L,) auch
ein Polynom vom Grad < n sein muss.

Es gilt fiir die Lagrange-Polynome

Lz’(xk:) _ (xk_ﬂf1>'-"'(xk—%‘fl)'(xk_xwrl)"“'(xk_xn) 0
(xi_xl)’---'(xi_xi—l)’(xi_xi—i—l)’---'(xi_xn)
firi,k=0,1,2,...,n 4+ 1 mit 7 # k,
weil im Zahler dann ein Term, nédmlich (xp — zy), gleich 0 ist; und es gilt
Lz(%) _ (%-h)'---‘(%—xz‘—l)‘(%—Zﬁzﬂ)‘---‘(%—ﬂ?n) —1
(a:i—xl)-...-(xi—xi_l)-(xi—le)-...-(xi—xn)

firi =0,1,2,...n.
Damit folgt also
Li(xg) = ik fir alle i,k =0,1,2,...,n,
wobei d; 3, das in definierte Kronecker-Delta ist. Daraus folgt direkt
Py(xg) = yo Lo(xg) +y1 Li(xg) + ... +yn L(xg) =y fir k=0,1,2,....,n,
denn nur fir ¢ = k gilt L;(zy) = 1, und fiir alle ¢ mit ¢ # k gilt L;(x) = 0. Also
interpoliert des Polynom P, die Datenpunkte (x;;4;),7=0,1,2,... n. O

Gibt es mehr als ein Polynom in P, (also vom Grad < n), welches gegebe-
ne Datenpunkte (z;;v;), i = 0,1,2,...,n, in der (z;y)-Ebene mit paarweise
verschiedenen xg, x1,...,z, interpoliert? Hieriiber gibt der nachfolgende Satz
Auskunft.
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Satz 6.8. (Existenz und Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms)

Seien (z;;y;), i =0,1,2,...,n, genau n+ 1 Datenpunkte in der (z;y)-Ebene
mit paarweise verschiedenen xo, 1, ..., T, (d.h. z; # x; wenn i # j). Dann
existiert genau ein Polynom P, in P, (also vom Grad < n) mit

P(x;) =y fir allei=0,1,2,...,n, (6.9)

d.h. das Interpolationspolynom P, € P, ist eindeutig bestimmdt.

Beweis von Satz [6.8; Die Interpolationsformel von Lagrange (siehe Satz [6.6
liefert uns, dass mindestens ein Polynom P, € P, (ndmlich das durch (6.6
und gegebene Polynom) existiert, welches die n + 1 Datenpunkte (z;;v;),
1 =0,1,2,...,n, interpoliert. Wir miissen also nur noch zeigen, dass dieses Inter-
polationspolynom eindeutig bestimmt ist.

Dazu nehmen wir an, dass P,, @, € P, jeweils P,(z;) = y; fir i =0,1,2,...,
bzw. Qn(x;) = y; fiir ¢ = 0,1,2,...,n erfillen. Die Differenzfunktion F, ()
P,(x) — Qu(x) ist dann ebenfalls ein Polynom in P, und sie erfiillt

Il =3

Fo(z;)) = Py(x;) — Qu(z;) =y —y; =0 fir alle7 =0,1,2,...,n.

Damit hat das Polynom F,, € P, aber n 4+ 1 Nullstellen. Hat ein Polynom in P,
vom Grad < n, mehr als n Nullstellen, so muss es das Nullpolynom sein. Also
folgt, dass F}, das Nullpolynom ist, d.h.

Fo.(x) = Py(x) — Qu(x) =0 firallex € R
= P,(x) = Qu(x) fir alle z € R.

Also sind P, und (@), gleich, und das interpolierende Polynom in PP, ist damit
eindeutig bestimmt. ]

6.2 Dividierte Differenzen und die Interpolations-
formel von Newton*

Dieses Teilkapitel wird nicht behandelt und ist damit auch nicht klausurrelevant.
Es liefert aber wichtige Informationen iiber Polynominterpolation und wurde da-
her ins Skript aufgenommen.

*Dieses Teilkapitel wird nicht behandelt und ist damit auch nicht klausurrelevant.
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Die Berechnung des interpolierenden Polynoms P, € P,, mit der Interpolations-
formel von Lagrange ist relativ aufwendig, denn man muss die n + 1 Lagrange-
Polynome Ly, Ly, .. ., L, auswerten, was jeweils 2n—1 Multiplikationen /Divisionen
und zusétzlich 2n — 2 Additionen/Subtraktionen erfordert. In der Tat sind die
Lagrange-Polynome und die Interpolationsformel von Lagrange vor allem fiir theo-
retische Untersuchungen wichtig. Fiir die praktische Berechnung des interpolieren-
den Polynoms P, verwendet man die Interpolationsformel von Newton, die
wir in diesem Teilkapitel kennenlernen werden. Als Vorbereitung dafiir benotigen
wir aber zunachst dividierte Differenzen.

Definition 6.9. (dividierte Differenzen)

Sein € N. Sei f: |a;b] — R eine Funktion, und seinen xg, x1, ..., T, genau
n + 1 verschiedene Punkte in [a;b]. Dann definieren wir rekursiv :

f(xiv1) — f(x)

1) flzi,xiy1] =
( ) f[ is H—l] Titl — Ti
heifit eine dividierte Differenz erster Ordnung von f.

f[ﬂfzw 513@+1] - f[xi—l, xz]

Li+1 — Tj—1

(2) flwiz1, i, xiga] =

heifst eine dividierte Differenz zweiter Ordnung von f.

f[l’l,...,l'n] - f[x()a"' >xn—1]
In — o
heifit eine dividierte Differenz n-ter Ordnung von f.

(TL) f[.%'o, Tiyeeey Tp-1, xn] =

Betrachten wir zunachst ein Beispiel.

Beispiel 6.10. (dividierte Differenzen)
Sei f : [0;00[— R, f(z) = /z, und seien 2y = 1, 1 = 4, x5 = 2,89. Die
zugehorigen Funktionswerte sind dann

flxo) = f(1) =V1=1,
flz) = f(4) =Vi=2,
f(:zzg) = f(2,89) =4/2,89 =17,

und die dividierten Differenzen erster und zweiter Ordnung lauten

fl@) = flm) 2-1 1,
= = - =10,3333
1 — Xy 4—1 3 ’ ’

f[x();xl] =
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flwa) — f(z1) 1,7—-2  —03 30 .
= — — — - 2
fler, 2 Ty — 1y 2804 —Ta1 111 A0S
30 1 90 — 111 —21
Flao, 21, 35] = fley, o) = fleo,an] 111 3 333 _ 333
Ty — X 2,89 —1 1,89 1,89
-7
111 700 100 100
=L - 20 = —0,0334.

1,89 111-189  111-27 2997

Mit nur drei Punkten konnen wir keine dividierten Differenzen hoherer Ordnung
bilden. &

Welche Eigenschaften haben die dividierten Differenzen? Damit befasst sich der
nachste Satz.

Satz 6.11. (Eigenschaften der dividierten Differenzen)
Seien f :]c;d]— R eine Funktion und |a;b] Cle;d[, und seien xg, 1, ..., Ty,
genau n + 1 verschiedene Punkte in [a;b]. Dann gelten:

(1) Verindert man in in einer dividierten Differenz die Reihenfolge der
Punkte (d.h. permutiert man die Punkte), so dndert sich der Wert der
dwvidierten Differenz nicht.

(2) Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt: Ist f auf ]c;d]|
stetig differenzierbar, so gibt es einen Punkt z zwischen x; und x;y1, so

dass gilt
f(@iv1) — f@)

Li+1 — X

= f'(2).

flei, ziq] =

(3) Ist f auf |c;d] n-mal stetig differenzierbar, so gibt es einen Punkt z im

kleinsten Intervall, das alle xg,x1,...,x, enthdlt, so dass gilt
L o)
flwo, 21, 21, 2] = ﬁf (2).

Nach dieser Vorbereitung konnen wir schlieklich die Interpolationsformel von New-
ton einfiihren.

Satz 6.12. (Interpolationsformel von Newton)

Sein € Ny. Sei f: [a;b] — R eine Funktion, und seien g, x1,..., T, ge-
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nau n + 1 verschiedene Punkte in [a;b]. Seien (5137, f(:zsl)), i=0,1,...,n, die
zugehorigen Datenpunkte in der (x;y)-FEbene fir die Interpolation der Funkti-
on f. Die (jeweils eindeutig bestimmten) interpolierenden Polynome
P; € P; (vom Grad < j) mit j =0,1,2,... n, die jeweils die Datenpunk-
te (:L'i; f(xz)), i =0,1,...,7, interpolieren, kénnen mit Hilfe der dividierten
Differenzen von f wie folgt berechnet werden:

(z — o) flzr, 2] + (2 — x0) (x — 1) flwo, 71, 9]

)
)+
z0) + (z — x0) flxo, T1] + (¥ — 20) (¥ — 21) flT0, 21, T2,
)+
(z — 20) (x — 1) (T — 22) flT0, T1, T2, T,

Warum ist die Interpolationsformel von Newton so niitzlich? Es gilt fiir
jedes 7 =0,1,2,...,n — 1 die Rekursionsformel

Pj+1($) = Pj(a:) + (ZE - ZCQ) L (iE - ZCj) f[ZCQ,ZE'l, . axj—&-l]a (610)

denn nach Satz gilt

Pjiq(x) :f(ﬂfo) +...+ (z — x0) -...-(a:—xj_l)f[xo,xl,...,le
~P()
+(z—x) ...  (x —xj) flro, 1, .., 2j, 2j41]
= Pj(x) + (x —x0) - ... - (x — x;) flxo, x1, ..., Tn, Tjr1).

Die Formel besagt das Folgende: Wollen wir die Interpolation verbes-
sern und fiigen daher einen neuen Datenpunkt (xji1; f(2j11)) zu (i f(xs)),
¢t = 0,1,...,7, hinzu, so brauchen wir das Interpolationspolynom nicht neu zu
berechnen, sondern miissen nur zu P;j(z) einfach den Term

(x —2x0) ... (x — ;) flro, 1, ..., Tj, Tjp1]

addieren, um Pj;;(z) zu erhalten.
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Betrachten wir zunachst ein Beispiel.

Beispiel 6.13. (Interpolationsformel von Newton)
Sei f: [0;00[— R, f(x) = +/z, und seien xy = 1, 21 = 4 und x5 = 2,89. Die
zugehorigen Funktionswerte sind dann f(xg) = 1, f(x1) = 2, f(z2) = 1,7. Nach
Beispiel sind die dividierten Differenzen erster und zweiter Ordnung
1 30 100

f[xo,xﬂ—ga f[%;@]—ma f[l“o,l’bﬂ?z]——w-
Das konstante Interpolationspolynom Py € Py des Datenpunkts (1;1), das linea-
re Interpolationspolynom P; € Py der Datenpunkte (1;1) und (4;2) bzw. das
quadratische Interpolationspolynom P, € Py der Datenpunkte (1;1), (4;2) und
(2,89;1,7) sind also nach der Interpolationsformel von Newton gegeben durch

Py(z) = f(xo) = 1.

Pila) = Fyla) + (z —20) flov, ] =14 3 (e =)= 3242, (611)
Py(z) = Pi(z) + (v — x0) (v — 21) fl20, 71, 72
1 100
— 145 (o= 1) = g (@ = 1) (z —4) (6.12)

Nattirlich ist (6.11)) identisch mit der Formel fiir das lineare Interpolationspoly-
nom, die wir in Beispiel mit der Interpolationsformel von Lagrange erhalten
haben. Ebenso liefert (6.12)) das gleiche quadratische Interpolationspolynom, wel-

ches in Beispiel [6.5] berechnet wurde; allerdings ist dieses (ohne Vereinfachungen)
nicht offensichtlich. &

Was passiert in Satz und Definition , wenn die Datenpunkte (z;;;),
1 =0,1,2,...,n, nur als Punkte in der Ebene gegeben sind, die eine unbekannte
Funktion (angenéhert) beschreiben, und nicht als Punkte auf dem Graphen einer
bekannten Funktion f7 Natiirlich funktioniert die Berechnung der Interpolieren-
den ganz analog. Dieses wird in der nachsten Bemerkung erklart.

Bemerkung 6.14. (dividierte Differenzen fiir (x;;y;), i =0,1,...,n)
Sei n € Ny, und seien (z;;y;),7 =0,1,...,n, genau n 4+ 1 Datenpunkte in der
(x;y)-Ebene mit paarweise verschiedenen xg, z1, . .., z,.

(1) Dann berechnen wir die dividierten Differenzen wie folgt:

Yit1 — Yi .
y[xhxﬂrl] = 220717"'7”‘_17
Lit1 — T
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L yloy, vi1] — yloi 1, v .
y[xi—laxiaxi+l] T ) L= 17"‘7n_17
Li+1 — Li-1
L y[xla <. 737%] - y[x(b SR 7xn—1]
ylzo, T1, - ooy Tty T] = :
In — o

(2) Dann werden die interpolierenden Polynome P, € P; (vom Grad
< j)mit 7 = 0,1,2,...,n, die jeweils die Datenpunkte (xi;yi), 1=

0,1,...,7, interpolieren, wie folgt berechnet:
Po(z) = yo
Pi(z) = yo + (x — w0) y[xo, 1],
Py(x) = yo + (x — o) ylzo, 71] + (x — 20) (x — 1) y[w0, 21, 22,
Py(z) = yo + (v — wo) y[x1, T2] + (2 — T0) (¥ — 1) Y[T0, 1, T2
+ (z — x9) (x — x1) (x — x2) Y|z, 1, T2, T3],

P,(z) = yo + (z — xo) ylxo, x1] + . ..
+(x—m) ...- (x — xp_o) y[wo, T1, . .., Tp1]

+(z—x0) (x —x1) ..o (T — 2pe1) Ylwo, 21,4 - -, T
(3) Auch hier gilt fiir jedes 7 =0,1,...,n — 1 die rekursive Beziehung

Pii(z) = Pj(x) + (x —xg) - ... - (x — xj) y[xo, T1, . ., Tj1]

6.3 Der Fehler der Polynominterpolation”

Dieses Teilkapitel wird nicht behandelt und ist damit auch nicht klausurrelevant.
Es liefert aber wichtige Informationen iiber Polynominterpolation und wurde da-
her ins Skript aufgenommen. Ein Resultat dieses Teilkapitels wird auch benotigt,
um die Konvergenzordnung der Trapezregel fiir numerische Integration in Teilka-
pitel [6.4] zu beweisen.

Sei f eine (n+1)-mal stetig differenzierbare Funktion, und seien xg, x1, ..., z, € R

*Dieses Teilkapitel wird nicht behandelt und ist damit auch nicht klausurrelevant.
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paarweise verschieden. Wir interessieren uns nun dafiir, wie gut das interpo-
lierende Polynom P, € P, der Datenpunkte (xz,f(:r:z)), i =0,1,2,...,n,
die Funktion f auf einen geeigneten Intervall, welches xg, x1,...,z, enthalt,
approximiert d.h. annahert. Zunéchst lernen wir den folgenden Satz kennen.

Satz 6.15. (Interpolationsfehler)

Sei f :]c;d] — R eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, sei [a;b] C
le;d[, und seien xg, x4, ..., x, € |a;b] paarweise verschieden. Sei P, € P, das
interpolierende Polynom der Datenpunkte (:z:i; f(a:z)), 1=0,1,2,...,n.
Dann gibt es zu jedem x € [a;b] einen Punkt ¢, zwischen dem Minimum und
Mazimum von xq, 1, ..., T, und x, so dass der Fehler der Niherung P,(x)
des Funktionswertes f(x) durch

Pn<l’> _ f(l’) _ (ZL‘ — xo) (.Z' anj—)l)' . (33 — xn) f(n+1)(cgg) (6.13)

gegeben ist.

Betrachten wir zwei Beispiele, um uns klar zu machen, was (6.13)) bedeutet.

Beispiel 6.16. (Interpolationsfehler bei linearer Interpolation)
Sei f: R — R, f(z) = €”, und seien g, 21 € [0;1] mit 0 < zy < 27 < 1. Nach
(6.13) gibt es dann zu jedem x € [0;1] ein ¢, zwischen dem Minimum und dem

Maximum von xg, z1; und z mit

Pl(:v) et — (I’ — xO)Q'(x — xl) f”(cx) _ (;U — xo)z(x — 1'1) e, (614)

wobei wir genutzt haben, dass f'(z) = e” und f”(x) = e” ist, und wobei P; das
lineare Interpolationspolynom bzgl. der Datenpunkte (zq; e™), (x1; €™) ist.

Um den Fehler (6.14]) im Folgenden weiter zu untersuchen, nehmen wir ab jetzt
an, dass xg < x < z; gilt. Dann folgt mit —(z — x1) = 21 — x aus (6.14)), dass

Pi(a) — e" = = 560)2(5”1 — ) e (6.15)

wobei ¢, nun in [zg; 1] liegen muss (da xy = min{x, x1, x}, 1 = max{xg, x1,x}).
Wegen  — xp > 0 und 1 — 2 > 0 und e > 0 sehen wir an (6.15)), dass der
Interpolationsfehler immer positiv ist. Falls [xo; z1] ein sehr kleines Intervall ist,

so ist e” dort anndhernd konstant. Der Fehler (6.15]) verhélt sich dann anndhernd
wie ein quadratisches Polynom.
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Wir schétzen den Fehler (6.15) nun weiter ab. Wenn wir den Absolutbetrag auf
beiden Seiten von ((6.15) anwenden, erhalten wir
(z—z) (w1 =) | _ (2=20) (11 —2) .

|Pi(z) — € 5 e 5 e (6.16)

Wegen dem streng monoton wachsenden Wachstumsverhalten der Exponential-
funktion folgt aus zy < ¢, < xq, dass e < e < e*t. Somit folgt aus ((6.16))

(z — ) (v1 — ) (& — ) (81—~ 2) 4,
2 2 '

Die untere und die obere Schranke fiir den Fehler in (6.17) héngen immer noch
von z ab. Um aus (6.17)) eine Abschétzung herzuleiten, die von x unabhéngig ist,
nutzen wir, dass gilt

(x — o) (21 — ) D2

seloaioi] 2 8 ml e (015)

(6.17)

e <|Pi(z) —e'| <

Dieses folgt daraus, dass (v — z¢) (1 — ) eine nach unten gedffnete Parabel
mir den Nullstellen xg, 21 ist. Das globale Maximum in [x¢; z1] muss dann in der
Mitte zwischen seinen Nullstellen, also bei £ (1 + z¢) auftreten. Damit erhalten

wir fiir ¢ = 1 (21 + ) also @ — zg = 3 (31 4+ 20) — 29 = 3 (¥1 — 29) = % und
x1— =21 — 3 (21 +20) = 3 (21 — 20) = L, woraus (6.18) direkt folgt.

Nutzt man (6.18)) fiir die obere Schranke in (6.17)) aus, so gilt mit h = x; — x

— — h?
o) — e < ((max EEDY P g
xE€[x0;21] 2 8

Da wir nur zg,x; € [0;1] betrachten, kénnen wir e*t weiter durch e®t < el = ¢
abschatzen und es folgt mit h = x1 — xg

|Pi(z) —e"| < ghQ fir alle z mit 0 < zp <z < x; < 1. (6.20)

Betrachten wir ein Zahlenbeispiel: Seien zy = 0,82 und x; = 0,83. Dann sind (mit
Rundung auf eine Gleitkommadarstellung mit 7-stelliger Mantisse)

f(zo) = ™ = 2,270500, f(z1) = "% = 2293319,

und die lineare Interpolierende ist (nach der Interpolationsformel von Lagrange)

z—0,83 z — 0,82

Py(z) = 2,270500 - i 2,293319 - ’

1(z) =2, 0.082—083 0,083 — 0,82
~2,270500 - (0,83 — ) + 2,293319 - ( — 0,82)

0,01




6. Numerische Integration
(© Kerstin Hesse, Universitat Paderborn 205

Fiir x = 0,826 finden wir die Naherung
P1(0,826) = 2,284191.
Der wahre Wert ist
£(0,826) = %% = 2284164,

und der Interpolationsfehler ist somit
Py(0,826) — €820 = 2984191 — 2,284164 = 0,0000274 = 2,74 -107°.  (6.21)
Laut sollte mit A = 21 — 29 = 0,83 — 0,82 = 0,01 gelten
|P1(0,826) — %% < g -(0,01)* = 0,0000340 = 3,40 - 10, (6.22)

und wir sehen, dass der Interpolationsfehler (6.21)) innerhalb der durch (6.22)
gegebenen absoluten Fehlerschranke liegt. @

Beispiel 6.17. (Interpolationsfehler bei quadratischer Interpolation)

Sei f: R — R, f(x) = e*, und seien xg, 1, x2 € [0;1] paarweise verschieden.
Nach (6.13)) gibt es dann zu jedem x € [0; 1] ein ¢, zwischen dem Minimum und
dem Maximum von zg, 1, o und x mit

PQ(.’,U) et = (ZC — I’O) ($ ;'1'1) (x B ZEQ) f”l(cx)

_ (wmw)( _le) &= 7) .. (6.23)
wobei wir genutzt haben, dass f'(z) = e*, f'(x) = e, f(x) = e” ist, und wobei
P, € Py das (hochstens) quadratische Interpolationspolynom bzgl. der Daten-
punkte (zg; ™), (x1; ™), (x9; ™) ist.

Wir nehmen nun an, dass 0 < g < 1 < 29 < 1 gilt und dass die drei Punkte
xo, T1, To jeweils gleiche Abstdnde zum Nachbarpunkt haben, also h = 29 — 21 =
x1 — xo. Erfillt £ nun 0 < 29 < = < 9 < 1. Dann liefert das Anwenden des

Absolutbetrags auf ((6.23))

|Py(x) — €e*| = |— (z —20) (x — 21) (T — 22) oo
6
|0 -m)e-m), 624
6
wobei wir im zweiten Schritt 0 < e“ < e! = e genutzt haben. (Dieses folgt,

weil ¢, in [xg; 22] und damit in [0;1] liegt und damit e < e! = e gilt, da die
Exponentialfunktion streng monoton wachsend ist.)
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Um den Fehler weiter abzuschétzen, nutzen wir, dass gilt

_ _ _ 3
max |- B @)@ —z)) A (6.25)
TE[x0;22] 6 9 \/g
Diese Abschatzung folgt, indem man zunéchst x durch x + x; ersetzt, also
w(z) = (x + x1 — x0) (3:+:1:é—:1:1) (x 4+ 21 — 29)
h —h 1 1
:(954‘ )z (z ):—x(:c2—h2):—(3—:ch2),
6 6 6
wobel wir 1 — 9 = x9 — 1 = h und danach die dritte binomische Formel
(x 4+ h) (x — h) = 2% — h? genutzt haben. Das Intervall [xq; 3] geht dann iiber in
das Intervall [zg — x1; 29 — 1] = [—h; h]. Mit

- ZPE (28] (o 5) (-

sehen wir unter Berticksichtigung der Vorzeichenwechsel der Ableitung w’, dass

w auf [—h; k| in —\% sein globales Maximum und in \% sein globales Minimum

annimmt (siehe auch den Graphen in Abbildung [6.5). (Eigentlich folgt aus den
Vorzeichenwechseln der Ableitung nur, dass lokale Extrema vorliegen, aber zusam-

men mit w(—h) = w(h) = 0 kann man folgern, dass dieses auch globale Extrema
sind.) Also folgt

1

(z — 20) (z — a1) (z — 2 2 2
max 0 EZL’(ZL’ — h?)

TE[x0;x2] 6
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Abb. 6.6: Die Funktion Wy (siehe (6.28))) fiir n+1 = 7 Punkte ¢ < 21 < ... < &g
mit gleichen Abstédnden.

1/, h h\? V|, h [ 2K 1

- | £——= +— ) — R || ==& <— >‘:—h3.
6(%)((%) )| 6‘%3 3 93
Wenden wir (6.25)) in (6.24) an, so erhalten wir fiir = € [xg; xo]

(x —x0) (x — 1) (x — m2)
6

_&
93

Ist beispielsweise h = 0,01, dann gilt fiir x € [xg; 2] C [0;1] mit 29 — 21 =
SCl—x():h:0,0l

|Py(z) — e”| < e < h* =0,174- k% (6.26)

|Py(2) — e*| < 0,174 - (0,01)> = 1,74-107". (6.27)

Vergleichen wir mit der Abschétzung fiir den Interpolationsfehler der linea-
ren Interpolierenden mit x; — zg = h = 0,01, so sehen wir, dass sich in der
Interpolationsfehler bei dem quadratischen Interpolationspolynom ungefdhr um
den Faktor 0,5 - 1072 verkleinert hat. &

In der Darstellung (6.13)) des Interpolationsfehlers tritt das Polynom

U, (x)=(r—x0)(x —m1) ... (x — ) (6.28)

vom Grad n + 1 auf. Dieses ist der wichtigste Faktor, wenn wir den Fehler
betrachten. In Abbildung haben wir Wg fiir paarweise verschiedene Punkte
Ty < x1 < ... < xg gezeichnet, die jeweils den gleichen Abstand haben. Man
sieht direkt, dass Wg(z) und damit auch der Interpolationsfehler massiv grofer
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Abb. 6.7: Interpolierendes Polynom Py von f(z) = Tlﬁ fiir Datenpunkte vom

Graphen von f mit =5 = x5 < 21 < ... < xg = b mit gleichen Abstand.

werden, wenn man sich den Enden des Intervalls [zg; xg] ndhert. Wir vermuten
daher, dass Interpolationspunkte mit gleichen Abstédnden vermutlich keine beson-
ders gute Wahl sind.

Zum Abschluss betrachten wir noch ein Beispiel, an dem man sieht, dass das
interpolierende Polynom P, einer Funktion f bzgl. der Datenpunkte (:Ui; f (xz)),
i =0,1,...,n, (mit paarweise verschiedenen xg,x1,...,x,) mit wachsendem n
nicht immer gegen die Funktion f strebt.

Beispiel 6.18. (interpolierendes Polynom strebt nicht gegen f)

Gegeben sei die rationale Funktion

B 1
14 a2

f:R—R, f(x)

Wir betrachten das interpolierende Polynom P, bzgl. der Datenpunkte (:z:i; f (xl))7
1 =0,1,...,n, wobei die =5 =2y < 1 < ... < x, = 5 gleiche Abstdnde haben,
also
. : . 10
ri=—05+1h, 1 =0,1,...,n, wobei hzz.

Dann strebt P,(z) in vielen Punkten x € [—5; 5] mit wachsendem n nicht gegen
f(x). Insbesondere fiir z mit |z| > 4 (also x < —4 oder x > 4) ist die Anndherung
von f(x) durch P,(x) sehr schlecht. In Abbildung (6.7 ist dieses fiir Py illustriert.

Mit wachsendem n wird dieser Effekt noch schlimmer. &
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6.4 Elementare Quadraturformeln: Trapezregel

Die Grundidee zur Konstruktion numerischer Integrationsformeln oder Qua-
draturformeln ist, den Integranden f im bestimmten Integral

I(f) ::/ f(z)dz  mit f € C([a;b]) (6.29)

durch eine geeignete Approximation zu ersetzen, die leicht exakt zu inte-
grieren ist. Wir beginnen in diesem Teilkapitel mit der Herleitung der einfachsten
elementaren Quadraturformel, namlich der Trapezregel.

Um die Trapezregel zu bekommen, ersetzen wir den Integranden f in ([6.29)) durch
sein lineares Interpolationspolynom P; € P; bzgl. der Datenpunkte (a; f (a)) und
(b; (b)) von f an den Intervallenden:

r—0b T —a

Pi(x) = fla) == + (B) T—

(6.30)

Einsetzen von (6.30)) in (6.29) und anschliefendes Berechnen des Integrals iiber
das Interpolationspolynom P; liefern

/abf(w)dx%/abPl(l')dx:/ab <f(a)z:2+f(b)‘z:§> dz

(x — b)? (x —a)?]""

S (L RO R LR}

Wir erhalten also die sogenannte Trapezregel

7(f) o= (b — o) LTI

r=a

die nun (ohne vorherige Berechnung des linearen Interpolationspolynoms) direkt
bei Kenntnis der Funktionswerte f(a) und f(b) angewendet werden kann.

Verfahren 6.19. (Trapezregel)
Sei f: |a;b] — R eine stetige Funktion. Die Trapezregel

f(a)+ f(b)

Ti(f) = (b - o) B2 (6.31)
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b, f(0)
(o, 7(a) (b, £(9))

K ~@—
8 w@=

f(z)

I
SH

I
S

Abb. 6.8: Veranschaulichung der Trapezregel T} aus Verfahren [6.19]

b
liefert eine Nahrung fir das Integral I(f) = / f(x)de.

Die Trapezregel hat eine geometrische Anschauung, der sie IThren Namen verdankt
(sieche Abbildung : Die Flédche zwischen dem Graphen des linearen Interpola-
tionspolynoms Pj(x) und der z-Achse von x = a bis x = b bildet ein Trapez.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 6.20. (Trapezregel)

17(,0):/01 e

1+
mit der Trapezregel angenahert berechnen:
1 1 1 1
CUES (O (T T

n(f)={1-0 2 "o \1+0 "1+1)

Wir wollen das Integral

4
Wir berechnen das Integral direkt

L r=1
I(f) = /0 T2 dr = [ln(l + :C)LZO = In(2) — In(1) = In(2) = 0,6931471806.

Der absolute Fehler der Naherung ist |T1(f) —I(f)| = ‘% - ln(2)‘ = 0,0569. &
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Hilfssatz 6.21. (Trapezregel ist exakt fiir Polynome vom Grad < 1)

Fiir jedes Polynom pi(x) = cx + d mit Konstanten c,d € R gilt fur die durch

(6.31) definierte Trapezregel T1(p1) = I(p1), d.h. die Trapezregel integriert
Polynome von Grad <1 exakt.

Beweis von Hilfssatz 6.21; Dieses zeigt man, indem man 73 (p;) und I (p;) kon-
kret berechnet und umformt, bis man sieht, dass sie gleich sind. — Alternativ kann

man dieses auch mit Hilfe der Eigenschaften des linearen Interpolationspolynoms
begriinden. ]

Wie kann man mit Hilfe der Trapezregel eine bessere numerische Integrations-
formel bekommen? Man konnte das Integrationsintervall [a;b] in mehrere
gleichlange Teilintervalle zerlegen und dann auf jedem Teilintervall die
Trapezregel nutzen. Betrachten wir dieses zunéchst fiir ein Beispiel.

Beispiel 6.22. (,zusammengesetzte” Trapezregel)
Wir wollen das Integral

1
1
I(f) = dz = In(2) = 0,6931471806.
=] de=me

in zwei Teilintegrale iiber [0; %} und [% ; 1} zerlegen und diese dann jeweils mit

der Trapezregel angenédhert berechnen:

1 1 1/2 1 1 1
I(f):/ d:z::/ dx+/ dz,
0 1+CU 0 1—|—:C 1/21‘{‘1’

Ih(f) = (1—0> fO+7(5) + <1_1) f(3) + 1)

2 2 2 2
1 1+§+1 245 1 5 L7 _ 17 . coens
22 2 2 43 46 24 7

Der absolute Fehler der Néherung ist |Tx(f) — I(f)| = ‘% — 111(2)‘ = 0,0152.

Gegentiber dem Ergebnis T1(f) aus Beispiel betragt der absolute Fehler von
T>(f) ungefihr nur 1 des absoluten Fehlers von T1(f). &

Wir wollen die Idee aus dem letzten Beispiel nun verallgemeinern und das In-
tegrationsintervall [a; ] in n gleich grofte Teilintervalle unterteilen und
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y
> (xla f(xl))
o, f(x
2, () (4, 1))
(:rg, flz 3, f (3
1
f(x)

® ® o X
1 2 3 4 5 6
To=a T W) T3 Ty — b

Abb. 6.9: Veranschaulichung der Trapezrege T), fiir numerische Integration aus
Verfahren (hier mit einer Unterteilung in n = 4 gleich lange Teilintervalle).

auf jedem Teilintervall die Trapezregel anwenden: Sei also

h::b_a.
n

Dann erhalt man mit
xr:=a+kh, k=0,1,2,...,n,

durch [zg; x4, B = 0,1,2,...,n — 1, eine Unterteilung von [a;b] in n gleich
grofe Teilintervalle der Lénge h. Das Integral (6.29) ist dann (mit zp = a und
x, = b) entsprechend die Summe der Integrale iiber diese Teilintervalle

Iu>=14%f@0dx=:£?fcwdx
:/lef(:z:)darJr/:f(a:)der...+/:n1f(x)dx.

Wir nutzen nun auf jedem dieser Teilintervalle der Lénge h die Trapezregel (6.31)
und erhalten damit

I(h) ~ h /(o) ; flx) g =) —;f(xg) 4 f(xn—l);‘ f(x)
h

= 5 |(Flao) + £@0) + () + F @) + o4 (Flem) + ()|
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= |3 @) + S+ f2) o+ fad) + 5 T )

Dieses ist die Trapezregel fiir numerische Integration, und wir halten diese
als Verfahren fest. Die Trapezregel fiir numerische Integration ist in Abbildung
mit n = 4 illustriert.

Verfahren 6.23. (Trapezregel fiir numerische Integration)

Sei f ¢ [a;b] = R eine stetige Funktion. Firn € N sei h := 1 (b — a) und
die Knoten(punkte) seien x :=a+kh, k=0,1,2,...,n. Dann liefert die
Trapezregel fiir numerische Integration

n—1

T.(f) = h E Flan) + 37 ) + 5 S )

k=1

(6.32)

= [ ) 4 o)+ Sam) 4ok ) 4 Flo)

b
eine Niherung fir das Integral I(f) = / f(x)dx

Der Index n von T,,(f) steht fiir die Anzahl der gleichlangen Teilintervalle, in die

[a; b] unterteilt wurde. Natiirlich ist die ,einfache Trapezregel” in Verfahren m
der Sonderfall n = 1 von Verfahren [6.23]

Aus Hilfssatz folgt direkt, dass die Trapezregel T,, fiir numerische Integration
fiir alle Polynome vom Grad < 1 exakt ist.

Satz 6.24. (Trapezregel fiir numerische Integration ist exakt auf IP;)

Fiir jedes Polynom py € Py, also pi(z) = cx + d mit Konstanten c¢,d € R,
qilt fir die durch definierte Trapezregel fiir numerische Integration
T.(p1) = I(p1), d.h. die Trapezregel T,, fiir numerische Integration integriert
Polynome in Py (also von Grad < 1) exakt.

Beweis von Satz Sei py ein beliebiges Polynom vom Grad < 1. Dann gilt
nach der Konstruktion der Trapezregel T,,

n—1 The1
n(p1) Z/ Py y(x
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b—a 1 T2 (f) = 1(f)]
n h = = T(f) T0(f) = I(f)] T.(f) — 1(f)]
2 =21 0,5 0,731370252 | 1,55-1072
4 = 22 0,25 0,742984098 | 3,84-1073 4,02
8 = 23 0,125 0,745865615 | 9,59 -10~* 4,01
16 = 24 0,0625 0,746584597 | 2,40 -10~* 4,00
32 = 2° 0,03125 0,746764255 | 5,99 - 107° 4,00
64 = 20 0,015625 0,746809164 | 1,50-107° 4,00
128 = 27 0,0078125 0,746820391 | 3,74-107° 4,00

Tabelle 6.1: Trapezregel T,,(f) mit f(z) = e=*" und [a; b] = [0; 1] zur Berechnung
des Integrals fol e du.

wobei P j, das lineare Interpolationspolynom von p; bzgl. der beiden Datenpunk-
te (zx;p1(zy)) und (241, p1(zgs1)) ist. Da die zwei Interpolationsbedingungen
P i (z1) = p1(zg) und Py g(xg+1) = p1(ap41) gelten und da p; ebenfalls ein Po-
lynom vom Grad < 1 ist, welches die Interpolationsbedingungen trivialerwei-
se erfiillt, folgt aus der Eindeutigkeit des linearen Interpolationspolynoms, dass
P ;. = p1 gelten muss. Also folgt

Thk+1 Tr+1 b
n(D1) Z/ P p(x)de, = Z/ x)der = / p(z)de = I(py),

und die Trapezregel integriert p; offensichtlich exakt. [

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 6.25. (Trapezregel fiir numerische Integration)
Wir berechnen das Integral

1
/ e~ dx = 0,746824132812427
0

fiir n = 2/ mit j = 1,2,...,7 mit der Trapezregel fiir numerische Integration 7,

Es sind also [a; 0] = [0;1], f(z) = e und h = (1—0)/n = 1/n, und die Knoten
sind dann zp = a+kh=0+Fk - 1 = k ,k=20,1,2,...,n. Wir miissen also fiir
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n=2 mit j =1,2,...,7 jeweils die folgende gewichtete Summe berechnen:
1 6_02 ! (k/ )2 6_12 1 1 ol (k/ )2 6_1
T = — R - n - — _ _ - n -
=013 +;6 T T 2+;€ 3

Die Ergebnisse sind in Tabelle auf eine Gleitkommadarstellung mit einer
9-stelligen Mantisse gerundet angegeben. Weiter haben wir den absoluten Feh-
ler |T,(f) — I(f)| auf eine Gleitkommadarstellung mit einer 3-stelligen Mantisse

gerundet aufgelistet, sowie den Quotienten |15, 5(f) — I(f)|/|Tn(f) — I(f)|.

An den Quotienten |T5,/5(f) — I(f)|/|T(f) — I(f)| sehen wir, dass sich bei einer
Verdoppelung von n und damit einer Halbierung des Abstands h der Knoten-
punkte zx, k = 0,1,...,n, (und ungefihr einer Verdoppelung der Anzahl der
Knotenpunkte) der numerische Integrationsfehler |T),(f) — I(f)| ungefdhr durch

den Faktor 4 geteilt wird. Daher vermuten wir, dass der numerische Integrations-
fehler méglicherweise die Ordnung O(h?) hat. &

Wie der nachfolgende Satz zeigt, ist das im vorigen Beispiel vermutete Konver-
genzverhalten von der Ordnung O(h?) richtig.

Satz 6.26. (Konvergenz der Trapezregel fiir numerische Integration)

Sein € N, und sei f : [a;b] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion.
Dann gilt fiir den absoluten Fehler EX(f) := |T,(f) — I(f)| der Approxi-
mation des Integrals

b
Hﬂ:/ﬂmm

durch die in Verfahren definierte Trapezregel fiir numerische Inte-
gration T,(f) die Fehlerabschdtzung

b—a
h? "(2)]. 6.33
o v max [ ()] (6.33)

By (f) = Tu(f) = I(f)] <

Fiir mathematisch Interessierte zeigen wir den Beweis von Satz [6.26]

Beweis von Satz [6.26; Wir erinnern uns, dass wir die Trapezregel T1(f) zu
Beginn des Kapitels als das Integral iiber das lineare Interpolationspolynom P,
bzgl. der Datenpunkte (a; f (a)), (b; f (b)) eingefiithrt haben. Entsprechend gilt
fiir das Teilintervall [x; xp11], & € {0,1,2,...,n — 1}, bei der Trapezregel fir
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numerische Integration T),(f) also

Tp41 Tk4+1
/ f(x)dzr =~ / P j(x)dx mit dem linearen Interpolationspolynom
Tk Tk

_ T — Tpy Toa (k3 f (1)),
Pl’k(x) a f(xk) Lk — Tk+1 - f(xxﬂ) LTk+1 — Tk begl. { ($k+1; f(xkﬂ)),

wobei das Integral auf der rechten Seite gerade der Beitrag zu T),(f) durch die
Trapezregel auf dem Teilintervall [x; xx. 1] ist. Es gilt mit der Dreiecksungleichung

Plk dx—Z/ka

/xk+1 Pyy(x) — f(z)] da

Tk41

Erizr(f) = |Tn(

MH

k:

< / " PLae) — (2] de. (6.34)

Die Integrale in der dritten Zeile von ((6.34)) sind alle von der Form

(o +h)—2x T —
T—{—f(&—l—h) .

/04 ‘Pl(x) —f(sc)’d:z: mit  P(x) = f(«)

Nach Satz gilt (da f zweimal stetig differenzierbar ist) mit einem (von z €
[a; a + h] abhéngigen) Punkt ¢, in [a; o + Al

|Pr(x) — f(z)] = |_ S (a:2!— ot h) /" (cz)
— |f”(2cx)‘ (z —a) ((a+h)—x)
<5 (o, 1770 e =) (@rm-2). 03
Wir formen nun (z — « ( a+h)— :z:) geeignet um:

(=a)(a+m—2) = (o= (a+5)+3) ((a+3) -o+7)
(b (D) G2
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N ) T

Einsetzen von (6.36) in (6.35]) und Integrieren iiber [a; « + h| ergibt:

- QJS%% If”(t)|> ([hj 4 +h ) E (x ) (O‘ " g)ﬂ :

= - "(t hW——h)=—hn "(t 6.37
2 (teﬁi}ih] 7 ”) 12 o\ max (£ (637)
Anwenden der Abschétzung (6.37)) auf jedes der Integrale in (6.34) liefert

n—1 That n—1
ET(f) < Z/ |Pua(e) — f(o)|de < %hs (temaX |f,,(t>‘)
k=0

T E—0 [Jfk;xk-&-l]
1 < b—a

< h2 2 t h — - h2 1 t

< (trg[%]\f ( )I) ;; T (gne[gg]!f ( )|>,
——
=nh
=b—a

womit ((6.33)) bewiesen ist. O

6.5 Elementare Quadraturformeln: Simpson-Regel

Um eine elementare, aber bessere, Quadraturformel als die Trapezregel fiir nume-
rische Integration zu bekommen, gehen wir analog zur Herleitung der Trapezregel
vor, aber ersetzen den Integranden durch ein (hochstens) quadratisches Interpo-
lationspolynom aus Py. Genauer ersetzen wir in

(f) = / f)de it £ € C([a;b]) (6.38)
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den Integranden f durch das (hochstens) quadratische Interpolationspolynom
P, € Py bzgl. der Datenpunkte (a; f(a)), (c; f(c)), (b; f(b)), wobei ¢ := (a+b)/2
der Punkt genau in der Mitte zwischen a und b ist. Das quadratische Interpolati-
onspolynom P, € P, hat dann die folgende Form:

_ =) (=) (z —a)(z—b) (z —a)(z—c)
P2(x)_f(a)(a—b)(a—c)+f(C) (C—G)(C—b)+f(b) (b—a)(b—c)
Also erhalten wir die folgende Nédherungsformel fiir das Integral
b b(x=b)(z—c
10~ [ Poydo=sta) [ =
"z —a) (D) "z —a)(x—c)
—I—f(c)/a c—a) =D dx—i—f()/ b—a) b0 dz. (6.39)

Die drei Integrale lassen sich exakt berechnen. Zuvor ist es aber zweckméRig
h := (b — a)/2 einzufithren. Dann gelten h =c—a=b—cund b—a = 2h, und
somit folgt auch ¢ = a+h, b = c+h = a+2 h. Dann fiihren wir in jedem der drei
Integrale die Substitution t = x —a <= x =t + a, dt = dx, durch, damit in
dem Ergebnis nicht mehr a, b, ¢, sondern nur A auftaucht. Wir erhalten mit dieser
Vorgehensweise mit xr —b=t+a—-b=t—2h,x —c=t+a—c=1t—h und
xr —a =1 jeweils

[ahe g, e

(a=b)(a—c) 202 J,
:2%2 02h<t23ht+2h2)dt=2%2[%t3;ht2+2h2tlzh
—222 [iiﬁ 6h3+4h3] —%é;ﬁ:g’
/ab (i:aiﬁf__f))dw:;—i 0%75(76—2h)dt=;—21 :h(t?—zht)dt
:;;[%t?’—ht?]:h ;_;Ehi% 4h3] :h_21 %4113 %’
[lamab g [ie-ma= g [ -na
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Einsetzen der Werte fiir die Integrale in ((6.39)) liefert die Simpson-Regel

I() % fla) -5+ £(0) - 5+ F(B) o = = [(a) +4.7(c) + )
- g {f(a) +4f (“TM> +f(b)] =: Sa(f), (6.40)

wobei wir in der zweiten Zeile von (6.40) noch ¢ = (a + b) /2 eingesetzt haben.

Wir halten die Simpson-Regel als Verfahren fest:

Verfahren 6.27. (Simpson-Regel)
Seien f : [a;b] — R eine stetige Funktion und h := b_Ta Die Stmpson-Regel

h

Suf)i= g |f@ 4 af (“50) + ) (6.41)

b
liefert eine Néihrung fir das Integral I(f) = / f(x) dx.

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

Beispiel 6.28. (Simpson-Regel)
Wir wollen das Integral

1
1
I(f) = dzr = In(2) = 0,6931471806
=] pde=me

(welches bereits in Beispiel mit der Trapezregel und in Beispiel mit
der ,zusammengesetzten” Trapezregel berechnet wurde) mit der Simpson-Regel
angenihert berechnen: Es gilt & = (1 — 0)/2 = 5 und damit h/3 = 1/6 und

1 1 1] 1 1 1
Sg(f):élf(0)+4f(§)+f(1)] == [—1+0+4'1+1+1+1
2
1 s 11 25 .
:6[1+§+§]:%:0,69444.

Der exakte Wert des Integrals ist I(f) = In(2) = 0,6931471806, und der absolute

Fehler der Simpson-Regel ist somit |Ss(f) — I(f)] = |% — In(2)| = 0,00130.

Wir sehen, dass der absolute Fehler deutlich kleiner ist als in Beispielen und
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6.22| Dabei ist der Vergleich mit Beispiel eher angebracht, weil dort auch
drei Knoten verwendet werden wie in der Simpson-Regel. Aber selbst verglichen
mit Beispiel ist der Fehler ungefahr um einen Faktor 10 kleiner. &

Analog zu Hilfssatz gilt der folgende Hilfssatz fiir die Simpson-Regel. Dabei
erscheint es zunéchst verbliiffend, dass die Simpson-Regel sogar alle Polynome
vom Grad < 3 und nicht nur alle Polynome vom Grad < 2 exakt integriert.

Hilfssatz 6.29. (Simpson-Regel ist exakt fiir Polynome in P3)

Fiir jedes Polynom ps € P3, also p3(z) = c32 + cox® + c1x + ¢o mit den
Konstanten cy, c1, 2, c3 € R, qilt fiir die durch definierte Simpson-Regel
Sa(ps) = I(p3), d.h. die Simpson-Regel integriert Polynome in P3 (also
von Grad < 3) exakt.

Beweis von Hilfssatz [6.21; Da die Polynome ¢y(z) = 1, ¢1(z) = x —a, ¢2(x) =
(x — a)* und g3(x) = (x — a)? eine Basis des Polynomraums P3 der Polynome
vom Grad < 3 bilden, kann man jedes Polynom p3 im P53 in der Form

p3(x) = coqo(x) + c1 q1(w) + 2 qa(w) + c3 g3()

=cptc(r—a)+c(z—a)+c(z—a)

schreiben. Wegen der Linearitat des Integrals und der Simpson-Regel, gelten

I(p3) = coI(qo) +c1I(q1) + c2 I(q2) + c31(p3),
Sa(p3) = co S2(qo) + c1.S2(q1) + 2 .S2(q2) + 3 S2(p3),

so dass es reicht, zu zeigen, dass I(q;) = Sa(qp) fiir £ =0,1,2,3. Wir erhalten

_ VT RVAS!
o) = [(w=afde= [y -]
b e +1
— - = 2N, e, (6.42)

wobel wir im letzten Schritt b — a = 2h genutzt haben. Anderseits liefert die
Simpson-Regel mit b — a = 2 h und aT“Lb —a= b_Ta =h

¢
h a;ba>+(ba)€]

Sa(qe) = 3 [(a —a) +4 <
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( 4+ 2
, — At fiir £ € N,
=3 [0 +4h" + (2h)] =< (6.43)
h(l1+4+1
( +3+ ):2h fiir £ = 0.
\

Also finden wir durch den Vergleich von ((6.42)) und ((6.43))
I(q0) = 2h = 52(qo),

1 4 + 21
I(q) = 3 (2h)* =2h* = h? = So(q1),
1 8 4 + 22
I(gp)==(2n)? = =1 = =S
1 4+ 23
I(g3) = 1 (2h) = 4 h* = ht = Sy(qs),
d.h. die Simpson-Regel ist in der Tat fiir Polynome in P35 exakt. ]

Analog zur Vorgehensweise bei der Trapezregel wollen wir nun mit der Simpson-
Regel eine ,zusammengesetzte” Simpson-Regel bauen, indem wir das Intervall
[a; b] in n gleich grofie Teilintervalle zerlegen und auf jedem Teilintervall
die Simpson-Regel nutzen: Sei also

b—a

h:= .
2n

Dann erhalt man mit
rr:=a+kh, k=0,1,2,...,2n,

durch [zy; Tpio], K = 0,2,4,...,2n — 2, eine Unterteilung von [a;b] in n gleich
groke Teilintervalle der Lange 2h. Das Integral (6.38)) ist dann entsprechend die
Summe der Integrale iiber diese Teilintervalle, also

1= [ ') da = / jznf(:v) da

: f(x) de.

T2n—2

:/:Qf(x)dx+/:4f(x)dx+...+

Wir nutzen nun auf jedem dieser Teilintervalle der Liange 2h die Simpson-Regel
(6.41)) und erhalten damit

h

I(f) =~ 3 [f (o) +4 f(x1) + f(a2)] +g [f(22) +4 f(x3) + f4)]
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h
tot g [f(zon—2) + 4 f(z20-1) + f(z20)]
= o) 44 ) + 2 )+ 4 )+ 2.
o 4 2 f(zan-2) + 4 f(zan-1) + fz20)]
h n—1 n
=3 f(zo) +2 ;f(ﬂfgk) +4 kz:; f(@ap-1) + f(x20) | =2 Son(f)

Dieses ist die Simpson-Regel fiir numerische Integration, und wir halten
diese als Verfahren fest. Die Simpson-Regel fiir numerische Integration ist seit
zwei Jahrhunderten eine der beliebtesten elementaren Integrationsregeln.

Verfahren 6.30. (Simpson-Regel fiir numerische Integration)

Sei f : [a;b] — R eine stetige Funktion. Firn € N sei h := 5- (b — a), und
die Knoten(punkte) seien xj, :== a+kh, k =0,1,2,...,2n. Dann liefert die
Simpson-Regel fir numerische Integration

3
k=1
o) + 4700+ 27(02) + 40 (a) +2 (o)

+ oo+ 2 f(zan2) + 4 f(mon_1) + f(z2n)]

Son(f) = h [f(xo) +2 z_: f(xar) +4 Z f(xor—1) + f(z2n) (6.44)

b
eine Naherung fir das Integral I(f) = / f(x) de.

Betrachten wir zunachst ein Beispiel.

Beispiel 6.31. (Simpson-Regel fiir numerische Integration)
Wir berechnen das Integral

1
/ e dr = 0,746824132812427
0

(welches bereits in Beispiel mit der Trapezregel fiir numerische Integration T,

berechnet wurde) fiir 2n = 2/ mit j = 1,2,...,7 mit der Simpson-Regel fiir

numerische Integration Sy,: Es sind also [a; 0] = [0;1], f(z) = e, h = L0 = L

und die Knoten sind dann x :a—l—khzo—l—k-% =L k=0,1,2,...,2n.

I
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="t sl IS - 201 | gt DT
2 =2! 0,5 0,74718042891 | 3,56 - 1074
4=22| 025 0,74685537979 |  3,12-107° 11,4
8§=23| 0,125 0,74682612053 | 1,99 -107° 15,7
16 =2*|| 0,0625 0,74682425744 | 1,25-1077 15,9
32=2%| 0,03125 0,74682414061 | 7,79 -107° 16,0
64=26| 0,015625 0,74682413330 | 4,87 -10710 16,0
128 =27 | 0,0078125 0,74682413284 | 3,04 -10~1 16,0

Tabelle 6.2: Simpson-Regel Sy, (f) mit f(z)
e dz.

— ¢~ und [a; b] = [0; 1] zur Berech-

nung des Integrals fol

Wir miissen also fiir 2n = 2/ mit j = 1,2, ...,
Summe berechnen:

7 jeweils die folgende gewichtete

n—1
1 )
Son(f) =~ |e T2y e (GR/En) +4Z (2k=1)/@n)* 4 o1
| k=1
[~ n—1 n
_1 (k/n)? ~((k=Y)m)? | -1
= 6_n + 2 Zl e ; e 2 +e

Die Ergebnisse sind in Tabelle auf eine Gleitkommadarstellung mit einer
11-stelligen Mantisse gerundet angegeben. Weiter haben wir den absoluten Feh-
ler |S9,(f) — I(f)] und den Quotienten |S,(f) — I(f)|/|Sn(f) — I(f)| auf eine
Gleitkommadarstellung mit einer 3-stelligen Mantisse gerundet aufgelistet. — Ein
Vergleich der Tabelle mit Tabelle zeigt, dass die Simpson-Regel S, eine
deutlich bessere Naherung liefert als die Trapezregel T5, mit der gleichen Kno-
tenzahl.

An den Quotienten |S,,(f) — I(f)|/|S2.(f) — I(f)| sehen wir, dass sich bei einer
Verdoppelung von n und damit einer Halbierung des Abstands h der Knoten-
punkte xg, K = 0,1,...,2n, (und ungeféhr einer Verdoppelung der Anzahl der
Knotenpunkte) der Integrationsfehler ungefdhr durch den Faktor 16 geteilt wird.
Daher vermuten wir, dass der numerische Integrationsfehler | Sy, (f) — I(f)| mog-

licherweise die Ordnung O(h*) hat. &

Der nachfolgende Satz zeigt, dass das im vorigen Beispiel vermutete Konvergenz-
verhalten von der Ordnung O(h*) richtig ist.
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Satz 6.32. (Konvergenz der Simpson-Regel fiir num. Integration)

Sein € N, und sei f : [a;b] — R eine viermal stetig differenzierbare Funktion.
Dann gilt fiir den absoluten Fehler E3, (f) := |Son(f) — I(f)| der Approxi-

mation des Integrals
b
= / f(x)dz

durch die in Verfahren|[6.30 definierte Simpson-Regel fiir numerische In-
tegration Sy, (f) die Fehlerabschitzung

P £ ()]

Eon(f) = 15(f) = I(f)] < Fg5- 1" max

Aus Hilfssatz folgt schliefslich noch, dass die Simpson-Regel fiir numerische
Integration auf P3 exakt ist.

Satz 6.33. (Simpson-Regel fiir num. Integration ist exakt auf P;)
Fiir jedes Polynom ps(z) = c3 22 4+ cox? + 1z + g in P3 mit Konstanten
o, C1, Co,c3 € R gilt fiir die durch definierte Simpson-Regel fiir nu-
merische Integration So,(p3) = I(p3), d.h. die Simpson-Regel fiir numerische
Integration integriert Polynome in P3 (also von Grad < 3) exakt.

6.6 Gaufs Quadratur

Bei der Konstruktion der Trapezregel und der Simpson-Regel fiir die numerische
Integration des Integrals

/ fa mit  f e C([asb]) (6.45)

wurde der Integrand in (6.45) auf jedem Teilintervall jeweils durch das interpo-
lierende Polynom (bzgl. dquidistanter Knotenpunkte) vom Grad 1 bzw. 2 ersetzt.
Die so erhaltenen Integrationsformeln hatten die Eigenschaft, dass sie alle Polyno-
me in P; (bei der Trapezregel) bzw. alle Polynome in P53 (bei der Simpson-Regel)
exakt integrierten. Nun wollen wir numerische Integrationsformeln finden, die alle
Polynome bis zum einem moglichst hohen Grad exakt integrieren.

Warum ist eine solche Vorgehensweise sinnvoll? Stetige Funktion lassen
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ni ou(f) | n| oulf)
11530-1072| 6|7,82-10°°
211,79-1072| 714,62 1077
316,63-107*| 8/9,64-1078
414,63-107%| 9/8,05-107*
511,62-107°(1019,16-10"%

2

Tabelle 6.3: Fehler der Minimax-Approximation von f : [0;1] = R, f(z) =e™™".

sich sehr gut durch Polynome approximieren, wie das nachfolgende Beispiel zeigt.
Daher kénnen wir hoffen, dass eine Integrationsformel, die Polynome bis zu einem
hinreichend hohen Grad exakt integriert, auch stetige Funktionen gut integriert.

Genauer gilt fiir eine stetige Funktion f : [a;b] — R, dass es ein eindeutig
bestimmtes Polynom ¢, € P, (also vom Grad < n) gibt, so dass gilt

max |¢,(z) — f(z)| = min (max Ip(z) — f(:c)|> =: 0n(f). (6.46)

x€[asb] pEP, \ z€[a;b|

Bei 0,(f) in handelt es sich um die maximale betragliche Abweichung von

¢, von f, wobei g, das Polynom in P, ist, fiir welches diese betragliche Abweichung
am kleinsten ist. Man nennt ¢, in auch die Minimax-Approximation
von f in P, und g,(f) in den Minimax-Fehler (der Minimax-Appro-
ximation von f in IP,). Im nachfolgenden Beispiel wurde o, (f) fiir eine konkrete
Funktion berechnet, und wir sehen, dass o, (f) rapide gegen null strebt.

Beispiel 6.34. (Approximation einer stetigen Funktion in P,)

Sei f:[0;1] = R, f(z) = e In Tabelle [6.3| wurde der Minimax-Fehler (6.46)
angegeben. Wir sehen, dass dieser rapide gegen null strebt. Allerdings nimmt der
Minimax-Fehler nicht mit einer gleichméfigen Rate ab. &

Kommen wir nach dieser Motivation zu unserer Ausgangsfragestellung zuriick:
Wir mochten also numerische Integrationsformeln konstruieren, die alle Polynome
in P, mit einen niedrigen bis moderaten Grad m exakt integrieren. Wir beschrén-
ken uns bei der nachfolgenden Diskussion auf das Intervall [a;b] = [—1;1]. Der
Transfer auf andere Intervalle ist unkompliziert und wird am Ende besprochen.
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Wir wollen also fiir stetige Funktionen f : [—1;1] — R das Integral

/ f(x (6.47)

mit einer numerischen Integrationsformel oder Quadraturformel
=2 w; f(z)) (6.48)
j=1

angenahert berechnen, welche alle Polynome bis zu einem moglichst hohen Grad
m exakt integriert. In ((6.48)) nennen wir die n paarweise verschiedenen Punkte

1,7, ..., 7, die Knoten(punkte) der Integrationsformel @Q,, und die Zahlen
w1, Wy, . . ., w, nennen wir die zugehorigen Gewichte. Ublicherweise verlangt man
auch noch, dass die Gewichte wy,wo, ..., w, positiv sind. Es gibt allerdings

auch numerische Integrationsformeln mit positiven und negativen Gewichten.

Die Quadraturformel hat also 2n Parameter, ndmlich xq, 29, ..., 2, und
wi, Ws, . .., w,, die wir passend wahlen konnen, um zum erreichen, dass
Polynome bis zu einem moglichst hohen Grad m exakt integriert. Der Raum P,
der Polynome vom Grad < m hat die Dimension dim(P,,) = m+1, denn die m+1
Monome py(x) = 2, £ = 0,1,...,m, bilden eine Basis fiir P,,. Daher vermuten
wir, dass es mit einer Quadraturformel bei passender Wahl der insgesamt
2n = dim(IPy,_1) Parameter (n Knoten(punkte) und n Gewichte) moglich sein
sollte, alle Polynome in Py, 1 also vom Grad < 2n — 1 exakt zu integrieren. For-
meln mit dieser Eigenschaft nennt man Gauft Quadraturformeln. Wir halten
dieses direkt fiir den Fall eines beliebigen Intervalls [a; b] als Definition fest.

Definition 6.35. (Gauft Quadraturformel)

Sei Q,, eine Quadraturformel
= wiflw),  fec(lat]),
j=1

mit den n (verschiedenen) Knoten(punkten) xi,xs,...,2, und den n
zugehorigen Gewichten wy,w,, ..., w,, als Naherung des Integrals

:/ f(z)dx, fel(a;b]).

Wenn gilt Q,,(p) = 1(p) fir alle p € Pyy,_1, also

n b
Z wjp(x;) = / p(z)dz  fir alle p € Py, 1,
j=1 a
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dann nennen wir QQ,, eine Gaufl Quadraturformel oder Gauf8 Quadratur.

Wenn wir priifen mochten, ob eine Integrationsformel (6.48)) alle Polynome in P,
exakt integriert, reicht es diese fiir die Monome py(z) = 2, ¢ = 0,1,...,m, zu
tiberpriifen, denn fiir ein beliebiges Polynom p € P,, gilt

m

p(il?) - Zaf xga

=0

und damit folgen

I(p) :/_1p(x)dx:/_1 (zm:awé> dx:zm:ag (/_1 xfdaz> :zm:ag](a:g)

1

=0 =0 =0
(6.49)
und
Qn(p) = ij (Z ay xi) = Z ay (Z uw:ﬁ) = Z ag Qn(zt).  (6.50)
j=1 =0 =0 j=1 =0

Gilt also Q,(2") = I(2%) fiir alle £ = 0,1,2,...,m, so folgt aus (6.49) und (6.50)
sofort, dass fiir alle p € IP,,, ebenfalls @, (p) = I(p) gilt.

Wir studieren das Problem der Konstruktion von Gauft Quadraturformeln zu-
néchst fiir n = 1 und n = 2 separat.

Beispiel 6.36. (Gaufi Quadratur mit n =1 Knoten)
Wir betrachten also

/_1f(:z:) dz ~ wy f(x1) = Q1(f), (6.51)

wobei das Gewicht w; und der Knoten(punkt) z7 so gewéhlt werden sollen, dass
die durch die rechte Seite von (6.51]) gegebene Integrationsformel )y alle Polynome
bis zu einem moglichst hohen Grad exakt integriert.

Wir verlangen also zunéchst in (6.51)) Gleichheit fiir das konstante Polynom
po(x) =1, d.h. es soll gelten:

1 1

Q1(po) = wipo(r1) = wy -1 =w é/ po(z) dx =/ ldz =2 = w; =2
~1 —1

(6.52)
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Weiter verlangen wir in (6.51)) Gleichheit fiir das lineare Polynom p;(z) = z, d.h.
es soll gelten:

1 1 r=1
Ql(pl) :wlpl(ivl) :w1'$1;/ p1($)d:v=/ rdr = Ele =0

1 1

w1 =2

— w1 =0 20, =0 = ;=0 (6.53)

Mit w; = 2 und z; = 0 (aus (6.52)) und (6.53)) erhalten wir also die Gaufs

Quadraturformel

Q1(f) =2 £(0),

welche alle Polynome in P (also vom Grad < 1= 2-1— 1) exakt integriert. &

Beispiel 6.37. (Gauft Quadratur mit n = 2 Knoten)
Wir betrachten also

/_1f<$)dx%w1 f(z1) + we f(xe) =: Qa2(f), (6.54)

wobei die Gewichte wy und wsy und die Knoten(punkte) z1 un xs so gewihlt werden
sollen, dass die durch die rechte Seite von (|6.54) gegebene Integrationsformel )y
alle Polynome bis zu einem moglichst hohen Grad exakt integriert. — Wir verlangen

also zunéchst in (6.54]) Gleichheit fiir das konstante Polynom py(z) = 1, d.h. es
soll gelten:

1

|
Q2(po) = w1 po(x1) + wapo(r2) =wy - 1+ wy -1 =wy +wy = / po(z) dz
1

1
:/ lde =2 — wy + we = 2 (6.55)
-1
Weiter verlangen wir in (6.54]) Gleichheit fiir das lineare Polynom p;(z) = =, d.h.
es soll gelten:

1
Qa2(p1) = wip1(x1) + wapi(xg) = wy - 1 + Wy - Ty = / pi(z)dx
1

1 =1
1
:/ rdr = [5302] =0 — wy T + wyxe =0 (6-56)

1 x:—l

Weiter verlangen wir in ([6.54)) Gleichheit fiir das quadratische Polynom py(z) = 22,
d.h. es soll gelten:

1
|
Q2(p2) = W1 P2(961) + wy pz(xz) = wq - CU% + wa - x% = / Pz(x) dx
~1
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1 =1
1 2
= / ¥ dr = [— x3] =3 — w23 +wyas == (6.57)

1 3

Wl Do

r=-—1

Weiter verlangen wir in (6.54) Gleichheit fiir das kubische Polynom p3(z) = 3,
d.h. es soll gelten:

1
|
Os(ps) = w1 ps(1) + ws py(a) = 1wy - a7+ wp - 2 - / py(z) da
-1

1 1 r=1

1 x:—]_

Aus (6.55), (6.56), (6.57) und (6.58)) erhalten wir die folgenden vier (teilweise
nicht-linearen) Gleichungen in den vier Unbekannten wy, we, 1, s:

w1+w2:2,
wy 1 + wy g = 0,

2 g _ 2
w1x1—|—w2x2—§,

wy 3+ wy x5 = 0.

Dieses ist ein nicht-lineares System von vier Gleichungen in vier Unbe-
kannten. Man kann zeigen, dass dieses die folgenden beiden Losungen hat
V3

_ _ _ _ V3 _ _ _
<w1—w2—1, ry=—%,r01=5), \mi=wy=1, 21 =

V3 _ﬁ)
3 3 )

T = 3

welche bis auf eine Umnummerierung der Knoten identisch sind. Wir erhalten also
die Gauls Quadraturformel

=11 (4) 11 (5) =1 (-9) + ().

welche alle Polynome in P3 (also vom Grad < 3 = 2-2 — 1) exakt integriert. &

Betrachten wir ein konkretes Beispiel.

Beispiel 6.38. (Gauft Quadratur mit ()s)
Wir berechnen das Integral

1 =1
I(f) = / e? dz = M — e — el = 23504024

1 rz=—1
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mit der in Beispiel hergeleiteten Gaufs Quadraturformel ()9 angenéhert:
Qs(f) = e V33 4 V33 = 2 3426961

Der absolute Fehler ist |Qa(f) — I(f)| = 0,00771. Unter Beriicksichtigung der
Tatsache, dass nur zwei Knoten(punkte) verwendet wurden, ist der absolute Fehler
ziemlich klein. &

Wie sieht es in Verallgemeinerung von Beispielen und mit der Kon-
struktion von Gaufs Quadraturformeln @), mit n € N (die also auf P, 4
exakt sind) aus?

Wir wollen also fiir stetige Funktionen f : [—1;1] — R das Integral

fm:/}wm

mit einer numerischen Integrationsformel

cMﬂ:Zwﬂm (6.59)

angenahert berechnen, und die Formel soll Polynome bis zu einem mog-
lichst hohen Grad m exakt berechnen. Die Quadraturformel hat n Kno-
ten(punkte) z1, xs, ..., x, und n zugehorige Gewichte wy, wo, . . . , w,. Wir kénnen
also insgesamt 2n Parameter wahlen und erwarten daher, dass es moglich sein soll-
te, die 2n Monome q,(z) = 2*, £ = 0,1,2,...,2n— 1, exakt zu integrieren. Damit
wiirden dann auch auch alle Polynome in Py, 1 exakt integriert. Aus den Bedin-
gungen Q,(z") = I(z") fiir alle £ = 0,1,2,...,2n — 1 erhalten wir ein System
mit den folgenden 2n nicht-linearen Gleichungen:

W] +wy + ... +w, =

2,
w1+ wexs + ...+ w,x, =0,

2 2 2 _ 2
W1 x] + WXy + ...+ Wy T, = 3,
0

3 3 3
wr ] +wexy + ...+ wyx, =0,

2n—2 2n—2

wy ] T+ we T m=2 — 2

wy " we i L w22 =0 (6.60)
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nJj wj Lj J wj xj
1| 2,0000000000 | 0,0000000000 4 10.4679139346 | 0.2386191861
2 || 1] 1,0000000000 | —0,5773502692 510,3607615730 |  0,6612093865
2 | 1,0000000000 | 0,5773502692 6 |0,1713244924 |  0,9324695142
31 110,5555555556 | —0,7745966692 1| 0,1294849662 | —0,9491079123
2 | 0,8888888889 |  0,0000000000 21 0,2797053915 | —0,7415311856
31 0,5555555556 |  0,7745966692 3 10,3818300505 | —0,4058451514
41 110,3478548451 | —0,8611363116 410,4179591837 | 0,0000000000
2 1 0,6521451549 | —0,3399810436 6 | 0,3818300505 | 0,4058451514
310,6521451549 |  0,3399810436 6 | 0,2797053915 |  0,7415311856
410,3478548451 |  0,8611363116 710,1294849662 |  0,9491079123
51/ 110,2369268851 | —0,9061798459 110,1012285363 | —0,9602898565
2 | 0,4786286705 | —0.5384693101 2 1 0,2223810345 | —0,7966664774
3 0,5688888889 |  0,0000000000 31 0,3137066459 | —0,5255324099
410,4786286705 |  0,5384693101 41 0,3626837834 | —0,1834346425
510,2369268851 | 0,9061798459 510,3626837834 |  0,1834346425
6 1]0,1713244924 | —0,9324695142 61 0,3137066459 | 0,5255324099
21 0,3607615730 | —0,6612093865 710,2223810345 | 0,7966664774
3| 0,4679139346 | —0,2386191861 8 1 0,1012285363 |  0,9602898565

Tabelle 6.4: Gewichte und Knoten der Gauf Quadraturformeln @,, n=1,...,8,
(mit einer Rundung auf eine Gleitkommadarstellung mit 10-stelliger Mantisse)
zur numerischen Integration iiber [—1; 1] mit einem Exaktheitsgrad von 2n — 1.

Es ist in der Tat moglich, die n Knoten(punkte) xy, xo, ..., 2, und n zugehori-
ge Gewichte wy, wo, ..., w, so zu wahlen, dass die 2n nicht-linearen Gleichungen
in alle erfiillt sind. Die Losung dieses nicht-linearen Gleichungssystems ist
allerdings (vor allem fiir grofere Werte von n) eine sehr herausfordernde Aufga-
be. Giinstigerweise liegen diese Knoten und Gewichte aber in Tabellen vor, und
in Tabelle sind die Knoten und Gewichte der Gaufs Quadraturformeln @,
(mit einer Rundung auf eine Gleitkommadarstellung mit 10-stelliger Mantisse)
firn=1,2,...,8 angegeben.

Betrachten wir ein Beispiel.
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Qu(f) |[@Qn(t) — I(f)]
2,0000000000 | 3,50 - 107!
2.3426960879 | 7,71-1073
2.3503369288 | 6,55 - 107
2.3504020921 | 2,95 - 1077
2.3504023866 | 7,08 10710

TR W N =S

Tabelle 6.5: Gauls Quadratur @Q,(f) zur Berechnung von I(f) = f_ll e’ dx.

Beispiel 6.39. (Gauft Quadratur)
Wir berechnen das Integral

1
I(f) = / e"dr =e—e ' = 2,350402387
-1

aus Beispiel nun mit den Gauf Quadraturformeln @, (f) firn=1,2,...,5.
Die Ergebnisse sind in Tabelle zusammen mit den absoluten Fehlern angege-
ben. Wir sehen, das wir bereits mit fiinf Knoten und fiinf zugehdrigen Gewichten
eine sehr gute Naherung erreichen. @

Transfer fiir andere Integrationsintervalle: Wie berechnet man ein Integral

b
I(f) = / f(x)dxr  mit stetigem  f:[a;0] = R, (6.61)

bei dem [a;b] # [—1;1] ist? Hier hilft die Substitutionsregel: Mit der affin
linearen Funktion

_bta+t(b-a)
= : :
wird das Intervall [—1; 1] auf das Intervall [a; b] abgebildet, denn z(—1) = a und
x(1) = b. Mit der Substitution z = x(¢) in (6.62)) mit

te[-1:1], (6.62)

r = z(t)

dr b—a b—a
= <= dx =

a2 2dt

folgt aus (6.61)
](f):/bf(x)dx:/_lf<b+a+2t(b—a)>b;adt

1
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Qn(f) |Qn(t) — 1(f)]
0,7788007831 | 3,20 - 1072
0,7465946883 | 2,29 -10~*
0,7468145842 | 9.,55- 1076
0,7468244681 | 3,35-1077
0,7468241268 | 6,01 -107°
0,7468241329 | 7,61 -10~!1

D Ot W =S

Tabelle 6.6: Gauk Quadratur Q,(f) mit f(z) = e und [a;b] = [0; 1] zur Be-
rechnung von I(f) = fol e~ duz.

:b;a/_1f<b—|—a+2t(b—a)) dt:b;a/_llfv(t)dt (6.63)

1

\ . g

mit der neuen Funktion

F@t) = flzt) = f <b+ - +2t (b= a)> , te[—1;1]. (6.64)

Also konnen wir mittels

[ rwar="3" [ foa i = g (P 0=)
(6.65)

Integrale iiber [a; b] mit den eben eingefithrten Gauf Quadraturformeln fiir nume-
rische Integration tiber [—1; 1] berechnen. Nutzt man die Gauf Quadraturformel
@n, um das Integral auf rechten Seite von ([6.65)) zu berechnen, so werden alle
f € P, exakt integriert, denn durch die Transformation ((6.64|) wird ein Polynom
f € P, wieder auf ein Polynom fe P,, abgebildet. Man erhéalt dann die folgende
Quadraturformel fiir eine Gauft Quadratur fiir das Intervall [a; b]:

~ b—a
Qn(f) ==, ;wk f(x(t), (6.66)
wobei tx, k = 1,2,...,n, die Knoten und wy, k = 1,2,...,n, die zugehorigen

Gewichte der Gauk Quadratur @, fiir [—1;1] sind. Die Gauf Quadratur
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fiir das Intervall [a; b] hat dann also die Knoten xy := x(t), k = 1,2,...,n, und
die zugehorigen Gewichte b_Ta wg, k=1,2,...,n.

Betrachten wir ein Beispiel dazu.

Beispiel 6.40. (Gaufi Quadraturformel)

Wir berechnen das Integral
1 2
/ e dr = 0,746824132812427
0

(welches bereits in Beispiel mit der Trapezregel fiir numerische Integration
und in Beispiel mit der Simpson-Regel fiir numerische Integration berechnet
wurde) nun mit den Gaul Quadraturformeln @,,. Hier ist [a; b] = [0; 1], und somit
benotigen wir die affin lineare Transformation

14+04+¢(1—0) 1+t
x(t) = 5 =—-

Mit (6.65]) erhalten wir
! —x? 1= T 2 1422
e dr = 5 f@)dt mit f(t) :=exp (— (z(1)) ) = exp (— (£ ) :
0 -1
Also lautet die transformierte Formel fiir die Gauk Quadratur
1 i 1+ T 2
Qn<f>§;wkexp<( ) )

wobei 1, xs, . . ., x, die Knoten(punkte) und wy, ws, ..., w, die zugehorigen Ge-
wichte der Gaufs Quadraturformel fiir [—1; 1] sind.

Die Ergebnisse sind in Tabelle (mit Rundung auf eine Gleitkommadarstel-
lung mit 10-stelliger Mantisse) angegeben. Mit (g, also mit nur n = 6 Knoten,
erreichen wir ein ausgezeichnetes Ergebnis mit neun signifikanten Ziffern. Ein ver-
gleichbares Ergebnis wird von der Simpson-Regel fiir numerische Integration erst
fir ein 64 < 2n < 128 erreicht. Wir sehen, wie effizient die Gaul Quadratur (ver-
glichen mit der populdren Simpson-Regel fiir numerische Integration) ist.  é

Zuletzt sollen noch zwei relevante Dinge kurz besprochen werden:

Der erste Aspekt betrifft die Berechnung der Knoten der Gauft Quadratur-
formeln: Es ist nicht nétig, die Knoten x1, xo, ..., x, iiber die 2n nicht-linearen
Gleichungen in zu bestimmen, denn die Knoten von @Q,, sind genau die n
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verschiedenen rellen Nullstellen des Legendre Polynoms P, (und diese liegen auch
alle im Intervall [—1;1]). Die Legendre Polynome F,, n € Ny, sind ein System
orthogonaler Polynome mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jedes n € Ny gilt: P, hat genau den Grad n.
1
(2) [ P,(t) Pp(t)dt =0 fiir alle m,n € Ny mit m # n.
-1

(3) P,(1) =1 fiir alle n € Ny.

Der zweite Aspekt betrifft eine Verallgemeinerung der Theorie: In manchen An-
wendungen treten Integrale mit einer Gewichtsfunktion auf:

b
I(f) = / f(x)w(x)dt  mit stetigem fla;b] = R, (6.67)

wobei die Gewichtsfunktion w : [a;b] — R nur nicht-negative Werte annimmt
und héchstens an einzelnen Stellen in [a; b] den Wert null annimmt. Ein Beispiel
fiir ein Integral mit einer Gewichtsfunktion ist

1
/ f(t) (1 —t*)dt  mit der Gewichtsfunktion w(t) =1 — 2.
~1

In einem Anwendungsproblem konnte die Gewichtsfunktion w beispielsweise ei-
ne Dichtefunktion (Massendichte, Ladungsdichte) sein. Fiir Integrale kann
man dann auch Gauf Quadraturformeln konstruieren, bei denen der Effekt der
Gewichtsfunktion direkt durch die Wahl der Knoten(punkte) und der zugehorigen
Gewichte beriicksichtigt ist.

6.7 Ausblick auf mehrdimensionale Quadratur:
Tensorprodukt-Formeln

Die einfachste Moglichkeit, Quadraturformeln fiir die Integration iiber einen zwei-
dimensionalen Integrationsbereich zu konstruieren, ist sogenannte Tensorpro-
dukt-Formeln zu bilden. Dieses ist allerdings nur fiir zweidimensionale Mengen
moglich, die sich als Integrationsbereich als kartesisches Produkt zweier In-
tervalle schreiben lassen. Solche Mengen sind beispielsweise

e Rechtecke [a;b] X [¢;d],

o Kreisscheiben {x € R* : ||x[|; < R}, denn diese lassen sich in ebenen
Polarkoordinaten (g; ¢) als [0; R] x [0; 27| schreiben;
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o die Sphire §* := {x € R* : ||x[|s = R} in R? denn diese lisst sich in
Kugelkoordinaten mit festem Radius r = R als [0; ] x [0; 27] schreiben;

e Zylinderméntel {[:C;y; AT e R 0 22 +y? = R% 2 € [O;h]}, denn
diese lassen sich in Zylinderkoordinaten dem mit festen Radius o = R als
[0; 2] x [0; h] schreiben (bei einer Zylinderhohe von h).

Wir erkldren hier nur die Idee fiir Integration iiber ein Rechteck [a;b] X [c; d].
Ist der Integrand f : [a;b] X [c; 0] — R stetig, so konnen wir das Integral

/ f(ay) d(a;y) (6.68)

nach dem Satz von Fubini als

[ df(x;y)dydx: d bf(af;y)dxdy (6.69)
[ ]

berechnen. Ist @, eine Quadraturformel fiir numerische Integration iiber [a; b] und
ist @, eine Quadraturformel fiir numerische Integration tiber [c; d], also

b
Qn(g) = Zwk g(xy) = / g(r)dx  fiir stetiges g : [a;0] = R,  (6.70)

m d
Qm(h) = Z we h(ye) ~ / h(y)dy  fiir stetiges h: [c;d] = R,  (6.71)

so kann das Integral (6.68) numerisch (angenéhert) berechnet werden, indem wir

die beiden durch (6.70) und (6.71)) gegebenen Quadraturformeln zur Berechnung
der zwei Integrale in (|6.69|) wie folgt anwenden:

Fiir jedes feste x € [a; b] gilt mit der Quadraturformel (6.71)

/fxy Zwefxye

Anschliefslendes Anwenden der Quadraturformel ([6.70]) liefert nun

b d b m m
|| ey~ | (Z@f@:;w)) Az~ Q, (Z@f(-;w)>
a c a — /=1

m

_Zwk ngf Tk Yr) Zzwkwéfxlmyf)
k=1

k=1 (=1
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d.h. fiir stetiges f : [a; 0] X [c; ] — R gilt angenédhert

b d n m
| [ e dydex 03w s, (6.72

k=1 (=1

Die Formel (6.72)) ist eine Tensorprodukt-Formel fiir numerische Integra-
tion iliber das Rechteck [a;b] X [c;b] mit den Knoten(punkten)

(k5 ye), k=1,2,...,n, =1,2,...,m,
und den zugehorigen Gewichten
wy, Wy, k=1,2,....,n, £=12,...,m.

Die Formel (6.72)) wird eine Tensorprodukt-Formel genannt, weil sie als , Tensor-
produkt® der beiden eindimensionalen Integrationsformeln gebildet wird.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 6.41. (Tensorprodukt-Quadraturformel)

Wir berechnen das Integral

I(f) = / yemyd(fr;y)=/01/01y6xydxdy (6.73)

[0;1] x[0;1]

:/01 [ewﬁjdy:/ol -y =[]

=le—1]—-[1—-0]=e—2=0,7182818285

mit einer Tensorprodukt-Formel, die wir mit zwei Simpson-Regeln Ss,, fiir nume-
rische Integration bilden. Wir wenden also fiir jedes der beiden Intervalle iiber
[0; 1] (in [0; 1] x [0;1]) die gleiche Simpson-Regel Sy, fiir numerische Integration

Soulg) = o [0(0) +2 Y 0 () +4 3 g (%) + o)
k=1 k=1
90 +2 g (5) +4 > g (52 + o) (0.70)
k=1 k=1

an. Damit erhalten wir durch eine Anwendung von Sy, auf das innere Integral in

(6.73) mit g(z) = y exp(xy) zunichst

= [ [ vemast
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1 1 n—1 n
o <y+2 Zyexp(%y)—ﬂlz:yexp(?’;nly)+yey> dy.
0 k=1 k=1
(6.75)

Nun wenden wir die Simpson-Regel Sy, erneut an, um das aufere Integral in
(6.73)), welches in in (|6.75)) noch angendhert werden muss, zu berechnen. Dabei
ist die Funktion g in der Simpson-Regel fiir numerische Integration (6.74)) durch

n—1 n
gw)=y+2) yexp(Ey)+4> yexp(ELy) +ye
k=1 k=1

gegeben. Wir erhalten damit

I — (21
[(f)z%/o <y+2;yexp +4Zyexp +yey dy
1 n—1 / n—1 /
(2k—1)
@l E (g Ll
=1 k=1
( Z 26—1 25—1 _
+ = exp () ) +4 ( (’“%”)
n =1
"\ 20— 1 (2k—1)(20—1) 20—1 201
+4kz:; o exp( = )+ 5 exp (5;)
n—1 n
+ (1 + 2 Zexp (%) +4 Zexp (%) + ) =: Qan(f)-
k=1 k=1

Die Ergebnisse sind in Tabelle[6.7]auf eine Gleitkommadarstellung mit 10-stelliger
Mantisse gerundet zusammen mit dem absoluten Fehler |Qa, (f)—1I(f)| fiir 2n = 27
mit 7 = 1,2,...,6 angegeben. Der absolute Fehler wurde dabei auf ein Gleit-
kommadarstellung mit 3-stelliger Mantisse gerundet angegeben. Fiir 2n = 64, al-
so mit (64 + 1)% = 4.225 Knotenpunkten, erhalten wir ein Ergebnis, welches acht
signifikante Ziffern hat. Auch das Ergebnis fiir 2n = 32, also mit (32+1)2 = 1.089
Knotenpunkten, hat bereits sieben signifikante Ziffern und ist sehr gut.

Wir haben bei jeder neuen Berechnung den vorherigen Wert fiir 2n verdoppelt
und damit den dquidistanten Abstand A = 1/(2n) der Knoten halbiert. Dabei
verkleinert sich wie bei der Simpson-Regel fiir numerische Integration der absolute
Fehler um einen Faktor 1/16 (siehe letzte Spalte in Tabelle ). Offenbar ,erbt
die Tensorprodukt-Quadraturformel diese Eigenschaft von der Simpson-Regel fiir
numerische Integration. &
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o ="t Qu) [ lQm(n - 1] | 2D

2 =21 0,5 0,7189670218 |  6,85-10*
4=221 025 0,7183246267 | 4,28 -107° 16,0
8=23| 0,125 0,7182845133 | 2,68-1076 16,0

16 =2%| 0,0625 0,7182819965 | 1,68-1077 16,0

32=2°| 0,03125 0,7182818390 | 1,05-107% 16,0

64 =26 0,015625 0,7182818291 | 6,57 - 1010 16,0

Tabelle 6.7: Tensorprodukt-Quadraturformel (09, aus Beispiel zur Berech-

nung des Integrals [ ye™d(x;y).
[0;1]x[0;1]

Natiirlich héatten wir im letzten Beispiel fiir jedes der beiden Integrale auch eine
unterschiedliche (eindimensionale) Quadraturformel zum Bilden einer Tensorpro-
dukt-Formel verwenden konnen.
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KAPITEL 7

Numerik fiir gewohnliche
Differentialgleichungen

Betrachten wir zum Einstieg ein Anwendungsproblem aus der Physik:

Sei y(t) die zur Zeit ¢t vorhandene Menge einer zerfallenden radioaktiven Substanz
mit Zerfallskonstante A > 0. Fiir eine kleine Zeitspanne h := At # 0 gilt

y(t+h) —y(t) = =Ay(t) h,

sofern |h| klein genug ist. (Interpretation: Die Anderung der Menge der radioakti-
ven Substanz in dem kleinen Zeitintervall A ist also antiproportional zu der Menge
der vorhanden Substanz.) Wir dividieren durch h und lassen h gegen 0 gehen:

y(t + hl)z —y®) yt) = Y =lim yi+ hi)l —u y(2).

Dieses fiihrt auf die gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

y'(t) = —Ay(t).

Sie ist daher ein mathematisches Modell fur den radioaktiven Zerfall. Alle
Losungen dieser Differentialgleichung sind von der Form

y(t) = ce ™M, mit einer Konstante ¢ € R. (7.1)

Damit man bestimmen kann, wie viel von der radioaktiven Substanz zum Zeit-
punkt ¢ vorhanden ist, braucht man die Information wie viel von der radioaktiven
Substanz zu einem festen Zeitpunkt ¢y vorhanden war; wir brauchen also einen
Anfangswert y(tg) = yo. Man nennt

y'(t) =—Ay(t)  mit  y(to) = o
241
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ein Anfangswertproblem. Hat man die allgemeine Losung von ([7.1)), so kann
man die (in diesem Fall einzige) Losung des Anfangswertproblems finden, indem
man die Anfangsbedingung verwendet:

)\to tO

! _
yo = y(tg) = ce = c:yoeA

Also ist die Losung des Anfangswertproblems

(to—1)

Mo =Mt _ - o .

y(t) =yoe

In diesem Kapitel wiederholen wir zunéchst einige Grundlagen zu gewohnlichen
Differentialgleichungen erster (und hoherer) Ordnung und lernen dann die wich-
tigsten Resultate zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von gewohnli-
chen Differentialgleichungen erster Ordnung kennen. Nach diesen Vorbereitun-
gen fithren wir das explizite Euler-Verfahren und danach das implizierte Euler-
Verfahren ein. Beides sind Beispiele fiir sogenannte Einschrittverfahren. Wie be-
sprechen die Begriffe der Konsistenz(-ordnung) und der Konvergenz(-ordnung)
eines Einschrittverfahrens. Weitere wichtige Einschrittverfahren sind die (expli-
ziten) Runge-Kutta-Verfahren, die wir ebenfalls ausfiihrlich untersuchen. Zum
Abschluss geben wir einen kurzen Ausblick auf Mehrschrittverfahren.

7.1 Wiederholung: Gewohnliche Differentialglei-
chungen

Zur Erinnerung halten wir noch einmal fest, wie eine gewohnliche Differentialglei-
chung erster Ordnung genau definiert ist.

Definition 7.1. (gewthnliche Differentialgleichung 1. Ordnung)
Seien D C R? offen und f : D — R eine Funktion und (to;y0) € D.

(1) Man nennt y' = f(t;y) eine gewohnliche Differentialgleichung
(DGL) erster Ordnung. Dabei heif§t t die unabhdingige Variable, und
y heifsit die abhdngige Variable.

(2) y = f(t;y) mit y(ty) = yo heifit ein Anfangswertproblem (AWP).
(Dabei heifst y(to) = yo eine Anfangsbedingung.)

(3) Eine Funktion y : I — R heifit eine Losung von y' = f(t;y), wenn

(i) I ein offenes Intervall ist,

(i1) y auf I differenzierbar ist,
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(iii) (t;y(t)) € D fir allet € I gilt, und
(iv) y'(t) = f(t;y(t)) fir allet € I gilt.

(4) y: I — R heifit eine Losung des Anfangswertproblems y' = f(t;y)
mit y(tg) = yo, wenn y eine Lisung von y' = f(t;y) ist und die An-
fangsbedingung y(to) = yo erfillt.

Ein wichtiger Sonderfall sind die linearen Differentialgleichungen erster Ordnung.

Definition 7.2. (lineare Differentialgleichung erster Ordnung)

Fine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung heifit linear, wenn sie
von der Form

Y =a(t)y +b(t) (7.2)

ist (oder sich durch elementare Umformungen auf diese Form bringen ldsst).
Dabei sind a : I — R und b : I — R stetige Funktionen auf einem Intervall 1.

Ist b(t) = 0 fiir alle t € I, so heifst die Differentialgleichung homogen,
andernfalls nennt man sie inhomogen.

Bei einer linearen gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung ist die Funk-
tion f in Definition also durch f(¢t;y) = a(t) y + b(t) gegeben, d.h. f ist eine
affin lineare Funktion in y.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 7.3. (Differentialgleichungen erster Ordnung)
(a) ¥y =2y ist linear und homogen. Hier ist a(t) = 3/t und b(t) = 0.
b) iy =y +t> st linear und inhomogen. Hier ist a(t) = 1 und b(t) = 2,

(
(¢c) ¥ =y*+1t ist nicht linear. Hier ist f(t;y) = y? + t
(

_1
t24+1°

(e) 3 =sin(y) + cos(t) ist nicht linear. Hier ist f(¢;y) = sin(y) + cos(t).

d) y' = €' y+5g ist linear und inhomogen. Hier ist a(t) = e’ und b(t) =

Sie kennen viele weitere Beispiele aus Thren Mathematik-Vorlesungen. &

Natiirlich kann es in einem Anwendungsproblem auch vorkommen, dass mehrere
relevante physikalische Grofen durch mehrere gewohnliche Differentialgleichungen
erster Ordnung in Beziehung zueinander gesetzt werden; dann erhélt man ein
System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung.
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Definition 7.4. (Systeme gewGhnlicher DGLen und AWPe)
Seien D C R"! offen und £ : D — R".

(1) Die vektorielle Gleichung

(y1 = ity y2; -5 yn),
Yy = folt; Y15 925 -3 Yn),
y =f(ty) = & 2:< v ) (7.3)

Lyl = fo(G 02505 un),

heifst ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen (DGLen)
erster Ordnung.

(2) Eine Funktion'y : I — R"™ heifit eine Losung von ([7.3), falls
(i) I ein offenes Intervall ist,
(i1) y eine auf I stetig differenzierbare Funktion ist,
(iti) (t;y(t)) € D fir allet € I gilt, und
(iv) y'(t) =£(t;y(t)) fir allet € I gilt.
(3) Anfangswertproblem: Seien (ty;yo) € D vorgegeben.

(1) Die Gleichung (7.3) zusammen mit der Anfangsbedingung
y(to) = yo heifst dann ein Anfangswertproblem (AWP).

(11) Eine stetig differenzierbare Funktion'y : I — R", wobei I ein offe-
nes Intervall ist, heifit eine Losung des Anfangswertproblems

y =f(t;y)  mit  y(to) = Yo,

falls y eine Losung von ist und zusdtzlich y(to) = yo erfillt.

Beispiel 7.5. (Riduber-Beute-Modell von Lotka-Volterra)
Im Ré&uber-Beute-Modell von Lotka-Volterra mit den Konstanten «, 5 € ]0; ool

v (t) = a (1 —ya(t) ni(t), (7.4)
ys(t) = B (y1(t) — 1) ya2(t), (7.5)

beschreibt () die Anzahl der Beutetiere (z.B. Méuse) zum Zeitpunkt ¢ und
yo(t) die Anzahl der Raubtiere (z.B. Greifvogel) zum Zeitpunkt ¢. Dabei sind die
Einheiten so gewahlt, dass fiir y; = yo = 1 ein Gleichgewichtszustand eintritt,
d.h. dann entspricht die Vermehrung genau der Abnahme durch Sterben und

Gefressenwerden. Es sind f1(¢t;y1;92) = o (1 — y2) y1, fo(t;y1;92) = B (y1 — 1) .
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Was besagen ([7.4) und (7.5)? Die Anderungsrate yj(t) bzw. y4(t) der Anzahl der
Beutetiere bzw. der Raubtiere ist jeweils proportional zu der Anzahl der Beutetiere
y1(t) bzw. der Raubtiere y»(t). Die Proportionalitétsfaktoren sind a (1 — ys(t))
bzw. 3 (;yl(t) — 1) und hangen jeweils von der anderen Funktion ab. Gilt zu einem
Zeitpunkt y; (t) = y2(t) = 1, so verschwinden beide Proportionalititsfaktoren und
die Zahlen der Beutetiere und der Raubtiere &ndern sich zu dem Zeitpunkt nicht.
Ist zu einem Zeitpunkt y; (¢) > 1, so ist der Proportionalitétsfaktor 8 (y1(t)—1) in
positiv und die Anzahl y,(¢) der Raubtiere nimmt zu. (Da viele Beutetiere
zum Fressen da sind, kénnen sich die Raubtiere gut vermehren.) Uberschreitet
die Anzahl der Raubtiere yo(t) irgendwann Wert 1, also yo(t) > 1, so wird der
Proportionalitatsfaktor a (1—y2(t)) in ([7.4)) negativ und die Anzahl der Beutetiere
y1(t) nimmt ab. (Die vielen Raubtiere fressen mehr Beutetiere, als neue geboren
werden.) Wenn die Anzahl y;(¢) den Wert 1 unterschreitet, also y1(¢) < 1, dann
wird der Proportionalititsfaktor 3 (y1(¢) —1) in (7.5]) negativ und die Anzahl der
Raubtiere y,(t) nimmt ab (weil es nicht so viele Beutetiere zu fressen gibt). Wenn
die Anzahl der Raubtiere den Wert 1 unterschreitet, also yo(t) < 1, dann wird
der Proportionalitéitsfaktor a (1 —ys(t)) in positiv und die Anzahl y; () der
Beutetiere nimmt wieder zu, bis ihre Anzahl irgendwann den Wert 1 {iberschreitet.
(Es sind nicht mehr so viele Raubtiere da, so dass sich die Beutetiere schneller
vermehren konnen, als sie gefressen werden.) Der  Kreislauf* bei der Entwicklung
der Beutetier- und Raubtier-Populationen fangt nun wieder von vorne an. @

Was passiert bei einer gewohnliche Differentialgleichung hoherer Ordnung

= fysy sy, (7.6)

wobei f: D — R, mit D C R™*! offen, eine Funktion und m > 2 ist?

Yy

Die gewohnliche Differentialgleichung m-ter Ordnung ldsst sich wie folgt
in ein System m gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung
umschreiben, so dass wir mit numerischen Losungsverfahren fiir Systeme
gewoOhnlicher Differentialgleichungen behandeln konnen:

/

2] = 22,

/ —

R9 = 23,
/ —
Zm— - Zma
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7.2 Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Teilkapitel betrachten wir der Einfachheit halber ,nur® gewohnliche
Differentialgleichungen y' = f(¢;y) erster Ordnung und keine Systeme gewthnli-
cher Differentialgleichungen. (Analoge Resultate gelten fiir Systeme gewthnlicher
Differentialgleichungen erster Ordnung; siehe z.B. [14].)

Satz 7.6. (Existenz und Eindeutigkeit der Losung einer DGL)

Sei [a;b] x R mit —oo < a < b < oo, und sei f: [a;b] x R — R eine stetige
Funktion, die gleichmdafSig Lipschitz-stetig in der zweiten Variablen ist,
d.h. es existiert eine ,Lipschitz-Konstante” L > 0, so dass qilt

1f(t;v) — f(t;w)| < Llv—w| fiir alle (t;v), (t;w) € [a;b] x R, (7.7)

Dann gibt es zu jedem Paar (to;yo) € [a;b] X R eine eindeutig bestimmite
Funktion y : [a;b] — R mit den folgenden Eigenschaften:

(1) y ist stetig differenzierbar in [a;b),
(it) v = f(t;y(t)) fir alle t € [a; ],
(i) y(to) = Yo.

(In Worten: Es gibt eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Lisung
y : [a;b] = R des Anfangswertproblems y' = f(t;y) mit y(to) = yo.) Man
nennt (7.7) eine Lipschitz-Bedingung an f (in der zweiten Variable).

Betrachten wir die Lipschitz-Bedingung (7.7) genauer: Falls die partielle Ablei-
tung %4 3, von f nach der zweiten Variablen iiberall auf [a; ] x R existiert und stetig
und beschrankt ist, so folgt mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, dass
die Lipschitz- Bedmgung (7.7) erfillt ist, denn: Nach dem Mittelwertsatz der Dif-
ferentialrechnung gibt es fiir jedes ¢ € [a;b] zu v, w € R mit v # w ein z zwischen
v und w, so dass

of(t;2)
dy

of (t; 2)
Jy

Pt 0)— F(t:w) (—w) — () —f(Ew)| = | o],

[st g—g auf [a;b] X R beschrinkt, so gibt es eine Konstante L > 0 mit

|5f(t;y)

o ‘ <L  firalle (t;y) € [a;b] x R.
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Anwenden dieser Abschétzung in der vorherigen Gleichung liefert

of (t; 2)
dy

Ft0) — f(tw) :\ o —w] < Lo —wl. 78)

Da v,w € R mit v # w beliebig waren, liefert uns (7.§) die Lipschitz-Bedin-
gung (7.7). (Falls v = w gilt, sind beide Seiten in ([7.7) null, und die Lipschitz-
Bedingung ist fiir v = w automatisch ebenfalls erfiillt.)

Der néchste Satz zeigt, dass die Losung des Anfangswertproblems stetig von den
Anfangswerten abhéngt.

Satz 7.7. (Losung einer DGL héngt stetig vom Anfangswert ab)

Seien [a;b] x R mit —oo < a < b < o0, ty € [a;b], und sei f: [a;b] x R — R
eine stetige Funktion, die gleichmdf$tg Lipschitz-stetig in der zweiten
Variablen ist, d.h. es existiert eine ,,Lipschitz-Konstante L > 0, so dass gilt

1f(t;v) — ft;w)| < Llv—w| fir alle (t;v), (t;w) € [a;b] x R.

Sei y(-;2) : [a;b] = R (mit dem Parameter z € R) die eindeutig bestimmite
Losung des Anfangswertproblems

y' = f(tiy)  mit  y'(to) =2 (7.9)

Dann gilt fir die eindeutig bestimmten Losungen y(-;z1) bzw. y(-;22) von
(7.9) mit z =z bzw. z = zy die Abschitzung

y(t: 21) — y(t; 20)| < €Ml 2y — 25| fiir alle t € [a;b] und alle 2, z € R.
(7.10)

Was besagt die Ungleichung ([7.10))7

Die Funktionen y(-; z1) bzw. y(-; 29) sind die Losungen der gleichen Differential-
gleichung y' = f(¢; y) mit verschiedenen Anfangswerten, namlich y(tg) = z; bzw.
y(to) = zo. Auf der linken Seite von ((7.10)) steht die betragliche Abweichung der
Losungen y(-;2z1) bzw. y(-; 29) zum Zeitpunkt ¢, und auf der rechten Seite von
(7.10)) steht eine obere Schranke fiir diese Abweichung, namlich e*/*~%l |z — z|.

Sind z; und 29 beliebig dicht beieinander, so wird wegen des Faktors |z; — 25| auch
die obere Schranke beliebig klein. Wir haben also eine stetige Abhangigkeit der
Losung der Differentialgleichung v’ = f(¢;y) vom Anfangswert.

Der andere Faktor el in der oberen Schranke e™ff=%l|z; — 2| beschreibt,
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wie sich die obere Schranke mit der Zeit verdndert. Je weiter wir zeitlich von
Zeitpunkt ¢ der Anfangsbedingung entfernt sind, desto grofer wird ell*=tol. Phy-
sikalisch bedeutet dieses, dass sich Losungen der gleichen Differentialgleichung
Yy = f(t;y) mit dicht beieinander liegenden Anfangswerten zum Zeit-
punkt ¢y mit dem Fortschreiten der Zeit immer weiter voneinander ent-
fernen konnen.

7.3 FEuler-Verfahren und allgemeiner Einschritt-
verfahren

In diesem Teilkapitel lernen wir zunéchst das explizite und danach das implizite
Euler-Verfahren kennen. Beide bieten einen guten Startpunkt, um die wesentlichen
Ideen zu (expliziten und impliziten) Einschrittverfahren einzufiihren.

In diesem Teilkapitel seien [a;b] X R mit —oo < a < b < oo und ¢y € [a;b], und
die Funktion f : [a;b] x R — R sei stetig. Weiter gebe es eine Konstante L > 0,
so dass gilt |f(¢;v) — f(t;w)| < L|v — w| fiir alle (¢;v), (t;w) € [a;b] x R. Nach
Satz hat dann das Anfangswertproblems

y = f(t; y) mit y(to) = yo (7.11)
eine eindeutige Losung y : [a; b] — R.

Das explizite Euler-Verfahren ist das einfachste Verfahren zur numerischen
Losung eines Anfangswertproblems ((7.11]). Das Euler-Verfahren ergibt sich, indem
in (7.11)) die Ableitung 3/(¢) durch den Vorwérts-Differenzenquotienten

J() ~ Y hf)b —y®) (7.12)

mit einer festen Schrittweite h # 0 ersetzt wird. Einsetzen von (7.12) in ((7.11)

ergibt die Naherungsformel
y(t+h) —y(t)
h
und Auflésen nach y(t 4+ h) liefert

y(t+h) = yt)+hf(ty)). (7.13)

Beginnend mit dem Wertepaar (tg;yo) aus der Anfangsbedingung y(ty) = yo

berechnen wir nun mit der Naherung aus ([7.13)) die folgende Néherung fiir y(t;)
mit ¢, = to + h

~ f(ty(t)),

y1 = yo + h f(to; o).
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Analog erhalten wir als Naherung fiir y(to) mit to =t +h=tg+2h

Yo =y1 + h f(t1; 1)

Wir setzen den Prozess fort und berechnen im (k 4 1)-ten Schritt die folgende
Néherung fiir den Funktionswert y(t;11) (der eindeutigen Losung y des Anfangs-
wertproblems ([7.11])) rekursiv (mit Hilfe der Ndherung y; aus dem vorherigen
Schritt):

Y1 =Yk + h f(tk; yk), wobel tpi =t +h="1y+ (k} + 1) h. (7.14)

Die Formel ([7.13]) hat eine geo- y
metrische Interpretation (vgl. 3
Abbildung rechts): Die Gerade
g(s) = y(t) + s f(t:y(1)) 2

=y(t) +sy (1), sER V)

ist die Tangente an den Gra-

phen von y im Punkt (¢;y(¢)). %
Also wird y(t + h) durch den 70 + s/t

entsprechenden Funktionswert
y(t)+h f(t;y(t)) der Tangente
im Punkt ¢ 4+ A angenahert.

) =y(t)+ s f(t,yt)), seR ¢

Die mit ((7.14) berechneten Naherungen y, k = 1,2,3, ..., stimmen in der Regel
nicht mit den Funktionswerten y(t¢x), & = 1,2,3, ..., der eindeutigen Losung y
des Anfangswertproblems ([7.11]) iiberein.

In Abbildung auf Seite 253] ist das explizite Euler-Verfahren fiir das An-
fangswertproblem y/(t) = 3 y(t) mit y(0) = 1 illustriert. In der Grafik in Ab-
bildung [7.1{ wurden die Naherungen (tx;yx), kK = 0,1, 2,3, der Punkte (tk; y(tk)),
k = 0,1,2,3, auf den Graphen mit einem Polygonzug verbunden. Normalerwei-
se wird man keinen Polygonzug (also keine stiickweise lineare Interpolierende)
sondern eine geeignete ,glatte” (d.h. mindestens stetig differenzierbare) Interpo-
lierende (vgl. auch Teilkapitel der Daten (tx;yx), k =0,1,2,..., verwenden,
um auch zwischen den Werten (tx; yx), £ = 0,1,2, ..., eine Ndherung der eindeu-
tigen Losung y des Anfangswertproblems zu bekommen.

Wir haben also das nachfolgende Iterationsverfahren hergeleitet:
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Verfahren 7.8. (explizites Euler-Verfahren)

Seien [a;b] x R mit —o00 < a < b < o0, tg € [a;b], und f : [a;0) x R — R
sei eine stetige Funktion, fir die es eine Konstante L > 0 ¢ilt, so dass gilt
|f(t;0) — f(t;w)] < L|v—wl fir alle (t;v), (t;w) € a;b] X R. Das explizite
FEuler-Verfahren zur numerischen Lisung das Anfangswertproblems

y = f(t:y) mit  y(to) = vo (7.15)

konstruiert Naherungen yy, der Funktionswerte y(ty) der eindeutigen Lisung
y : la;b] — R von (7.15)) an den dquidistanten Gitterpunkten

ty =ty + kh, k=0,1,2,...,
mit der Schrittweite h # 0 mit der folgenden Iterationsformel:
Firk=0,1,2,... fihre die folgenden Schritte durch:

(1) Berechne ypi1:= yr +h f(te; yr).
(2) Setze tpyq:=ty+ h.

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 7.9. (explizites Euler-Verfahren)
Wir betrachten das Anfangswertproblem

y(t)=—y(t) mit  y(0)=1,

dessen eindeutige Losung durch y(t) = e gegeben ist. Hier ist also f(t;y) = —y.
Das explizite Euler-Verfahren mit der Schrittweite A £ 0 hat die Iterationsformel

Y1 = Ye + L f(teyr) = ye — hyr,  tir =t +h, k=0,1,2,...,
mit den Startwerten o = 0 und yy = 1.

Das explizite Euler-Verfahren wurde jeweils mit einer der Schrittweiten hy = 0,2,
hs = 0,1 und hz = 0,05 durchgefiihrt, und in Tabelle sind jeweils die berech-
neten Ndherungswerte (gerundet auf eine Gleitkommadarstellung mit 5-stelliger

Mantisse) fiir y(¢) mit ¢t € {1,2,3,4,5} sowie deren absolute und relative Fehler
angegeben.

Wir machen in Tabelle [7.1] folgende Beobachtungen:

e Es kann durchaus passieren, dass der absolute Fehler mit wachsendem k
wieder kleiner wird. (Hier treten unter den angegebenen Werten die maxi-
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h k|t Yk lye — y(t)] | lye — y(Ee)|/ |y ()]
5(1,0(3,2768-107" | 4,02-1072 0,109
102,01 1,0738-1071 | 2,80 - 102 0,207
h1 =02 | 15(3,0(3,5184-1072| 1,46-1072 0,293
20 | 4,0 1,1529-1072 | 6,79 - 1073 0,371
25 15,0 |3,7779-1073 | 2,96 - 1073 0,439
10| 1,0 3,4867-107| 1,92 - 1072 0,0552
20 (2,0 1,2158-107' | 1,38 1072 0,102
ho=0,1 | 30(3,0]4,2391-1072| 7,40-10° 0,149
40 14,0 1,4781-1072| 3,53-1073 0,193
50 5,0 | 5,1538-1073 | 1,58 1073 0,234
20 11,0 | 3,5849-107"' | 9,39-1073 0,0255
40 12,0 1,2851-1071 | 6,82-1073 0,0504
hs =0,05| 60|3,0|4,6070-1072| 3,72-1073 0,0747
80 [4,0(1,6515-1072| 1,80-1073 0,0983
100 | 5,0 | 5,9205-1073 | 8,17-1074 0,121

Tabelle 7.1: Explizites Euler-Verfahren fiir ¢y’ = —y mit y(0) = 1.

malen absoluten Fehler bei t = 1,0 auf.) Der relative Fehler nimmt aber in
diesem Beispiel fiir alle drei Schrittweiten mit wachsendem k zu.

e Die Schrittweite wurde jeweils halbiert, d.h. hy = 0,1 = %hl und h3 =
0,05 = %hg. Betrachtet man die absoluten und relativen Fehler in demsel-
ben Punkt ¢ € {1;2;3;4;5} fiir die verschiedenen Schrittweiten, so sehen
wir, dass sich mit der Halbierung der Schrittweite auch die absoluten und
relativen Fehler ungefahr halbiert haben.

Abschliefsend kann man sagen, das die Ndherungen selbst bei der kleinsten Schritt-
weite hg = 0,05 bei t = 5 bereits einen relativen Fehler von ca. 12 % haben, was
keine gute Naherung ist.

Beispiel 7.10. (explizites Euler-Verfahren)

)

Wir betrachten das Anfangswertproblem
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h k|t Yk e — y(te)| | lye — y(te)]/|y(te)]
5010 2,1592 | 6,82-1072 0,0306
10{2,0| 3,1697 | 2,39-107! 0,0701
h1 =02 | 15|3,0| 54332 | 4,76-107} 0,0805
20 | 4,0 9,1411 | 7,65-107" 0,0772
25 | 5,0 | 14,406 1,09 - 10V 0,0703
30 | 6,0 | 21,303 1,45 - 10V 0,0637
10| 1,0| 2,1912 | 3,63-1072 0,0163
20 [2,0| 3,2841 | 1,24-1071 0,0364
hy=0,1 | 30|3,0| 56636 | 2,46-107} 0,0416
40 4,0 9,5125 | 3,93-107" 0,0397
50 | 5,014,939 | 5,60-107" 0,0361
60 | 6,0 | 22,013 | 7,44-107" 0,0327
201,0| 2,2087 | 1,87-1072 0,00840
40 12,0 3,3449 | 6,34-1072 0,0186
hs =0,05| 60|3,0| 57845 | 1,25-107! 0,0212
80 | 4,0 9,7061 | 1,99-107! 0,0201
100 | 5,0 | 15,214 | 2,84 -107" 0,0183
120 6,022,381 | 3,76-107" 0,0165

Tabelle 7.2: Explizites Euler-Verfahren fiir y' = yti# mit y(0) = 2.

t) +t* —2 .
) = U ¢ 0) = 2
v ="01E2 ) =2,

dessen eindeutige Losung durch

y(t) =t* +2t+2—-2(t+1) In(t +1)

gegeben ist. Hier ist also f(t;y) = ytf{ 2 Das explizite Euler-Verfahren mit der

Schrittweite h # 0 hat die Iterationsformel

h(ye +t; — 2)
tr+1

Yr+1 =Y+ f(tesyr) = yr + : thy1 = tr + h,

k=0,1,2,..., mit den Startwerten ty, = 0 und yg = 2.
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3.5

2.5

1.5

(%o, Yo) 1

y(t) =exp(t/2)

Abb. 7.1: Das Euler-Verfahren generiert Naherungswerte y, fiir y(tx), hier verbun-
den durch einen Polygonzug (in rot), der sich mit wachsendem k oft weiter von
der Losung y des Anfangswertproblems entfernt. Fiir die drei eingezeich-
neten Schritte des Euler-Verfahrens sind ebenfalls die Tangenten in den Punkten
(tr; y(tx)) an den Graphen von y mit den Steigungen y'(t)) eingezeichnet.

Das explizite Euler-Verfahren wurde jeweils mit einer der Schrittweiten h; = 0,2,
ho = 0,1 und h3 = 0,05 durchgefiihrt, und in Tabelle sind jeweils die berech-
neten Ndherungswerte (gerundet auf eine Gleitkommadarstellung mit 5-stelliger
Mantisse) fiir y(¢) mit ¢ € {1;2;3;4;5; 6} sowie deren absolute und relative Fehler
angegeben.
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Wir beobachten auch in diesem Beispiel, dass sich die absoluten und relativen
Fehler ungefahr halbieren, wenn man die Schrittweite halbiert. Anders als in Bei-
spiel beobachten wir hier, dass mit wachsendem & die absoluten Fehler grofser
werden. Fiir jede der drei Schrittweiten werden die relativen Fehler in den ange-
ben Punkten mit wachsendem k& erst grofser werden, aber dann ab t = 3 wieder
kleiner. Auch hier ist die Qualitdat der Naherung selbst fiir die kleinste Schrittweite
nicht besonders gut. &

Das explizite Euler-Verfahren ist das einfachste Einschrittverfahren, aber es ist
wenig praxistauglich, da normalerweise die Qualitit der berechneten Ndherungen
yr fur y(tr), k = 0,1,2,. .., nicht besonders gut ist.

Eine Verbesserung der expliziten Euler-Verfahrens erhalt man, wenn man in der
Herleitung des expliziten Euler-Verfahrens den Vorwiérts-Differenzenquotienten
durch den Riickwarts-Differenzenquotienten ersetzt. Dieses fiihrt auf das impli-
zite Euler-Verfahren: Zur numerischen Losung eines Anfangswertproblems fiir
eine gewohnliche Differentialgleichung

y' = f(ty)  mit  y(to) = yo (7.16)

ersetzt man in ((7.16) die Ableitung 3/(¢) durch den Riickwarts-Differenzen-
quotienten

y(t) —y(t —h
y'(t) =~ ®) h< ) (7.17)
mit einer festen Schrittweite h # 0. Einsetzen von (7.17)) in (7.16]) ergibt
y(t) —y(t —h)

- ~ f(ty(t)),

und Auflésen nach y(t) liefert
y(t) =yt —h) +h f(t;y(t)). (7.18)

Beginnend mit einem Wertepaar (¢y; 39) berechnen wir nun mit der Naherung aus
(7.18) die folgende Néherung fiir y(¢;) mit t; =tg+h <= ty=t;1 —h

y1 = yo + h f(t; ).
Analog erhalten wir als Naherung fiir y(to) mit to =t + h =ty +2h

Yo = y1 + h f(t2;v2).

Wir setzen den Prozess fort und berechnen im (k + 1)-ten Schritt die folgende
Néherung fiir den Funktionswert y(¢41) (der Losung y des Anfangswertproblems
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(7.16])) rekursiv (mit Hilfe der Ndherung v, aus dem vorherigen Schritt):

Ye+r1 = Yk + hf(tk:ﬂ; yk+1)7 wobel tpy1 =1t +h =10+ (k + 1) h. (7-19>

Durch die Gleichung ([7.19)) ist yy1 nur implizit gegeben (daher kommt der Name
Limplizites Euler-Verfahren®), denn, da yx.1 auch auf der rechten Seite von ((7.19)
in f(tki1; ype1) auftritt, miissen wir zur Bestimmung von yg.; die Gleichung

Ykt1 = Yi + P f(ter1; Yrgr)

nach y;.1 auflosen. Dass dieses in jedem Schritt des impliziten Euler-Verfahrens
moglich ist, bildet eine Voraussetzung dafiir, dass wir das implizite Euler-Verfahren
iiberhaupt anwenden koénnen.

Auch hier gilt: Die mit den impliziten Euler-Verfahren berechneten Néherungen
yr, k = 1,2,3,..., stimmen in der Regel nicht mit den Funktionswerten y(t;),
k=1,2,3,..., der eindeutigen Losung y des Anfangswertproblems (|7.16)) tiberein.

Damit erhalten wir das nachfolgende Iterationsverfahren:

Verfahren 7.11. (implizites Euler-Verfahren)

Seien [a;b] x R mit —oo < a < b < o0, ty € [a;b], und f : [a;0] x R — R
sei eine stetige Funktion, fir die es eine Konstante L > 0 gilt, so dass gilt
|f(t;0) — f(t;w)] < Liv—w| fir alle (t;v), (t;w) € [a;b] X R. Das implizite
Euler- Verfahren zur numerischen Lisung das Anfangswertproblems

y' = f(ty)  mit  y(te) = yo (7.20)

konstruiert Naherungen yy der Funktionswerte y(ti) der eindeutigen Ldosung
y : [a;b] = R von (7.20) an den dquidistanten Gitterpunkten

ty =ty + kh, k=0,1,2,...,
mit der Schrittweite h # 0 mit der folgenden Iterationsformel:
Firk=0,1,2,... fihre die folgenden Schritte durch:

(1) Setze tii1:=ty + h.
(2) Lose yri1:=yr+h f(tii1;ye1) nach ypsr auf.

Betrachten wir ein Beispiel.
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implizites Euler-Verfahren: || explizites Euler-Verfahren:
h Néherung fiir 4(0,2) Néherung fiir y(0,2)
hy = 0,1 8,26 - 1073 81
hy = 0,05 7,72-107* 256
hs = 0,02 1,69-107° 1
hs = 0,01 9,54 -1077 0
hs = 0,001 5,72 1077 7,06 - 1071

Tabelle 7.3: Implizites und explizites Euler-Verfahren zur Berechnung des Funk-
tionswerts y(0,2) der Losung des Anfangswertproblems y' = —100 y mit y(0) = 1
fiir verschiedene Schrittweiten h.

Beispiel 7.12. (implizites Euler-Verfahren)
Wir betrachten das Anfangswertproblem

y'(t)=—100y(t) mit  y(0) =1,

dessen eindeutige Losung durch y(t) = e710% gegeben ist. Hier ist f(t;y) = —100.
Das implizite Euler-Verfahren mit der Schrittweite A # 0 hat die Iterationsformel

tkr1 =tk + I, Y1 = Yk + b f (1, Y1) =y — 100 hyga,
k=0,1,2,..., mit den Startwerten {5 = 0 und yo = 1. Die implizite Gleichung
fiir yx+1 konnen wir hier direkt nach w1 auflosen:

Yr+1 = Y — 100 h yppq = Yr+1 + 100 Ly = yp
— (14100 h) Y1 = Y — Yese1 = (1 + 100 h) g

Also erhalten wird fiir das implizite Euler-Verfahren die folgende explizite Itera-
tionsformel:

tk-l—l :tk+h7 Yk+1 = (1+100h)71yk7 k:O717"'7
mit den Startwerten ¢y = 0 und yy = 1.

Das implizite Euler-Verfahren wurde jeweils mit den Schrittweiten h; = 0,1,
ho = 0,05, hg = 0,02, hy = 0,01 und hy; = 0,001 durchgefiithrt, um y(0,2) =
e 100022 9061 - 1072 zu berechnen. In Tabelle [7.3| sind jeweils die mit dem
implizitem Euler-Verfahren sowie zum Vergleich die mit dem expliziten Euler-
Verfahren berechneten Naherungwerte fiir y(0,2) (auf eine Gleitkommadarstellung
mit 3-stelliger Mantisse gerundet) angegeben.
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Wir beobachten, dass das implizite Euler-Verfahren in diesem Beispiel deutlich
besser arbeitet. Das explizite Euler-Verfahren liefert erst ab einer Schrittweite
von h = hs = 0,001 eine Naherung, die sich iiberhaupt in einer ,dhnlichen Gro-
fenordnung* wie y(0,2) bewegt. Einige der Werte fiir kleinere Schrittweiten sind
sogar extrem grof (wie die 81 fiir hy = 0,1 oder die 256 fiir ho = 0,05). Beim
impliziten Euler-Verfahren erhalten wir fiir den Wert Az = 0,001 nicht nur ei-
ne bessere Naherung als beim expliziten Euler-Verfahren. Auch fiir die gréfseren
Schrittweiten, erhalten wir (anders als beim expliziten Euler-Verfahren) ,kleine®
Néaherungswerte. &

Das explizite und implizite Euler-Verfahren sind Beispiele fiir sogenannte Ein-
schrittverfahren.

Definition 7.13. (Einschrittverfahren)

Seien [a;b]) x R mit —oo < a < b < o0, ty € [a;b], und f : [a;0] x R — R
sei eine stetige Funktion, fir die es eine Konstante L > 0 gilt, so dass gilt
|f(t;0) — f(t;w)] < Llv—w| fir alle (t;v),(t;w) € [a;b] x R. Ein Ein-
schrittverfahren zur numerischen Losung das Anfangswertproblems

y' = f(ty)  mit  y(te) = yo (7.21)

konstruiert Niherungen yy der Funktionswerte y(ty) der eindeutigen Ldosung
y : [a;b] = R von (7.21)) an den dquidistanten Gitterpunkten

ty =to+ kh, k=0,1,2,...,
mit der Schrittweite h # 0 mit der Iterationsformel
Yes1 7= Y + D Otk Urs Yrs1s h), k=0,1,2,..., (7.22)

wobei die Funktion ® mit Hilfe der rechten Seite f : |a;b] x R — R der
Differentialgleichung in definiert ist. Die Funktion ® heifit die Inkre-
mentfunktion des Finschrittverfahrens. Falls ®(tx; yx; yrs1; h) nicht von dem
dritten Argument yr1 abhdngt, nennt man das Finschrittverfahren (7.22]) ex-
plizit. Andernfalls nennt man das Einschrittverfahren ((7.22) implizit.

Beispiel 7.14. (Einschrittverfahren)

Seien [a;b] x R mit —oo < a < b < 00, ty € [a;b], und f : [a;0] x R — R sei
eine stetige Funktion, fiir die es eine Konstante L > 0 gilt, so dass die Lipschitz-
Bedingung |f(t;v) — f(t;w)] < L|v —w| fir alle (¢;0), (t;w) € [a;b] x R gilt.
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Fiir (to; y0) € [a; 0] X R betrachten wir das Anfangswertproblem

y' = f(ty)  mit  y(to) = yo. (7.23)

(a) Das explizite Euler-Verfahren mit Schrittweite h # 0 zur Berechnung
der Ndherungen y; der Werte y(t;) der eindeutigen Losung y : [a;0] — R
von ([7.23)) an den dquidistanten Gitterpunkten ¢, = to+kh, k =0,1,2,.. .,
hat (nach Verfahren die Iterationsformel

Yr+1 = Yk + b f(te; yr)-

Hier gilt also ®(tx; yr; yrt1;h) = f(tk;yr). Es handelt sich also um ein
explizites Einschrittverfahren.

(b) Das implizite Euler-Verfahren mit Schrittweite h # 0 zur Berechnung
der Néherungen y; der Werte y(tx) der eindeutigen Losung y : [a;b] — R
von ([7.23)) an den dquidistanten Gitterpunkten t, =to+kh, k =0,1,2,..
hat (nach Verfahren die Iterationsformel

*)

Ykt1 = Yi + P f(ths1; Yrsr)-

Hier gilt also ®(tx; yx; yks1;h) = f(tx + h;yre1). Es handelt sich also um
ein implizites Einschrittverfahren.

Wir lernen noch weitere Beispiele kennen.

Beispiel 7.15. (Mittelpunktverfahren)

Seien [a;b] x R mit —o0 < a < b < 00, tg € [a;b], und f : [a;0] x R — R sei
eine stetige Funktion, fiir die es eine Konstante L > 0 gilt, so dass die Lipschitz-
Bedingung |f(t;v) — f(t;w)| < L|v — w| fir alle (t;v), (t;w) € [a;b] x R gilt.
Fir (to;y0) € [a;b] x R betrachten wir das Anfangswertproblem

y'(t) = f(t;y)  mit  y(to) = wo. (7.24)

Das Mittelpunktverfahren mit Schrittweite h # 0 zur Berechnung der Nahe-
rungen vy der Werte y(tx) der eindeutigen Losung y : [a; b] — R von ((7.24]) an den
aquidistanten Gitterpunkten ¢ty =ty +kh, £k =0,1,2, ..., ist durch die folgende
[terationsformel definiert:

272

h 1
Y1 =Y+ hf (tk + == (yk + ka)) ) (7.25)

Hier gilt also ®(t;; yk; ykr1; h) = f (tk + %; % (yr + yk+1)). Es handelt sich also um
ein implizites Einschrittverfahren.
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h k| te Yk lye — y(t)] | lye — y(Ee)|/ |y ()]
5| 1,0 |3,6665-10"1]1,23-1073 0,00335
10 | 2,0 | 1,3443-107%| 9,05-10~* 0,00668
hi =021 15| 3,0 [4,9289-1072| 4,98-1074 0,0100
20 | 4,0 | 1,8072-1072 | 2,44 -1074 0,0133
25| 5,0 [6,6259-1073 | 1,12-10~* 0,0166
10| 1,0 |3,6757-10"'| 3,07-107* 0,000834
20| 2,0 | 1,3511-107' | 2,26 -10~* 0,00167
ho=0,1 1| 30| 3,0 |4,9663-1072| 1,24-1074 0,00250
40| 4,0 |1,8255-1072| 6,10-107° 0,00333
50| 5,0 [6,7099-1073 | 2,81 -107° 0,00416
20| 1,00 | 3,6780- 107" | 7,67 -107° 0,000208
40 12,00 | 1,3528 - 107! | 5,64 - 107° 0,000417
hs =0,05| 60]3,00|4,9756-1072| 3,11-107° 0,000625
80| 4,00 | 1,8300-1072 | 1,53 -107° 0,000833
100 | 5,00 | 6,7309 - 1073 | 7,02-10°° 0,00104

Tabelle 7.4: Mittelpunktverfahren fiir ¢’ = —y mit y(0) = 1.

Wenden wir das Mittelpunktverfahren fiir das Anfangswertproblem

y'(t) = —y(t) mit  y(0)=1,

aus Beispiel [7.9an, dessen Losung durch y(t) = e~ gegeben ist. Die Formel ([7.25)
des Mittelpunktverfahrens lautet dann fiir das konkrete Beispiel mit f(¢;y) = —y:

1 h h
Ye+1 = Yk — hﬁ(yk‘|‘yk+l) <~ Ye+1 + §yk+1 =Y — §yk
= 140 _ (1" = _1-s
9 Yk+1 = 5 Yk Yk+1 = 1+ % Yk

Wir nutzen das Mittelpunktverfahren jeweils mit einer der Schrittweiten hy = 0,2,
hy = 0,1 und hy = 0,05 zur Berechnung von Naherungwerten fiir y(¢) mit
t € {1;2;3;4;5}. In Tabelle sind jeweils die berechneten Naherungwerte
fur y(t) mit ¢ € {1;2;3;4;5} (gerundet auf eine Gleitkommadarstellung mit 5-
stelliger Mantisse) sowie deren absolute und relative Fehler angegeben. Ein Ver-
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gleich der Tabelle[7.4 mit der Tabelle[7.] zeigt, dass das Mittelpunktverfahren bei
der gleichen Schrittweite deutlich bessere Naherungen liefert. &

7.4 Konsistenz und Konvergenz von Einschritt-
verfahren

Was bedeutet Konvergenz fiir ein Einschrittverfahren?” Die Naherungswerte
yr sollten gegen die Funktionswerte y(tx) der Losung der Anfangswertproblems
streben, wenn die Schrittweite h gegen 0 strebt. Bevor wir dieses préazise defi-
nieren konnen, brauchen wir noch das Konzept der Konsistenz und der Ordnung
eines Einschrittverfahrens. Wir beschranken uns in diesem Kapitel der Einfachheit
halber auf explizite Einschrittverfahren.

Um die Voraussetzungen an die Funktion f in der gewohnlichen Differentialglei-
chung y' = f(t; y) bequem formulieren zu kénnen, fithren wir den folgenden Funk-
tionenraum ein: Fiir p € N ist Fp([c; d] x R) die Menge aller Funktionen auf
[c; d] xR, deren partielle Ableitungen bis zu und einschliefslich der Ordnung p exis-
tieren und stetig und auf [c;d] x R beschréankt sind. (Eine Funktion g : D — R
heift auf D beschriankt“, wenn es eine Konstante S > 0 gibt, so dass |g(x)| < S
fiir allex € D gilt.) Ist f € Fi([c; d]xR) so folgt (nach den Uberlegungen auf Sei-
ten bis [247), dass es eine Konstante L > 0 mit |f(s;v) — f(s;w)| < L |v —w]
fur alle (s;v), (s;w) € [¢;d] x R.

Um die Aussagen iiber die Konsistenz und Konvergenz von Einschrittverfahren
technisch bequem (d.h. so dass alles immer passend definiert ist) formulieren zu
konnen, betrachten wir die Differentialgleichung 3/ = f(t;y) fiir Funktionen f
definiert auf I; x R mit einem leicht groferen Intervall I als I = [a; b], ndmlich
auf Iy = [a — 9;b + 0] mit einem 6 > 0. Um léngliche Notation zu vermeiden,
schreiben wir im Folgenden

I :=|a;b] mit —oco<a<b<oo  und
Is:=[a—0;b+ 9] mit einem (kleinen) ¢ > 0.

Auf der Zahlengeraden ist das Intervall Iy = [a — &; b+ ] gegentiber dem Intervall
I = [a;b] um die Entfernung 6 > 0 nach links und nach rechts verldngert worden.

In diesem Teilkapitel werden wir f : Iy X R mit einer Lipschitz-Bedingung in
der zweiten Variablen betrachten, so dass die Losung des Anfangswertproblems
Yy = f(t;y) mit y(ty) = yo fiir jedes (to;y0) € Is x R existiert und auf ganz Is
eindeutig definiert ist. Als Anfangswerte werden wir aber nur (tp;yg) € I x R
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betrachten. Dadurch ist sichergestellt, dass ¢ty + h fir alle |h| < § in I5 liegt und
dass f(t+h;y) fiir alle (£;y) € I xR und alle |h| < 6 immer definiert ist. Dadurch
vermeiden wir komplizierte Einschrankungen an die Schrittweiten h.

Definition 7.16. (lokaler Diskretisierungsfehler und Konsistenz)
Seien I = [a;b] und I5 = [a—0;b+0] mitd > 0. Sei f : [ xR — R eine stetige
Funktion, fiir die es eine Konstante L > 0 gilt, so dass gilt | f(s;v)— f(s;w)| <
L v —w| fir alle (s;v), (s;w) € Is X R. Fir (t;y) € I xR sei z: I[; — R die
eindeutige Losung des Anfangswertproblems

2'(s) = f(s;2(s)) mit  z(t) =y. (7.26)

Weiter sei ein explizites Einschrittverfahren zur Berechnung von Ndhe-
rungen zj der Werte z(sy) der eindeutigen Losung z : Is — R wvon ([7.20)
gegeben.:
Zpy1 = 21 + h P(sp; 2z h),
o ) (583 243 ) firk=20,1,..., mit sp =1, 20 = y.
Sk+1 ::t+(]€—|—1)h28k—|—h,
(7.27)
(1) Die Funktion
z(t+h) — 2(t)
A(t;y; h) = A(t; z(t); h) = h
ft:y) fiir h =0,

ist der (Vorwdrts-)Differenzenquotient der eindeutigen Lésung
z: Iy — R won (7.26) im Punktt € I mit der Schrittweite h. Es gilt

lim A(t;y;h) = f(t;y).
h—0

(2) Aus der Iterationsvorschrift des expliziten Einschrittverfahrens ((7.27)
folgt fiir k =0 mit sy =t und 2o =y

fir |h] < mit h # 0,

21— 20 21 — 20
<— O(t:y: h) =
h <7y) ) h Y

d.h. ®(so; 20; h) = ®(t;y; h) ist der (Vorwdrts-)Differenzenquotient
der vom expliziten Einschrittverfahren (7.27) im ersten Iterations-

schritt berechneten Ndherungslosung von (7.26)) im Punktt € I mit
der Schrittweite h.

(3) Der lokale Diskretisierungsfehler des expliziten Einschrittverfahrens
(7.27) im Punkt (t;y) € I x R ist definiert als

T(6ysh) = AL y;h) — (6 y:h),  wobet [h| <.

(I)(S(); 20, h) =
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(4) Das explizite Finschrittverfahren (7.27)) heifit konsistent, wenn fir alle
(t;y) € I x R und fir alle Funktionen f € Fi(I5 x R) gilt

lim 7(¢;y; h) = 0 — lim ®(t;y; h) = f(t;y),
h—0 h—0

wobei wir }Lirr(l) A(t;y; h) = f(t;y) ausgenutzt haben.
_)

(5) Das explizite Einschrittverfahren ist ein Verfahren der Ord-
nung p € N, wenn fir jede Funktion f € F,(Is x R) gilt 7(t;y;h) =
O(h?) gleichmdfig fiir alle (t;y) € I xR, d.h. wenn fiir jede Funktion
[ e F,(I; x R) eine Konstante K existiert, so dass gilt

IT(t;y;h)| < K |h|P fiir alle (t;y) € I x R und alle |h| < 6.

Natiirlich ist ein Verfahren der Ordnung p € N insbesondere konsistent.

Nun konnen wir zeigen, dass das explizite Euler-Verfahren konsistent ist.

Satz 7.17. (Konsistenz des expliziten Euler-Verfahrens)

Seien I = [a;b] und Is = [a — 6;b+ 0] mit § > 0. Seien (t;y) € I x R und
f € Fi(ls x R). Das explizite Euler-Verfahren zur numerischen Lisung
des Anfangswertproblems

Z(s) = f(s;2(s)) mit  z(t) =y (7.28)

15t konsistent und ist ein Verfahren der Ordnung p = 1.

Beweis von Satz|7.17: Das explizite Euler-Verfahren hat die Inkrementfunktion
O(t;y; h) = f(t;y). Damit gilt fiir alle (¢;y) € I x R und fiir alle f € Fi(Is X R)

lim (t;y:h) = lim f(t:y) = f(t:y).
Also ist das explizite Euler-Verfahren konsistent.

Fiir den lokalen Diskretisierungsfehler gilt mit ®(¢;y; h) = f(t;y) fir 0 < |h| <6
2(t+h) — 2(t)

T(ty;h) = Aty h) — (i y:h) = - — f(y)
= (a4 1)~ [0) + b (1 20)]) = 3 (=064 B) — [=0) + R 2'0)]),
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wobei wir in der zweiten Zeile f (¢; z(t)) = 2/(t) genutzt haben. Fiir f € F1(I;xR)
ist 2/(s) = f(s;z(s)) stetig differenzierbar, d.h. die Lésung z des Anfangswert-
problems ist zweimal stetig differenzierbar. Entwickeln wir z(t 4+ h) mit
dem dem Satz von Taylor in ein Taylorpolynom vom Grad 1 mit dem Entwick-
lungspunkt ¢, so erhalten wir fiir alle A mit |h| < 6

2(t+h)=z(t)+h2(t) + %2,2”(15 +nh)

mit einem 7 € ]0; 1[. Einsetzen in ((7.29)) liefert

r(tiyh) = (2 + ) = [() + R 2 (0)])

_ (z(t) +h(t) + %z”(t +nh) = [2(t) + 1 Z'(f)]>

Z'(t+nh). (7.30)

l\le‘ S = S

Wegen wegen 2'(s) = f(s; 2(s)) folgt mit der Kettenregel

s) = 0f (s:2(s)) | J(s) = ZIGED)

0s 0z 0s 0z f(s; Z(S))

Daraus folgt, dass fiir f € F1(I5 X R) eine Konstante S > 0 existiert mit

(8] < o

"f ‘<S fiir alle s € I,

Of (s;2(s))
Js ‘ +

(7.31)

denn f und seine partiellen Ableltungen —S und ﬁ sind auf I5 x R beschrinkt
(weil f € Fi(Is x R) ist). Anwenden von (7.31]) in ([7.30) liefert

h S
|T(t;y; h)| = 7l 12" (t +nh)| < = |h| fir alle (¢;y) € I x R und alle |h| <.
2 ~— o 7 2
<S
Also ist das explizite Euler-Verfahren ein Verfahren der Ordnung p = 1. [

Als letztes neues Konzept bendtigen wir noch den Begriff der Konvergenz von
Einschrittverfahren.
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Definition 7.18. (Konvergenz von Einschrittverfahren)
Seien I = [a;b], Iy = [a — §;0+ ] mit &6 > 0 und f € Fi(ls x R). Fir
(to;y0) € I xR sery : Is — R die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

y'(t) = f(t;y) mit  y(to) = Yo (7.32)

Weiter sei ein explizites Finschrittverfahren zur Berechnung von Naherun-
gen yy der Werte y(ty.) der eindeutigen Losung y = y(t) von (7.32)) gegeben:

Ykt1 = Yr + L ®(ti; yr h),

urk=0,1,..., mit yo = y(to).
tk+12—7fo—|—(/€—|—1)h_tk_|_h7} / Yo = y(to)

(7.33)
(1) Fiir t € I erhalten wir fir jedes n € N mat den Schrittweite h, := =1
(und somit t =ty + nhy,) durch die Iterierte y, eine Ndiherung fiir

y(t,) =y(to+nh,) =y (to +n- t;t()) = y(t() + (t — tg)) = y(1).

Daher ist fiirt € I der globale Diskretisierungsfehler des Einschritt-
verfahrens (7.33)) definiert als

t—t
e(t;hy) =y — y(t)  mit <hn:: e t:tn:to—i—nhn).

n

(2) Das durch (7.33)) definierte Einschrittverfahren heifit konvergent, wenn
fir alle f € Fi(Is x R) gilt

lim e(t;h,) =0  fir allet € I und alle (to;y0) € I x R.

n—oo

Der nachfolgende Satz liefert uns wichtige Informationen iiber den Zusammen-
hang zwischen Konsistenz und Konvergenz. Er sieht wegen der technischen Vor-
aussetzungen kompliziert aus, aber der zentrale Punkt ist, dass (unter geeigneten
Voraussetzungen) ein konsistentes Einschrittverfahren konvergent ist und
dass fiir ein Einschrittverfahren der Ordnung p > 0 der globale Diskre-
tisierungsfehler von der Ordnung p ist, also e(¢; h,) = O(h) fiir alle t € 1
und alle |h,| <.
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Satz 7.19. (Konvergenz von Einschrittverfahren)
Seien I = [a;b], Iy = [a — §;b+ 9] mit & > 0 und f € Fi(ly x R). Fir
(to;y0) € I xR sery : Is — R die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

y'(t) = f(t;y) mit  y(to) = Yo (7.34)

Weiter sei ein explizites Einschrittverfahren zur Berechnung von Ndaherun-
gen yy der Werte y(ty) der eindeutigen Losung y = y(t) von (7.34) gegeben.:

Ykt1 = Yr + L @(ti; yr; h),

urk=0,1,..., mit yo = y(to).
tk+1:—to—|—(/€—}—1)h_tk+h’} f Yo = y(to)

(7.35)
Die Inkrementfunktion ® des Einschrittverfahrens (7.35)) sei stetig auf
G={(t;y;h) : telund |y—y(t)| <vund0 < |h| < h} (7.36)

mit den Konstanten 0 < hy < 0 und v > 0. Weiter nehmen wir an, dass
positive Konstanten M und N existieren, so dass gelten

|D(t;v;h) — P(t;w; h)| < M |v—w|  fir alle (t;v; h), (t;w; h) € G (7.37)

und I7(;y(t);h)| = |A(ty(t); h) — (6 y(t); k)| < N AP
fir alle t € I und alle |h] < hy. (7.38)

Dann existiert eine Konstante h mit 0 < h < hg, so dass fir den globalen
Diskretisierungsfehler die folgende Fehlerabschdtzung gilt:

oM lt—to| -1
le(t; hy)| < \hn\pNT fiir alle t € I und
t—1o . —
alle h,, = , n=1,2,..., mit|h,| <h. (7.39)
n

Man sagt dann das Einschrittverfahren habe die Konvergenzordnung p. Gilt
in ([7.36]) v = oo, dann ist h = hy.

Betrachten wir Satz genauer. Wir beginnen mit der Abschétzung ((7.39)) fiir

den globalen Diskretisierungsfehler: Aus ([7.39) folgt
t—1t —
le(t: ho)| < C |hyP firallet € I, hy = ——, n €N, mit |hy| < T
n

mit der Konstante C' := & max {eMletol=1; eMP=tol=11 " Dieses besagt, dass der



7.4. Konsistenz und Konvergenz von Einschrittverfahren
266 ©) Kerstin Hesse, Universitat Paderborn

globale Diskretisierungsfehler fiir n — oo (und damit fiir h, — 0) wie O(|h,|?)
abnimmt. (Wir beobachten noch, dass der Faktor, mit dem |h,|? in multi-
pliziert wird, von ¢ abhéngt und desto grofser wird je weiter ¢ von ¢ entfernt ist.)
Die Voraussetzungen fiir dieses Resultat sind eine Lipschitz-Bedingung fiir
die zweite Variable der Inkrementfunktion ® und dass der lokale Diskretisierungs-
fehler geméf von der Ordnung O(]h|P) ist, also dass das Einschrittverfah-
ren von der Ordnung p ist. Durch ist eine Menge vorgegeben, auf der die
Lipschitz-Bedingung an ® gelten soll. Ist v = oo, so ist bei G die Bedingung an
y automatisch erfiillt und wir erhalten

G={(t;y;h) : t€Tund 0 <|h| <ho} =1 xR x [—he;hl,

d.h. die einzige Einschrankung ist, dass die Schrittweiten A des expliziten Ein-
schrittverfahrens |h| < hg erfiillen sollen. Da aber nur der Fall kleiner h inter-
essant ist, ist dieses in der Praxis kein Problem. — Wenn 0 < v < oo ist, so besagt
ly — y(t)| <7, dass nur Werte fiir y in einem ,Schlauch um mit ,Radius® v um
die eindeutige Losung y = y(t) betrachtet werden. Falls das explizite Einschritt-
verfahren konvergent ist, so werden die Ndaherungen y;, k € Ny, fiir klein genuges
h aber auch in diesem ,Schlauch® liegen.

Als Folgerung aus Satz und Satz erhalten wir die Konvergenz des expli-
ziten Euler-Verfahrens.

Satz 7.20. (Konvergenz des expliziten Euler-Verfahrens)

Seien I = [a;b] und Is = [a — 0;b+ 0] mit 6 > 0. Seien (to;yp) € I X R und
f € Fi(ls x R). Das explizite Euler-Verfahren zur numerischen Lisung
das Anfangswertproblems y'(t) = f(t;y(t)) mat y(ty) = yo ist konvergent
mit der Konvergenzordnung p = 1.

Beweis von Satz [7.20} Das explizite Euler-Verfahren hat die Inkrementfunktion
O(t;y; h) = f(t;y). Nach Satz ist das explizite Euler-Verfahren konsistent
und ein Verfahren der Ordnung p = 1. Wir wihlen G = I xR x [—4; §] mit 7 = oo
und hg = 6. Fiir f € F (L; X R) gibt es eine Konstante L > 0, so dass gilt

|f(t;0) — f(t;w)] < Lv—w fur alle (t;v), (t;w) € Is x R.
Daraus folgt fiir die Inkrementfunktion ®(¢;y;h) = f(¢;y) direkt
[@(t; 03 h) — Pt w; h)| < [f(t0) — ftw)| < Ljv—wl
fir alle (¢;v;h), (t;w;h) € I X R x [=6;0] = G.
Nach Satz und dem zugehorigen Beweis gilt mit y = y(t)
‘T(t;y(t); h)’ < N |h| fiir alle t € I und alle A mit |h| < 6.
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Aus Satz folgt dann, dass das explizite Euler-Verfahren konvergent ist und
die Konvergenzordnung p = 1 hat. ]

7.5 Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Wir haben gesehen, dass das explizite Euler-Verfahren konvergent ist und die
Konvergenzordnung p = 1 hat. Je hoher die Konvergenzordnung eines Ver-
fahrens ist, desto schneller konvergiert es. Daher stellt sich die Frage, wie
man Einschrittverfahren mit einer hoheren Konvergenzordnung herlei-
ten kann?

Eine haufig eingesetzte Familie von Verfahren mit einer hoheren Konvergenzord-
nung sind die sogenannten Runge-Kutta-Verfahren, die wir nun einfiihren.

Im Folgenden seien I = [a;b], Is = [a — d;b+ 0] mit § > 0 und f € Fa(l5 x R).
Fiir (t;y) € I x Rsei z : I — R die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

Z(s) = f(s;2(s)) mit  z2(t) = y. (7.40)

Wir konstruieren nun explizite Runge-Kutta-Verfahren mit der Konver-
genzordnung p = 2. Dieses sind explizite Einschrittverfahren von der Form

Yrsl = Y + L ®(tr;yr h),

fir k=0,1,..., mityy = y(ty). 7 41
thr1 :=t+kh =1t + h, } yo = y(to) (7.41)

mit einer Inkrementfunktion der Form

O(t;y;h) = f(Ly) + 72 f(t+ahy+ Bhf(t;y)), (7.42)

wobei die Konstanten a;, 3, 71, 72 passend gewahlt werden miissen, damit das Ver-
fahren auch tatséchlich die Konvergenzordnung 2 bekommt. Dabei muss man sich
die durch definierte Inkrementfunktion ®(ty; yx; h) als eine ,durchschnitt-
liche Steigung* der Losung y auf dem Intervall [ty; tx, 1] vorstellen.

Um mit Hilfe von Satz die Konvergenzordnung eines Verfahrens der Form
(7.41])) mit der Inkrementfunktion folgern zum konnen, betrachten wir den
lokalen Diskretisierungsfehler 7(¢;y; h) (vgl. Definition und wollen die Kon-
stanten a, 3,71, in so wihlen, dass dieser die Ordnung p = 2 hat: Fiir
t € I und |h| < 6 ist der lokale Diskretisierungsfehler (mit y = 2(t))

t+h) — 2(t)
h

T(t;y;h) = Aty h) — (95 h) = el — O(t;y; h)
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[ (t+h)—=2(t )] —71f(t;y>—72f<t+04h;y+5hf(t;y)), (7.43)

wobei z : Is — R die eindeutige Losung des Anfangswertproblems ([7.40)) ist. Nun
entwicklen wir z(¢+h) mit |h| < 6 mit dem Satz von Taylor in ein Taylorpolynom
vom Grad 2 mit dem Entwicklungspunkt ¢:

D‘I*—*

S+ B) = =2(8) + (6 b+ %z”(t) B2 4 O(|h?)
e AR — () = Y h+ % () 2+ O(|hf) (7.44)

(Dabei kann die durch den O(|h]?) Term implizierte Konstante K > 0 in

i
2(t+h) — <z(t) + 2'(t) h + © 2(15) h2>‘ < K |h® fiir alle (t;y) € I xR, |h| <0

einheitlich fiir alle (t;y;h) € I x R x [a;b] X [—0; 6] gewihlt werden, denn we-
gen 2'(s) = f(s;2(s)) ist z : Iy — R dreimal stetig differenzierbar und seine
Ableitungen bis einschlieflich der Ordnung 3 lassen sich durch die partiellen Ab-
leitungen bis einschlieklich der Ordnung 2 von f € Fo(Is x R) ausdriicken und
diese sind auf I; x R beschrénkt.) Wir haben 2'(s) = f(s;2(s)) und damit mit
der Kettenregel

21(5) = 9 (s:2(5)) + 2L (552() () = T (s 2(5)) + 20 (s 2(5)) £ (5 2().

Einsetzen von 2'(t) = f(¢;2(t)) = f(¢;y) und der gerade berechneten Formel fiir
2"(s) mit s =t (als Funktion von f und seinen partiellen Ableitungen) in (7.44))
und Ersetzen von z(t) = y (aus der Anfangsbedingung) liefert

(e 1) = 20 = I fteig) + 12 (2 250 i) )+ o),

(7.45)

Damit haben wir eine passende Darstellung fiir den ersten Term in gefun-
den. — Wir bendtigen noch eine passende Darstellung fiir den zweiten Term in
(7.43): Dazu nutzen wir den Satz von Taylor, um f(t+ah;y+Bh f(t;y)) in ein
Taylorpolynom vom Grad 1 mit dem Entwicklungspunkt (¢;y) zu entwickeln:

f(t+ozhy+6hf ))

(t;
= [(ty) + é Dan+ aﬂ v)

Bhft;y) + O, (7.406)

wobei die Konstante in O(|h]?) wegen f € .7:2(]5 x R) unabhéngig von (t;y) €
I x R und |h| < § gewéhlt werden kann. Einsetzen von (7.45)) und ((7.46)) in den
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den lokalen Diskretisierungsfehler ([7.43)) und anschliefendes Sortieren nach jeweils

Vielfachen von f(t;y) und seinen partiellen Ableitungen % g ¥ ynd 2L 8“ ) Yiefert:

Fir (t;y) € I x R und alle |h| < 6 gilt

iy h) = flt0) + 5 h%%h%( D)~ £lt:)
— Y f(ty) — 7 és Yoah- V2 é )Mf( y) +O(|h]?)
= (=) f(G9) + 2 (1~ 2y 0) )
+ 20200 Dy o). (7.47)

Wir sehen an ((7.47)), dass der lokale Diskretisierungsfehler von der Ordnung
O(|h|?) ist, wenn die folgenden Bedingungen alle erfiillt sind:

1 —v —7 =0, 1—=2vma=0, 1—2v8=0.

Die letzten beiden Gleichungen kénnen nur erfiillt sein, wenn 7, # 0 ist. Auflosen
der drei Gleichung nach v bzw. o bzw. [ liefert dann die folgenden Formeln:

1
72 € R\ {0} ist beliebig wihlbar, v =1—1, a=0§= St (7.48)
72

Wahlt man in dem expliziten Einschrittverfahren ([7.41) mit der Inkrementfunk-
tion (7.42) die Konstanten a, 3,71, 72 so, dass erfiillt ist, so erhalt man
also in einen lokalen Diskretisierungsfehler 7(¢;y; h) der Ordnung O(|h|?)
(denn alle Terme mit einer kleineren Ordnung als O(|h|?) verschwinden), d.h. das
Verfahren hat die Ordnung 2. Dann folgt aus Satz [7.19, dass das explizite Ein-
schrittverfahren mit der Inkrementfunktion konvergent ist und die
Konvergenzordnung 2 hat.

Beliebte Wahlen fiir v in 7) sind die Zahlen 1 251 3 und 1. Wir halten die zuge-
horigen expliziten Einschrlttverfahren, genannt explizite Runge-Kutta-Verfahren
der Ordnung 2, als Verfahren fest:

Verfahren 7.21. (explizite Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 2)

Seien [a;b] X R mit —oo < a < b < o0, ty € [a;b], und f : [a;0] x R - R
sei eine stetige Funktion, fir die es eine Konstante L > 0 ¢ilt, so dass gilt
|f(t;0) = f(t;w)] < Llv—w| fir alle (t;v), (t;w) € [a;b] X R. Die nachfolgen-
den expliziten Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 2 zur numerischen
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Losung das Anfangswertproblems

y'(t) = f(ty()) mit  y(to) = Yo (7.49)

konstruieren jeweils Niherungen yy der Funktionswerte y(ty) der eindeutigen
Liosung y : [a;b] — R von (7.49)) an den dquidistanten Gitterpunkten

th=to+kh,  k=0,1,2...,

mit der Schrittweite h mit der folgenden Iterationsformeln:

(a) Verfahren von Heun (mity1 =7 =3, a=£=1):
Firk=0,1,2,... fihre die folgenden Schritte durch:
h
(1) Berechne yji1:=yi + 5 [f(tk; yr) + f (te + Iy + b f (s yk))} :
(2) Setze tpyq:=ti+ h.
(b) Methode von Ralston (mitv1 =1, 1»=3, a=5=3%):
Firk=0,1,2,... fihre die folgenden Schritte durch:
(1) Berechne

h 3h
Ykt i= yk+zf(tk;yk)+If(tk+§h;yk+%hf(tk;yk))-

(2) Setze tiiq:=tr+ h.

(c) Explizite Mittelpunktmethode (mity =0, =1, a == %)
Firk=0,1,2,... fihre die folgenden Schritte durch:

(1) Berechne ypy1:=yr+hf(te+3hiye + 50 (e ur)).
(2) Setze tyi1:=ty+ h.

Bei den konstruierten expliziten Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 2 handelt
es sich um explizite Einschrittverfahren. Man kann auch implizite Runge-Kutta-
Verfahren konstruieren, aber dieses besprechen wir in dieser Lehrveranstaltung
nicht.

Beispiel 7.22. (Verfahren von Heun)
Betrachten wir das Anfangswertproblem

y'(t) = —y(t) + 2 cos(t) mit  y(0)=1,

dessen eindeutige Losung y(t) = sin(x) + cos(t) ist. Die Funktion f ist also hier
f{ty) = —y + 2 cos(t).
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h k| oty Yk i — y(te)l | ke — y(te)l/[y(te)]
20 2,0 0,491216 | 1,93 -1073 0,00392
40 4,0 —1,40790 | 2,55-1073 0,00181
h=0,1 60 6,0 0,680697 | 5,81-107° 0,0000853
80 8,0 0,841376 | 2,48 -1073 0,00294
100 | 10,0 | —1,38097 | 2,13-1073 0,00154
40 | 2,00 0,492682 | 4,68 -10* 0,000949
80 | 4,00 | —1,40982 | 6,25-10* 0,000443
h =0,05 | 120 | 6,00 0,680735 | 2,01-107° 0,0000296
160 | 8,00 0,843254 | 6,04 -10* 0,000716
200 | 10,00 | —1,38257 | 5,23-10* 0,000378

Tabelle 7.5: Verfahren von Heun fiir y/ = —y + 2 cos(t) mit y(0) = 1.

Wir nutzen das Verfahren von Heun mit den Schrittweiten A = 0,1 bzw. h = 0,05,
um Nédherungswerte fiir y(t) mit ¢t € {2;4;6;8;10} zu berechnen. Das Verfahren

von Heun (siehe Verfahren hat fiir dieses konkrete Beispiel die Iterati-
onsvorschrift

Yer1 = Yr + g :f(tk; i) + f (6 + hs ye + b f (8 ?/k))}
=y + g :f(tk; k) — (ye + h f(teyr)) + 2 cos(ty, + h)]
=yt g [ — g+ (1= h) Fltis ) + 2 cos(te + b))
:yk+g g+ (1= ) (= g+ 2 cos(ty)) + 2 cos(ty + h)
:yk+g :—(2—h)yk+2(1—h) cos(ty) + 2 cos(tﬁh)},

tey1 =ty + h, kE=0,1,2,..., mit dem Startwert yy = 1 fiir £, = 0. Die Né-
herungen fiir y(¢) mit ¢t € {2;4;6;8;10} sind in Tabelle [7.5] (mit Rundung auf
eine Gleitkommadarstellung mit 6-stelliger Mantisse) angegeben. Per Konstruk-
tion (als Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 2) sollte das Verfahren von Heun
die Konvergenzordnung p = 2 haben, d.h. es sollte fiir die absoluten Fehler der
berechneten Niherungswerte y fiir y(t;,) gelten |y. — y(t)| < K |h]?. Dieses ist
zunachst nicht hilfreich, da wir die Konstante K nicht kennen. Es folgt aber bei
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Halbierung der Schrittweite fiir die neuen Naherungswerte yy, fiir y(x)

i~y < K (h1/2) = Iy — (t3)] < 5 (K [BP),

d.h. bei der Halbierung der Schrittweite sollten die absoluten Fehler ungefahr ein
Viertel der absoluten Fehler vor der Halbierung der Schrittweite betragen. Wir
tiberpriifen dieses fiir die Werte aus Tabelle [7.5] indem wir die Quotienten der
absoluten Fehler bilden (mit hy = 0,05 = hy/2 wurde die Schrittweite halbiert):

/ 20 | 40 | 60 | 80 | 10,0

absoluter Fehler der Néherung in ¢ fiir h = 0,1
absoluter Fehler der Néaherung in ¢ fiir A = 0,05

412 14,08 2,89 | 4,11 | 4,07

Bis auf den absoluten Fehler der Naherung bei Fehler bei ¢ = 6 verhalten sich die
absoluten Fehler der Ndherungen wie erwartet. @

Die expliziten Runge-Kutta-Verfahren in Verfahren haben unter passenden
Voraussetzungen an f die Konsistenzordnung und die Konvergenzordnung p = 2.

Satz 7.23. (Konvergenzordnung von Verfahren

Seien I = [a;b] und Is = [a — 0;b0 + ] mit § > 0. Seien (to;y0) € I x R
und f € Fo(ls x R). Die in Verfahren zur Losung des Anfangswertpro-
blems y'(t) = f(t;y(t)) mit y(to) = yo eingefihrten expliziten Runge-Kutta-
Verfahren der Ordnung 2 sind konvergent und haben die Konvergenzord-
nung p = 2.

Beweis von Satz [7.23} Wir wollen Satz verwenden und {iberpriifen die
Voraussetzungen: Sei G := I x R x [—=4;0]. Weil f € Fo(Is x R) ist, existiert eine
Konstante L > 0, so dass

|f(t;0) — f(t;w)| < Llv—w fir alle (¢;v), (t;w) € Is x R (7.50)
gilt. Fiir die durch gegebene Inkrementfunktion
C(tiysh) =y f(ty) + e f(t+ahy+ Bhf(ty)),
folgt durch wiederholte Anwendung der Dreiecksungleichung und von ({7.50))
[@(t;0;h) = @(Gw; h)| < Il [f(t50) = f(tw)]



7. Numerik fiir gewohnliche Differentialgleichungen
(© Kerstin Hesse, Universitat Paderborn 273

+ |2 }f(t+ozh;v+6hf(t;v)) —f(t+ozh;w+ﬁhf(t;w))‘
<|mlLlv—wl+ || L|(v+Bhf(t;v) — (w+Bhf(tw))]
= [yl Lo —w| + |7l L |(v —w) + B8] (f(t;0) = f(t;w))]
< |l Lo —w| + |yl L (Jo — w| + |8]|A] [ f(;v) = f(t;w)])
< |mlLlv—w|+ || L(Jv—w|+ 8] 2] L|v —w])
< (Imi| + |yl + 1l 18] 6 L) Lo —w| fiir alle (v), (t;w) € I x R, |h| < 4.

Nach den Uberlegungen zur Beginn der Teilkapitels gilt nach (7.47) fiir den lokalen
Diskretisierungsfehler fiir alle Wahlen vom «, 3, y1, y2 geméf ((7.48))

I7(t;y(t);h)| < K |h[*  fiir alle t € I und alle [h] < 6.

Nach Satz sind explizite Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p = 2, und
insbesondere auch diejenigen in Verfahren [7.21], konvergent und haben die Kon-
vergenzordnung p = 2. [

Das folgende Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p = 4 wird héufig in der Praxis
eingesetzt.

Verfahren 7.24. (explizites Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 4)

Seien [a;b] x R mit —oo < a < b < 00, ty € [a;b], und f : [a;b] x R = R
sei eine stetige Funktion, fir die es eine Konstante L > 0 gilt, so dass gilt
|f(t;0) — f(t;w)| < Llv—w| fir alle (t;v), (t;w) € [a;b] x R. Das nachfol-
gende explizite Runge-Kutta- Verfahren der Ordnung 4 zur numerischen
Losung das Anfangswertproblems

y'(t) = f(tyt)  mit  y(t) = yo (7.51)

konstruiert Niherungen i der Funktionswerte y(ty) der eindeutigen Lisung
y : [a;b] = R von (7.51)) an den dquidistanten Gitterpunkten

ty =to+ k h, k=0,1,2,...,
mit der Schrittweite h mit der folgenden Iterationsformel:
Firk=0,1,2,... fihre die folgenden Schritte durch:
(1) Berechne 1 := f(tg;y)-

h h
(2) Berechne ny:= f <tk + 5 Uk + 5771) .
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h h
(3) Berechne n3:= f (tk + 5 Uk + 5172) .

(4) Berechne ngy:= f(ti + h;yr + hns).

h
(5) Berechne ypin = yi + ¢ (m +2m2 4 203+ n4).

(6) Setze tjy1 =ty + h.

Auf dem Ubungszettel betrachten wir ein Beispiel fiir Verfahren [7.24

Was kann man iiber die Konvergenzordnung des expliziten Runge-Kutta-Verfahrens
der Ordnung 4 (aus Verfahren [7.24]) aussagen? Der néichste Satz beantwortet diese
Frage.

Satz 7.25. (Konvergenzordnung von Verfahren

Seien I = [a;b] und Is = [a — 0;b 4 ] mit & > 0. Seien (to;y0) € I X R und
f € Fu(Is x R). Das in Verfahren zur Losung des Anfangswertproblems
y'(t) = f(ty(t) mat y(to) = yo eingefiihrte explizite Runge-Kutta- Verfahren
der Ordnung 4 ist konvergent und hat die Konvergenzordnung p = 4.

7.6 Ausblick: Mehrschrittverfahren

Bisher haben wir nur Einschrittverfahren kennengelernt. Bei diesen héangt die
Inkrementfunktion ® in der Iterationsvorschrift yrr1 = yr + h P(tr; yi; Yrr1; h)
von tg, yr, h und bei einem impliziten Einschrittverfahren noch von y;,; ab. Bei
einem expliziten Mehrschrittverfahren wird die neue Naherung y; ., nicht nur
in Abhéangigkeit von tx, yx.r—1 und h, sondern noch zusétzlich in Abhéngigkeit von
den Naherungen yj.,—9,...,Yk+1, Yk, also in Abhingigkeit von (allen oder
einigen) Naherungen aus den r vorherliegenden Schritten berechnet.

Definition 7.26. (Mehrschrittverfahren)

Seien [a;b] x R mit —o00 < a < b < o0, ty € [a;b], und f : [a;0] x R — R
sei eine stetige Funktion, fir die es eine Konstante L > 0 g¢ilt, so dass gilt
|[f(t;0) — f(t;w)| < Liv—w| fir alle (t;v), (t;w) € [a;b] X R. Ein Mehr-
schrittverfahren zur numerischen Losung das Anfangswertproblems

y = f(t:y) mit  y(to) = vo (7.52)




7. Numerik fiir gewohnliche Differentialgleichungen
(© Kerstin Hesse, Universitat Paderborn 275

konstruiert Niherungen yy der Funktionswerte y(ty) der eindeutigen Losung
y : [a;b] = R wvon (7.52)) an den dquidistanten Gitterpunkten

tr =to+ kh, k=0,1,2,...,
mit der Schrittweite h # 0 mit einer Iterationsformel der Form

Yk+r 7= Qp—1 Yktr—1 + Qp-2 Ykyr—2 + ... + Q1 Yk+1 + Q0 Yk
+ Btk Yk Ykt 1s - -5 Yhrr—15 Yhrrs ), k=0,1,2,..., (7.53)

wobet ag, ay, . ..,a,_9,a,_1 € R Konstanten sind und wobei die Funktion ® mit
Hilfe der rechten Seite f : |a;b] x R — R der Differentialgleichung in ((7.52)
definiert ist. Die Funktion ® heifit die Inkrementfunktion des Mehrschritt-
verfahrens. Falls ®(tr; Yk; Yr+1; - - -3 Yktr—1; Yktr; b) nicht von dem wvorletzten
Argument yp., abhdngt, nennt man das Mehrschrittverfahren (7.53)) expli-
zit. Andernfalls nennt man das Mehrschrittverfahren tmplizit. Fir
das Mehrschrittverfahren bendotigt man als Startwerte ty, yo und Ndhe-
rungen yi, Yo, - - -, Yr—1 der Funktionswerte y(t1),y(ts), ..., y(t,—1) der Losung
y: |a;b] — R von (7.52).

Wir erklaren nun, wie Mehrschrittverfahren mit Hilfe von Polynominter-
polation konstruiert werden kénnen: Dabei seien [a;b] X R mit —oo < a <
b < 0o, tg € [a;b], und f : [a;b] x R — R sei eine stetige Funktion, fiir die
es eine Konstante L > 0 gilt, so dass |f(t;v) — f(t;w)] < L|v — w| fir alle
(t;v), (t;w) € [a;b] x R gilt. Dann hat das Anfangswertproblem

y'(t) = f(ty(@)) mit  y(to) = Yo (7.54)

eine eindeutige Losung y : [a;b] — R. Wir beginnen damit, dass wir ((7.54)
mit Hilfe des Hauptsatzes der Differentialrechnung und Integralrechnung in eine
Integralgleichung umschreiben: Mit r € N, £ € {1;2;...;7} und h # 0 gilt

y(s+rh) = y(s + (r — K)h) + [y(s +1rh) — (s + (r — K)h)]

s+rh

=y —on+ [y
s+rh
=y(s+ (r—0)h) + /+< o f(ty(t)) dt, (7.55)

wobei natiirlich s + (r — )h, s + rh € [a; ] gelten muss. Insbesondere folgt aus
(7.55) mit s = t; und damit s + rh = t + rh = tpy, und s + (r — O)h =
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tr + (r — 0)h =ty ¢, dass gilt

tk:Jrr
Y(tesn) = Yt o) + / F(Ey(®) . wemn tesy o tesy € [a:]. (7.56)

Utr—e

Der Integrand in ([7.56)) soll nun durch das Interpolationspolynom P, mit m < r
vom Grad < m bzgl. der m + 1 Datenpunkte

(tk+j7f<tk+jayk+]))7 .] :0,1,...)777,,

ersetzt werden, wobei m oft » — 1 oder m = r ist. Das Interpolationspolynom P,
vom Grad < m soll also die Bedingungen

Pu(tirs) = f(tregsypry)  filr j=0,1,2,...,m,
erfiillen. Mit der Interpolationsformel von Lagrange gilt dann
Po(x) =Y f(thrgivres) Li(1), (7.57)
=0

wobei Lg, L1, ..., L,, die Lagrange-Polynome vom Grad m bzgl. der m+1 Punkte
tirjs 7 =0,1,2,...,m, sind. Einsetzen der Formel (7.57)) fiir P, in (7.56) ergibt

tk—i—r
Y(thrr) = Ykrr = Yorr—t + / P (t) dt

Uotr—e
tk+7‘ m
= Yktr—0 + / Z S (s Yory) L(2) ) dt
betr—t \ j=0

m Ltr
i+ S Flties: vhss) / Ldt,  (7.58)

j=0 tryr—s

wobei wir auch noch y(tg1,_¢) durch seine Néherung yx,,_,s ersetzt haben. Mit
den (nicht von k abhéngigen) Konstanten

tk+r
wj = / L]<t) dt, ] = 0,1,2,...,m, (759)

tkrr—re

erhalt man also die Iterationsvorschrift

Yetr = Yktr—t + Z wi f(tk?+]7 yk+j)7 k= 07 17 27 s (760)
j=0
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Man konnte zunéchst meinen, dass die durch die Integrale iiber die Lagrange-
Polynome definieren Konstanten (7.59)) von k abhéingen, denn mit einer Anderung
von k dndern sich die m + 1 Punkte ¢;45, j = 0,1,2,...,m, und damit auch die
Lagrange-Polynome Ly, L1, ..., L,,. Das Integrationsintervall in ([7.59)) &ndert sich
aber auch. Da wir aquidistante Punkte t, =ty + kh, £ =0,1,2,..., verwenden,
kann man nun durch eine einfache Substitution zeigen, dass die Werte w; der
Integrale in ([7.59)) nicht von k£ abhéngen.

Als Beispiel konstruieren wir eine Adams-Bashforth-Methode der Ordnung 2:

Beispiel 7.27. (Adams-Bashforth-Methode der Ordnung 2)

Es seien [a;b] X R mit —oco < a < b < 00, tg € [a;b], und f : [a;0] x R — R
sei eine stetige Funktion, fiir die es eine Konstante L > 0 gilt, so dass gilt
|f(t;v) — f(t;w)| < L|v—w| fiir alle (t;v), (t;w) € [a;b] x R. Dann hat das
Anfangswertproblem

y'(t) = f(ty@®)  mit  y(to) = yo (7.61)
eine eindeutige Losung y : [a; b] — R.
Es sei eine Schrittweite h gegeben, und wir nutzen die dquidistanten Gitterpunkte
the1 =tk +h=to+ (k+1)h, E=0,1,2,....

In dem obigen Ansatz wéhlen wir nun r = 2, £ = 1 und m = 1. Dann erhalten
wir in der ersten Zeile von ([7.58])

)
Virs 1= Yoot + / Pu(t) dt, (7.62)
lkt1

wobei P; das Interpolationspolynom bzgl. der Datenpunkte (tk; f (tk;yk)) und
(tk+1; f(trsq; ka)) ist. Wir haben also das lineare Interpolationspolynom

t— 1 t— 1
Py(t) = f(tr; ye) ﬁ + [ (k13 Yrs1) —
N—— N——
= Lo(t) =Ly (1)
1 1
= f(tk; ur) ) (t = ths1) + f(tht1; Ynsr) 7 (t —tk)- (7.63)

Einsetzen von ((7.63)) in (7.62)) liefert

1
(=h)

tkio 1
Yk+2 = Ykt1 + / (f(tk; Yr) (t = ths1) + f(trs1; Y1) 7 (t — tk)) dt

tk+1
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1 tk+2 1 tk+2
= Ypr1 — f(te; k) 7 / (t = tpgr) At + f(trs1; Yhrr) 7 / (t —tp)dt,
t}g+1 tk+1
(7.64)

und das Berechnen der beiden Integrale ergibt

k42 1 ) I=lp42 1 ) 1 )
J R e ) e L)
tk+1 L t:tk+1
) 1 ) t=tg42 1 ) 1 )
/ (t—tp)dt = |5 (t —tx) = = (tere —te)” — 5 (T2 — trr1)
tht1 —2 t=tp+1 2 2
1 1 3
—@@2—§h2=—h? (7.66)
Einsetzen von (7.65)) und ([7.66) in (7.64) ergibt
11 13 ,
Yk+2 = Ykl — f(tk Ur.) 75 W+ f(tkst; Yrar) 75 h
3h

= UYrt1 — = f(tk: Yr) + f(thrl Yk+1)

=UYk+1 + 3 h [3 (et yrs1) — f (s yk)]

Wir ersetzen noch k—+1 durch k und erhalten damit die folgende Iterationsformel:

h
Yerl = Y + = [3 Feye) — - 96-1)], temn =te+h, k=0,1,2,...
(7.67)

Wir wollen diese Adams-Bashforth-Methode der Ordnung 2 nun anwenden,
um das Anfangswertproblem

Y (t)=—y(t)+2cos(t) mit y(0)=1,

dessen eindeutige Losung y(t) = sin(x) + cos(t) ist, numerisch zu l6sen. Mit
f(t;y) = —y+2 cos(t) lautet die konkrete Iterationsformel der Adams-Bashforth-
Methode der Ordnung 2 zur Berechnung von y;1 aus (7.67)

h
Yis1l = Yr + B [3 ( — Y+ 2 COS(tk)) — ( — Y1+ 2 cos(tk_l))}.

Fiir die Schrittweiten h = 0,1 und h = 0,05 und die Startwerte tyo = 0, yg = 1
und y; = y(h) = sin(h) 4 cos(h) sind die Ndherungswerte y; (mit Rundung auf
eine Gleitkommadarstellung mit 6-stelliger Mantisse) in Tabelle angegeben.

Wir beobachten (siehe nachfolgende Tabelle), dass bei der Halbierung der Schritt-
weite die absoluten Fehler (mit Ausnahme des Wertes bei ¢ = 8) ungefihr ein
Viertel der absoluten Fehler vor der Halbierung der Schrittweite betragen.
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h k| oty Yk i — y(te)l | ke — y(te)l/[y(te)]
20 2,0 0,491019 | 2,13-1073 0,00432
40 4,0 —1,41343 | 2,98-1073 0,00211
h=0,1 60 6,0 0,684661 | 3,91-1073 0,00574
80 8,0 0,843490 | 3,68-10* 0,000436
100 | 10,0 | —1,38671 | 3,61-1073 0,00261
40 | 2,00| 0,492597| 5,53 -1074 0,00112
80| 4,00| —1,41117 | 7,24-10* 0,000513
h =0,051 120 | 6,00 0,681743 | 9,88 -10~* 0,00145
160 | 8,00 0,843737 | 1,21-10* 0,000144
200 | 10,00 | —1,38398 | 8,90-10~* 0,000643

Tabelle 7.6: Adams-Bashforth-Methode der Ordnung 2 fiir das Anfangswertpro-
blem ¢y’ = —y + 2 cos(t) mit y(0) = 1.

¢ 20 | 40 | 6,0 | 8,0 |10,0

absoluter Fehler der Naherung in ¢ fiir h = 0,1
absoluter Fehler der Ndaherung in ¢ fiir A = 0,05

3,86 | 4,11 3,96 | 3,03 | 4,06

Daher vermuten wir, dass sich der Fehler der Adams-Bashforth-Methode der Ord-
nung 2 wie O(|h|?) verhilt. &
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