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Einleitung

Bei dem Thema Numerik geht es darum, wie man mathematische Probleme
(angendhert) mit einem Computer 16st. Hier sind zwei Beispiele, an denen deutlich
wird, worum es geht und warum dieses interessant ist:

Beispiel 1: Losen linearer Gleichungssysteme. Angenommen, man hat ein
lineares Gleichungssystem mit 100.000 Unbekannten. Sicher méchte man dieses
nicht per Hand 16sen, sondern ein geeignetes numerisches Verfahren (einen Algo-
rithmus) auf einem Computer dazu nutzen. Dabei erhdlt man als Ergebnis oft nur
eine Annéherung an die exakte Losung, denn es treten einerseits Rundungsfehler
auf und andererseits wird man zur Losung oft kein direktes sondern ein iteratives
Verfahren verwenden (dieses berechnet eine Folge von Néherungen der Losung),
welches man abbricht, wenn die Losung hinreichend gut angenahert worden ist.

Beispiel 2: Funktion finden, die einen Datensatz beschreibt. Angenom-
men, die Temperatur y wurde an einem bestimmten Ort stiindlich ein Jahr lang ge-
messen. Dann erhalten wir 365-24 = 8.760 Messdaten (¢;;1;), 1 = 1,2,...,8.760,
wobei y; die zum Zeitpunkt ¢; gemessene Temperatur ist. Man mdéchte nun gerne
eine Funktion y(t) bestimmten, deren Graph (genau oder auch nur angenéhert)
durch alle Datenpunkte (¢;;1;), i = 1,2,...,8.760, geht. Es stellt sich die Frage,
wie gut diese Funktion die Temperatur y(¢) zu anderen Zeitpunkten ¢ beschreibt.

Das erste Bespiel gehort in den Bereich der Numerischen Linearen Algebra,
und das zweite Beispiel gehort in den Bereich der Numerischen Analysis. In
dieser Vorlesung werden Themen aus der Numerischen Analysis behandelt. Neben
dem Thema Interpolation und Approximation (siche Beispiel 2 oben) werden
wir uns mit numerischer Integration und sehr intensiv mit dem Thema der
Nullstellenbestimmung bei Funktionen beschéaftigen.

Dieses detailliert ausgearbeitete Skript konnen (und sollten) Sie wie ein Lehrbuch
verwenden. Es folgt der Vorlesung ganz genau und enthélt haufig zusatzliche Er-
klarungen und weitere Beispiele.

Ich freue mich auf Ihre Teilnahme an der ,,Numerischen Analysis*!

Kerstin Hesse Marz 2022
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KAPITEL 1

Taylor-Polynome

In Teilkapitel wiederholen wir einige wichtige Fakten iiber die Ableitung
und lernen den Mittelwertsatz der Differentialrechnung kennen. In Teilka-
pitel wird das Taylor-Polynom vom Grad n mit dem Entwicklungspunkt
xo als einfachste Naherung einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion in der
Néhe eines Punktes z( hergeleitet. In Teilkapitel lernen wir den Satz von
Taylor kennen. Dieser liefert Informationen dariiber, wie gut eine hinreichend oft
differenzierbare Funktion durch seine Taylor-Polynome mit dem Entwicklungs-
punkt xy angenahert wird. In Teilkapitel interessieren wir uns fiir die effizi-
ente Berechnung von Polynomen, und in Teilkapitel werden wir als eine
Anwendung des Taylor-Polynoms mit diesem Integrale einfach angenahert
berechnen.

Das Taylor-Polynom einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion f mit dem
Entwicklungspunkt xy als einfachste Nadherung (oder einfachste Approxi-
mation) der Funktion f in der Néhe von x illustriert viele Problemstellungen,
Fragen und Ideen, mit denen wir uns in diesem Kurs beschéftigen wollen, und
bietet daher einen guten Einstieg in die Numerische Analysis.

1.1 Ableitung und Mittelwertsatz

In diesem Teilkapitel wiederholen wir einige wichtige Fakten iiber die Ableitung
einer differenzierbaren Funktion und lernen den Mittelwertsatz der Differential-
rechnung kennen.

Sei I ein offenes Intervall. Ist eine Funktion f : I — R auf dem Intervall [

1
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differenzierbar, so gibt die Ableitung f'(xy) im Punkt z, € I die Steigung der
Tangente an den Graphen im Punkt (z; f(20)) an (siche Abbildung |1.1).

Angendhert wird die Ableitung f’(x¢) durch die Steigung der Sekante durch die
Punkte (zo; f(20)) und (2o + h; f(xo + h)) mit kleinem £ (vgl. Abbildung |1.1):

ngy o L0 1) = Fla0) _ o+ 1) = fo)
(LU() + h) — X h .

Bildet man den Grenzwert fiir h — 0, so erhélt man die Steigung der Tangente

f(xo+h) — f(x0)
- :

/ 1
Fla) = ing

Die Ableitungen der folgenden Funktionen sollten Sie unbedingt kennen:

Definitionsmenge Funktion Ableitung
K Jz)=c f'(a) =0
R fl@)=2"mitneN | f(z)=na""
R\ {0} flz)=2"mit n € Z\ Ny | f'(z) =na""
105 o0 flo)=a" mitr eR\Z | f/(z)=ra""
R fla)=e fl(z) = e
105 00 f(z) = In(x) f(z) = 1
R f(z) = sin(z) f'(x) = cos()
R f(z) = cos(z) f(x) = —sin(x)

Fiir die Ableitung gelten die folgenden Rechenregeln:

Satz 1.1. (Rechenregeln fiir die Ableitung)

Sei I ein offenes Intervall. Seien f : 1 — R und g : I — R differenzierbar.
Dann gelten die folgenden Rechenregeln.:
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Tangente mit
Steigung f’(zq)

T S — f)

Sekante mit Steigung

f(xo+h) = f(xo)
h

| -

T o+ h x

Abb. 1.1: Veranschaulichung der Ableitung: Die Steigung der Tangente f'(xg)
lasst sich iiber die Steigung der Sekanten annéhern.

(1) Fira € Rista- f =af differenzierbar, und es gilt
(o f)'(2) = a f'().
(2) f+ g ist differenzierbar, und es gilt
(f +9)(x) = f'(z) + ¢'(2).
(3) f-g ist differenzierbar, und es gilt
(f - 9)(z) = (fg)(x) = f'(z) g(x) + f(x) g'(x).  (Produktregel)
(4) Ist g(z) # 0 fiir alle x € I, so ist f/g differenzierbar, und es gilt

A} o= L@@~ fl@)g(z)
(9> ) [g(m)}2

(Quotientenregel)
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Satz 1.2. (Kettenregel)

Seien I, J offene Intervalle. Seien f: I — R und g : J — R differenzierbare
Funktionen mit f(I) = {f(z) : x € I} C J. Dann ist die Verkettung
gof:I—=R,(gof)(x)= g(f(x)), differenzierbar, und es gilt

(go f)(x) =g'(f(x) fl(z) .
—_—— —~~

aullere innere

Ableitung Ableitung

Hier sind einige Beispiele zur Anwendung dieser Rechenregeln.

Beispiel 1.3. (Rechenregeln fiir die Ableitung)
(a) Nach Satz hat f: R — R, f(z) = 13 sin(z), die Ableitung

f'(z) = 13 sin’(z) = 13 cos(x).
(b) Nach Satz hat f: R — R, f(z) = cos(z) + sin(x), die Ableitung
f'(z) = cos'(x) + sin’(z) = — sin(x) + cos(z).
(¢) Nach Satz hat f: R — R, f(z) = cos(x) sin(x), die Ableitung

f'(z) = cos'(x) sin(z) + cos(z) sin’(z)

= —sin(x) sin(x) + cos(z) cos(x) = — sin®(x) + cos?(z).

Dabei sind sin?(z) = (sin(a:))2 und cos?(z) = (cos(x))Q.

(d) Nach Satz[L1](4)| hat £ R > R, f(z) = & ;if;r L die Ableitung
) = (3 +22+1) (22 +1) = (@®+22+1) (22 + 1)
(an + 1)2
(B2 42)(2*+1) - (@¥ + 22+ 1)2x
o (332 + 1)2 ’

(e) Nach Satz (1.2 hat f: R — R, f(z) = sin(3 2% + z), die Ableitung

fl(z) =sin’(32° +2)- (32> +2) = cos(32* + ) - (6 +1).

Auf dem ersten Ubungszettel werden wir das Berechnen von Ableitungen mit
weiteren Beispielen wiederholen. &
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| | |
| I
a & £ b
Abb. 1.2: Veranschaulichung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung.

In dieser Vorlesung brauchen wir wiederholt den Mittelwertsatz der Differential-
rechnung, der nun eingefiihrt und erklart wird.

Satz 1.4. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung (MWS))

Seien a,b € R mit a < b. Die Funktion [ sei stetig in [a;b] und differenzierbar
in |a; bl. Dann existiert ein & € Ja; b[ mit

GRSl 11)

Veranschaulichung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung: Der

Quotient W auf der rechten Seite von (1.1)) ist die Steigung der Sekante

durch (a; f(a)) und (b; f(b)) (also der Geraden durch die Punkte (a; f(a)) und
(b; f(b))) Die Ableitung f/(£) ist die Steigung der Tangente an f im Punkt &.
Also besagt (I.1), dass man mindestens einen Punkt & € Ja; b, findet in dem die
Tangente parallel zu dieser Sekante ist. In dem Beispiel in Abbildung gibt es

sogar zwei Punkte &, & €la;b[ mit f(&) = f/(&) = w

Zu beachten ist, dass der Mittelwertsatz der Differentialrechnung (siche Satz
nur eine Existenzaussage ist, denn er garantiert uns nur die Existenz eines
Punktes £ € |a; b mit der Eigenschaft (I.1)). Er gibt uns aber auch fiir eine kon-
krete Funktion und ein konkretes Intervall ]a;b| keinerlei Information dariiber,

wo der Punkt & €]a; b[ mit der Eigenschaft in |a;b[ liegt.

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist daher besonders fiir theoretische
Uberlegungen niitzlich. Insbesondere kann man mit dem Mittelwertsatz der Diffe-
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rentialrechnung auch niitzliche Abschétzungen fiir konkrete Funktionen beweisen
(siche Beispiel unten). Weiter benotigt man den Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung, um das Wachstumsverhaltens einer differenzierbaren Funktion mit
Hilfe der Ableitung zu charakterisieren (siche Satz weiter unten).

Beispiel 1.5. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Es gilt |sin(x)| < |z fiir alle z € R, denn:
e Full 1: Sei x = 0. Hier ist |sin(0)| =0 < |0].
o Fuall 2: Sei x # 0. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung exis-

tiert ein & zwischen x und 0 mit

sin(x) —sin(0)  sin(z) |

cos(§) = sin’(€) = —

xz—0 T

Also gilt durch Multiplizieren auf beiden Seiten mit x
cos(§) - ¢ = sin(z) = sin(x) = cos(§) - x.

Wir wenden den Absolutbetrag auf beiden Seiten an und nutzen danach
| cos(z)| <1 fir alle z € R aus:

[sin(a)] = [cos(§) - x| = | cos(§)] - 2] < [x].
——

<1

Also folgt
|sin(z)| < || fiir alle x # 0.

Aus Fall 1 und Fall 2 zusammen erhalten wir
|sin(z)| < |z| fir alle x € R.

Damit ist die Abschéitzung bewiesen. @

Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (siehe Satz folgen Aussagen
iiber das Monotonieverhalten einer differenzierbaren Funktion.

Satz 1.6. (Monotonieverhalten und erste Ableitung)
Seien I ein offenes Intervall und f : I — R differenzierbar. Dann gelten:

(1) f'(x) =0 firalexel. <= [ ist konstant aufI.
(2) f'(x) >0 firalex el <= [ ist monoton wachsend auf I.
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(3) f'(x) <0 firalexel. <= [ ist monoton fallend auf I.

(4) f'(x) >0 fir alle x € I. = f ist streng monoton wachsend
auf I.
(5) f'(x) <O fir alle x € I. = f ist streng monoton fallend auf I.

Statt ,monoton wachsend” ist auch die Bezeichnung ,,monoton steigend® iiblich.

Die durchgestrichenen Folgepfeile <= in Satz [1.6[|(4) und |(5)| bedeuten, dass die
Folgerung mit <= nicht gilt.

Beispiel 1.7. (Anwendung von Satz
<0 firz <0,
(a) f:R =R, f(z):=a? — fl(r)y=2x< =0 firxz=0,
>0 flirz >0

In | — o0o;0[ ist f streng monoton fallend.
In ]0; 00 ist f streng monoton wachsend.
) f:R—=R, f(z):=2? — f(x) = 32°
Da f'(z) = 322 > 0 fiir alle z € R ist, ist f in ganz R monoton wachsend.

Aber: Obwohl in Beispiel (b) f/(0) = 0 gilt, ist f in ganz R sogar streng monoton
wachsend, denn fiir alle 21,22 € R folgt aus z1 < z9, dass f(z1) = a:i’ < CL‘% =
f(x2) gilt. Man sieht an Beispiel (b), warum in Satz nicht die Riickrichtung
,<—" gelten kann. &

Natiirlich kann man Funktionen auch zweimal differenzieren, wenn die Ableitung
der Ableitung existiert.

Definition 1.8. (héhere Ableitungen)
Sei I ein offenes Intervall, und seien f : I — R, xog € I und k € N.

(1) Ist f differenzierbar in I und ist ' in xq differenzierbar, so heifit f
zweirmal differenzierbar in x.

FP (o) = f"(x0) = (f)'(20)

heifst dann die zweite Ableitung von [ in xy. Ist f in jedem xg € 1
zweimal differenzierbar, so heifit f zweimal differenzierbar in I.




1.2. Taylor-Polynome
8 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

(2) Allgemein heifit f in xy k-mal differenzierbar, wenn f in I (k—1)-
mal differenzierbar ist und f*V in zq differenzierbar ist.

F® (o) = (F*5Y ()

heifst dann die k-te Ableitung von [ in xg.

(3) Man schreibt: fO = f, f1) = f/.
Die Ableitung " von f ist also eigentlich die erste Ableitung.

Beispiel 1.9. (k-mal stetig differenzierbare Funktionen)

(a) Alle Polynome (vgl. Definition [1.10)) sind beliebig oft stetig differenzierbar.
Fiir das Polynom

p:R=R,  px)=3+7z+ 1322
gilt beispielsweise
p(x) =7+ 26z, p"(z) = 26, pB®) =0, p) =0 fiir alle k > 4.
Allgemein gilt fiir Polynome: Die k-ten Ableitungen eines Polynoms vom

Grad n sind fiir £ > n alle gleich der Nullfunktion.

(b) Die Exponentialfunktion f: R — R, f(z) = e*, ist beliebig oft differenzier-
bar, und fiir alle Ableitungen gilt f*)(x) = e (fiir k € N). Mit f)(z) = e*
gilt also f¥)(z) = e* fiir k € Ny.

Wir werden im weiteren Verlauf des Kapitels weitere Beispiele kennenlernen. &

1.2 Taylor-Polynome

Problem: Die meisten mathematischen Funktionen konnen ohne die Hilfe ei-
nes Computers oder Taschenrechner nicht einfach in einem Punkt z ausgewertet
werden. Wie wollen Sie z.B. e”, cos(z) oder y/x fiir x = 3 ohne die Hilfe eines
Taschenrechners berechnen?

Numerische Losung des Problems: Um solche Funktionen einfach berechnen
zu konnen, ndhert man sie durch eine ,einfachere” Funktion an, die sich leicht
und effizient berechnen lédsst. Die am haufigsten genutzten ,einfacheren” Funktio-
nen sind Polynome oder stiickweise Polynome. (Stiickweise Polynome sind
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Funktionen, die stiickweise definiert sind und auf jedem in der Fallunterscheidung
aufgefithrten Teilintervall ihrer Definitionsmenge jeweils ein Polynom sind). Das
einfachste Polynom, mit dem man eine hinreichend oft differenzierbare Funktion f
in der Nahe eines Punkte zy gut annahern kann, ist ein Taylor-Polynom dieser
Funktion (passenden Grades) mit Entwicklungspunkt xy. Taylor-Polynome
sind das Thema dieses Teilkapitels.

Wir erinnern uns zunéchst an den Begriff eines Polynoms.

Definition 1.10. (Polynom)

(1) Seien n € Ny und reelle ,Koeffizienten® ag, a1, as, ..., a, € R mit a, # 0
gegeben. Dann heifit die Funktion

n

p:R— R, p(sc):a0+a1x+a2x2+...+anaz”:Zakxk,

k=0

ein Polynom vom Grad n. Wir schreiben dann Grad(p) = n.

(2) Die Menge aller Polynome vom Grad < n wird mit P, bezeichnet.

Betrachten wir einige Beispiele fiir Polynome.

Beispiel 1.11. (Polynome)
(a) p: R—= R, p(x) =13 -5523 —32x+92° —2 =13 - 32 — 5523 +9af,
ist ein Polynom vom Grad 6.
(b) p: R —= R, p(x) =7+ 0z =7, ist ein Polynom vom Grad 0.
(c) p: R—=R, p(z) =2+2>+52—12%=2+5z, ist ein Polynom vom Grad 1.

(d) p: R —= R, p(z) = 0, ist das Nullpolynom. Dieses hat per Definition den
Grad —oo.

Man definiert den Grad des Nullpolynoms als —oo, damit Aussagen iiber den
Grad eines Produkts von Polynomen auch fiir das Nullpolynom stimmen. &

Bemerkung 1.12. (gleiche Polynome)

Zwei Polynome p: R = R, p(x) = ap+ a1 x + ay 2> + ... + a, 2" mit a, # 0,
und ¢ : R = R, g(x) = by + b1z + bax® + ... + by, ™ mit by, # 0, sind genau
dann gleich, wenn sie den gleichen Grad haben und ihre Koeffizienten
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ibereinstimmen, also wenn gilt

n=m und agp=0by, ar=0by, ay=0by, ..., a,=0b,.

Notation 1.13. (Polynome)
Es gelten die folgenden Bezeichnungen fiir Polynome bis zum Grad 3:

Grad 0: p(z) = ag mit a9 # 0 konstantes Polynom
Grad 1: p(z) =ap+ a;x mit a3 # 0 lineares Polynom

Grad 2: p(z) = ag + a1z + az 2% mit as # 0 quadratisches Polynom
Grad 3: p(z) = ag+a;z + azx® + az2® mit a3 # 0 kubisches Polynom

Wie brauchen noch eine wichtige Aussage iiber Nullstellen von Polynomen.

Satz 1.14. (Nullstellen von Polynomen)

(1) Ein Polynom p vom Grad n > 1 hat hochstens n Nullstellen.

(2) Gilt fiir ein Polynom q € P,, (also q hat Grad(q) < n) mit n € Ny, dass
es mehr als n Nullstellen (also mindestens n+ 1 Nullstellen) hat, so
1st q das Nullpolynom.

Beispiel 1.15. (Nullstellen von Polynomen)

(a) p(x) = 22 — 1 hat genau zwei verschiedene reelle Nullstellen, nimlich
r1 = —1 und 23 = 1, da (nach der dritten binomischen Formel) gilt

pr)=2>—1=(z+1)(x—1).

(b) p(z) = 2? — 42+ 4 = (x — 2)? hat genau eine reelle Nullstelle in z; = 2.
Diese hat allerdings die ,Vielfachheit® 2.

(c) p(z) = 22 + 1 hat keine reellen Nullstellen, da p(z) = 22 +1 > 1 fiir alle
r € R gilt.

(d) p(z) = 23 + x hat genau eine reelle Nullstelle z; = 0, da gilt
px)=2+z=x(2*+1)

und da 22 + 1 > 1 fiir alle x € R ist.
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(e) Ein konstantes Polynom p(x) = ¢ hat entweder keine Nullstellen, wenn
c # 0 ist, oder ist das Nullpolynom, wenn ¢ = 0 ist. Alle reellen Zahlen sind
Nullstellen des Nullpolynoms p(x) = 0.

Das Faktorisieren eines Polynoms vom Grad 2 wird in dieser Vorlesung wiederholt
bendtigt. Sie sollten dieses daher iiben, falls erforderlich. &

Wir fithren nun das Taylor-Polynom (einer n-mal differenzierbaren Funktion f)
vom Grad n mit dem Entwicklungspunkt z( ein.

Definition 1.16. (Taylor-Polynom)

Seien I ein offenes Intervall, xy € I und f : I — R eine (mindestens) n-
mal differenzierbare Funktion. Das Taylor-Polynom wvon f vom Grad n
mit dem Entwicklungspunkt x (oder um x) ist das eindeutig bestimmte
Polynom p, € P, (also vom Grad < n), welches die folgenden Bedingungen
alle erfillt:

Pal(wo) = f(20), pp(z0) = f'(w0), pulx0) = f"(20),
PP (o) = P (o), ... P (wo) = f)(x0). (1.2)

Mit der Konvention, dass die 0-te Ableitung f(© einer Funktion f die Funktion
selber ist, also f°) = f, kénnen wir (1.2)) auch kiirzer schreiben als

PP () = F®)(zo)  fiiralle k =0,1,2,....n. (1.3)

In der Regel liefert das Taylor-Polynom p, von f vom Grad n um x( bereits fiir
kleine Werte von n in der Ndhe von x eine gute Néaherung von f.

Wir wollen nun aus den Bedingungen ([1.2)) bzw. (1.3 die Formel fiir das Taylor-
Polynom von f um zy vom Grad 0 bzw. vom Grad 1 herleiten.

Herleitung der Formel des Taylor-Polynoms von f vom Grad 0 um z:
Wir machen den Ansatz py(x) = ag, da das Taylor-Polynom py vom Grad 0 ein
konstantes Polynom ist. Die Bedingung po(z¢) = f(x) aus (1.2)) bzw. (1.3)) liefert:

po(z0) = ag - f(0) — ap = f(x)

Also finden wir

Taylor-Polynom von f vom Grad 0 um zo:  po(z) = f(z0) (1.4)




1.2. Taylor-Polynome
12 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

Herleitung der Formel des Taylor-Polynoms von f vom Grad 1 um z:
Da das Taylor-Polynom p; eine lineare Funktion ist, machen wir den Ansatz

pi(z) = ap+ar , (1.5)
und es miissen nach ([1.2]) bzw. (1.3)) die Bedingungen
pi(zo) = f(z0),  pi(w0) = f'(20)

gelten. Einsetzen des Ansatzes fiir p; in diese Bedingungen liefert:

p1(wo) = ag + a1 zg = f (o) (1)
pi(wo) = ar = f(x0) (11
Aus (II) folgt direkt a; = f'(xg). Einsetzen von a1 = f'(z¢) in (I) liefert:
ao + f'(xo) zo = f(20) — ap = f(x0) — f'(z0) 79
Einsetzen der Formeln fiir die Koeflizienten ag und aq in den Ansatz liefert:
pi(x) = f(zo) = f'(wo) mo + f'(x0) x = f(w0) + ['(x0) (x — ).

Also finden wir

Taylor-Polynom von f
vom Grad 1 um xg:

pi(x) = f(xo) + f'(20) (v — m0) (1.6)

Dieses ist die Gleichung der Tangente an f im Punkt xy.

Beispiel 1.17. (Taylor-Polynome vom Grad 0 und 1)

(a) Seien f: R — R, f(x) = e*, und xy = 0. Dann gilt f'(z) = e”. Also sind
die Taylor-Polynome von f(z) = e* vom Grad 0 bzw. Grad 1 um 2y = 0
gegeben durch

e’ 1,

pi(z) = f(0)+ f(0) (x —0) ="+ €’ (x = 0) =1 +z.

g
e
—~
8
~—
|
~
—~
=
|

(b) Seien f: R — R, f(z) = €”, und g = 1. Dann gilt f'(z) = €. Also sind
die Taylor-Polynome von f(z) = ¢* vom Grad 0 bzw. Grad 1 um zy = 1
gegeben durch

f)=c =,
fO+FD)@—1)=e+e(z—1)=ete(x—1)=cuz.

po(z)
pi(z)
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(¢) Seien f :]0;00[— R, f(z) = z = 2'/?, und 2y = 2. Dann gilt f'(z) =

1o712 = ﬁi Also sind die Taylor-Polynome von f(z) = y/z vom Grad 0

bzw. Grad 1 um xy = 2 gegeben durch
po(x) = f(2) = V2,

/ Vot e
p1(93)=f(2)+f(2)($—2)—\/§+2\/§( 2).

Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele zum Uben. &

Idee zur Herleitung der Formel des Taylor-Polynoms von f vom Grad 2
um x(: Das Taylor-Polynom py von f vom Grad 2 um xg ist ein quadratisches
Polynom, d.h. wir machen dann Ansatz

pa(x) = ap + ay & + ag . (1.7)
Das Einsetzen dieses Ansatzes in die Bedingungen (vgl. bzw. ((1.3))
p2(x0) = fzo),  Pa(xo) = f(wo)  und  ph(zo) = f"(z0).

ermoglicht es, die Koeffizienten ag, a1, as im Ansatz (|1.7] - eindeutig zu bestimmen.
Dieses fithrt zu der folgenden Formel fiir py (Details als Ubungsaufgabe):

Taylor-Polynom von 1
}\/fom Ger 2 um sc(f: p2(x) = f(zo) + f'(2o) (z — o) + 2 (o) (x — aco)2

(1.8)

Beispiel 1.18. (Taylor-Polynome vom Grad 2)

(a) Seien f : R — R, f(x) = €”, und zop = 0. Dann gelten f'(z) = e* und
f"(x) = €. Also ist das Taylor-Polynom von f(z) = ¢* vom Grad 2 um
xo = 0 gegeben durch

po(a) = F(0) + £(0) (2 = 0) + 5 £(0) (& — 0)°
1

1
:€0+60($—0)+§€0($—0)2:1+ZC—|—§$2.

(b) Seien f : R — R, f(z) = €%, und y = 1. Dann gelten f'(x) = e* und
f"(x) = €. Also ist das Taylor-Polynom von f(x) = ¢* vom Grad 2 um
xo = 1 gegeben durch

po(a) = FQ) + £ (0= 1) + 5 F(0) (2 = 1)
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1
:el—l—el(x—1)+§el(a:—1)2

1 2
:e+e(x—1)+§e(x—1).

(¢) Seien f:]0;00[—= R, f(x) = y/x = 22 und 7 = 2. Dann gelten

1 1 1
! = — 5_]‘ = — _1/2 =
2 2 4 Nz

Also ist das Taylor-Polynom von f(z) = /= vom Grad 2 um zy = 2 durch
1
po(w) = f(2) + [(2) (¢ =2) + 5 ["(2) (& = 2)°

1
=\/§+2\/§(:c—2)—

gegeben.

Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele zum Uben.  é

Man kann den Prozess zum Bestimmen der Taylor-Polynome fortsetzen: Fiir das
Taylor-Polynom p,, von f vom Grad n um zy machen wir den Ansatz

pu(r) =ag+ a1z +asx* +asax® + ... +a,x".
Finsetzen dieses Ansatzes in die Bedingungen (vgl. (1.2]) bzw. (1.3))
pW (o) = fW(zg)  firalle k=0,1,2,...,n

ermoglicht es, die Koeffizienten ag, ay, as, ..., a, eindeutig zu bestimmen. Dieses
fithrt auf die folgende Formel fiir das Taylor-Polynom von f vom Grad n
mit Entwicklungspunkt x:

f// ($0>

ST (x —20)* 4 ... +

pa(@) = f(x0) + f'(w0) ( — 20) +

bzw. kiirzer mit der Summennotation

nLP) (g
Pn(x) = Zf (! )(fc—:ro)k. (1.10)
k=0

k
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Natiirlich sind die Formeln (1.4)), (1.6) und (1.8) fiir py bzw. p; bzw. py in (1.9)

als Sonderfalle fiir n = 0 bzw. n = 1 bzw. n = 2 enthalten.

Das in den Formel (1.9) und (1.10]) vorkommende mathematische Objekt k! heifst
k-Fakultat und ist fiir £ € Ny wie folgt definiert:

ol=1 und kl=1-2-3-...-k firkeN.
Es gilt die rekursive Beziehung (k + 1)! = k! - (K + 1). Wir finden also
1'=1

Y

20=1.2, 31=1.2.3=6, 4/=1-2-3-4=24.
—9l — 3|

Beispiel 1.19. (Taylor-Polynome vom Grad n)

(a) Seien f : R — R, f(x) = €”, und zog = 0. Dann gelten f'(z) = e” und
f"(z) = e und allgemeiner f*)(z) = e® fiir jedes k € Ny. Also ist das
Taylor-Polynom von f(x) = e* vom Grad n um zy = 0 gegeben durch

pul) = 10+ 70) = 0)+ L0 o o+ L0 (g
60 60
—60+60(:1:—0)+§(:c—0)2+ +m(:1:—0)”
R R Y Lok
2! n! k!

(b) Seien f : R — R, f(z) = €%, und zp = 1. Dann gelten f'(z) = e* und
f"(z) = e® und allgemeiner f#)(z) = e® fiir jedes k € Ny. Also ist das
Taylor-Polynom von f(z) = e” vom Grad n um zy = 1 gegeben durch

" (n)
pole) = 1)+ £ -+ T @y W gy
:el—|—el(x—1)—|—%(w—1)2—|—...—|—%(x—1)“
:e+6x+%(x—1)2+...+%(3§—1)”zkzz()%(x—l)k.

Wir werden das Berechnen von Taylor-Polynomen in Ubungsaufgaben iiben. &

Wir halten die Formel fiir das Taylor-Polynom vom Grad n mit dem Entwick-
lungspunkt x einer (mindestens) n-mal differenzierbaren Funktion als Satz fest.
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Satz 1.20. (Taylor-Polynom)

Seien I ein offenes Intervall, xo € I und f: I — R eine (mindestens) n-mal
differenzierbare Funktion. Das in Definition[1.16 definierte Taylor-Polynom
von f vom Grad n mit dem Entwicklungspunkt xy (oder um xg) ist
durch die folgende Formel gegeben:

ae: (n) T
o) = Flan) + Fao) (e~ a0) + T8 g LU (e
n ) (g
= / k(! )(x—a:o) (1.11)
k=0

Bemerkung 1.21. (rekursive Berechnung der Taylor-Polynome)

Seien die Voraussetzungen und die Notation wie im vorigen Satz[1.20] An der
Formel (1.11]) sieht man, dass sich py, ps, ..., p, rekursiv berechnen lassen:

PO(ZU) = f(x0)7

pi(e) = po() + 2 (),
pae) = pa(e) + ) (g
) (2,
@) = o) + T (o~ )’
) (4
pu(e) = pua() + T e

Zuletzt wollen wir noch an einem Beispiel einen ersten Eindruck gewinnen, wie gut
eine Funktion eigentlich durch ein Taylor-Polynom angenahert oder approximiert
wird. Im néchsten Teilkapitel wird die Qualitdt der Anndherung einer Funktion
durch seine Taylor-Polynome um xy dann genauer untersucht.

Beispiel 1.22. (Qualitdt der Niherung durch ein Taylor-Polynom)

Die Taylor-Polynome von f: R — R, f(x) = €*, vom Grad 1, 2 bzw. 3 mit dem
Entwicklungspunkt xy = 0 sind nach Beispielen [1.17], [1.18| und [1.19|

1 1 1
p(z) =1+, pg(x):1+x+§x2, p3($)21+$+§x2+6$3'
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In der nachfolgenden Tabelle wurden die Werte der Taylor-Polynome p1, ps, p3
und f an verschiedenen Stellen x dicht bei xy = 0 berechnet. Dabei wurde auf
fiinf Nachkommastellen gerundet.

z | pi(x) | pa(x) | p3(z) | flz)=¢€"
-1,0 0 0,5 |0,33333 | 0,36788
0,5 0,5 |0,625]0,60417 | 0,60653
-0,1 | 0,9 {0,905 0,90483 | 0,90484

0 1,0 | 1,000 | 1,00000 | 1,00000
0,1 1,1 | 1,105 | 1,10517 | 1,10517
0,5 1,0 | 1,625 | 1,64583 | 1,64872
1,0 || 2,0 |2,500 | 2,66667 | 271828

Wir beobachten, das fiir x = —0,1 und x = 0,1 schon das Taylor-Polynom vom
Grad 3 eine sehr gute Naherung fiir f(x) = e* liefert. Je weiter wir uns mit z von
zo = 0 entfernen, desto schlechter scheint die Néherung ps(z) von f(x) in der
Regel zu werden. — Wir beobachten auch, dass sich die Naherung zu verbessern
scheint, wenn man den Grad des Taylor-Polynoms erhéht. &

1.3 Fehler bei Naherung durch Taylor-Polynome

Sei I ein offenes Intervall. Der Satz von Taylor (auch Taylorsche Formel genannt)
gibt uns an, wie gut eine mindestens (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion
f I — R durch ihr Taylor-Polynom p,, vom Grad n mit dem Entwicklungspunkt
xo € I in einem Punkt x € I angenahert wird.

Satz 1.23. (Satz von Taylor / Taylorsche Formel)

Seien I ein offenes Intervall, n € Ny und x¢g € I, und sei f : I — R eine
(n 4+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann ezistiert zu jedem x € I
ewn Punkt z, zwischen xy und x mit

n ) (g
f(x) = Z / k:(! 0) (z — 20)" + ;' Fr () (= o)™ (1.12)
k=0

g V

=rn(x) (Restglied)

=pn(x) (Taylor-Polynom
vom Grad n)
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Der Term r,(x) heifit das Restglied von p,(x). Das Restglied gibt den Fehler
der Ndherung von f(x) durch sein Taylor-Polynom p,(x) vom Grad n mit
dem Entwicklungspunkt xo an. (Achtung: Die Stelle z, in r,(x) hdngt in der
Regel von x ab!)

Auch Satz ist eine Existenzaussage: Wir bekommen keine Information
dariiber, wo genau zwischen z und xy ein Punkt z, mit (1.12)) auftritt.

Betrachten wir zunéchst zwei Beispiele fiir die Anwendung des Satzes von Taylor.

Beispiel 1.24. (Anwendung des Satzes von Taylor)

Die Funktion f: R — R, f(z) = €”, ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar,
und es gilt f*)(2) = ¢ fiir alle k& € Ny. Nach Beispiel [1.19||(a)| ist das Taylor-
Polynom von f(z) = ¢” vom Grad n mit dem Entwicklungspunkt oy = 0 durch

L, Lo —~1 4
pa() =1ta+ga . +—a=) S
k=0
gegeben. Das Restglied ist
1 1
= (n+1) —0 ntl _ _ — oz ontl
@) = o/ ) @ = 0) CES

mit einem z, zwischen x und O.

Der Satz von Taylor fiir die Annédherung von f(x) = e* durch sein Taylor-Polynom
pn, vom Grad n mit dem Entwicklungspunkt xq = 0 lautet also:

Zu jedem z € R gibt es einen Punkt z, zwischen z und 0, so dass gilt

€T 1 2 1 n 1 z n+1
e'=14+rx+—-2"+...+—2" + —e™*zx
N 21 n! J (n+1)!
=pn() =rale)
~ 1 k 1 +1
= — P gl 1.13
ggkﬂx'+(n+1ﬂe . (1.13)
— T 0
=pn($) "

Damit erhélt man die folgende Fehlerabschatzung fiir die Qualitat der Annédherung
von f(z) = e” durch sein Taylor-Polynom p,: Durch Umsortieren von ({1.13]) und
Bilden des Absolutbetrags auf beiden Seiten finden wir

1
x k _
¢ _ng _(7“o+1)!6

2y xn—&—l
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1
(n+1)!

1
= ‘ [

Zy n+1
! (n+ 1)!

| 2]+,

(&

Wir beschrianken uns nun auf = € [—1; 1] (also |x| < 1). Da z, zwischen 0 und x
liegt, folgt dann auch z, € [—1;1] und somit |z,| < 1. Daraus folgt

n

. 1
€ —Zgl’k

k=0

— e xn—&—l <
(n—l—l)! \,.l u,_/_(n+1)!’
<elzml<el <1

" = pale)| =

wobei wir genutzt haben, dass f(x) = e” streng monoton wachsend und positiv-
wertig ist und daher auf [—1; 1] in « = 1 sein Maximum annimmt. Also erhalten
wir die Fehlerabschatzung

x - 1
(& —Zﬁl'k

k=0

le" — pu(z)| = < fir alle x € [—1;1]. (1.14)

(n+1)!

Frage: Wie grofs muss der Grad n des Taylor-Polynoms p,, sein, wenn man f(x) =
e’ auf dem Intervall [—1;1] (also fiir || < 1) durch sein Taylor-Polynom p,
garantiert auf (mindestens) zwei Nachkommastellen genau berechnen méchte?

Antwort: ,,Auf zwei Nachkommastellen genau* bedeutet, dass der absolute Fehler
(also die Abweichung vom exakten Wert) betraglich kleiner oder gleich 0,005 =
5- 1073 ist. In (1.14)) sollte also gelten:

<5107 <«—
(n+1)! = 5-1073

<(n+1)! <<= 2e-102<(n+1)

Das Symbol = bedeutet, dass wir gerundet haben.

Durch Probieren mit n = 1,2, 3,4,5 findet man, dass diese Ungleichung zuerst
fir n = 5 mit (n + 1)! = 6! = 720 erfiillt ist. Also muss der Grad des Taylor-
Polynoms n = 5 sein, damit f(z) = e* auf dem Intervall [—1;1] garantiert auf
(mindestens) zwei Nachkommastellen genau berechnet wird.

In Abbildung sind die Graphen der natiirlichen Exponentialfunktion f(z) =
e’ und seiner n-ten Taylor-Polynome mit dem Entwicklungspunkt zy = 0 fiir
n = 1,2, 3 gezeichnet. Man sieht, dass bereits fiir n = 3 das Taylor-Polynom fiir
x dicht bei g = 0 die Funktion f(x) = e* sehr gut anndhert. &

Beispiel 1.25. (Anwendung des Satzes von Taylor)
Wir wollen alle Taylor-Polynome p, von f : R — R, f(x) = sin(z), mit dem
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Abb. 1.3: Die Graphen von f : R — R, f(z) = e*, (schwarz) und seinen n-ten
Taylor-Polynomen p,, () mit dem Entwicklungspunkt xq = 0 fiir n = 1 (rot) und
n =2 (blau) und n = 3 (griin).

Entwicklungspunkt zy = 0 berechnen und deren Abweichung vom exakten Wert
sin(z) mit dem Satz von Taylor untersuchen. Dazu brauchen wir vorab alle Ab-
leitungen von f(z) = sin(x).

f(z) =sin(z),  f(z) =cos(x), f'(x)=—sin(z), fP(x)=—cos(z),
fO(z) = sin(z), fO(z) =cos(x), fO(x)=—sin(z), f7(z)=—cos(z),
und wir sehen, dass fiir alle £ € Ny gilt

f(2) = sin(z), FEH (@) = cos(x),
JH* D (2) = —sin(x), FEHN(z) = — cos(x).

Damit finden wir mit der rekursiven Berechnung der Taylor-Polynome (siehe Be-

merkung [1.21])
po(z) = sin(0) = 0,
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/
0
pi(z) = polz) + fl(, ) (z —0)! =0+ cos(0) v =z,
(0 —sin(0
o) = prla) + LoD o0 g =IO 2
B)(0 —cos(0 1
p3(w) = pa(x) + / 3'( )(x—0)3:x+ 3'( >$3:x_§$37
(4) 1 0 1
p4(CL’) :pg(aj)—l— f 4'(0) (m_0)4_x_§ 3 SH;(' ) 4 ZC—§$3,
F9(0) 1 cos(0) 1 1
p5($):p4($)+ 51 (ZC-O)S:$—§x3+T$5:x_§x3+5x5

Setzt man diesen Prozess fort, so sieht man, dass fiir das Taylor-Polynom po,,, 11
vom Grad n = 2m + 1 mit m € Ny und fiir das Taylor-Polynom ps,,,1 2 vom Grad
2m + 2 mit m € Ny (jeweils mit dem Entwicklungspunkt xzy = 0) gilt:

—~ (D"
Pom+2(7) = pams1(x) = w7

!
e~ (2k + 1)!
L s 15 1 2m+-1
=T — — — e (D) =T 1.15
TR A o VT (1.15)
Der Sinus ist eine ungerade Funktion, da sin(—x) = — sin(z) fiir alle z € R gilt.

Wir beobachten, dass in seinen Taylor-Polynomen nur z* mit ungeradem k vor-

kommen. Die Monome z* mit ungeradem k sind ebenfalls ungerade Funktionen.

In Abbildung sind die Graphen von pq,p3, ps und p; zusammen mit dem
Graphen der Sinusfunktion f(x) = sin(z) gezeichnet.

Fiir die Anndherung von sin(z) durch po,,1(z) liefert der Satz vom Taylor die
folgende Aussage: Zu jedem x € R gibt es ein z, zwischen 0 und z, so dass gilt

: 1 m m
sin(z) = pam+1(7) + m e +2)(Zx) (x —0)*"*2,
wobei fm*2)(z,) = sin(z,) fiir ungerades m und f®7*2)(z,) = —sin(z,) fiir
gerades m. Umstellen und den Absolutbetrag Anwenden liefert:
: 1 m m
sin(x) — pam+1(x) = m+2) FE(2,) (x — 0)2+
1
— ‘ sin(z) — p2m+1(37)‘ = @m+2) | sin(z,)] |z]*m 2
Wegen |sin(z)| <1 fiir alle € R folgt
[Sin(x) — ot (@) = s [sin(z,)] 272 € L [of"2, (116
(2m + 2)! ~e—— (2m + 2)!

<1
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y
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1
ps(x) = x—l A Ty

6 120 —1-5
pi(x) == -2

Abb. 1.4: Die Graphen von f : R — R, f(x) = sin(x), (schwarz) und seinen
Taylor-Polynomen p,,(x) mit dem Entwicklungspunkt xy = 0 vom Grad n = 1
(rot), n = 3 (blau), n =5 (grin) und n = 7 (violett).

Frage: Wie grof muss man m wihlen, um sin(x) durch sein Taylor-Polynom
Pom+1 mit dem Entwicklungspunkt 2y = 0 auf dem Intervall [—2; 2] garantiert auf
(mindestens) zwei Nachkommastellen genau anzunéhern?

Antwort: Fir « € [—2;2], also |z| < 2, folgt aus (1.16)

1 22m+2
i — Dom S — U — 1.17
[sin() m‘“@”—(mn+2ﬁﬁi_4—(mn+m! (1.17)
§22m+2
Annéherung auf zwei Nachkommastellen genau bedeutet, dass der absolute Fehler
(also die Abweichung vom exakten Wert) betraglich kleiner oder gleich 0,005 =

51072 ist. In (1.17) sollte also gelten:

92m+2 L 1 ) (2m + 2)!

Durch Probieren mit m = 1,2, 3,4 findet man, dass diese Ungleichung zuerst fiir
m = 4 mit 2m+2 = 10 erfiillt ist mit 10!/2'° = 3543,75 (zum Vergleich fiir m = 3,
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also 2m + 2 = 8, ist 8!/2% = 157,5). Diese Abschitzung garantiert, dass py die
Funktion sin(x) auf dem Intervall [—2; 2] mindestens auf zwei Nachkommastellen
genau annahert.
Setzt man in (1.17) m = 4 ein, so erhdlt man
210
| sin(z) — po(z)| < T = 282 107* = 0,000282 fiir alle z € [~2;2], (1.18)
d.h. die Ndherung ist sogar bis auf drei Nachkommastellen genau.

Fiir die Annéherung von sin(z) durch po,4o(x) liefert der Satz vom Taylor die
folgende Aussage: Zu jedem x € R gibt es ein z, zwischen 0 und x, so dass gilt

1

sin(z) = pam+a(z) + m f(2m+3>(2z) (z —0)*™*%, (1.19)
wobei f?7+3)(z,) = cos(z,) fiir ungerades m und f@"+3)(z,) = — cos(z,) fiir
gerades m. Umstellen und den Absolutbetrag Anwenden liefert:

: 1 m m

sin(z) = pamsala) = oy £ ) (@ = O
1
= [sin(@) — pama(z)| = @m+3) | cos(z,)] |z[*™*?
Wegen | cos(z)| < 1 fiir alle z € R folgt
. _ 1 2m-+3 1 2m-+3
| sin(z) — pamnsa(a)] = @m 1 3)1 | cos(z)] || < 2m 13! 7.

<1

(1.20)

Frage: Wie grof muss man m wéhlen, um sin(x) durch sein Taylor-Polynom
Pom+2 mit dem Entwicklungspunkt zy = 0 auf dem Intervall [—2; 2] garantiert auf
(mindestens) zwei Nachkommastellen genau anzunéhern?

Antwort: Fir x € [—2;2], also |z| < 2, folgt aus (1.16)
1 22m+3

) B < - 2m—+3 < -—
’SlIl(SL’) p2m+2(x)’ = (2m+3)! @,_, — (2m + 3)!

<922m—+3

(1.21)

Annaherung auf zwei Nachkommastellen genau bedeutet, dass der absolute Fehler
(also die Abweichung vom exakten Wert) betraglich kleiner oder gleich 0,005 =
5- 1072 ist. In (1.21)) sollte also gelten:

92m+3 1 (2m + 3)!

3 o 102
m§510 < 510_3—2 107 =200 < 2om+3
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Durch Probieren mit m = 1, 2,3 findet man, dass diese Ungleichung zuerst fiir
m = 3 mit 2m + 3 = 9 erfiillt ist mit 9!/2% = 708,75 (zum Vergleich fiir m = 2,
also 2m + 3 = 7, ist 7!/27 = 39,375). Diese Abschiitzung garantiert, dass pg
die Funktion sin(z) auf [—2;2] mindestens auf zwei Nachkommastellen genau
annahert.

Setzt man in ([1.21)) m = 3 ein, so erhalt man

29
‘Sﬂﬂm)—pgmﬂf§§T£]¢Mn10%::0ﬁOPH fiir alle 7 € [-2;2]. (1.22)

Da pg = pr gilt, folgt aus (1.22)) auch, dass bereits mit dem Taylor-Polynom pz
vom Grad 7 die Funktion sin(x) auf [—2;2] auf zwei Nachkommastellen genau
gendhert wird. Dieses war aus der Fehlerabschédtzung (1.17)) nicht ersichtlich. &

Die nachfolgenden Spezialfille des Satzes von Taylor werden in den Natur- und
Ingenieurwissenschaften héufig genutzt, um eine komplizierte (einmal, zweimal
bzw. dreimal stetig differenzierbare) Funktion durch ein konstantes, ein lineares
bzw. ein quadratisches Polynom anzunahern.

Bemerkung 1.26. (Spezialfille des Satzes von Taylor)

Seien [ ein offenes Intervall, g € I und f : I — R dreimal stetig differenzier-
bar. Dann gilt nach dem Satz von Taylor:

(1) n=0: Zu jedem x € I gibt es ein z, zwischen x und zy, so dass gilt

f(@) = fzo) + f'(z) (x — o).

Dieses ist eine Umformulierung des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung (vgl. Satz[1.4).

(2) n=1: Zu jedem z € I gibt es ein z, zwischen x und z, so dass gilt

fla) = flan) + Fw) (e = 20) +35 1"() (2 — )"

\ 7

Gleichung der Tangente an f in zg

(3) n = 2: Zu jedem x € I gibt es ein z, zwischen x und z, so dass gilt

F() = (o) + /(@) (w — 20) + 5 £ (w0) (2 = o) + 5 D (z2) (2 — 0)®

\ .

~
quadratisches Taylor-Polynom
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1.4 Effiziente Auswertung von Polynomen

Mo6chte man ein Polynom mit dem Computer an sehr vielen Stellen auswerten
(z.B. um seinen Graphen zeichnen zu lassen), so sollte dieses moglichst effizi-
ent, d.h. mit moéglichst wenigen Multiplikationen /Divisionen und Addi-
tionen /Subtraktionen, geschehen. Betrachten wir dazu zunéchst ein Beispiel:

p(z) =23z +42* -52° +62* —72°
Fiihrt man alle Rechenoperationen der Reihe nach aus, so benotigt man

5 Additionen/Subtraktionen und 1+ 2+ 3+ 4+ 5 = 15 Multiplikationen.

Dabei wird ¢ 2* mit & Multiplikationen als ¢- x - x - ... - z berechnet.
k-mal
-ma.

Effizienter wére es, wenn man zuerst die Potenzen von x wie folgt berechnet:

Dieses erfordert 4 Multiplikationen. Weiter braucht man 5 Multiplikationen um

z, 22, 23, 2* bzw. 2° jeweils mit dem Koeffizienten —3,4, —5,6 bzw. —7 zu mul-

tiplizieren. Die Anzahl der Additionen/Subtraktionen bleibt 5. Mit dieser Vorge-
hensweise benotigen wir also

5 Additionen/Subtraktionen und 4+ 5 =9 Multiplikationen.
Noch cleverer ist die folgende ,yverschachtelte” Multiplikation
plx)=2+zx(-34+z(d+z2(-5+x(6—"Tx)))),

von deren Richtigkeit man sich leicht durch Ausmultiplizieren {iberzeugt. Hier
benotigen wir nur

5 Additionen/Subtraktionen und 5 Multiplikationen.

Wir formulieren die ,verschachtelte® Multiplikation nun allgemein:

Hilfssatz 1.27. (Horner Schema)

FEin Polynom vom Grad n,

p:R=R, pl)=a+az+ar’+.. . +a_12" " +a,2",
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wober a, # 0, wertet man effizient mit dem Horner-Schema mit nur n
Additionen/Subtraktionen und n Multiplikationen wie folgt aus:

pz)=a+z(m+x(aa+...+x(ap-1+a,x)...))

Dabei berechnet man fir x = z den Funktionswert p(z) mit einer Folge von
Koeffizienten by, b,_1,...,b1, by wie folgt:

bn = Ap,
by—1 = ap_1 + 2 by,

bn—Z =Gap-2+2 bn—l;

bl :CL1—|-Zb2,
by = ay + 2z by.

Dann gelten

p(z) =by  und  p(x) = (z—z)q(x)+ b
mit q(z) =by +byx +bga’+ ... +b, 2" . (1.23)

Die praktische Berechnung von p(z) fihrt man mit einer Tabelle durch:

Koeffizienten von p a, A1 Q9 e ay ao
r=z — z b, z2b,_1 2z by z by
addiere bn bn—l bn_g s bl bo

Wichtig: Ist ein Koeffizient aj des Polynoms p null, so muss man diesen in
der Tabelle mit O auflisten und darf ihn keinesfalls weglassen!

Die zweite Formel in (1.23)) ist nicht offensichtlich. Wir beweisen diese auf einem
Ubungszettel.

Beispiel 1.28. (Horner-Schema)
Wir berechnen

p(x) =232 +42> 523 +62* —72°

fiir 1 = 1, x9 = —1 und z3 = 2 mit dem Horner-Schema.
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Koeff. von p | —7 6 -5 4 -3 2
1 L= (=) 1(=6)  1(=2)  1(=H)
T = T =7 -1 — 6 —_9 — _§
: 6+(—=7) —5+(—1) 4+(-6) —3+(-2) 2+(-5)
addiere -7 _ 4 —_§ —_9 —_5 —_3

Also gelten p(1) = =3 und p(z) = (v — 1) (=5 — 22 — 62° — 2® — T2*) — 3.

Koeft. | _7 6 -5 4 -3 2
von p
o 1 (=1)-(=7) (=1)-13  (=1)-(=18) (=1)22  (—1)-(—25)
= 27 _ 13 218 _ 99 ~ 95
: 6+7 —5+(—13) 4+18 —3+(—22) 2425
addiere | =7 _ 4 — 18 — 29 — 95 _ 97

Also gelten p(—1) = 27 und p(z) = (z+1) (=25+22 2 —18 2+ 1323 — 7 2) +27.

Koeff. von p | —7 6 -5 4 -3 2
_y 2-(=7) 2-(—8) 2-(—21) 2-(—38) 2-(—=79)
re =-14 =—16 = —42 =—76 = —158
. 6+(—14) —5+(—16) 4+(—42) —-3+(=76) 2+4(—158)
addiere -7 —_g — _91 — 38 =79 = —156

Also gelten p(2) = —156 und p(z) = (v—2) (=79—38 x—21 2> —8 2% —7 21) — 156.

Wir iben das Horner-Schema auf einem Ubungszettel. [

1.5 Eine Anwendung des Taylor-Polynoms

Im letzten Teilkapitel berechnen wir mit Hilfe des Taylor-Polynoms Integrale an-
gendhert. Diese Anwendung macht (neben dem bereits in Teilkapitel erwahn-
ten Problem der Funktionsauswertung) deutlich, wieso es sehr niitzlich ist, eine
Funktion durch ein Polynom anzunéhern.
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Beispiel 1.29. (Integral angenihert berechnen)
Wir wollen das Integral

1
A:/ re'dx (1.24)
0

mit Hilfe eines geeigneten Taylor-Polynoms angendhert berechnen.

Dieses Integral kann man mit partieller Integration leicht exakt berechnen:

1
/ T e’ dx = [ re’ / ex dz
0 =~~~ \/
=f(z) =g'(z) = gx =f(z —g
r=1 1 r=1
:{xex} —/e”dx—e—O—{x] —e—(e—eo):eozl.
=0 0 =0

Aus Beispiel wissen wir, dass das Taylor-Polynom p,, von f(z) = e* vom
Grad n mit dem Entwicklungspunkt zy = 0 durch

1 1
ol )—1+m+5x —|—§l‘ +. —:C —ng (1.25)

gegeben ist. Der absolute Fehler der Néherung von f(x) = e durch p,(x) wird
durch den Satz von Taylor beschrieben (vgl. auch Beispiel |1.24)):

Zu jedem x € R gibt es ein z, zwischen x und xy = 0, so dass gilt

T e n+1 1 k e n+1
o N1 1.26
¢ =pal@)+ T ;k!x+(n+1'x (1.26)
_V HH _V
ro(x) — po(2) =7rp(2)

(Bei der Darstellung des Restglieds 7, (x) wurde benutzt, dass f*1)(z) = e® fiir
die Exponentialfunktion f(x) = e” gilt.)

Multipliziert man die Ndherung p, von e* in ((1.25) mit x so erhdlt man eine
Néherung fiir den Integranden x e” des gegebenen Integrals ((1.24))

1 1 1 1
gn(z) = 2 po(z) = 2 + 2* +2:c +§x +. +n'x+1— k‘xk“. (1.27)
k=0
Die Néherung p,(z) von e” sollte fiir hinreichend grofes n in der Néhe von xzy = 0
eine gute Genauigkeit haben. Also kénnen wir auch erwarten, dass g, (z) = = p,(z)
auf dem Integrationsintervall [0; 1] fir hinreichend grofses n eine gute Ndherung
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von x e” liefert. Den absoluten Fehler dieser Néherung konnen wir mit Hilfe von
(1.26)) angeben:

Zu jedem x € R gibt es ein z, zwischen x und zy = 0, so dass gilt

. ezx 2 ezw o
v = i) b = o)+ (129
:qn(-’f) ~ ~~ - A -~ -
=xr,(z) =xr,(x)

Ersetzen wir den Integranden xe” in dem gegebenen Integral ((1.24)) durch seine
Néherung ¢,(z) = zp,(z) (siche (1.27))) so erhalten wir die folgende Néherung
fiir das Integral:

1 1 1
/ xezdx%/ x pp(z) dx:/ qn(z) do
0 0 0

! o L 4 1 4 L
= T4+ 4+ =+ ="+, .+ —2x dz

1 =1

1 L5 1 n+2
5 3 2!4:1: + ...+ x ]

315" o onl(n+2)

n

4
+
=0

1+ 1 N 1 - 1 -y 1
3 204 35 7 n!(n+2)_k:0k!(k:+2)

Die Ndherung des Integrals A in ((1.24) mit dem Wert A = 1 ist also

n

1
1
A, = W () de = _ . 1.29

/0‘”’ (z) d %k!(mz) (1.29)
In Tabelle haben wir die Ndherungen A, fiir n = 0,1,2,...,8 berechnet (mit
Rundung der Ergebnisse auf sechs Nachkommastellen). Wir beobachten, dass wir
bereits bei einem Polynom vom Grad 8 bei Rundung auf sechs Nachkommastellen
das ,exakte” Ergebnis erhalten.

Fine theoretische Information iiber die (mindestens) garantierte Qualitéat der Né-
herung des Integrals ({1.24)) durch A,, erhdlt man mit Hilfe von (1.28)). Integriert
man in (|1.28) tiber das Intervall [0; 1] so erhalt man:

1 1 1 o )
xexdx:/ In x)da:+/ 2" dx
/o Jo o Jo (n+ 1)

\ 7

1 1 1 z
efl}'
= xe"”daz—/ qn(::r;)dx:/ "M dx
/0 : o (n+1)

\ 4 A 7
VO TV

n :Rn
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n A, n A, n A,
0 | 0,500000 3 1 0,991667 6 | 0,999975
110,833333 4 10,998611 710,999997
21 0,958333 5 | 0,999802 8 | 1,000000

Tabelle 1.1: Annéherung des Integrals (1.24) mit dem Wert A = 1 durch die
Néherungen A, (siche (1.29)) mit Rundung auf sechs Nachkommastellen.

1
— ‘/xexdx—/
0

1
qn(x) dz
0 —A

(1.30)

L ,
= — " dgx
’/0 (n+1)!
—R

Der Ausdruck auf der rechten Seite von ((1.30) gibt den Absolutbetrag |R,,| des
Fehlers R,, der Naherung des Integrals ({1.24)) durch A, an. Wir wollen diesen

].
< /
O

1 e
R, =
[ Bl ‘/0 (n+1)!

! ‘ezm‘ n—+2 ! e’ n+2

Der letzte Schritt folgt dabei, weil der Integrand des Integrals R, nicht-negativ
ist (da e’ > 0 fiir alle t € R und 2™ > 0 fiir alle z € [0;1]).

z
e n+2

n+2d
g ’ (n+ 1)!

dx

Da wir nicht wissen, wie z, von x abhéngt, konnen wir das Integral in ((1.31]) nicht
direkt berechnen, sondern wir miissen den Integranden im Integral in (1.31]) so
geeignet nach oben abschétzen, dass die Abhéngigkeit von z, verschwindet.

(n6+x1)! 22 < ﬁaz"” fiir alle z € [0;1], weil 0 < e < el. (1.32)

Dabei haben wir genutzt, dass e® streng monoton wachsend ist und dass aus
0 <z, <z (da z, zwischen 0 und =z liegt) fir = € [0; 1] folgt, dass z, € [0; 1] ist.

Mit ((1.32)) folgt aus ((1.31]), dass

1 r=1
e e e
R,| < "2y = n+3 = ,
| |—/0 m+D T D)+ |, m+DI(n+3)

(1.33)

Die Abschétzung ((1.33) des Restglieds und ((1.30)) ergeben also die folgende Feh-
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lerabschétzung fiir die Naherung des Integrals:

1 1
‘/ xexdx—/ qn(7) dx
Jo o Jo

A

(n+1!(n+3)

< (1.34)

e

~"

Bei einem bis auf sechs Nachkommastellen genauen Ergebnis ist der absolute
Fehler betraglich kleiner oder gleich 0,5-107%. In Tabelle 1.1|sehen wir, dass diese
Genauigkeit, bereits fiir n = 8 erreicht wird.

Frage: Ab welchem Wert fiir n garantiert uns ({1.34]), dass die Ndherung bis auf
sechs Nachkommastellen genau ist? Ab welchem Wert von n gilt also

e
A—A,l < <0,5-107%7 1.35
‘ |_(n+1)!(n+3)_ ( )
Antwort: Umformen liefert:
(& (&
<05-107 — - < 1)! 3
m+ D) (n+3) = 051075 = DHR+3)
= 2¢-10° < (n+1)!(n+3) (1.36)

=5,436564-106

Wir finden (8+1)! (8+3) = 3,991680-10° und (9+1)! (9+3) = 4,35456-107, d.h.
(1.36]) ist erst fiir n > 9 erfiillt. Nach der Fehlerabschatzung wird also eine
(mindestens) bis auf sechs Nachkommastellen genaue Ndherung erst ab n = 9
garantiert (obwohl diese in der Praxis bereits bei n = 8 auftritt). &

Betrachten wir noch ein weiteres Beispiel, bei dem das zu berechnende Integral
nicht mehr elementar zu berechnen ist.

Beispiel 1.30. (Integral angenéhert berechnen)

Wir wollen das folgende Integral angenéhert berechnen:

B Usin(z) .
A /0 d (137)

X

sin(x)

Wegen  lim

>0, z—0 T
Integral ist berechenbar und hat einen endlichen Wert. Dieses Integral lasst sich

aber nicht bequem mit einer Substitution oder einer partiellen Integration berech-
nen! Daher ersetzen wir sin(x) durch sein Taylor-Polynom vom Grad n = 2m+ 2,
vereinfachen den Integranden und berechnen dann das Integral und erhalten so

= 1 hat der Integrand keine Singularitiat in z = 0 und das
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einen Naherungswert fiir A. Wir werden auch den absoluten Fehler dieser Néhe-
rung untersuchen.

Aus Beispiel wissen wir, dass das Taylor-Polynom pg,, 12 vom Grad 2n + 2
von sin(x) mit dem Entwicklungspunkt zy = 0 durch (vgl. (1.15]))

R G VAT 1 3,1 5 (D™ omi
p2m+2(;ﬁ)—kz:;(2k+1)!x =T —|—5!x ...—1—(2m+1)!x

gegeben ist. Damit folgt fiir x dicht bei xy = 0, dass gilt

i 1 1 1 —1)m
in(@) ) 1[0 Lo 1 (ED"
T x x 3! 5! (2m +1)!
1 1 (—1)m
=1-—2*+=a'— " 1.38
37 TEY Temy” (1.38)
Einsetzen von (1.38)) in das Integral (1.37)) liefert:
/ 5@ g, o / Pamea(®) g,
o T 0 L
1
1 1 (=)™
_ 1— — 24—t ) a2
/0< TR Temr” ) !
1 1 —1)™ o=
=z ——a+——2"— ...+ ( ) p2mtl
313 515 2m+ 1) (2m+1) o0
11 (—1)m
=1l——+—— ...+
3'3  5!5 2m+ 1) (2m+1)
Wir erhalten also fiir den Wert des Integrals die folgende Naherung:
1
p2m—|—2(x) 1 1 (_1)m
Agpio = ——dr=1—-—+_-——-...
S /0 PR 313 7505 Temr D emr
= (=1 (1.39)
— 2k + 1) (2k+1)

Frage: Was konnen wir iiber den absoluten Fehler der Naherung ((1.39) aussagen?
Nach dem Satz von Taylor gilt (vgl. (1.19)):

Zu jedem x € R gibt es ein z, zwischen 0 und z, so dass gilt

. 1 m m
sin(z) = pam+2(x) + @m < 3) FE (z) 3, (1.40)
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wobei f?m+3)(z,) = cos(z,) fiir ungerades m und f@"+3)(z,) = — cos(z,) fiir
gerades m ist. Division in (1.40]) durch x liefert
sin(z) _ Pam+2() 1 f(2m+3)(zx) L2mE2 (1.41)

x x (2m + 3)!

Integration in ([1.41)) iiber das Intervall [0; 1] und Umstellen liefert:

1 1 1
/ SlIl(ZC) dr = / p2m+2(x> dt-l—/ 1 f(2m+3)(zx) x2m+2 dz
Jo 0 o (2m+3)!

i X
TV Vv TV
=A = Aom4o = Rom+2

7

1
1

S A— Aoy = Roppyo = = f(@m+3) . 2m+2 q 1.42

2m+2 2m-+2 /0(2m+3)!f (Z)CU L ( )

Wir nehmen auf beiden Seiten in ([1.42) den Absolutbetrag und schétzen ab:
1
1
A— A . = | Ry, _ (2m+3) ’ 2m+2 d
’ 2 +2’ | 2 +2’ ‘/0 (2m+3)' f (Z )x s

1
1
< = ¢(2m+3) 2m+2 q
< [ G e o s

1
]' m m
:/0 mm? ) (2,)| 222 da, (1.43)

wobei wir in der letzten Umformung genutzt haben, dass || = z fir alle z € [0; 1]
gilt. Wegen fm+3)(z,) = cos(z,) fiir ungerades m und f@m+3)(z,) = — cos(z,)
fiir gerades m gilt mit | cos(t)| < 1 fiir alle ¢t € R in ((1.43)

1 1
1 1
A— Agpiol < —Jcos(z)| ¥ dx < / A
2 +2| _/0 (2m + 3)! L (,_/)’ ~— Jo (2m+3)!

<1

1 2m+3 o . 1
- {(2m+3)!(2m+3)x LO_ B TGS (1.44)

Nach (1.44]) gilt fiir den absoluten Fehler der Néherung As,,,2 des durch (1.37)
gegebenen Integrals mit Wert A:

1
2m + 3)! (2m + 3)

|A — Agpio| < ( (1.45)
Frage: Wie grof muss der Grad 2m + 2 des Taylor-Polynoms pg,, 9 sein, damit
die durch ([1.39)) gegebene Niherung das Integral mit einem absoluten Fehler von
betraglich hochstens 0,5-107* (also auf mindestens vier Nachkommastellen genau)
berechnet wird?
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Antwort: Durch Berechnen der rechten Seiten in (1.45)) fiir m = 1,2 findet man,
dass fir m = 2, also 2m + 2 = 6 zum ersten Mal

1 1
A— Agpia] < — =0,283-1074
| 2+2‘—(2-2+3)!(2-2+3) 717

gilt. Also konnen wir bereits unter Verwendung des Taylor-Polynoms p5 = pg von
sin(z) vom Grad 5 mit dem Entwicklungspunkt zy = 0 den Wert des Integrals
(1.37) auf (mindestens) vier Nachkommastellen genau berechnen. &

Was wir im vorigen Beispiel gesehen haben, ist exemplarisch fiir eine Vorgehens-
weise in der Numerik (oder Numerischen Mathematik):

Wenn man ein kompliziertes Problem (wie das Integral im vorigen Bei-
spiel) nicht exakt 16sen kann, so ersetzt man es durch ein einfacheres
Problem, welches das komplizierte Problem angenahert 16st. Im vo-
rigen Beispiel wurde der Integrand durch ein geeignetes Polynom ersetzt, so
dass sich das Integral leicht berechnen lies. Dabei ist es wichtig, dass man
angeben kann, wie gut die Losung des einfacheren Problems die Lo-
sung des komplizierten Problems garantiert (mindestens) annéhert.
Im vorigen Beispiel haben wir den absoluten Fehler der Naherung mit Hilfe der
Satzes von Taylor untersuchen koénnen.




KAPITEL 2

Fehler und Computer-Arithmetik

2.1 Gleitkommadarstellung

Auf Computern gibt es zwei Moglichkeiten eine Zahl zu speichern: im Integer-
Format fiir ganze Zahlen und allgemeiner im Gleitkomma-Format (auch Gleit-
punkt-Format genannt) fiir Zahlen, die keine ganzen Zahlen sind. Auf Computern
werden Zahlen im Dualsystem (mit der Basis 2) im Gleitkomma-Format gespei-
chert, aber der Einfachheit halber besprechen wir hier nur die (normalisierte)
Gleitkommadarstellung im Dezimalsystem, also mit der Basis 10. Diese
ist etwas einfacher zugénglich, weil wir im alltdglichen Leben stindig mit dem
Dezimalsystem arbeiten.

Jede reelle Zahl z # 0 kann im Dezimalsystem eindeutig in der folgenden
normalisierten Gleitkommadarstellung geschrieben werden:

=07 10° (2.1)

mit dem Vorzeichen o € {—1,+1}, der Mantisse 1 <z < 10 und dem Expo-
nenten e € 7.

Beispiel 2.1. (Darstellung von Zahlen im Dezimalsystem)
Unter wurden drei reelle Zahl in der eindeutigen Darstellung ([2.1)) angegeben:

134,26 = +1,3426 - 10> (hier: 0 = +1; 7 = 1,3426; e = 2),
1 - - 1 _ . _
§=0,3=+3,3-10 (hier: 0 = +1; £ =3,3; e = —1),

35
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8 ~
~ o5 = 0016 =—16- 1072 (hier: 0 = —1; T = 1,6; e = —2),

wobei 3,3 = 3,3333 ... ist. &

In einem Computer oder auch einen Taschenrechner kann man in (2.1) nur Man-
tissen  und Exponenten e einer endlichen Lénge speichern. Dadurch entstehen
gegebenenfalls Darstellungsfehler. Wir betrachten dieses an einem Beispiel.

Beispiel 2.2. (4-stellige Gleitkommadarstellung)

In einem Computer soll fiir den Exponenten in gelten —15 < e < 15.
Wenn fiir die Mantisse £ maximal vier Ziffern (also Zahlen aus {0;1;2;...;9})
gespeichert werden, so erhalten wir eine 4-stellige normalisierte Gleitkomma-
darstellung (oder normalisierte Gleitkommadarstellung mit 4-stelliger
Mantisse): Alle im Computer in 4-stelliger normalisierter Gleitkommadarstel-
lung darstellbaren Zahlen sind dann von der Form

o - (a1,asa3ay)-10°
—— ——

=T

mit e € Z mit —15 < e < 15 und wobei T = (a1, as ag ay) die von den angegebenen
Ziffern aq,as, a3, a4 € {0;1;2;3;4;5;6;7;8;9} gebildete vierstellige Zahl = mit
1 <7z < 10 ist. Dabei steht das Komma nach der Ziffer a;, und es gilt a; # 0.

Betrachten wir die Zahlen aus Beispiel 2.1} Die Zahl — = ldsst sich in der 4-

500
stelligen Gleitkommadarstellung exakt darstellen:
8 -
~ 0" —0,016 = —1,600- 1072 (hier: 0 = —1; T = 1,600; e = —2)

Die beiden Zahlen 134,26 und % lassen sich dagegen nicht exakt in der 4-stelligen
Gleitkommadarstellung darstellen, denn sowohl 134,26 als auch 0,3 = 0,33333.. ..
haben mehr als vier Ziffern. Diese Zahlen konnen daher in 4-stelliger (normali-
sierter) Gleitkommadarstellung nur angenéhert dargestellt werden.

Werden Naherungen dieser Zahlen durch (iibliches) Runden bestimmt, so erhal-
ten 134,26 bzw. % jeweils die 4-stellige normalisierte Gleitkommadarstellung

+1,343- 10>  baw. +3,333- 107

Beim Runden auf eine k-stellige (normalisierte) Gleitkommadarstellung wird bei
einer Zahl mit einer Mantisse der Lange m > k die (k + 1)-te Ziffer der Mantisse
betrachtet. Ist diese eine 5,6, 7,8 oder 9, so wird die k-te Ziffer der Mantisse um
1 erhoht (gegebenenfalls mit Ubertrag) und die (k + 1)-te bis m-te Ziffer der
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Mantisse fallen weg. Ist die (k + 1)-te Ziffer der Mantisse eine 0, 1,2, 3 oder 4, so
fallen die (k 4 1)-te bis m-te Ziffer der Mantisse weg.

Werden Néherungen dieser Zahlen durch Abschneiden bestimmt, so erhalten
134,26 bzw. % jeweils die 4-stellige normalisierte Gleitkommadarstellung

+1,342- 10> bazw. +3,333-1071.

Beim Abschneiden auf eine k-stellige (normalisierte) Gleitkommadarstellung
werden also bei einer Zahl mit einer Mantisse der Lange m > k die m — k letzten
Ziffern der Mantisse einfach weggelassen (also ,abgeschnitten).

Die grofite positive mit dieser 4-stelligen normalisierten Gleitkommadarstellung
darstellbare Zahl ist +9,999 - 10, und die kleinste positive mit dieser 4-stelligen
Gleitkommadarstellung darstellbare Zahl ist 1,000 - 1071, &

2.2 Fehler

Berechnen wir eine quantitative Grofe mit einem reellen Zahlenwert (z.B. ein be-
stimmtes Integral oder einen Funktionswert) nur angenéhert, so ist der absolute
Fehler definiert als:

(absoluter) Fehler = exakter Zahlenwert — angenéherter Zahlenwert | (2.2)

Ist der exakte Zahlenwert ungleich null, so ist der relative Fehler definiert als:

(absoluter) Fehler

2.3
exakter Zahlenwert (23)

relativer Fehler =

Beispiel 2.3. (absoluter und relativer Fehler)

Der exakte Zahlenwert sei die irrationale Zahl x = 7w = 3,14159265.... Eine
bekannte Naherung fiir x = 7 ist

22
7 Y
wobei der Index NV in zy fiir Ndherung (von x) steht. Dann gilt mit Rundung auf

3-stellige Gleitkommadarstellung nach (2.2) und ([2.3)):

N =

22 22
absoluter Fehler: Fehler <7> =r—ITN=T — - = —1,26-1073,
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22
22 — T
relativer Fehler: Rel (—) _ TN [ —4,02-107%
7 x T

Der relative Fehler von zy setzt den absoluten Fehler in Beziehung zur Grofen-
ordnung von x. &

Definition 2.4. (absoluter und relativer Fehler)

Seien x € R der exakte Zahlenwert einer quantitativen reellen Grofie und
xn € R ein Ndaherungswert fiir x. Dann gelten:

(1) Der absolute Fehler der Niherung xy von x ist definiert als

Fehler(zy) = x — xy.

(2) Der relative Fehler der Ndherung xy von x ist definiert als

Fehl —
Rel(zy) — e e;’(scN) o ;UN-

Betrachten wir ein weiteres Beispiel, das den Unterschied zwischen dem absoluten
Fehler und dem relativen Fehler deutlich macht und gut illustriert, wieso der
relative Fehler aussagekraftiger ist als der absolute Fehler.

Beispiel 2.5. (absoluter und relativer Fehler)

(a) Betrachten wir die Distanz x zwischen zwei Stadten, die exakt x = 100 km
von einander entfernt sind. Die Naherung dieser Entfernung (z.B. durch eine
Messung) sei xy = 99 km. Dann gilt

Fehler(zy) = x — 2y = 100 km — 99 km = 1 km,

_ Fehler(z)  1km

] - = = 0,01 =2 1%.
Rel(ax) z 00 km 0L =1

(b) Betrachten wir die Distanz = zwischen zwei Déorfern, die exakt © = 2 km
von einander entfernt sind. Die Ndherung dieser Entfernung (z.B. durch eine
Messung) sei xy = 1 km. Dann gilt

Fehler(zy) =2 — a2y =2 km — 1 km = 1 km,

Fehler(z) 1km
Rel(e) = x " 2km

=052 50%.
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Der absolute Fehler ist in beiden Beispielen jeweils 1 km. Trotzdem ist es auch
intuitiv klar, dass der angendherte Wert fiir die Entfernung der beiden Stadte
,viel genauer” ist als der angenédherte Wert fiir die Entfernung der beiden Dorfer.
Dieses wird durch den relativen Fehler gemessen. Dieser betridgt im Beispiel (a)
nur 1% der Entfernung, aber im Beispiel (b) dagegen 50 % der Entfernung. &

Ein weiterer wichtiger Begrift bei der Diskussion des Fehlers einer Néaherung sind
die signifikanten Ziffern.

Definition 2.6. (signifikante Ziffern)

Fine Ndherung xy € R einer quantitativen reellen Groffe v € R hat mindes-
tens m signifikante Ziffern, wenn |x — x| kleiner oder gleich 5 Finheiten
in der (m + 1)-ten Ziffer von x ist.

Beispiel 2.7. (signifikante Ziffern)

(a)

2 _
Sei xny = 0,222 eine Naherung fiir x = 9= 0,2. Dann hat die Ndherung
xny = 0,222 drei signifikante Ziffern, denn

|z — x| = 0,0002,

und 0,00005 < 0,0002 < 0,0005 = 5 -107* und die Ziffer 5 in 0,0005 =
5-107* steht an der Stelle der (3 + 1)-sten Ziffer von z = 0,2.

Die Zahl xny = 31,578 hat als Ndherung von x = 31,575 vier signifikante
Ziffern, denn es gilt

|z — zn| = 0,003,
und 0,0005 < 0,003 < 0,005 = 5 - 103 und die Ziffer 5 in 0,005 = 5- 103
steht an der Stelle der (4 4 1)-sten Ziffer von x = 31,575.

Die Zahl xny = 0,02138 hat als Naherung von x = 0,02144 zwei signifikante
Ziffern, denn es gilt

|z — x| = 0,00006,
und 0,00005 < 0,00006 < 0,0005 = 5-10~* und die Ziffer 5 in 0,0005 =
5-107% steht an der Stelle der (2 + 1)-sten Ziffer von z = 0,02144.

Wir betrachten auf den Ubungszetteln weitere Beispiele.  é

Nur die signifikanten Ziffern einer Naherung sind brauchbar! (Nicht-
signifikante Ziffern haben keine Aussagekraft, denn sie konnen vollig falsch sein.)



2.2. Fehler
40 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

Es ist wichtig, sich der vielen moglichen Arten von Fehlern bewusst zu sein.

Bemerkung 2.8. (Arten von Fehlern)
Wir unterscheiden die folgenden Arten von Fehlern:

(1) Modellfehler: Wenn man eine physikalische Grofe durch ein Modell mit
mathematischen Formeln beschreibt, so treten in der Regel Modellfehler
auf, weil die Formeln die physikalische Grofse nicht exakt sondern nur
angenahert beschreiben.

Beispiel: Das einfachste Modell fiir ein Bevolkerungswachstum ist
N(t) = Nye*, wobei N(t) die Bevolkerung zur Zeit ¢t beschreibt, N
die Bevolkerung zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist und k die positive Wachstums-
konstante ist. Dieses Modell iiberschétzt haufig die Bevolkerungszahl fiir
grofses t.

(2) Arithmetische Formelfehler und Programmierfehler

(3) Physikalische Messfehler: Quantitative Daten (z.B. Temperaturen,
Langenmafe, Geschwindigkeiten, ...) konnen nur mit der durch das
Messgerét gegebenen Genauigkeit gemessen werden. Weitere Berechnun-

gen mit solchen messfehlerbehafteten quantitativen Daten beinhalten
dann ebenfalls den Effekt der Messfehler.

Beispiel: Mit einem Mafband werden die Mafe einer rechteckigen Box
gemessen. Dieses ergibt: Breite: 21 cm, Lange: 13,7 cm und Hohe: 11,5
cm. Da das Mafkband nur eine Genauigkeit von 0,5 mm Messgenauigkeit
hat, wissen wir, dass die wahren Mafe der rechteckigen Box

Breite: (210 4 €;) mm, Lénge: (137 + €;) mm, Hohe: (115 + €3) mm

mit unbekannten Werten €1, €, €3 € R mit |e;], |e2], |e3] < 0,5 mm sind.

(4) Fehler durch die Darstellung und die arithmetischen Operatio-
nen im Computer: Diese Fehler entstehen durch die Gleitkommadar-
stellung mit endlicher Mantissenldnge und durch Rundungsfehler oder
Abschneidefehler bei Berechnungen mit dem Computer.

5) Mathematische Approximationsfehler: Diese entstehen dadurch,
pp
dass eine quantitative reelle Grofle mit einem numerischen Verfahren
(meist) nur angendhert berechnet werden kann.

1
Beispiel: Das Integral A = / e " dz kann nicht elementar berechnet
0

. . . . _ 2 .
werden, weil wir keine Stammfunktion von e angeben konnen. Um das

Integral angenédhert zu berechnen, ersetzt man e~*" durch die mit Hilfe
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des Taylor-Polynoms der Exponentialfunktion gewonnene Naherung

und erhéalt so die folgende Naherung

1 46 8 2m
~ A — 2 T _ym
ANAm—/O <1 Tt o5t oo+ (1) m!>dx,

fiir das Integral A. Die Naherung A,, lasst sich nun bequem berechnen,
aber sie beinhaltet einen mathematischen Approximationsfehler.

Den Fachbegriff ,, Approximation kann man mit ,,Annidherung* iibersetzen. Das
zugehorige Verb approximieren” bedeutet ,annahern®.

Fin grofes Problem bei Berechnungen mit einem Computer (oder einem Taschen-
rechner) ist der mogliche Verlust signifikanter Stellen durch Ausléschung.
Um dieses zu verstehen, betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 2.9. (Verlust signifikanter Stellen durch Ausléschung)
Die Funktion

filoioo[ 5 R, f(z) =2 (Var1-va),

soll fiir x = 10* mit k = 0,1,2,3,4,5 mit einem Taschenrechner (oder einem
Computer) berechnet werden, der mit einer 6-stelligen Gleitkommadarstellung
arbeitet. Dass mit 6-stelliger Gleitkommadarstellung gerechnet wird, bedeutet,
dass wir in jedem Zwischenschritt auf sechs Gleitkommastellen runden. Der fiir
f(x) so erhaltene Naherungswert sei mit fy(x) bezeichnet.

F1)=1- (\/5 . ﬁ) =1 (1,41421 — 1) = 0,41421 = fi(1),

=0,414210
£(10) =10 - (\/1_ — JE) =10+ (3,31662 — 3,16228 ) = 1,5434 = fx(10),
—0,154340
£(102) = 102 - <\/10 _ \/100) =100 (10,0499 — 10) = 4,99 = f(102),
—0,0499000

F(10%) = 103 - (\/100 _ \/103) = 10% . (31,6386 — 31,6228) = 15,8 = fy(10°),
— 0,0158000
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£(10%) = 101 - (\/10001 - \/104) = 10"+ (100,005 — 100) = 50 = fx(10%),
— 0,00500000
£(10%) = 10° - (\/100001 — \/105) =107 - (316,229 — 316,228 ) = 100 = fx(10).
—0,0010000

Damit erhalten wir also die Ergebnisse in der weiter unten stehenden Tabelle. Die
sexakten® Werte flir f(z) wurden jeweils auf 6-stellige Gleitkommadarstellung
gerundet.

" berechne- | exakter Wert | absoluter relativer
tes fn(x) fir f(z) Fehler Fehler

1 =10° 0,414210 0,414214 0,000004 | 9,65684 - 1076

10 = 10? 1,54340 1,54347 0,00007 4,53524 - 107
100 = 102 4,99000 4,98756 —0,00244 | —4,89217-10*
1000 = 103 15,8000 15,8074 0,0074 4,68135-10~*
10.000 = 10* 50,0000 49,9988 —0,0012 | —2,40006 - 10~°
100.000 = 10° 100,000 158,113 58,113 3,67541 - 107!

Fiir z = 10° ist der absolute Fehler
Fehler(fx(10%)) = f(10°) — fx(10°) = 158,113 — 100 = 58,113,

und der relative Fehler ist

Fehler(fN(105)) b8,113
5 Y
Rel(fn(10%)) = 158113 158,113

= 0,367541 2 36,8 %.

Wie kommt dieses eklatant schlechte Ergebnis zustande? — Fiir grofes = sind
v + 1 und y/x fast gleich. Daher fithrt das Bilden der Differenz vz +1 — y/x
nach der jeweiligen Rundung von vz + 1 und /z zur Ausloschung vieler signi-
fikanter Ziffern. Dieses kann man gut sehen, wenn man die konkrete Berechnung
von fy(10%) oder fy(10°) mit 6-stelliger Gleitkommadarstellung oberhalb der
Tabelle genauer studiert.

Man kann das Problem der Ausloschung signifikanter Ziffern in diesem Fall leicht
umgehen, indem man f(z) vorher geeignet umformt und dann mit der neuen
Darstellung von f(x) rechnet: Durch Erweitern mit v/x 4+ 1 4+ y/x erhalten wir
mit der dritten binomischen Formel:

f@) = o (ViaT = va) =g WEHIZVE) (Vo b1 V)

vr+1+4/z
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:$-<\/$+1>2_(ﬁ>2:x- (z+1)—a _ .
Vi + 14/ Vr+1l+yz Vr+1+z

Berechnet man f(10°) mit dieser neuen Formel mit 6-stelliger Gleitkommadar-
stellung, so erhalt man

100000 . 100000 . 100000

= = = = 158,114
/100001 + 4/100000 316,229 + 316,228 632,457 T

£(10%)

und wir haben nur in der letzten Ziffer eine Abweichung von f(10°) = 158,113.
Anders ausgedriickt: fy(10°) = 158,114 hat 5 signifikante Ziffern. &
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KAPITEL 3

Nullstellenberechnung

In diesem Kapitel lernen wir verschiedene numerische Verfahren kennen, um Null-
stellen einer Funktion f, also Losungen x der Gleichung f(z) = 0, zu berechnen.
Das Problem der Nullstellenberechnung tritt bei Anwendungsproblemen héufig
als ein Teilproblem auf.

Als Vorbereitung benotigen wir den Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen.

Satz 3.1. (Zwischenwertsatz)

Sei f : [c;d] — R eine stetige Funktion, und seien a und b zwei beliebige
Punkte in [c;d] mit der Figenschaft ¢ < a < b < d. Dann gibt es zu jedem
Wert y zwischen f(a) und f(b) einen Punkt z € [a;b] mit f(z) = y.

Die Formulierung ,Wert y zwischen f(a) und f(b)* schlieft die Werte f(a) und
f(b) mit ein. Gemeint ist also, dass y die Bedingung f(a) < y < f(b) falls

F(a) < £(b) baw. f(b) <y < f(a) falls £(b) < f(a) erfille

Der Zwischenwertsatz ist in Abbildung [3.1] veranschaulicht. Geometrisch bedeutet
die Stetigkeit von f auf dem Intervall [¢;d], dass man den Graphen von f ohne
Absetzen durchzeichnen kann. Da also der Graph von f die Punkte (a; f (a)) und
(b; f (b)) mit einer durchgehenden Kurve verbindet, muss diese insbesondere auch
fir jeden Wert y zwischen f(a) und f(b) mindestens einen z-Wert z haben, fiir

den (z; f(2)) = (z;9), also f(z) =y, gilt.

In diesem Kapitel brauchen wir insbesondere den folgenden Sonderfall des Zwi-
schenwertsatzes, bei dem der Funktionswert 0 als Zwischenwert auftritt:

45
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Abb. 3.1: Veranschaulichung des Zwischenwertsatzes: Da f stetig ist, werden im
Intervall [a; b] alle Werte zwischen f(a) und f(b) als Funktionswerte angenommen.

Folgerung 3.2. (Existenz einer Nullstelle)

Sei f : [e;d] — R eine stetige Funktion, und seien a und b zwei beliebige
Punkte in den Intervall [c;d] mit den Figenschaften ¢ < a <b < d und

fla) <0< f(b)  oder  f(a) 202 f(b).

Dann hat f in [a;b] mindestens eine Nullstelle.

3.1 Bisektionsverfahren

Wir betrachten eine Funktion f, die auf dem Intervall [a;b] definiert und stetig
ist. Es gelte weiter

fla)- f(b) <0,
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d.h. f(a) und f(b) sind beide ungleich null und haben unterschiedliche Vorzeichen.
Dann nimmt f nach dem Zwischenwertsatz in dem Intervall [a; b] mindestens ein-
mal den Wert 0 an. Es gibt also ein z € ]a; b[ mit f(z) = 0. (Anders ausgedriickt,
f wechselt in dem Intervall ]a;b] mindestens einmal sein Vorzeichen.)

Frage: Wie kann man eine Néherung fiir eine solche Nullstelle z berechnen?

Die Idee des Bisektionsverfahrens zur Nullstellenfindung ist wie folgt: Wir
teilen das Intervall in zwei gleich grofte Teilintervalle auf und behalten das Teil-
intervall, in dem f garantiert eine Nullstelle hat. Dieses priifen wir, indem wir
die Funktionswerte an den beiden (neuen) Teilintervallenden multiplizieren und
ein Teilintervall nehmen, bei dem wir dabei einen nicht-positiven Wert fiir das
Produkt der Funktionswerte erhalten.

Genauer sieht die Vorgehensweise des Bisektionsverfahrens wie folgt aus:

Schritt 1: Wir setzen a; = a und by = b.
(Nach Voraussetzung gilt f(aq) - f(b1) < 0.)

a; + by

Wir definieren ¢ = (Dann erhalten wir mit [a1;cq] und [eq;b1] zwei

gleich grofse Teilintervalle der Lénge (b — a)/2.)
Ist f(c1) - f(by) <0, so setzen wir as = ¢; und by = by.

Andernfalls (also wenn f(c1) - f(b1) > 0 und damit f(a;) - f(c1) < 0 ist) setzen

wir s = Q1 und b2 = Ci.

(Wir haben also jetzt ein Teilintervall [ag; bs] der Linge (b — a)/2 gefunden, in
dem garantiert eine Nullstelle von f liegt.)

Schritt 2: (Nach Voraussetzung gilt f(as2) - f(b2) < 0.)
as + by

Wir definieren ¢y = (Dann erhalten wir mit [ag; co] und [co; be] zwel

gleich grofe Teilintervalle der Léange (b — a)/4.)
Ist f(c2) - f(be) <0, so setzen wir ag = co und bz = by.

Andernfalls (also wenn f(c2) - f(by) > 0 und damit f(as) - f(c2) < 0 ist) setzen
wir ag = ao und b3 = c¢s.

(Wir haben also jetzt ein Teilintervall [as; b3] der Lénge (b — a)/4 gefunden, in
dem garantiert eine Nullstelle von f liegt.)

Schritt n: (Nach Voraussetzung gilt f(a,) - f(b,) <0.)



3.1. Bisektionsverfahren
48 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

: : an + by, L .
Wir definieren ¢, = . (Dann erhalten wir mit [a,;c,] und [c,; b,] zwei

gleich grofse Teilintervalle der Lange (b — a)/2™.)
Ist f(cn) - f(by) <0, so setzen wir a,1 = ¢, und b, 1 = b,.

Andernfalls (also wenn f(c,) - f(b,) > 0 und damit f(a,) - f(c,) < 0 ist) setzen

Wir a,11 = a, und b,,1 = c,.

(Wir haben also jetzt ein Teilintervall [a,,y1; b,11] der Lange (b — a)/2" gefunden,
in dem garantiert eine Nullstelle von f liegt.)

Abbruchkriterium /Stoppkriterium.: Wir wissen nach n Schritten des Bisektionsver-
fahrens, dass eine Nullstelle von f im Intervall [a,;1;b,41] der Lénge (b — a)/2"
liegt. Wir nehmen z = ¢, als Naherung dieser Nullstelle. Dann gilt |z — Z] <
(b—a)/2", well z,Z € [ant1, byt1], d.h. wir haben eine Ndherung z mit einer ma-
ximalen betraglichen Abweichung von (b — a)/2" vom exakten Wert z bestimmt.

Soll also eine Nédherung z einer Nullstelle z von f mit einer maximalen betragli-
chen Abweichung € > 0 vom exakten Wert z gefunden werden (d.h. dass fiir die
Néherung z der Nullstelle z hochstens |z — Z| < e gelten soll), so stoppen wir das
Verfahren sobald (b — a)/2" < ¢ ist, denn dann gilt nach Konstruktion fiir die
Néaherung z = ¢,

b—a

2n

z—=Z| = |z —cn| < < e,
weil z und ¢, beide im Intervall [a,1;b,41] der Lénge (b — a)/2" liegen.

Wir halten das Bisektionsverfahren nun als Algorithmus fest. Dabei nutzen wir
die Signum-Funktion (oder Vorzeichenfunktion)

—1 firx <0,
sgn: R — R, sgn(zx) = 0 firxz=0,
1 fiirx >0,

um zu vermeiden, dass sehr kleine Werte f(c¢,) « f(b,) vom Computer als 0 inter-
pretiert werden.

Verfahren 3.3. (Bisektionsverfahren)

Voraussetzungen: Die Funktion f sei stetig auf dem Intervall |a;b], und es
gelte f(a) - f(b) < 0. (Dann hat f mindestens eine Nullstelle z in |a;b|.)

Sei € > 0 die absolute Fehlerschranke fir die Ndaherung der Nullstelle.

Initialisierung: Seten a1 = a und by = b.
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Algorithmus: Firn =1,2,3,... fihre die folgenden Schritte aus
a, + b,
7

(2) Fulls sgn (f(cn)) - sgn (f(bn)) < 0 ist, setze a1 = ¢, und b, 1 = by,.
Andernfalls setze a,q1 = a, und b, = c,.

(1) Definiere ¢, =

bis byi1 — a1 < € qilt.

h—
(Wegen by — a1 = Qna, bricht der Algorithmus nach endlich vielen

Schritten ab.)

Dann ist z = ¢, aus dem letzten Schritt des Algorithmus eine Ndherung der
Nullstelle z mit dem betraglichen absoluten Fehler |z — z| < e.

Jede Durchfithrung der Anweisungen (1) und (2) in Verfahren nennt man
einen Iterationsschritt. Bricht der Algorithmus nach n Schritten ab, so sagt
man, dass der Algorithmus nach n Iterationsschritten die gewiinschte absolute
Fehlerschranke erreicht hat.

Betrachten wir ein Beispiel

Beispiel 3.4. (Bisektionsverfahren)
Gesucht ist eine Naherung der groften Nullstelle der Funktion

f R=R  fla)=2-2—-1=2("—-1)—1,

mit der absoluten Fehlerschranke € = 0,001 = 1073.

Der Graph der Funktion f ist in Abbildung gezeichnet. Als Polynom ist f
beliebig oft differenzierbar und insbesondere stetig. Es gilt

f(2)=2(2°-1)—-1=61>0,
f)y=1(1"-1)—-1=-1<0.

Wegen f(1) = —1 < 0 < f(2) = 61 liegt nach dem Zwischenwertsatz eine
Nullstelle von f in dem Intervall [a;b] = [1;2].

Warum liegt im Intervall [1;2] nur die grofte Nullstelle von f und keine weitere
Nullstelle von f7? Um dieses nachzuweisen, berechnen wir die Ableitung von f:

flz)=62"—1
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n n bn ¢ | bu—ca f(en) f(bn) | f(bn) - flcn)
1 || 1,00000 | 2,00000 | 1,50000 | 0,50000 8,89-10° | 6,10 - 10* 5,42 - 102
2 || 1,00000 | 1,50000 | 1,25000 | 0,25000 1,56 -10° | 8,89-10° 1,39 - 10
3 || 1,00000 | 1,25000 | 1,12500 | 0,12500 | —9,77-1072 | 1,56 -10° | —1,53 107}
4 | 1,12500 | 1,25000 | 1,18750 | 0,06250 6,17-1071 | 1,56 - 10° 9,65-107!
o || 1,12500 | 1,18750 | 1,15625 | 0,03125 2,33-1071 | 6,17- 1071 1,44 -107¢
6 || 1,12500 | 1,15625 | 1,14063 | 0,01563 6,16-1072 | 2,33 - 107! 1,44 - 1072
7 1 1,12500 | 1,14063 | 1,13281 | 0,00781 | —1,96-107% | 6,16 -1072 | —1,21 - 1073
8 || 1,13281 | 1,14063 | 1,13672 | 0,00391 2,06-1072 | 6,16 - 1072 1,27-1073
9 || 1,13281 | 1,13672 | 1,13477 | 0,00195 4,27-107* | 2,06 - 1072 8,80-107°
10 || 1,13281 | 1,13477 | 1,13379 | 0,00098 | —9,60 - 1073 | 4,27 -10~* | —4,10-107°

Tabelle 3.1: Bisektionsverfahren zur Berechnung der groften Nullstelle der Funk-
tion f(x) = 2% — 2 — 1 mit den Startwerten a; = 1 und b; = 2.

Fiir die Ableitung gilt
flx)=62"-1>6-1"-1=5>0 firallex > 1.

Also ist f auf den Intervall [1; 00| streng monoton wachsend. Daraus folgt, dass
f in [1;00[ hochstens einmal die z-Achse schneidet und damit héchstens eine
Nullstelle in [1; 00| hat. Daher enthélt das Intervall [1; 2] nur genau eine Nullstelle
von f, und diese ist die einzige Nullstelle von f in [1; 00[ und damit die grofste
Nullstelle von f.

Wir fihren daher das Bisektionsverfahren mit den Startwerten a; = @ = 1 und
by = b = 2 durch. Die Werte fiir a,, b,, ¢, und b, — ¢,, sowie f(¢,), f(b,) und
f(by) - f(cy) fir n = 1,2,...,10, sind in Tabelle angegeben. Dabei wurden
ay, by, ¢, auf eine 6-stellige Gleitkommadarstellung gerundet, und b,, — ¢, wurde
auf 5 Nachkommastellen gerundet angegeben. Die Werte von f(c,) und f(b,,) bzw.
f(by)- f(c,) wurden dabei nur auf eine 3-stellige Gleitkommadarstellung gerundet
angegeben, da hier nur die Grofsenordnung bzw. das Vorzeichen interessant sind.

Wir sehen, dass im 10-ten Schritt gilt
‘Z - ClO| S blO — C10 — 0,00098 S 0,001

Also wird die absolute Fehlerschranke e = 0,001 = 1073 nach 10 Iterationsschrit-
ten erreicht. Wir erhalten als Néherung fiir die (grofste) Nullstelle von f nach 10
[terationsschritten c;g = 1,13379. (Zum Vergleich: Der auf eine 10-stellige Gleit-

kommadarstellung gerundete Wert der Nullstelle ist z = 1,134724138.) &
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—

flx) =2 -z —1

Vv

Abb. 3.2: Graph der Funktion f: R = R, f(z) =2° — 2 — 1.

Frage: Was kann man allgemein iiber den absoluten Fehler z — z der Nahe-
rung z = ¢, nach n Iterationsschritten aussagen?

Wir starten bei dem Bisektionsverfahren mit dem Intervall [a;b] = [aq;b1] der
Lange b — a. In jedem Iterationsschritt wird die Intervalllinge halbiert:

Nach einem Iterationsschritt erhalten wir also ein Intervall [as; bo] der Lénge

b—a
bg—agz 5 .

Nach zwei Iterationsschritten erhalten wir also ein Intervall [ag; b3] der Lénge

b—a)/2 b—a
b3—a3:( 2)/ = 22 .

Nach n Iterationsschritten erhalten wir also ein Intervall [a,1;b,11] der Lange

b—a)/2" ' b—a
anrl — Ap41 = ( 2)/ = on
und wir wissen, dass die unbekannte Nullstelle z in diesem Intervall liegt, also
2 € [ans1; bpy]. Daher gilt fiir die Ndherung ¢, (welche entweder gleich a,,11 oder
gleich b, 41 ist und damit insbesondere in [a,1; b, 1] liegt)

b—a
‘Z_Cn| Sbn+1_an+1 = on
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Wenn die absolute Fehlerschranke ¢ fiir die Ndherung der Nullstelle z vorgegeben

ist, so konnen wir aus
b—a

|z — | < <e¢

berechnen, nach wie vielen Iterationsschritten die absolute Fehlerschranke ¢ ga-
rantiert erreicht wird:

b— _
ZCLSS 2N = b—a<e 2" e < b a§2“:eln(2)n
! £
h—
In(.) b—a m( a)
n(- — c
1 < In(2) - :1In(2 — 7 <

— n( . >_ n(2)-n n(2) = n(2) <n,

wobei wir bei der Umformung von der ersten in die zweite Zeile genutzt haben,
dass der natiirliche Logarithmus In streng monoton wachsend ist und das Anwen-
den von In daher eine Aquivalenzumformung ist und die Richtung der Ungleichung
(wegen des streng monotonen Wachstums von In) erhalten bleibt.

<b_a>

In

£

>N it e <el 1
n > n(2) gilt |z —c,| <e (3.1)

Fiir jedes

Beispiel 3.5. (Iterationszahl im Bisektionsverfahren)
Wir betrachten die Funktion

f:R—=R, flx)y=a2—2—-1=2("-1)—1,

deren grokte Nullstelle in Beispiel [3.4] mit dem Bisektionsverfahren mit den Start-
werten a; = a = 1 und by = b = 2 angenahert berechnet wurde. Die absolute
Fehlerschranke e = 0,001 = 1073 wurde nach 10 Iterationsschritten erreicht.

Welche Information liefert uns (3.1)) iiber die Anzahl der Iterationsschritte, nach
denen die absolute Fehlerschranke ¢ = 1073 spiitestens garantiert ist? Nach

| 2—-1
n [ —

0,001/ In(10%) . 097
~—  In(2)  In(2) 7V

n

also nach (spétestens) 10 Iterationsschritten, ist die absolute Fehlerschranke & =
0,001 = 1073 garantiert erreicht. Die theoretischen Uberlegungen bestéitigen also,
was wir bereits in Beispiel [3.4 beobachtet hatten. &
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3.2 Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren berechnet eine Folge von Naherungen einer Nullstelle ei-
ner stetig differenzierbaren Funktion mit Hilfe der Tangenten an den Graphen der

Funktion. Das Newton-Verfahren ist in Abbildung [3.3] illustriert und funktio-
niert im Detail wie folgt:

Sei f :]a;b|— R eine stetig differenzierbare Funktion, die in einen Punkt z €
Ja; b eine Nullstelle hat, also f(z) = 0. Als Startwert fiir das Newton-Verfahren
brauchen wir einen hinreichend gute Naherung z fiir die Nullstelle z. Diese
Néaherung xy kann zum Beispiel mit Hilfe eines Plots des Graphen von f bestimmt
werden.

Wir betrachten nun die Tangente in (xg; f (:1:0)) an den Graphen und be-
stimmen deren Schnittpunkt mit der x-Achse. Da die Tangente in (a:o; f (:z:o))
an den Graphen dicht bei z( eine gute Naherung der Funktion f ist, erwarten wir,
dass der Schnittpunkt x; dieser Tangente mit der x-Achse eine verbesserte Néhe-
rung der Nullstelle z ist.

Die Tangente in (zg; f(z9)) an den Graphen von f ist durch das lineare
Taylor-Polynom mit dem Entwicklungspunkt z (vgl. Satz[1.20) gegeben:

pi(z) = f(zo) + f'(x0) (2 — 20)

Fiir die neue (verbesserte) Ndherung z; der Nullstelle z gilt pi(z1) = 0, da x;
als Schnittpunkt des linearen Taylor-Polynoms p; mit dem Entwicklungspunkt xg
mit der x-Achse gegeben ist. Wir suchen also xy mit

pi(z1) = f(zo) + f'(w0) (21 — x0) = 0, (3.2)

wobei wir bendtigen, dass die Ableitung f'(zg) # 0 ist. (Falls f'(x¢) = 0 gilt, ist
die Tangente parallel zur z-Achse und schneidet diese nicht, oder die Tangente ist
identisch mit der z-Achse, falls f(x¢) = 0 ist. Im letzteren Fall ist der Startwert
xo aber bereits eine Nullstelle von f.) Auflésen von (3.2) nach x; liefert:

f (o) 4 f'(w0) (21 — 20) = 0 = [ (o) (21 — w0) = — f(20)

f'(0) £0 f (o) (o)
& —xg = — — = z0 —
T T ) TR )
Die neue Naherung x; fiir die Nullstelle ist also gegeben durch
1 = Ty — f(.%'()) (33)

f/(w)
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y
p1 = Tangente in (1170, f(x()))

0.5

-1.5

f(z) = 2% — 227

Abb. 3.3: Illustration des Newton-Verfahrens: Fiir den Startwert xy = 1 legen
wir die Tangente p; an den Graphen im Punkt (xg; f (xo)) = (1;—1). Die neue
Néaherung x; fiir die Nullstelle ist der Schnittpunkt der Tangente mit der z-Achse.

Wir konnen diese Vorgehensweise wiederholen, wobei wir nun eine verbesserte
Néaherung von xp fiir die Nullstelle z berechnen wollen. Dazu ersetzen wir

durch die neue Néaherung x5 und den Startwert xy durch z; und erhalten somit
aus (3.3) als Formel fiir die neue Néherung

T9 — X1 — f(xl) .
f'(x1)
Setzt man dieses Verfahren fort so erhalt man nach n + 1 Schritten:
f(xn)

n

Wir halten das Newton-Verfahren als Algorithmus fest.
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Verfahren 3.6. (Newton-Verfahren)

Sei f :]a;b| — R eine stetig differenzierbare Funktion, und sei xq eine gu-
te Néiherung fiir eine Nullstelle z von f (d.h. es gilt f(z) = 0). Weiter gelte
f'(x) # 0 fir alle x dicht bei z. (Insbesondere gilt dann fiir einen guten Start-
wert xo auch f'(xg) # 0.) Das Newton- Verfahren berechnet Néiherungen fiir
die Nullstelle z mit dem folgenden Iterationsverfahren:

T
n

n=012... (3.4)

Man bezeichnet die im Newton-Verfahren berechneten Naherungen x, auch als
die Iterierten (des Newton-Verfahrens). Jede Berechnung einer neuen Néherung
T, ist ein Iterationsschritt.

Betrachten wir zunachst ein Beispiel.

Beispiel 3.7. (Newton-Verfahren)
Gesucht ist eine Ndherung der groften Nullstelle der Funktion

f:R—=R, flx)=2%—2—1,

die bereits in Beispiel betrachtet wurde (siche auch Abbildung [3.2). In Bei-
spiel hatten wir nachgewiesen, dass die grofste reelle Nullstelle z im Intervall
[1; 2] liegt. Wir nehmen daher als Startwert fiir das Newton-Verfahren xy = 1,5.

Die Ableitung von f ist durch
fl(x)=62"—1
gegeben, und somit lautet die Formel fiir das Newton-Verfahren:

f(zy) :cg —x, — 1
Tn =Tn — =Tp — 47 = 1 >
“ Fixy) 620 — 1

In Tabelle B.2l wurden die ersten 6 Iterationsschritte berechnet. Aufer den Né&-
herungen z,, der Nullstelle z wurden die Funktionswerte f(z,) angegeben. In
der beiden letzten Spalten der Tabelle wurden in der Zeile fiir x,, der absolute
Fehler z — x,,_1 der vorherigen Naherung x, 1 und zusétzlich x,, — z,,_1 angege-
ben. Die Iterierten z,, wurden auf eine 9-stellige Gleitkommadarstellung gerundet
angegeben. Die Werte fir f(z,), z, — 5,1 und z — x,_; wurden dagegen auf
eine 3-stellige Gleitkommadarstellung gerundet, da hier nur die Grokenordnung
interessant ist.

n=20,1,2,...



3.2. Newton-Verfahren

56 © Kerstin Hesse, Universitiit Paderborn

n Ty, f(zy) Ty — Tpo1 2 — Tp_q

0 1.5 8,89 - 10!

1| 1,30049088 | 2,54 - 10" | —2,00-107' | —3,65- 107"

2 |/ 1,18148042 | 5,38 - 10~* | —1,19-107"' | —1,66 - 10"

31/ 1,13945559 | 4,92 -1072 | —4,20-1072 | —4,68 - 102

4 1,13477763 | 5,50 - 10~* | —4,68-1073 | —4,73 - 1073

51 1,13472415 | 7,11-107% | —=5,35-107> | —5,35-107°

6 | 1,13472414 [ 1,55-107% | —=6,91-107? | —6,91 - 10~*

Tabelle 3.2: Newton-Verfahren zur Berechnung der groften Nullstelle der Funk-
tion f(z) = 2% — x — 1 mit dem Startwert zy = 1,5.

Der auf eine 10-stellige Gleitkommadarstellung gerundete Wert der Nullstelle ist

z = 1,134724138, und wir sehen, dass die Naherung x¢ = 1,13472414 bereits 8
signifikante Ziffern hat.

Wir werden noch sehen, dass z,, — x,,_1 eine gute Naherung fiir den absoluten
Fehler z — x,_; liefert. Da bei einer unbekannten Nullstelle z der absolute Fehler
2z — x, nicht direkt zu berechnen ist, ist es wichtig einen guten Naherungswert fiir
diesen zu haben, denn nur dann kénnen wir eine Aussage dariiber treffen, wann
die Naherung x,, die gewiinschte absolute Fehlerschranke vermutlich erreicht hat.
— An der letzten Spalte lesen wir ab, dass sich der absolute Fehler des Newton-
Verfahrens zunéchst bei n = 1,2,3 nur moderat verkleinert, wohingegen er ab
n = 4 rasant abnimmt. &

Was kann man iiber den absoluten Fehler des Newton-Verfahrens aussagen?
Der Satz von Taylor (siehe Satz liefert uns fiir die Darstellung von f(z,)
durch das konstante Taylor-Polynom mit dem Entwicklungspunkt x = z, dass es
ein z, zwischen z,, und z gibt, so dass gilt

flxn) = f(2) + f'(20) (x0 — 2).
Da f(z) = 0 ist folgt
f(an) = f'(z0) (2 — 2),

und Auflésen nach z — z,, liefert:

Flan) = f'zn) (@ —2) &K




3. Nullstellenberechnung

(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 57
f(z,) —f(xn)
— — = —(z, — 2 — 2 — Ty =
PG ) SN

Ist x,, dicht genug bei z, so folgt fiir z,, (welches zwischen x,, und z liegt) z, ~ z,
und somit f'(z,) =~ f'(z,). Damit erhalten wir:

JR :_f(xn)z_f(xn):x_f(xn)_x —zo—x
n f/(zn) f/<37n) n f/<37n) n n+ n
= Tpi1

Also gilt, falls z,, dicht genug bei z liegt fiir den absoluten Fehler von x,,:

Fehler(x,) = z — x, = Tpe1 — Ty (3.5)

Da die Nullstelle z in der Regel nicht bekannt ist, kann man den absoluten Fehler
Fehler(x,) = z — x, nicht direkt berechnen. Formel ({3.5)) ist sehr hilfreich, um
Fehler(x,) = z — x,, ndherungsweise mit Fehler(x,) ~ x, 11 — x, zu berechnen.

Beispiel 3.8. (absoluter Fehler des Newton-Verfahrens)
Betrachten wir die Funktion

f:R—R, fx)=2%—2—1,

deren grofste Nullstelle in Beispiel mit den Newton-Verfahren angenéhert be-
rechnet wurde. In den letzten beiden Spalten von Tabelle [3.2) zu Beispiel [3.7] lesen
wir ab fiir n > 3 ab:

z— a3 = —4,73-1073, 24— 13 = —4.68-1073,
z—1x4=-535-107", T — 24 = —5,35-107°,
Zz— x5 = —6,91-1077, Te — T5 = —6,91 - 1077,

Wir sehen, dass die Naherung Fehler(z,) = z—x, ~ x,.1— 2, in (3.5)) in diesem
Beispiel bereits ab n = 3 relativ gute Naherungen fiir den absoluten Fehler von
x, liefert. &

Wir wollen nun das Verhalten des absoluten Fehlers des Newton-Verfahrens
weiter untersuchen. Dazu setzen wir voraus, dass die Funktion f :]a; b — R, deren
Nullstelle z wir berechnen wollen, zweimal stetig differenzierbar ist und dass
fiir die Ableitung in der Nullstelle z gilt

f'(z) #0. (3.6)
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Die Bedingung ({3.6)) bedeutet, dass die Tangente an den Graphen vom f im Punkt
z nicht parallel zur z-Achse ist. Wegen der Stetigkeit der Ableitung f’ folgt daraus,
dass f'(x) # 0 fiir alle x gilt, die dicht genug bei z liegen.

Wir nutzen nun den Satz von Taylor (siehe Satz|1.23)), um f(z) durch das lineare
Taylor-Polynom von f mit dem Entwicklungspunkt x,, plus Restglied darzustellen.
Nach dem Satz von Taylor gibt es ein z, zwischen z und x,,, so dass gilt

F(2) = () + F'(a) (2 = 1) + 5 () (2 = )2 (3.7
Da z eine Nullstelle von f ist, gilt f(z) = 0, und somit folgt aus
0= Fl) + /@) (2 = ) + 5 () (= — 72" (3.8)

Wir teilen in (3.8) durch f/(x;) # 0 und formen weiter um:

_ [ B 1) o
0= ey T TR iy B

_ f(zn) f"(zn)
= 0=2z2— \<xn — f’(fl?n))JJr 2 ) (2 — ,)*
— OZZ—$n+1+%(Z_$n)2
= =g G = [T o

Also gilt fiir den absoluten Fehler von x,1
Fehler(z,1) = 2 — X1 = [;;:/((;n))] (z —x)? . (3.9)

= [Fehler(z,)]?

Falls x, dicht bei z liegt (und damit auch z, dicht bei z liegt) so gilt in (3.9)
angenahert:

TP )
2 i) "2 fe) M

(3.10)

Setzt man ([3.10)) in (3.9) ein, so erhdlt man angenéhert:

Fehler(z, 1) = 2z — zp1 = M (2 — z,)* (3.11)
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Multiplikation von (3.11)) mit M liefert

M (2= 2pp1) = M? (2 — 2,)% = [M (2 — 2,)]". (3.12)

Sind alle Naherungen z,, n = 0,1,2,... dicht bei z, so dass (3.10) fiir alle n =
0,1,2,... gilt, so folgt durch wiederholte Anwendung von (3.12)):

M(z—xp41) = [M (z — :I:n)}2 ~ [M (z — :cnfl)]z = [M (z — 5(:7%1)}4

[M (z — I’n_g)}z- = [M (z — xn_z)f = [M (z — l"n_g)}ZS

Q

2n+1

SRS [M(Z_xl)]Qn% [M(z—xo)}

Also erhalten wir, falls alle x,,, n = 0,1,2, ..., dicht bei z liegen:

n

M(z—xz,)~ [M(z—x)]", n=012... (3.13)

Aus (3.13)) folgt, dass der absolute Fehler von z,, gegen 0 strebt, wenn gilt

|M (2 —z0)| < 1 = |z — x| <

! | 2/12) (3.14)

M~ | =f"(x)|

Wir sehen an (B.14)), dass der Startwert x sehr dicht bei z liegen muss, wenn |M |
sehr grof ist. Wird der Startwert z( also nicht hinreichend dicht bei z gewahlt,
so dass nicht erfiillt ist, so wird das Newton-Verfahren normalerweise nicht
gegen die Nullstelle z konvergieren.

Wie man einen guten Startwert xy wahlt, hangt vom konkreten Beispiel ab: Dieses
kann durch Zeichnen des Graphen der Funktion passieren, oder der Startwert ist
bei praktischen Anwendungen durch physikalische Uberlegungen zu der Problem-
stellung gegeben. Liegt kein guter Startwert vor, so kann es sinnvoll sein, zunéchst
ein paar Schritte mit dem Bisektionsverfahren durchzufiihren, um einen besseren
Startwert zu erhalten.

Wir illustrieren die vorherigen theoretischen Uberlegungen an einem Beispiel.

Beispiel 3.9. (absoluter Fehler des Newton-Verfahrens)
Betrachten wir die Funktion

f:R—=R, flz)=a%—2 -1,
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deren grofte Nullstelle in Beispiel mit den Newton-Verfahren angenahert be-
rechnet wurde. Die erste und zweite Ableitung dieser Funktion sind

fl(r) =62" -1, f"(z) = 302"

Wenn z,, dicht bei der Nullstelle z = 1,134724138 ist, dann erhalten in (3.10]) wir
(mit Rundung auf eine 3-stellige Gleitkommadarstellung)

/i . 4
M= f(z): 30 z - o4
2f(z) 2(62°—1)
also M = —2,42. Nach (3.11)) gilt dann
Fehler(z,41) = 2 — 21 = M (2 — 1,)* = —2,42 (2 — 2,,)*. (3.15)

Betrachten wir beispielsweise n = 3 mit z — z3 = —4,73 - 1073 (vgl. Tabelle [3.2).
Dann sollte nach (3.15)) gelten (mit Rundung auf eine 3-stellige Gleitkommadar-
stellung)

Fehler (1) = 2 — x4 & —2,42 (z —w3)> = =242 (= 4,73-107%)* = —5,41- 107",

In Tabelle [3.2] finden wir 2 — 24 = —5,53 - 107°. Bereits fiir n = 4 liefert (3.15)
also eine gute Vorhersage fiir den absoluten Fehler.

Untersuchen wir noch, ob die Konvergenzbedingung ({3.14)) an den Startwert in
diesem Beispiel erfiillt ist: Wir finden

1
2 — @] = |1,134724138 — 1,5| = 0,365 < il = 0,414,

d.h. die Konvergenzbedingung war fiir unseren Startwert xq = 1,5 erfiillt. &

Wir halten in einer Bemerkung fest, was wir iiber die Konvergenz des Newton-
Verfahrens gelernt haben:

Bemerkung 3.10. (Konvergenz des Newton-Verfahrens)

Sei f :]a; b[ — R eine stetig differenzierbare Funktion mit einer Nullstelle z in
Ja; b, und es sei f'(2) # 0. Dann gelten:

(1) Falls der Startwert zy des Newton-Verfahrens ,,dicht genug* bei z liegt,

konvergiert das Newton-Verfahren gegen z, also lim z, = z.
n—0o0
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(2) Falls die Iterierten x,, dicht genug bei z liegen, gilt fiir den absoluten
Fehler die Ndherung

Fehler(z,) = z — x, = 41 — Tp.

(3) Falls f sogar zweimal stetig differenzierbar ist und falls die Iterierten x,,
dicht genug bei z liegen, gilt fiir den absoluten Fehler

—["(2)
2f'(2)

Das Newton-Verfahren konvergiert normalerweise gegen z, wenn
der Startwert xq die folgende Bedingung erfiillt:

1 |2f'(2)
|z — mo| < M) ‘—f”(z)

Fehler(z,) = z — o, & M (2 — ,_1)* mit M =

3.3 Sekantenverfahren

Beim Sekantenverfahren wird die Naherung der Nullstelle einer stetig differen-
zierbaren Funktion mit Hilfe von zwei Néherungen und der Sekante durch die
beiden zugehorigen Punkte auf dem Graphen bestimmt. Genauer funktioniert

dieses wie folgt (siche auch Abbildung [3.4)):

Sei f :]a; b — R eine stetig differenzierbare Funktion mit einer Nullstelle z, also
f(z) = 0. Seien xy und x; zwei Naherungswerte fiir z. Diese kénnen entweder
beide auf einer Seite der Nullstelle liegen oder auf gegeniiberliegenden Seiten der
Nullstelle. Wir legen nun die Sekante durch die beiden Punkte (zo; f(xo)) und
(xl; f (:L‘l)) auf dem Graphen von f und bestimmen deren Schnittpunkt zs mit
der z-Achse. Dieser Schnittpunkt ist die neue Naherung fiir die Nullstelle z.

Die Gleichung der Sekante ist

f(x1) — f(x0)

X1 — Xo

p(x) = f(z1) + (= 2).

(Es liegt ein Polynom ersten Grades vor, und in der Tat gelten p(x1) = f(x1) und
p(zo) = f(z1) + (f(z1) = f(z0)) - (1) = f(wp).) Wir l6sen p(z2) = 0 nach z
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p = Sekante

Abb. 3.4: Tllustration des Sekantenverfahrens: Fiir die Startwerte zo = —0,5 und
x1 = 1,5 legen wir die Sekante p durch (xo;f(xo)) und (:Ul;f(xl)). Die neue
Néaherung x, fiir die Nullstelle ist der Schnittpunkt der Sekante mit der z-Achse.

auf, um die Schnittstelle x5 der Sekante mit der z-Achse zu bestimmen:

f(x1) — f(x0)

0=p(wa) = flw) + = —— (22— =)
= fa=! (‘”;3 - f“ (2 =)
— —f(x1) - e = flag) 270
<~ 331—f(£131)' i — = T3

f(@1) = f(@o)
Also erhalten wir als neue Naherung fiir die Nullstelle

X1 — Xo

f(@1) = f(xo)

To = X1 — f(a:l) : (316)
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Wir wiederholen diese Vorgehensweise mit den beiden Naherungen x; und x5 fiir
die Nullstelle z und erhalten als Schnittpunkt der Sekante durch (3:1, f (a:l)) und

(2, f(z2)) mit der z-Achse (ersetze in (3.16) jeweils x5 durch @3, z1 durch z,
und xg durch x7)

f(x2) — f(z1)

Wir kénnen diese Vorgehensweise nun mit den Néaherungen x5 und z3 fiir die Null-
stelle z fortsetzen. Das Wiederholen dieses Prozesses liefert nach n — 1 Schritten

T3 = T — f(ﬂfg) : (317)

Lp — Tp—1

f@n) = fan1)
(Nattrlich sind (3.16]) und (3.17) als Sonderfille von (3.18) fiir n = 1 baw. n = 2

in (3.18)) enthalten.) Wir halten das Sekantenverfahren als Algorithmus fest.

Tpa1 = Ty — fT) - (3.18)

Verfahren 3.11. (Sekantenverfahren)

Sei f :]a; bl — R eine stetig differenzierbare Funktion, die in z eine Nullstelle
hat, und seien xo und x1 zwei verschiedene (hinreichend gute) Niherungswerte
fur die Nullstelle z. Das Sekantenverfahren berechnet Ndherungen fiir die
Nullstelle z mit dem folgenden Iterationsverfahren

Lp — Tp—1

f(@n) = flan-1)’

Tpy1 = Tp — f(xy) - n=12.... (3.19)

Das Sekantenverfahren ist ein zweistufiges Iterationsverfahren, weil zur Berech-
nung der neuen Naherung x,.1 zwei Naherungswerte x,, und z,_; bendtigt wer-
den. Das Bisektionsverfahren ist ebenfalls ein zweistufiges Iterationsverfahren.
Allerdings konvergiert das Sekantenverfahren normalerweise deutlich schneller als
das Bisektionsverfahren. — Das Newton-Verfahren ist dagegen ein einstufiges Ite-
rationsverfahren, da zur Berechnung der neuen Naherung x,,1 nur die Naherung
x, bendtigt wird.

Betrachten wir als Beispiel wieder die Funktion, deren grofite Nullstelle in den
Beispielen [3.4] und [3.7] bereits mit den Bisektionsverfahren bzw. mit dem Newton-
Verfahren bestimmt wurde.

Beispiel 3.12. (Sekantenverfahren)
Gesucht ist eine Naherung der gréfsten Nullstelle der Funktion

f:R—=R, flz)=a%—2 -1,
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n Ty, f(zy) Ty — Ty 2 — Tp_q
0 || 2,00000000 6,1 - 10"

1 || 1,00000000 | —1,0-10° | —1,0-10°

21 1,01612903 | —9,15-10"' | 1,61-107%2| 1,35-107"
31 1,19057777 | 6,57-107'| 1,74-107'| 1,19-107!
41 1,11765583 | —1,68-10"1| 7,29-1072| 5,59-102
51 1,13253155 | —2,24-1072| 1,49-1072| 1,71-1072
6| 1,13481681 | 9,54-107*| 2,29-1073| 2,19.1073
7|/ 1,13472365 | —5,07-107% | —9,32-107° | —=9,27-107°
8 | 1,13472414 | —1,13-107° | 4,92-1077| 4,92-1077

Tabelle 3.3: Sekantenverfahren zur Berechnung der grokten Nullstelle der Funk-
tion f(x) = 2% — x — 1 mit den Startwerten zyp = 2 und z; = 1.

die bereits in Beispiel [3.4] und [3.7] betrachtet wurde. In Beispiel [3.4 hatten wir uns
tiberlegt, dass die grofte Nullstelle im Intervall [1; 2] liegt. Wir nehmen daher als
Startwerte fiir das Sekantenverfahren x¢g = 2 und z; = 1.

Die Iterierten x,, sind fiirn = 0,1,2,...,8 in Tabelle auf eine 9-stellige Gleit-
kommadarstellung gerundet aufgelistet. Weiter sind in Tabelle in der Zeile fiir
x, der Funktionswert f(x,), der absolute Fehler z — x,,_1, sowie x,, — x,_1 als
Néaherung fiir z — x,_1 jeweils auf eine 3-stellige Gleitkommadarstellung gerundet
angegeben.

Die gesuchte Nullstelle ist z = 1,134724138, und wir sehen, dass die Naherung
xg = 1,13472414 bereits 8 signifikante Ziffern hat.

An der zweitletzten Spalte beobachten wir (wie auch beim Newton-Verfahren),
dass der absolute Fehler zunédchst nur langsam abnimmt, aber dann ab n = 5
rasant keiner wird. &

Die Fehleranalyse des Sekantenverfahrens ist mathematisch komplizierter als die
des Newton-Verfahrens, und wir geben daher nur die Ergebnisse an. (Fir die
Herleitung dieser Ergebnisse siche beispielsweise [4, Teilkapitel 5.3.1].)

Bemerkung 3.13. (Konvergenz des Sekantenverfahrens)

Sei f :]a;b] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit einer Null-
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stelle z, also f(z) =0, und sei f'(z) # 0.

(1) Wenn zy und z; dicht genug bei der Nullstelle z liegen, dann konver-
giert das Sekantenverfahren gegen z, und es gilt

f”(Z) r—1 B . ' B —f”(Z)
2y M mit M=gE

wobei 7 = (v/5 + 1)/2 = 1,62. Fiir z,, dicht genug bei z gilt daher

i |Z - mn—kl‘ _
11m =
n—00 ‘z — gjn|7”

|2 — Zpr| & Mg —z,|" mit 7= (V5+1)/2=162. (3.20)
(2) Aus folgt durch Multiplizieren mit |M |
(M| |2 = zppa| = (|M| |z —2,])" mit r=(V5+1)/2=1,62,
und wiederholte Anwendung dieser Formel liefert
(M| |z = zpa] = (M| ]z —2])" mit r=(/5+1)/2 =162

Da r" mit wachsendem n beliebig grofs wird, kann man nur erwarten,
dass das Sekantenverfahren konvergiert, wenn fiir x; gilt

1 ‘ 2 /(2)

|MHZ—ZE1‘<1 <~ |Z—5L‘1‘< = —f”(Z) .

| M|
(3) Aus (3.20)) folgt fiir z,, dicht genug bei z eine Naherung fiir den ab-
soluten Fehler von z,,_1:

(3.21)

Fehler(z, 1) =2z — xp1 =z — Tpy (3.22)

Wir machen uns die Informationen zur Konvergenz an Beispiel klar.

Beispiel 3.14. (Sekantenverfahren)
In Beispiel |3.12] wurde die grokte Nullstelle z = 1,134724138 der Funktion

f:R—=R, flx)=2%—2 -1,

mit dem Sekantenverfahren mit den Startwerten xy = 2 und x; = 1 berechnet.
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Wir haben die Konstante

—f"(z2) -30zt _
M = = = —242 — M| = 242.
2f(z) 2(62°—1) ’ M| =2

In Tabelle [3.3] lesen wir ab:

|z — a5 =2,19-107% und |z —ay| =1,71-107%
Daher gilt fiir die rechte Seite in (3.20) mit n = 4
IM|" |z — ay|" = (2,42)%92. (1,71 - 107302 = 2,37 . 1073,
Die Naherung (3.20)) ist also bereits fiir n + 1 = 5 ziemlich gut erfiillt.
Wie sieht es mit der Konvergenzbedingung (3.21)) aus? Wir erhalten fiir x; = 1

1
2 — 2| = |1,134724138 — 1] = 0,135 < Wil = 0,414,

d.h. die Konvergenzbedingung war fiir unsere Startwerte erfiillt.

Betrachten wir noch ([3.22)) exemplarisch fiir n = 5: In Tabelle [3.3] lesen wir ab,
dass gelten

Fehler(zs) = 2z — x5 = 2,19 - 107° und Te— T5 = 2,29 - 1073,

Also liefert x4 — x5 in der Tat eine gute Naherung fiir den absoluten Fehler der
Iterierten 5. Fiir n = 6 und n = 7 sind die Naherungen x,, — x,,_1 ~ 2z — x,,_1 in
Tabelle [3.3] 4hnlich gut. &

3.4 Vergleich des Newton-Verfahrens und des Se-
kantenverfahrens

Wir vergleichen das Newton-Verfahren und das Sekantenverfahren.

Beide Verfahren dienen zur Berechnung von Nullstellen stetig differenzierbarer
Funktionen f. In beiden Verfahren kommt eine typische Vorgehensweise der
numerischen Analysis zum Einsatz: Da das Problem der Nullstellenberech-
nung der Funktion f zu kompliziert ist, ersetzen wir es durch ein einfa-
cheres Problem, welches das urspriingliche Problem angenahert 10st.
Konkret wird die Funktion f durch eine lineare Funktion angenéahert, deren Null-
stelle nun bestimmt wird. (Beim Newton-Verfahren wird f durch die Gleichung
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der Tangente an den Graphen im Punkt (ZCn; f (xn)) einer gegebenen Naherung x,,
der Nullstelle bzw. beim Sekantenverfahren durch die Sekante durch die Punkte
([Cn_l; f(:nn_l)) und (CL‘n; f(xn)) fiir zwei Ndherungen x,,_; und z,, der Nullstelle
angendhert.) Wiederholung dieser Vorgehensweise fithrt auf ein konvergentes
Iterationsverfahren, wenn die Startwerte gut genug sind.

Wo liegen die Unterschiede und damit auch die Vor- und Nachteile der beiden

Verfahren?

Newton-Verfahren

Sekantenverfahren

Typ des Verfahrens

Einschrittverfahren, denn
Tpy1 wird nur unter Nut-
zung von x, berechnet.

Zweischrittverfahren,
denn x,.; wird unter
Nutzung von x, und x,,_4
berechnet.

ahnliche Voraussetzungen

ahnliche Voraussetzungen

(siehe Teilkapitel

K
oHvergenz an Startwert an Startwert
,Geschwindigkeit” schnellere Konvergenz als | langsamere Konvergenz
der Konvergenz Sekantenverfahren als Newton-Verfahren
Konvergenzordnun
& ® 2 r=(/5+1)/2 =162

Rechenaufwand zur
Berechnung von x,, 14
und Laufzeit

Zwei neue Funktionsaus-
wertungen f(x,), f'(z,)
sind erforderlich.

f" kann aufwendig zu be-
rechnen sein; daher kann
es sein, dass das Sekanten-
verfahren von der Laufzeit
her schneller ist.

Eine neue Funktionsaus-
wertung f(x,) ist erfor-
derlich  (denn  f(z,_1)
wurde bereits im vorigen
Schritt berechnet).

f" wird nicht benotigt;
daher kann die Laufzeit
trotz hoherer Iterations-
schrittzahl kiirzer sein als
beim Newton-Verfahren.

Es ist wichtig zu beachten, dass die Aussagen bzgl. der ,Geschwindigkeit der
Konvergenz grundsétzlicher Natur sind. Es gibt Beispiele, bei denen das Sekanten-
Verfahren schneller konvergiert als das Newton-Verfahren.
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3.5 Fixpunktiteration

In diesem Teilkapitel lernen wir eine allgemeine Theorie fiir Einschrittverfahren
kennen. Wir beginnen mit einem Beispiel.

Beispiel 3.15. (Nullstellenproblem als Fixpunktgleichung)

Wir betrachten die Gleichung

22 —-5=0 < 2*=5

—

b—ax’=0

QJ’2

1—-— =0

—
o

mit der positiven Losung z = v/5 = 2,2361 (und der negativen Losung —+/5).
Die Gleichung lasst sich wie folgt umformen:

r=>5+ax—a? (addiere:z:zu5—x2:0),

xr=—
x

X

2

(dividiere z? =5 durch = # O) ,

2
x:1+x—% (addierexzul—E:O),

2

Definieren wir nun die Funktionen

g1 : R =R,

g2 : R\ {0} = R,

1 5 1 1
xT=— (x + —> <multipliziere (13-24)) mit 3 und addiere dann 5 x) :
x

gl(aj) :5+I—$2,

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

2 (3.28)

(3.29)

(3.30)

so folgt aus (3.23)), (3.24)), (3.25)) und (3.26)), dass wir 22 —5 = 0 fiir z # 0 jeweils
als die ,Fixpunktgleichungen* g¢i(x) =z , k € {1,2, 3,4}, schreiben kiénnen.

Die Funktionen gy, k € {1,2,3,4}, mit ihren Fixpunkten z = /5 und Z = —/5
sind in Abbildungen [3.5| und [3.6] gezeichnet. Man findet die Fixpunkte einer Funk-
tion, indem man die Schnittpunkte des Graphen der Funktion mit der Winkelhal-

bierenden y = x bestimmt. @
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Grafische Bestimmung der Fix-
punkte: Man findet die Fixpunk-
te grafisch, indem man die Schnitt-
punkte des Graphen der Funktion
mit der Winkelhalbierenden y = x
(in braun gezeichnet) bestimmt.

£ (5, -V5)
g(z) = 5—|—_3m—m2

Abb. 3.5: Die Funktionen ¢;(z) = 5+z —2? und go(z) = 2 mit ihren Fixpunkten

z=1+/5und Z = —/5.

Definition 3.16. (Fixpunkt und Fixpunktgleichung)
Sei g : [a;b] — R eine Funktion.

(1) Die Gleichung g(x) = x nennt man eine Fixpunktgleichung.
(2) Ein z € |a;b] mit der Eigenschaft g(z) = z heifst ein Fizpunkt von g.

Beispiel 3.17. (Fixpunkte und Fixpunktgleichungen)

(a) Die Funktion g : R — R, g(x) = 22, hat genau zwei Fixpunkte, denn die
Fixpunktgleichung

gx) ==z = vt =g = 0=a2’—z=x(x—1)

hat genau die zwei Losungen £ = 0 und = = 1.

(b) Die Funktion g : R — R, g(z) = 2* — x + 2, hat keinen Fixpunkt, denn die
Fixpunktgleichung

gz) ==z = P —x+2=1x =

0=2—-2z2+2=*-2z2+1)+1=(z—1)72+1
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Abb. 3.6: Die Funktionen g3(x) = 14 x — %2 und g4()

Fixpunkten z = V5 und 2 = —/5.

= % (m + %) mit ihren

hat keine reelle Losung, da Quadrate > 0 sind und somit gilt (z—1)?+1 > 1.

(c) Die Funktion ¢ : R — R, g(z) = 2® + x, hat genau einen Fixpunkt, denn

die Fixpunktgleichung

g(z) == —

P 4r=x < 2 =0

hat nur die einzige Losung x = 0.

(d) Die Funktionen g1, g2, g3 und g4 aus Beispiel haben alle die zwei Fix-

punkte x = V5 und z = —/5.

Wie wir in Beispiel gesehen haben, kann man eine Nullstellengleichung auf

verschiedene Weisen in eine Fixpunktgleichung umformen.

)

Sei g eine stetige Funktion, die einen Fixpunkt z besitzt, also g(z) = z. Bei einer
Fixpunktiteration werden ausgehend von einem Startwert x(, der im Idealfall
bereits dicht bei z liegen sollte, Iterierte mit der Iterationsformel

Tnt1 = g(Tn),

n=012,...

(3.31)

berechnet. Unter geeigneten Voraussetzungen an g und den Startwert x (die wir
noch untersuchen werden) konvergiert die Fixpunktiteration (3.31) gegen
den Fixpunkt z. — Falls die Folge (x,),>¢ der Iterierten der Fixpunktiteration
konvergiert, also falls es ein 8 mit nlggo x, = 3 gibt, so muss dieser Wert 3
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ein Fixpunkt von g sein, denn wegen der Stetigkeit von g folgt
= lim x,.; = lim g(x,) =g (lim ZUn> = g(pB).
n—o0 n—oo n— o0

Wir untersuchen das Verfahren der Fixpunktiteration zunachst experimentell fiir
die verschiedenen Fixpunktgleichungen aus Beispiel [3.15] die alle die gleichen zwei
Fixpunkte V5 und —/5 haben. Danach lernen wir die Theorie der Fixpunktite-
ration kennen.

Beispiel 3.18. (Fixpunktiteration)

Wir versuchen die positive Losung z = v/5 = 2,236067977 der quadratischen

Gleichung 2> — 5 = 0 mittels Fixpunktiteration angenihert zu berechnen. Dazu

verwenden wir die vier Funktionen g;, g2, g3 und g4 aus Beispiel (siehe ([3.27]),
5

(3.28), (3.29) und (3.30)) in Beispiel [3.15)), deren Fixpunkte z = und Z = —v/5

sind. Wir berechnen also die folgenden Fixpunktiterationen:

Topr =5+x, —22  fir g(z)=5+2— 2% (3.32)
5 5

il = — fii = —, 3.33
Tpi1 . ir  go(x) " (3.33)

x? x?
Tpi1 =1+ x, — E” fir gs(z)=1+2x— = (3.34)

1 5 1 5
Tnt1 = 5 (xn + —n> fir g4(z) = 5 (:U + E) : (3.35)
Als Startwert verwenden wir jeweils xp = 2,5 mit einem relativen Fehler von

ungefahr 12 %. Fir k = 1,2, 3,4 sind die Iterierten x,; der Fixpunktiteration
Tpe1 = gr(xy,) firn =0,1,2,...,5 jeweils in Tabelle aufgelistet. Dabei wurde
auf eine 7-stellige Gleitkommadarstellung gerundet.

Basierend auf der Berechnung von z,, flirn = 1,2, ..., 6 lasst sich vermuten, dass
nur die Fixpunktiterationen fiir g3 und g4 gegen z = /5 konvergieren werden,
denn hier wird im sechsten bzw. dritten Iterationsschritt eine Naherung fiir den
Fixpunkt z = /5 mit sechs signifikanten Ziffern erreicht. Bei ¢; ist die Folge der
[terierten vermutlich unbeschrankt und divergiert. Bei g, pendelt die Folge der
[terierten immer zwischen 2,5 und 2 hin und her und ist somit ebenfalls divergent.

Mit der Theorie der Fixpunktiteration konnen wir das beobachtete Verhalten dann
auch erklaren. @&

Wir lernen nun die Theorie der Fixpunktiteration kennen.
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n x, fir ¢ x, fir g9 | x, fir g3 | x, fir g4
0 2,500000 2,5 2,500000 | 2,500000
1 1,250000 2 2,250000 | 2,250000
2 4,687500 2,5 2,237500 | 2,236111
3| —12,28516 2 2,236219 | 2,236068
4| —158,2102 2,5 2,236084 | 2,236068
5| —25.183,68 2 2,236070 | 2,236068
6 || —634.243.100 2,5 2,236068 | 2,236068
Tabelle 3.4: Fixpunktiteration fiir die Funktionen ¢, gs,93 und g, aus Bei-

spiel mit dem Startwert xy = 2,5.

a<g(r) <

Hilfssatz 3.19. (Bedingung fiir die Existenz eines Fixpunkts)
Sei g : [a;b] — R eine stetige Funktion mit der Eigenschaft, dass

b fir alle z € [a;b)].

Dann hat die Gleichung g(x) = x mindestens eine Losung in dem Intervall
la; b], d.h. die Funktion g hat in |a;b] mindestens einen Fixpunkt.

(3.36)

Beweis von Hilfssatz [3.19; Aus (3.36]) folgt:

a<g(z)<b firallex € [a;b] )—x
= a—x<g(r)—x<b—ua firallex € [a;] ’.(—1)
= r—a>x—g(x)>x—>b firallex € [a;] (3.37)

(Beachten Sie dabei, dass sich beim Multiplizieren mit (—1) alle Ungleichheits-
zeichen umkehren.) Wir definieren nun die Funktion

flz) =z —g(x).
Diese ist stetig, weil g stetig ist. Dann gilt wegen (13.37))

filab] = R,
r—a> f(r)>x—>b  firalle z € [a;b)],

und fiir x = a folgt 0 = a — a > f(a) und fir x = b folgt f(b) > b—b= 0. Also
gilt f(a) <0 < f(b). Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen (siehe
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Satz gibt es zu jedem y mit f(a) <y < f(b), also insbesondere zu y = 0,
einen Punkt z € [a;b] mit f(z) = y. Also gibt es ein z € [a;b] mit f(z) = 0
Wegen

0=f(z)=2—g(z) — z=yg(z)

ist dieses z ein Fixpunkt von ¢ im Intervall [a; b]. O]

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Fixpunktsatz formulieren.

Satz 3.20. (Fixpunktsatz)

Sei g :|c;d[— R eine stetig differenzierbare Funktion (d.h. g und g sind
stetig auf |c;d] ). Es seia;b] Cle;d[, und g habe die Figenschaften

a<g(r)<b  firallex € a;b] (3.38)
o /
und A= max lg'(x)] < 1. (3.39)

Dann gelten:

(1) Es gibt genau eine Losung z € [a;b] der Gleichung v = g(x), d.h. g hat
genau einen Fizpunkt z in [a;b].

(2) Fir jeden Startwert xy € |a;b] konvergieren die Iterierten

Tpi1 = g(xy), n=0,12,...,

gegen den Fixpunkt .
(3) Fehlerabschdtzung: Mit der Konstante A aus (3.39) gilt
)\TL
1—A

|z — x| < |z — 20 fir allen =1,2,.... (3.40)

(4) Ndherung fir den Fehler: Es gilt

lim ——" = (2). (3.41)

n—oo g — xn
Daraus folgt fiir x,, dicht bei z

z— a1~ g (2) (2 — ). (3.42)

Da der Beweis von Satz B.20] instruktiv ist und eine tiefere Einsicht in das Ver-
fahren der Fixpunktiteration bietet, schauen wir uns den Beweis an.
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Beweis von Satz [3.20; Als Vorbereitung fiir den Beweis leiten wir eine wich-
tige Abschéatzung her: Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (siehe
Satz gilt fiir zwei beliebige verschiedene Punkte u, w € [a; b]

mit einem Punkt ¢ zwischen v und w ==
g(u) — g(w) = ¢'(c) (u — w) mit einem Punkt ¢ zwischen u und w.
Durch Anwenden des Absolutbetrags erhalten wir
l9(u) — g(w)| = 1g'(c)] lu — wl.
Aus Voraussetzung folgt |¢'(¢)| < A und wir erhalten somit
lg(u) = g(w)| = 1g'(e)| |u — w| < Au— w].

Da u,w € [a;b] beliebig waren (und da offenbar auch |g(u) — g(w)| < A |u — w|
fir u = w gilt), erhalten wir

lg(u) — g(w)| < Au —w| fur alle u, w € [a;b]. (3.43)

Da die positive Konstante \ aus kleiner als 1 ist, nennt man (|3.43)
auch eine Kontraktionseigenschaft der Funktion ¢: g(u) und g(w) haben
einen geringeren Abstand als v und w, g.h. ¢ kontrahiert (Erkldrung:  kontrahie-
ren“ bedeutet ,zusammenziehen*).

(1) Die Voraussetzung ($3.38)) im Satz gestattet uns Hilfssatz anzuwen-

den. Dieses liefert und die Existenz mindestens eines Fixpunkts z € [a; b].

Wir miissen nun noch zeigen, dass ¢ genau einen Fixpunkt in [a;b] hat.
Dazu geben wir einen Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, z und z aus
[a; b] seien zwei verschiedene Fixpunkte von g. Aus folgt dann mit
u=zund w=72

19(2) — g(3)] < Alz - 3]
Da z und z Fixpunkte von g sind, gelten aber ¢g(z) = z und ¢(z) = z. Also
erhalten wir

~—

g(z
g(
z—3] =

Z?
z A<1

~ ¥ ~
9(2) =g(D) <Az =2 < |z -Z],

Nl

wobel wir im letzten Schritt z # z und damit |z — z| > 0 genutzt haben.
Die Gleichung |z — Z| < |z — Z| ist aber ein Widerspruch. 4. Also war die
Annahme, dass ¢ (mindestens) zwei verschiedene Fixpunkte in [a;b] hat,
falsch, und wir haben somit gezeigt, dass ¢ nur einen Fixpunkt in [a; b] hat.

Im Folgenden bezeichnen wir den einzigen Fixpunkt von ¢ in [a; b] mit z.
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(2) Aus folgt, dass fiir jeden Startwert xy € [a;b] alle Iterierten x,,1 =
g(x,), n=0,1,2,..., im Intervall [a; b] liegen. (Erklarung: In der Tat folgt
aus a <z =g(xg) <bdaxy € [a;b] ist. Fiir z9 = g(z1) folgt analog
a < xzy=g(x1) <0b,da x; € [a;b] ist. Setzt man den Prozess fort, so sieht
man, dass alle x,.1 = g(x,), n=0,1,2,..., in [a; b] liegen.)

Um die Konvergenz zu zeigen, betrachten wir den absoluten Fehler von x,, 1

Fehler(z,11) = 2z — 2py1 = 9(2) — g(74),

wobel wir im zweiten Schritt z = ¢(z) (da z der Fixpunkt von g ist) und
Tpi1 = g(x,) genutzt haben. Wir wenden den Absolutbetrag an und nutzen
anschliefend die Kontraktionseigenschaft (3.43) mit « = z und w = z,, aus:

|2 = 2pa] = |9(2) = g(@n)| < Az — 24. (3.44)
Wir wiederholen den Prozess fiir den absoluten Fehler von x,, und erhalten
2 = 20| = |9(2) — g(xn-)| S Az — 2] (3.45)

Analog erhalten wir

2 = @] = 19(2) = g(zn2)| < Az — 20,

|z — x2| = |g(2) — g(x1)] < Xz — a1,
|z — 1] = [g(2) — g(z0)| < Az — x0]. (3.46)

Nacheinander Anwenden der Ungleichungen aus ([3.44)), (3.45) und ([3.46))

liefert nun
|z —xp| S Az =20 SNz — 2| < SN 2 — o). (3.47)
Ersetzen wir in (3.47) n + 1 durch n so erhalten wir
|z — x| < A" |2 — ], n=0,1,2.... (3.48)

Da 0 < A < 1 ist, gilt lim, oo A" = 0 und somit strebt die rechte Seite in
(3.48) fiir n — oo gegen 0. Daraus folgt aber:

lim |z —2z,| =0 = lim z, = z.
n—o0 n—oo
Also konvergiert die Fixpunktiteration x,.1 = g(x,), n = 0,1,2,..., fir

jeden Startwert zy € [a; b] gegen den einzigen Fixpunkt z.



3.5. Fixpunktiteration
76 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

(3) Mit der Dreiecksungleichung gilt
|2 =@ = [(2 = @1) + (w1 — @) | < |2 — 1| + |21 — .

Wir wenden nun fiir |z — x| die letzte Abschitzung aus (3.46) an und
erhalten

|z —xo| < |z — 21| + |21 — 20| < A |2 — 20| + |71 — 0]

Umsortieren liefert:

|z — xo| < Az — zo| + |21 — 0] ’ — Az — x|
= (1= — x| < |1 — 0| ‘ (1= )
1
= |z — x| < |z — ¢ (3.49)
1—A
Einsetzen von (3.49)) in (3.48) liefert dann (3.40):
)\n
|Z—xn\§1_)\\x1—a:0|, n:1727""

(4) Wegen z = g(z) und x,11 = g(x,) gilt

Z— Tp+l 9(2) — g(x,) _ g(zn) — g(2) _

Da die Folge x, gegen den Fixpunkt z konvergiert und da g stetig dif-
ferenzierbar ist, folgt aus der Definition der Ableitung als Grenzwert des

Differenzenquotienten
n—oo 2 — Tp n—00 Tp — 2

Das beweist (3.41]). — Liegt z;, dicht genug bei z, so gilt also angenéhert:

Z_$n+1N /
P ~ g'(2)

= 2 —Tp ~ g (2) (2 — xp)
Damit ist der Beweis abgeschlossen. [

Da die Bedingung (3.38]) in der Praxis nicht immer leicht zu tiberpriifen ist bzw.
da es nicht immer einfach ist, ein passendes Intervall [a;b] mit der Eigenschaft
(3.38]) anzugeben, bendtigen wir noch den folgenden Satz.
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Satz 3.21. (Kriterium fiir Konvergenz der Fixpunktiteration)

Sei g :e;d] — R stetig differenzierbar, und g habe einen Fixpunkt z im Inter-
vall |e;d]. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) Wenn |¢'(2)| < 1 ist, dann g¢ibt es ein Intervall [a;b] Cle;d] mit
z € la; b, fiir welches die Voraussetzungen (3.38) und (3.39) gelten und
somit auch alle Schlussfolgerungen aus Satz erfullt sind.

(2) Wenn |¢'(2)| > 1 ist, dann konvergiert die Fizpunktiteration x,y3 =
g(x,), n=0,1,2,..., nicht gegen den Fizpunkt z oder sie erreicht den
Fixpunkt bereits nach endlich vielen Schritten.

(3) Ist |g'(2)| = 1, so kdnnen wir keine Aussage treffen. (Falls die Fizpunk-
titeration den Fixpunkt nicht in endlich vielen Schritten erreicht und in
diesem Fall konvergieren sollte, wird die Konvergenz so langsam sein,
dass das Verfahren nicht praktisch anwendbar ist.)

Mit Hilfe von Satz B.20 und Satz B.21] konnen wir nun auch das Verhalten der
Fixpunktiterationen in Beispiel erklaren.

Beispiel 3.22. (Konvergenz bzw. Divergenz der Fixpunktiterationen)
In Beispiel wurden die folgenden Fixpunktiterationen betrachtet:

:cn+1:5+scn—a:i fir g;(z) :5+az—a:2,
5} . 5}
Tyl = — fir go(x) = —,
T, x
2 22
xn+1:1+xn—gn fiir g3(x):1+x—€,

1 +5 i ()_1 +5
:zsn+1—2 T, . ur g4:z:—2 T ~

Die Funktionen g1, g2, g5 und g4 haben dabei alle die beiden Fixpunkte z = /5
und Z = —+/5. In Beispiel @ schienen diese Fixpunktiterationen mit dem Start-
wert o = 2,5 fiir die Funktionen ¢g; und g zu divergieren. Dagegen schienen die
Fixpunktiterationen mit dem Startwert zo = 2,5 fiir die Funktionen g3 und g4
gegen z = /5 zu konvergieren. Wir kénnen dieses Verhalten nun mit Hilfe von

Satz 3.21] erklaren:

(a) Fiir gi(x) =5+ 2 — 2% erhalten wir ¢j(z) =1—2x. Also gilt

gi(2)=gi(V5)=1-2V5=-34721 = |g(2)| =3,4721 > 1,
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3.7: Die Fixpunktiterationen fiir die Funktionen ¢;(z) = 5 + x — 2 und
= % mit ihrem Fixpunkt z = v/5 (in griin): Man sieht im linken Bild, wie

die Iterierten immer weiter vom Fixpunkt weglaufen, und im rechten Bild sieht
man gut, wie die Iterierten zwischen den Werten 2 und 2,5 hin- und her pendeln.

und nach Satz|3.21] m 2)|wird die Fixpunktiteration fiir keinen Startwert gegen
5

den lepunkt z = konvergieren.
-5
Fiir go(x) = = =52 erhalten wir gh(z) = 522 = — - Also gilt
x x
—d
95(2) = g5(V5) = =-1 = |a@I=[-1=1,

(V5)?

und nach Satz konnen wir keine Aussage treffen. Wir beobachten
aber, dass die Iterierten nicht konvergieren, sondern abwechselnd die Werte
2,5 und 2,0 annehmen. (Man kann sich leicht tiberlegen, dass sich dieser
Prozess fortsetzt, wenn wir z,, fiir n = 7,8,..., berechnen.)

. a? o 2 .
Fir gs(z)=1+2x — 3 erhalten wir ¢g5(z) =1 — - Also gilt

2
gh(2) = gy(V/B) =1 — i =0,1056 = |gi(2)| =0,1056 < 1,

und nach Satz sollte die Fixpunktiteration fiir einen Startwert, der
dicht genug bei z = /5 liegt, konvergieren. Dieses ist fiir den Startwert
xo = 2,5 offenbar der Fall.
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24

(2.25,2.25) = (2.5, 2.25)

V5,V/5):

2.6 2.8

Abb. 3.8: Die Fixpunktiterationen fiir die Funktionen g3(z) = 1 + x — %2 und
gs(z) = 3 (2 +2) mit ihrem Fixpunkt z = V5 (in griin): Wegen des guten
Startwerts xop = 2,5 und der schnellen Konvergenz lasst sich hier nur ein Itera-

tionsschritt sichtbar machen und wir mussten schon dafiir stark hineinzoomen.

1 5 1 5)
(d) Fir gyq(z) = 5 (x + ;) =52 + 5 2~ erhalten wir die Ableitung

Also gilt

=0 = |q(»)|=0<1,

und nach Satz sollte die Fixpunktiteration fiir einen Startwert, der
dicht genug bei z = /5 liegt, konvergieren. Dieses ist fiir den Startwert
xo = 2,5 offenbar auch der Fall.

Wir koénnen also in drei der vier Beispiele die Konvergenz bzw. Divergenz der
Fixpunktiteration mit Hilfe von Satz erklaren.

Die Konvergenz bzw. Divergenz ist in Abbildungen und [3.§) jeweils grafisch
mit einem ,Spinnwebdiagramm® (Erklarung s.u.) veranschaulicht. &

Beispiel 3.23. (,,Spinnwebdiagramm‘ der Fixpunktiteration)

Um die Konvergenz einer Fixpunktiteration besser grafisch zu veranschaulichen,
als dieses in Abbildung moglich ist, betrachten wir die Fixpunktgleichung

T =/T.

Diese hat als einzige positive Losung z = 1 (und weiter die Losung z = 0). Um den
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Abb. 3.9: Indem wir den Schnittpunkt der horizontalen Geraden durch (zo; f(zo))
mit mit zp = 0,2 mit der Winkelhalbierenden y = x bestimmen und von dort ein
Lot auf die x-Achse fillen, erhalten wir x1 = f(x() auf der x-Achse abgetragen.
Nun wiederholen wir diesen Prozess mit x; anstelle von x(, um s zu bestimmen.
Die Iterierten x,, n = 0,1, 2, 3, 4, sind in der Grafik eingezeichnet. Die Konvergenz
gegen den Fixpunkt z = 1 ist gut sichtbar. Man erhélt ein ,,Spinnwebdiagramm®.

Fixpunkt mit der Fixpunktiteration zu berechnen, verwenden wir die Funktion
g:[0;00[ =R,  g(x) =V,
und erhalten die Fixpunktiteration
$n+1:g(mn):\/xn7 n:O71727"'7

die in Abbildung [3.9] fiir den Startwert xy = 0,2 mit einem ,Spinnwebdiagramm‘
veranschaulicht ist. &

Bemerkung 3.24. (Praktische Anwendung der Fixpunktiteration)

Satz [3.20| wird selten direkt angewendet, da es schwierig ist, ein Intervall [a; ]
mit (3.38) zu finden. Statt dessen nutzt man in der Regel Satz [3.21]
wie folgt: Man schreibt die zu l6sende Gleichung f(z) = 0 so in eine Fix-
punktgleichung = = g(x) um, dass fiir alle  in der Nédhe des Fixpunkts




3. Nullstellenberechnung
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 81

gilt |¢'(z)] < A < 1 mit einer positiven Konstante A < 1. Wenn man nun
die Fixpunktiteration mit einem hinreichend guten Naherungswert x fiir den
Fixpunkt startet, kann man erwarten, dass die Fixpunktiteration gegen den
Fixpunkt z konvergiert.

Zum Abschluss des Teilkapitels erkldaren wir noch den Beweis von Satz [3.21]

Beweis von Satz [3.21k

(1) Da ¢’ stetig ist folgt aus |¢'(2)| < 1, dass es ein kleines Intervall [z —¢; 2 +¢]
mit € > 0 um den Fixpunkt z gibt mit |¢'(x)] < A < 1 fiir alle z €
[z — &; 2 + €] mit einer positiven Konstante A < 1. Damit ist die Bedingung

(3.39)) aus Satz erfiillt.

Nach dem Mittelwertsatz (siehe Satz gibt es zu allen u, w € [z—¢; z+¢€]
mit u # w ein y zwischen v und w mit

o) —gw) _

U — w A g(u) — g(w) = ¢'(y) (u —w)

= g(u) = g(w)| = |g'W)| lu — w|] < XMu—wl, (3.50)
wobei wir genutzt haben, dass y ebenfalls in [z — €; 2 + €] liegt und dass
damit |¢'(y)| < A gilt. Die Ungleichung auf der rechten Seite von ({3.50]) ist
auch fiir v = w wahr (dann sind beide Seiten der Ungleichung 0). Also gilt

lg(u) — g(w)| < AM|u—w|  firalle u,w € [z — ;2 + €. (3.51)
Insbesondere folgt aus (3.51)) fiir u = 2
lz—g(w)| = |g(z) —g(w)| <Az —w| < Ae  firallew € [z —e;2 + ¢,
wobei wir genutzt haben, dass g(z) = z (da z ein Fixpunkt ist) und dass
|z —w| <e(daw e [z—e¢;z+¢]) gelten. Also finden wir

A<l
1z —g(w)| < Az —w| < e <. fur alle w € [z —&; 2 + €]

— gw)€lz—¢gz+¢] firallew e[z —e;2+¢],
d.h. die Funktionswerte von g liegen fiir w aus [a;b] = [z — €; z + £] wieder
in [a; b] = [z —¢€; z+¢]. Damit ist die Bedingung (3.38)) aus Satz erfiillt.

Da alle Voraussetzungen aus Satz[3.20] erfiillt sind, kénnen wie Satz[3.20] an-
wenden. Dieser liefert uns insbesondere, dass die Fixpunktiteration
Tnr1 = g(x,), n = 0,1,2,..., fir jeden Startwert xy aus dem Intervall
[a;b] = [z — €; 2 + €] konvergiert.
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(2)

Da ¢’ stetig ist folgt aus |¢'(2)| > 1, dass es ein kleines Intervall [z —e; 2+ €]
um den Fixpunkt z gibt mit |¢/(z)| > A fiir alle € [z — &; z + €] mit einer
positiven Konstante A mit |¢'(2)| > A > 1.

Nach dem Mittelwertsatz (siehe Satz gibt es zu allen u, w € [z —¢; z+¢€]
mit u # w ein y zwischen u und w mit

g(u) — g(w)

e =9 = g(w) — g(w) = ¢'(y) (u — w)

= g(w) —g(w)| =g )] v —w[ = AMu—wl,

wobei wir genutzt haben, dass y ebenfalls in [z — ¢; 2z + €] liegt und damit
' (y)] > A gilt. Fir u = w gilt |g(u) — g(w)] =0 > X0 = X |u—w|. Also
gilt

lg(u) — g(w)| > ANu—w|  firalleu,w € [z —¢;2 + €. (3.52)

Insbesondere folgt aus (3.52)) fir w = z und w = x, € [z — &; 2 + ¢] mit
Tp F# 2
)\Il
2 = xna| = 19(2) = g(@n)| Z Az — 2| > |2 =24l (3.53)

wobei wir genutzt haben, dass g(z) = z gilt (da z ein Fixpunkt ist), dass
g(x,) = 4,41 ist und dass A > 1 ist. Aus folgt, dass die Iterierte
T,41 einen groferen Abstand zu z hat als x,,. Bei Konvergenz von z,, (und
damit von z,y1) gegen z miisste |z — z,41| gegen 0 streben. Also kann
die Fixpunktiteration mit einem Startwert ¢ € [z — €;2 + €] \ {2} nicht
gegen z konvergieren, solange die Iterierten x,, in [z — ¢; 2z + €] liegen. — Gilt
xo = 2z, so liegt der Fixpunkt bereits vor. — Liegt der Startwert xy nicht in
[z —&; z+¢] oder tritt eine Iterierte x,, auf, die nicht in [z —¢; 2 4 €] liegt, so
kann die Fixpunktiteration nur konvergieren, wenn fiir zy bzw. eine Iterierte
T, & |z — ez +¢] gilt 1 = g(xg) = 2 bzw. 2,41 = g(x,) = 2. (Dann wird
der Fixpunkt nach endlich vielen Schritten erreicht.) Andernfalls miisste
bei Konvergenz der Fixpunktiteration x,.; = g(x,) gegen z irgendwann
fir ein n gelten x, € [z — ;2 +¢| \ {z}, und dann kénnen wir wie in (3.53)
argumentieren, d.h. es kann keine Konvergenz vorliegen. (Beispiel zum Fall
der Konvergenz in endlich vielen Schritten: Die Funktion g : R — R,
g(z) = 2%, hat in 2; = 0 und in 29 = 1 jeweils einen Fixpunkt. Im Fixpunkt
2 = 1 gilt [¢'(22)] = [22] = [2-1] = 2 > 1. Auf dem Intervall [3;3]
gilt dann |¢/(z)| = |22 > 2- % = 3 > 1. Trotzdem gilt fiir den Startwert
2o = —1, der nicht in [%, %} liegt, dass 21 = g(—1) = (=1)? = 1 = 2z, ist,
d.h. die Fixpunktiteration erreicht den Fixpunkt zo = 1 in einem Schritt.)

Dieses kann man zeigen, indem man geeignete Beispiele von Funktionen g
mit Ableitung |¢'(z)| = 1 untersucht. O
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3.6 Aitkens Fehlerabschatzung und Extrapolati-
onsformel”

Dieses Teilkapitel wird im Sommersemester 2021 nicht behandelt und ist damit
auch nicht klausurrelevant.

Wir wollen nun untersuchen, welche Informationen wir {iber den Fehler der Fix-
punktiteration aus dem Fixpunktsatz (siche Satz [3.20)) gewinnen kénnen. Zu-
néchst liefert uns (3.40) die folgende Abschétzung fiir den absoluten Fehler:

A’I’L
1—A
Auf der rechten Seite erscheint aber die Konstante A\, welche durch (3.39)) als

|z —x,| < A fir allen =1,2,....

o /
A= max |g(z)| <1
definiert ist. Da in der Praxis aber oft das Intervall [a; b] nicht bekannt ist (vgl.
Bemerkung [3.24)), kann man A auch nicht exakt bestimmen. Wir brauchen also
eine passende und berechenbare Naherung fiir dem fiir den absoluten Fehler.

Wir beginnen mit dem Grenzwert (siehe Formel (3.41)) in Satz (3.20))

lim —— " = g/(z).
n—00 Z — Tp_1

Dieser bedeutet, dass bei einer konvergenten Fixpunktiteration die Folge der Quo-
tienten

Z_xn

n=12... (3.54)

,’nn:

Z—Tp_1

gegen A, = ¢'(2) (also gegen die Ableitung im Fixpunkt z) strebt. Da wir den
Fixpunkt z aber in der Regel auch nicht kennen, brauchen wir eine Naherung
tiir r,,. Eine Naherung fiir r,, ist durch

A, = T Enml 1 (3.55)
Lp—1 — Tn-2

gegeben, denn wegen z, = g(x,_1) und x,_1 = g(x,_2) gilt

Ut g(xn—1) — g(zp—2)

Lp—1 — Tp-2 Lp—1 — Tp-2

*Dieses Teilkapitel wird im Sommersemester 2022 nicht behandelt und ist damit auch nicht klausurrelevant.
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und nach dem Mittelwertsatz (siehe Satz [1.4]) gibt es ein ¢, zwischen x,_; und
Tp_9, SO dass gilt
Tp — Tp-1 g(xn—l) - g(xn—Z)

/
Ap = = = g'(cp).
Lp—1 — Tn-2 Lp—1 — Tn-2

Wenn die Iterierten x,, der Fixpunktiteration gegen den Fixpunkt z streben, dann
muss auch ¢, gegen z streben. Damit strebt dann ¢'(c,) gegen A, = ¢'(2). Also
folgt fiir eine konvergente Fixpunktiteration

Ty — Tp-1 .
A= ——— = 4d(2) =\, fiir n — oo.
Tp—1 — Tn-2

Als Néchstes nutzen wir die Naherung (3.42)) aus Satz fur z,, dicht bei z
2=z, =g ((2)(z—xh1) =\ (2 — 2 1). (3.56)

Da wir den Fixpunkt in der Regel nicht kennen und die Formel so nicht direkt
zur Ndherung des absoluten Fehlers nutzen konnen, 16sen wir (3.56) nach z auf:

z—x, =N, (2 —Tp1) — 2= Ty N2 — Ny | — A2+,
— 2= A 2R Xy — Ay Ty — (I=XN)z=z, — A 2y
— (I1—=X\)z=~ ((1 — )+ )\Z) Ty — Ay T
— I=XN)z={1=-X\N)x,+ A\, (vp — Ty 1) ‘ (1=X)
— X T, + As (T — Tp1) = — NL( — Tp 1)
2= Ip 1_)\2 L Tn—1 < anl—)\z Tn Tn-1
(3.57)

Da wir A, = ¢/(z) in der Regel nicht kennen, nutzen wir in (3.57) die Ndherung
An aus (3.55)) fir A\, = ¢/(2) und erhalten

An
2~ x, + T~ n (Tp — Tp_1) (3.58)
2 (= ) (3.59)
z anl—)\n Ty — Tyl .

Die Formel (3.58)) heifst Aitkens Extrapolationsformel, und sie ermoglicht es
aus T, T,_1 und A, eine verbesserte Naherung fiir z zu berechnen.
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n T, z— X, T, Ty — Tp_1 A,
0 || 2,50000000 | —2,64 - 10~
1| 2,25000000 | —1,39-1072 | 0,0528 | —2,50 - 107"
2 |/ 2,23750000 | —1,43-1073 | 0,1028 | —1,25- 1072 | 0,0500
31/ 2,23621875 | —1,51-107* | 0,1053 | —1,28 - 1073 | 0,1025
4 | 2,23608389 | —1,59-107° | 0,1055 | —1,35-107* | 0,1053
51 2,23606966 | —1,68 - 1075 | 0,1056 | —1,42-107° | 0,1055
6 || 2,23606815 | —1,77-10~" | 0,1056 | —1,50 - 1076 | 0,1056
7 11 2,23606800 | —1,87-107% | 0,1056 | —1,59 - 1077 | 0,1056
- . Aitkens Fehler- | Aitkens Extrapo- | Fehler vop Aitkens
" abschatzung lationsformel Extrapolationsformel
0 || 2,50000000
1 | 2,25000000
2 |1 2,23750000 | —6,58 - 1074 2,23684211 —7.74-1074
31 2,23621875 | —1,46-10~* 2,23607242 —4,45-107
41 2,23608389 | —1,59-107° 2,23606803 —4,83-107%
51 2,23606966 | —1,68-107° 2.23606798 —5,36 - 1010
6 | 2,23606815 | —1,77-107" 2,23606798 —5,98 - 10712
7 1/ 2,23606800 | —1,87-1078 2,23606798 —6,66 - 10714

Tabelle 3.5: Aitkens Fehlerabschétzung und Aitkens Extrapolationsformel fiir die

Fixpunktiteration fiir g(x) =1+ z — %2 mit dem Startwert zp = 2

Die Formel (3.59) gibt eine Ndherung fiir den absoluten Fehler an und wird Ait-
kens Fehlerabschatzung genannt.

Betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel 3.25. (Aitkens Fehlerabschitzung und Extrapolationsformel)

In Beispielen und wurde die Fixpunktiteration

2 2
:I:n+1:1—|—a7n—€” fiir g(x)zl—kx—g

betrachtet, die fiir den Startwert zy = 2,5 gegen den Fixpunkt z = /5 konver-
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giert. Fiir diese gilt mit

2x 25 2
2)=1-"2 = M=d@) =¢d(\5) =1-"2"=1-—-"_2=0.1056.
J'() - g(z) = ¢'(V5) = = =0

In der oberen Tabelle in Tabelle [3.5] wurden mit dem Startwert xy = 2,5 fiir n =

0,1,...,7neben x, auch der absolute Fehler z—x,,, z,,—x,_1 und die Naherungen
rp =2 und A, = o fiir g'(2) = ¢'(v/5) = 0,1056 angegeben. Dabei

wurden x,, und die mit Aitkens Extrapolationsformel berechneten verbesserten
Néaherungen auf eine 9-stellige Gleitkommadarstellung gerundet angegeben; und
r, und A, wurden auf eine 4-stellige Gleitkommadarstellung gerundet angegeben.
Die verschiedenen absoluten Fehler bzw. Abschétzungen derselben, sowie z, —
Tn_1, wurden alle auf eine 3-stellige Gleitkommadarstellung gerundet angegeben.

Insbesondere sechen wir in der oberen Tabelle in Tabelle B.5], dass 7, bereits fiir
n = 5 die Ableitung ¢'(2) bei Rundung auf eine 4-stellige Gleitkommadarstellung
qexakt® berechnet. Weiter beobachten wir, dass A, ab n = 4 eine dhnlich gute

Niherung fiir ¢'(2) = ¢'(v/5) = 0,1056 liefert wie r,,.

In der unteren Tabelle in Tabelle[3.5]in sind zusétzlich Aitkens Fehlerabschétzung,
Aitkens Extrapolationsformel und deren absoluter Fehler angegeben:

Vergleichen wir den absoluten Fehler z — x, in der oberen Tabelle in Tabelle
mit Aitkens Fehlerabschitzung, so sehen wir, dass Aitkens Fehlerabschétzung
bereits ab n = 3 eine gute Naherung fiir den absoluten Fehler bildet.

Betrachten wir nun die mit Aitkens Extrapolationsformel berechneten Néherun-
gen fiir den Fixpunkt, so sehen wir, dass diese eine deutliche Verbesserung liefern.
Beispielsweise gilt 2 —x4 = —1,59-107°, und die mit x4, x5 und A4 mittels Aitkens
Extrapolationsformel berechnete Naherung hat nur einen absoluten Fehler
von —4,83-1078. Bei der Fixpunktiteration wird ein betraglich hochstens genauso
grofer absoluter Fehler erst mit x7 erreicht. &

Wir halten die vor dem Beispiel hergeleiteten Naherungen als Bemerkung fest.

Bemerkung 3.26. (Fehlerabschitzung und Extrapolationsformel)
Sei g :]c;d| — R eine stetig differenzierbare Funktion, [a;b] C]c;d[, und
g habe einem Fixpunkt z € [a;b] (also g(z) = z). Es sei 2,01 = g(x,),
n = 0,1,2,..., eine Fixpunktiteration mit einem Startwert xy € [a;b], die
gegen den Fixpunkt z konvergiert. Dann gelten:

Lpn — Tp-1

(1) A\, = strebt fiir n — oo gegen A\, = ¢/(2) und liefert somit
Tp—1 — Tp-2
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(meist schon fiir relativ kleine n) gute Naherungen fir A, = ¢'(z2).

(2) Aitkens Fehlerabschitzung liefert eine Niherung fiir den absoluten
Fehler z — x,, der Iterierten z,,:

2=y X —— (T — Ty mit A\, =
" 1-— )\n ( " " 1) " Tp—1 — Tp-2
(3) Mit Aitkens Extrapolationsformel
Z X, + Ty — Ty mit A\, =
n 1 — )\n ( n n 1) n Ty 1 — Tyo

kann man aus x,,x,_1 und x, o eine (verglichen mit x,) deutlich ver-
besserte Ndherung fiir z berechnen.

3.7 Konvergenzordnung

Wir lernen nun noch die Idee der Konvergenzordnung eines Iterationsverfah-
rens kennen: Fiir eine konvergente Fixpunktiteration gilt nach (3.42)) in Satz
fiir Iterierte x,, dicht bei dem Fixpunkt z

z—ap1 ~ g (2)(z — ) mit 14 (2)] < 1. (3.60)

Bei einem konvergenten Newton-Verfahren gilt fiir x,, dicht genug bei den Null-

stelle z nach Bemerkung

z—:z:nH%M(z—xn)Q mit M =

(3.61)

Bei einem konvergenten Sekantenverfahren gilt (nach Bemerkung fiir z,,
dicht genug bei den Nullstelle z

—/"(2)

) r=(5+1)/2 =162

(3.62)
Aus (3.60)), (3.61]) bzw. (3.62)) folgt unter geeigneten Voraussetzungen an die Funk-

tion g bzw. f jeweils, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass

2 — Tpy| = | M|z — 2,7 mit M=

|z —xp| <clz—x,)f  firallen=0,1,2,... (3.63)

gilt mit den Werten
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e p = 1 und einer Konstanten ¢ < 1 bei der Fixpunktiteration,

e p = 2 bei dem Newton-Verfahren und

o p=1r= (\/3 +1)/2 = 1,62 beim Sekantenverfahren.

Definition 3.27. (Konvergenzordnung)

Sei (T,)n>0 eine Folge reeller Zahlen, die gegen z konvergiert.

(1) Wenn es eine Zahl p > 1 und eine positive Konstante ¢ gibt, so dass
|z —xpaa| < clz—x,|P  firalen=0,1,2,...

gilt, so hat die Folge (z,),>0 die Konvergenzordnung p. (Ist p = 2,
so spricht man auch von quadratischer Konvergenz.)

(2) Wenn es eine positive Konstante ¢ < 1 gibt, so dass
|2 — x| < ez — x| fir allen=0,1,2,...

gilt, so hat die Folge (x,)n>0 die Konvergenzordnung 1. (Man spricht
auch von linearer Konvergenz.)

Nach unseren vorigen Uberlegungen gilt also:

Bemerkung 3.28. (Konvergenzordnung der Iterationsverfahren)

(1) Die Fixpunktiteration hat die Konvergenzordnung p = 1.
(2) Das Newton-Verfahren hat die Konvergenzordnung p = 2.

(3) Das Sekantenverfahren hat die Konvergenzordnung p = @ = 1,62.

Je grofier die Konvergenzordnung p ist, desto schneller konvergiert
ein Iterationsverfahren in der Regel. Das Newton-Verfahren hat also
unter den besprochenen Verfahren die beste Konvergenzordnung.




KAPITEL 4

Interpolation und Approximation

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Polynominterpolation. Wir haben
in Kapitel [1| bereits ein Beispiel der Approximation (,Approximation” bedeutet
Annéherung) einer Funktion durch ein Polynom kennengelernt, ndmlich die An-
niaherung einer (n 4+ 1)-mal stetig differenzierbaren Funktion durch seine Taylor-
Polynome p; mit dem Entwicklungspunkt xy vom Grad k£ < n. Diese Ndherungen
waren meist dicht bei dem Entwicklungspunkt selbst fiir einen relativ kleinen
Polynomgrad k schon recht gut. Allerdings ist das Taylor-Polynom keine effizi-
ente Naherung; in der Regel lasst sich ein Polynom kleineren Grades finden, das
mindestens eine ebenso gute Naherung liefert.

In diesem Kapitel interessieren wir uns fiir die Interpolation einer Funktion
durch ein Polynom passenden Grades. Wir lernen in Teilkapitel zunéachst,
was Interpolation iiberhaupt bedeutet. Dann werden wir uns in Teilkapitel
insbesondere fiir Interpolation mit Polynomen interessieren und die Interpolati-
onsformel von Lagrange kennenlernen. Diese liefert uns eine Darstellung des
interpolierenden Polynoms, und sie ist leicht zu verstehen und ist fiir theoretische
Uberlegungen niitzlich. Fiir praktische Anwendungen ist die Interpolationsformel
von Lagrange aber ineffizient. Daher fithren wir in Teilkapitel |4.3|sogenannte divi-
dierte Differenzen ein und lernen darauf autbauend die Interpolationsformel
von Newton kennen. Diese eignet sich gut zur effizienten Berechnung von In-
terpolationspolynomen. In Teilkapitel untersuchen wir schlielich, wie gut das
aus n + 1 Datenpunkten einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion f be-
rechnete interpolierende Polynom P, vom Grad < n diese Funktion f eigentlich
approximiert.

Interpolation mit Polynomen und allgemeineren Funktionenklassen spielt in vie-

89
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len Anwendungsproblemen eine wichtige Rolle. Neben der typischen Anwendung,
einen Datensatz (t;;v;), ¢ = 0,1,2,...,n, (wobei z.B. y; die Temperatur zum
Zeitpunkt ¢; ist,) durch eine Funktion darzustellen, spielt Interpolation auch bei
der Konstruktion numerischer Integrationsformeln eine wichtige Rolle.

4.1 Interpolation

Wie beginnen damit, dass wir zunéchst erklaren, was der Begriff ,Interpolation®
iberhaupt bedeutet.

Problemstellung 4.1. (Interpolationsproblem)

Sein € Ny. Gegeben sind n + 1 Datenpunkte (xo;yo), (x1;91), -+, (Tn; Yn) in
der (z;y)-Ebene mit paarweise verschiedenen xo,x1,...,x, (d.h. x; # x;,
wenn i # j ist). Gesucht ist eine (geeignete) Funktion g, deren Graph durch
diese Punkte geht, also welche g(x;) = vy; firi =0,1,2,... n erfillt. Man sagt
dann, die Funktion g interpoliert die Datenpunkte (x;;y;), 1 =0,1,2,...,n,
und nennt g die Interpolierende (oder Interpolante) dieser Datenpunkte.

In der Regel kommen die Datenpunkte (z;;4;), ¢ = 0,1,2,...,n, vom Graphen
einer (unbekannten) Funktion f, also y; = f(z;), ¢ = 0,1,2,...,n, oder von
einem Anwendungsproblem, bei dem die y; als Funktionswerte an der Punkten x;
aufgefasst werden konnen. Hier sind einige Beispiele.

Beispiel 4.2. (Datenséitze fiir Interpolation)
(a) (zo;v0), (T1;y1), - - -, (Tn; Yn) mit y; = Temperatur zum Zeitpunkt x;.
(b) (l’o, yO)a (3:17 y1)7 SR (aj?u yn) mit Yi = COS(%'Z'), i = 07 17 27 sy

(¢) (zo;y0), (x1;91),s - -+, (Tn;yn) mit x; =  Korpergrofke gerundet auf ganze cm*
und y; = ,durchschnittliches Gewicht in der Bevolkerung der BRD bei der
Korpergrofe ;.

Uberlegen Sie sich einige weitere Beispiele aus dem téiglichen Leben.

Betrachten wir nun ein Beispiel zur Interpolation.

Beispiel 4.3. (Interpolationsprobleme)
Gegeben seien die Datenpunkte (zg;y0) = (0;1) und (z1;y1) = (111(2); _2)_
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(a)

Gesucht ist ein lineares Polynom y(z) = a x + b (mit passend zu wiahlenden
Konstanten a und b), das die gegebenen Datenpunkte interpoliert.

Um das Interpolationsproblem zu l6sen, nutzt man die Interpolationsbedin-
gungen y(xy) = yi fir £ = 0,1 aus:

1=y(0)=a-0+0 — b=1,

—2=y(In(2)) =a-In(2) +b — a=

Also ist das interpolierende lineare Polynom

-x+ 1.

Gesucht ist eine Funktion der Form y(z) = a e®+be** (mit passend zu wih-
lenden Konstanten a und b), die die gegebenen Datenpunkte interpoliert.

Um das Interpolationsproblem zu l6sen, nutzt man die Interpolationsbedin-
gungen y(zy) = yi fiir k = 0,1 aus:

1=y(0)=ae’+be*’=a+b — a+b=1,

—y((2) =a @ +pe2? = g. 24 (") =24+ 4b
\,./ ——
= =22=4

= 204+4b= -2 = a+2b=—1.
Wir erhalten also die beiden Gleichungen:

a+b=1 (I)
a+2b=-1 (Il

Wir ziehen die Gleichung (I) von Gleichung (II) ab und erhalten:
a+2b—(a+b)=-1-1 = b= -2

Einsetzen von b = —2 in (I) liefert:

b=-2
—

a+b=1 a+(=2)=1 = a=3

Also ist die Interpolierende

y(r) = 3e" — 26,
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40 1)
3
g(x) = — x4+ 1
Py In(2)
X X
0 05 1 15 2 1o
05 -0.5
—1
-1
-1.5
-1.5
(0.69, -2)
(0.69, -2) 2
-2

Abb. 4.1: Die Datenpunkte (0;1) und (111(2); —2) = (0,69; —2) und die Interpo-
lierenden aus Beispiel 4.3

Die Graphen der Interpolierenden aus Teil (a) und (b) sind in Abbildung
gezeichnet. Natiirlich sehen diese (abgesehen davon, dass beide Funktionen die
Datenpunkte interpolieren) vollig unterschiedlich aus.

Wir beobachten: In jedem der beiden Interpolationsprobleme hatten wir genauso
viele Konstanten wie Gleichungen. &

4.2 Polynominterpolation

Im Folgenden interessieren wir uns nur fiir Interpolation durch Polynome. Da ein
Polynom vom Grad < n (also in P,,) von der Form

pr)=ay+az+ayz’+... +a,z"

mit n + 1 Konstanten ag, ay,as,...,a, € R ist, vermuten wir, dass man n + 1
Datenpunkte (x;;%;), @ = 0,1,2,...,n, in der (x;y)-Ebene mit paarweise ver-
schiedenen g, z1,...,2, (also x; # x;, wenn ¢ # j) durch ein Polynom vom

Grad < n interpolieren kann. Wir werden dieses nun genauer untersuchen.
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In Verallgemeinerung von Beispiel [(a)] kann man zeigen, dass das lineare
Interpolationspolynom y(z) = az + b fiir die zwei Datenpunkte (xo; ) und
(1;91) mit zg # x1 von der folgenden Form ist:

:yl_y0x+yoxl_x0yl (4.1>

1 — 2o X1 — Xo

Pl(ZU)

Wir werden diese Formel auf einem Ubungsblatt selber herleiten. Dort zeigen wir
auch, dass sich (4.1)) in die folgende Form bringen lésst:

: r—x
Pi(z) =yo Lo(x) + y1 Li(z) mit Lo(x) = - xll L) = i

(4.2)

T — Xy

Die Funktionen Ly und L; heifsen die Lagrange-Polynome vom Grad 1 und
haben die folgenden interessanten Eigenschaften:

Lo(xo) = 0T L, Lo(x1) = ST 0,
To— I o — I

Ll(SI}()) = io _ io = O, Ll(ZIfl) = il _ io = 1.
1 — 40 1 — 40

Damit folgt aus Pi(x) = yo Lo(z) + y1 L1(x) direkt

Pi(z0) = yo Lo(xo) + y1 Li(zo) = yo - 1+ y1 - 0 = yo,
Pi(z1) =yo Lo(x1) + 1 Li(z1) = 9o - 04+ y1 - 1 = yy.

Es ist anschaulich klar, dass es zu gegebenen Datenpunkten (xo;y0) und (x1;y1)
mit xy # r7 genau ein lineares Interpolationspolynom gibt, da man durch zwei
verschiedene Punkte in der (z;y)-Ebene nur genau eine Gerade legen kann.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 4.4. (lineares Interpolationspolynom)

Gesucht ist das lineare Interpolationspolynom zu den Datenpunkten (z¢;yy) =
(1;1) und (z1;y1) = (4;2). Nach (4.1) ist das lineare Interpolationspolynom

2-1  1-4-1-2 1 2

P .
1) = 7t = 3773

Mit (4.2) kénnen wir das lineare Interpolationspolynom auch wie folgt schreiben:

—4 —1 —4 —1
R +2'x o +2-x

P(z) = 1 _
1(7) 1—4 1—1 —3 3
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(4,2)

Abb. 4.2: Die Funktion f : [0;00[— R, f(z) = y/z, und ihr lineares Interpolati-
onspolynom P fiir die Datenpunkte (1;1) und (4;2).

Die gegebenen Datenpunkte stammen von der Quadratwurzelfunktion
fil0o0[ =R, flx) =V,
denn es gilt
(L) = (VD) = (1) wnd (4 £(4) = (4;V4) = (4;2).

In Abbildung }4.2] ist die Quadratwurzelfunktion zusammen mit dem linearen In-
terpolationspolynom P; gezeichnet. Wir sehen, dass das lineare Interpolationspo-
lynom P, die Funktion f(z) = y/z auf dem Intervall [%, g] = [0,5; 4,5] gar nicht
so schlecht annéhert, aber auflerhalb dieses Intervalls liefert das lineare Interpo-
lationspolynom nur eine schlechte Ndaherung. So erhalten wir beispielsweise

1 2 5

Pi(3) = 3 3+3=3 = 1,6667 und V3 =1,7321,

d.h. fir x = 3 haben wir einen relativen Fehler von

V32
Rel(Py(3)) = \/51/?(3) =7 3 = 0,038,

also einen relativen Fehler von knapp 4 %. &

Wir wollen nun den Fall der Interpolation von drei Datenpunkten (z¢; yo), (x1; y1)
und (z9;y2) in der (z;y)-Ebene mit zy # x1, ©9 # x2 und x; # x5 mit einem
(hochstens) quadratischen Polynom betrachten. Das quadratische Interpola-
tionspolynom P, ist durch die folgende Formel gegeben:
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(x — 1) (x — x2)
(v — 1) (w9 — 22)
(x — ) (x — x1)
(w2 — @) (w2 — 21)

Py(z) = yo Lo(x) + y1 L1(x) + yo La(x) mit  Lo(x) =

(x — xg) (x — x2)

Lafe) = (21— x0) (21 — 22)

) L2(x) =

(4.3)

Die Funktionen Lg, L1, Lo heifsen die Lagrange-Polynome vom Grad 2, und
(4.3) wird als die Interpolationsformel von Lagrange bezeichnet.

Warum ist die Formel richtig? Wir bemerken zunéchst durch Inspektion,
dass die Funktionen Lg, L1, Ly jeweils Polynome vom Grad 2 sind. Also muss P,
definiert durch ) ein Polynom vom Grad < 2 sein. Weiter iiberpriift man
leicht (dieses ist eine Ubungsaufgabe), dass gilt

L](xz) = 5i,j fiir alle Z,] = 0, 1, 2, (44)

wobei 0; ; das Kronecker-Delta ist, welches wie folgt definiert ist:

1 fird =g,
5”"{0 fiir 4 # j. (45)

Dann folgt mit (4.4
Py(x0) = yo Lo(xo) + y1 Li(xo) +y2 La(zo) =1- 30+ 011 + 0 - y2 = ypo,

Py(x1) = yo Lo(x1) +y1 Li(x1) +y2 La(x1) =0-yo+1-y1 + 0 - yo =y,
Py(x9) = yo Lo(x2) + y1 L1(x2) +y2 La(x2) =0-y0+0-y1 + 1 - y2 = v,

und wir sehen, dass P, die Datenpunkte (zo;yo), (z1;y1) und (z9; yo) interpoliert.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 4.5. (quadratisches Interpolationspolynom)

Gesucht ist ein (hochstens) quadratisches Polynom, das die Datenpunkte
(zo;y0) = (13 1), (z1;91) = (42)  und  (z2;92) = (2,89;1,7)

interpoliert. Es gilt (x;;y;) = (xl,\/x_z) fir ¢ = 0,1,2, d.h. die Datenpunkte
stammen von der Quadratwurzelfunktion f :]0;00[— R, f(z) = /x.

Nach (4.3)) ist ein (hochstens) quadratische Interpolationspolynom gegeben durch

(x —4) (x — 2,89) (x —1) (z —2,89) (x—1)(xz—4)

Pyx) = 1- (1—4)(1-2389) " 2 (4—1)(4-2389) " LT (2,89 — 1) (2,89 —4)
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25 Y
(4,2)

2

15 (2.89, 1.7)
(1,1)
1
Py
/05/
flx) = Vo
X
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

Abb. 4.3: Die Funktion f : [0; 00 = R, f(z) = v/, und ihr quadratisches Inter-
polationspolynom P, fiir die Datenpunkte (1;1), (4;2) und (2,89;1,7).

In Abbildung ist die Quadratwurzelfunktion zusammen mit dem (hochstens)
quadratischen Interpolationspolynom gezeichnet. Verglichen mit dem linearen In-
terpolationspolynom P; (siehe Beispiel und Abbildung hat sich die Na-
herung von f(x) = y/x deutlich verbessert. Mit dem bloken Auge sieht man auf
dem Intervall [0,8; 4,4] in der Veranschaulichung der Graphen in Abbildung
fast keinen Unterschied mehr zwischen f(z) = \/x und P,. Nun gilt in x = 3
(3—4)(3—2,89) (3—1)(3—2,89) L7 (3—-1)(3—4)

P(3) =1- (1—4)(1—-2389) " 2 A—1)(1—289)  "2RI—1)(289—1)

= 1,7334,

d.h. fir x = 3 haben wir einen relativen Fehler von

Rel(P2(3)) = w = (,00078,

V3

also einen relativen Fehler von knapp unter 0,08 %. (Natiirlich liegt 3 dicht bei
2,98, und fiir einen anderen Punkt wie x = 2 héatten wir vermutlich eine etwas
schlechtere Naherung bekommen.) &

Wir gehen nun noch einen Schritt weiter und wollen n + 1 Datenpunkte (z;;v;),
i =0,1,2,...,n, in der (x;y)-Ebene mit paarweise verschiedenen Punkten z;,
i=0,1,2,...,n, durch ein Polynom P, € P, (also vom Grad < n) interpolieren.
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(Dass die Datenpunkte ,paarweise verschieden® sind, bedeutet, dass z; # z; gilt,
wenn ¢ # j ist.) In Analogie zu (4.2)) und (4.3) bekommt man dann den folgenden
Satz, den wir auch beweisen werden:

Satz 4.6. (Interpolationsformel von Lagrange)
Seien (z;;y;), i = 0,1,2,...,n, genau n + 1 Datenpunkte mit paarweise ver-
schiedenen o, T1,Ta, ..., &, (d.h. x; # x; wenn i # j). Dann ist

Po(x) = yo Lo(z) +y1 Li(2) + ... 4 yp Lu(z) = Z yi Li(z) (4.6)

mit den Lagrange-Polynomen vom Grad n (bzgl. xo,x1,...,2,)

(x—xg) .. (x—xiq) (x— 1) .- (. — )

Lile) = (@i — o) oo+ (@i — wica) - (@ — i) - - (@ — )

;o (47)

i =0,1,2,...,n, ein Polynom in P, (also vom Grad < n), das die Da-
tenpunkte interpoliert. Die Darstellung (4.6) eines interpolierenden Poly-
noms in P, nennt man die Interpolationsformel von Lagrange.

Schauen wir uns die Formel fiir die Lagrange-Polynome genauer an: Im
Zéhler von L; steht ein Polynom vom exakten Grad n, bei dem alle Linearfaktoren
(x —zj), 5 = 0,1,2,...,n, mit Ausnahme von (x — z;) multipliziert werden.
Im Nenner steht eine Konstante, die man durch Multiplikation der (z; — z;),
j=0,1,2,...,n, mit Ausnahme von (x; — x;) erhélt. Nach Formel gilt also

B (;L'—xl)(x_l'n)

LO(:C)_(x0—$1)'---'(370_xn)’
L mm) @)y

b = ) o) o)

) ) @oa) e
P = G ) =) (@ =) (@ —2,)

B R S R
Ln1(x)_(xnl_xo).(xn1—1'1)-...'(55711_5’5712)'(515”1_3:”)’

B (x_xo)(x—xl)(x_xn—l)
Lnle) = (Tn —20) * (T — 1)+ oo (T — Tpo1)

Die Formeln (4.2)) und (4.3)) sind jeweils der Sonderfall von (4.6)) und fiir den
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Fall n = 1 bzw. n = 2. (Inspizieren Sie bitte (4.6) und (4.7)) noch einmal, um sich
dieses klar zu machen.)

Wir werden im Beweis von Satz noch zeigen, dass die in (£.7) definierten
Lagrange-Polynome vom Grad n die Eigenschaft

LJ(QTZ) = 52"3' fiir alle Z,] = 0, 1, 2, oo, N (48)

haben, wobei §; ; das in (4.5]) definierte Kronecker-Delta ist. Mit (4.8)) zeigt man
dann leicht, dass (4.6) die Datenpunkte interpoliert.

Betrachten wir zunédchst ein Beispiel.

Beispiel 4.7. (Interpolationspolynom vom Grad < 4)

Wir wollen die Cosinusfunktion f: R — R, f(x) = cos(x), durch ein Interpolati-
onspolynom in Py (also vom Grad < 4) bzgl. der nachfolgenden fiinf Datenpunkte
(mit paarweise verschiedenen z;, i = 0,1,...,4) interpolieren. Die Variable von
f(z) = cos(z) ist dabei im Bogenmaf angegeben (vgl. Anhang[A.g).

= (=5ic0s (=5)) = (=5:0),

= (5:0).

PTG G0 (D (- D)
_ 32 <x+z> m.(x_ﬁ> (x_ﬁ>,
374 4 4 2
(@43 @0 (-3 (-3)
Ll(x)_(—§+§)-(—%—0)'(—§—§)'(—%_9
B D) e (0= D) (o= )
B a3 ) ek B k)
? 0+%)-(0+35)-(0-%)-(0-3%)
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Ly(z) = (f+3) ] (f_‘_g) ) (i_o) ) (i_ z)
F+3)-G+9-G-0-(5-3)

Mit diesen ist das Interpolationspolynom vom Grad < 4 gegeben durch

V2 V2

P4(I) =0- Lo(x) + 7 . Ll(ZL') +1- LQ(l’) + 7 . L3(£L") +0- L4(ﬂf)

— ?Lﬂ:c) + La(x) + ?L?’(I) = La(z) + ?

Wir kénnen P, in diesem konkreten Beispiel noch weiter vereinfachen:

bio =5 (o) + () ()
— %(m—i—g)(x—l—%)x(x_g)

- D e D (D) [ D (D)

TV
=2z

__@a(ﬂ)(_z)__ﬁz 2 _ T
EEEEY R S A Y o)

wobel wir im letzten Schritt die dritte binomische Formel verwendet haben. Eben-
falls mit der dritten binomischen Formel folgt

Lz($)=i—j<x+g>~<x+%)-
|
49 ()

Also erhalten wir fiir das Interpolationspolynom

64 [, = , T 128v2 , ([,

(Ly(x) + Ls(x)).
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1.5

(0, 1)

(0.79, 0.71)

Abb. 4.4: cos(z) und sein Interpolationspolynom Pj.

Die Funktion f(x) = cos(z) und das Interpolationspolynom P, vom Grad < 4
sind in Abbildung gezeichnet. @

Wir beweisen nun die Interpolationsformel von Lagrange.

Beweis von Satz [4.6; Wir untersuchen zunéchst die Lagrange-Polynome (4.7)):
Der Nenner von L;, 1 = 0,1,2,...,n, ist jeweils eine Konstante. Im Zihler von

Li,1=0,1,2,...,n, gibt es jeweils n lineare Faktoren; also muss L; ein Polynom
vom exakten Grad n sein. An der Formel (4.6)), also an

Po(x) = yo Lo(z) + y1 L1(2) + y2 Lo(x) + ... 4 yn Ln(),

sieht man dann direkt, dass P, dann auch ein Polynom vom Grad < n sein muss,
also in P, liegt.

Es gilt fiir die Lagrange-Polynome

Li(m) = (xp — o) oo (g —xi21) - (T — Xis1) -+ - - (T — Ty) _0
(372'_5’70)’-"'(xi_ﬂfifl)'(xi_xiJrl)""'(xi_xn)
fire,k=0,1,2,...,n 4+ 1 mit ¢ # k,
weil im Zahler dann ein Term, ndmlich (z; — zy), gleich 0 ist; und es gilt
Lz(xz) _ (xi—xo)'-~~‘($i—$z‘—1)‘(xi—xz‘ﬂ)“-“(xi—%n) —1
(xi_xO)'---'(xi_-Tz'—l)'(xi_xi—i—l)'---'(xi_xn)

tiri=20,1,2,...,n.
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Damit folgt also
Li(xp) = 0i g fir alle i,k =0,1,2,...,n,
wobei 9; ;; das in definierte Kronecker-Delta ist. Daraus folgt direkt
Po(zr) = yo Lo(zr) +y1 Li(zr) + ... + Yy Lp(zr) =y fiir k=0,1,2,...,n,
denn nur fiir i = k gilt L;(x;) = 1, und fir alle ¢ mit ¢ # k gilt L;(x;) = 0. Also

interpoliert des Polynom P, die Datenpunkte (z;;v;), i =0,1,2,...,n. ]

Frage: Gibt es mehr als ein Polynom in P, (also vom Grad < n), welches
gegebene Datenpunkte (z;;y;),7 = 0,1,2,...,n, in der (z;y)-Ebene mit paar-
weise verschiedenen xq, z1,...,x, interpoliert? Hieriiber gibt der nachfolgende
Satz Auskunft.

Satz 4.8. (Existenz und Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms)

Seien (x;;y;), 1 =0,1,2,...,n, genau n + 1 Datenpunkte in der (x;y)-FEbene
mit paarweise verschiedenen xo, 1, ..., T, (d.h. x; # x; wenn i # j). Dann
existiert genau ein Polynom P, in P, (also vom Grad < n) mit

P.(x;) = y; fir allei=0,1,2,....,n, (4.9)

d.h. das Interpolationspolynom P, von Grad < n ist eindeutig bestimmdt.

Beweis von Satz [4.8} Die Interpolationsformel von Lagrange (siehe Satz
liefert uns, dass mindestens ein Polynom P, € P, vom Grad < n (ndmlich das
durch und gegebene Polynom) existiert, welches die n+ 1 Datenpunkte
(x;;9i), © = 0,1,2,...,n, interpoliert. Wir miissen also nur noch zeigen, dass
dieses Interpolationspolynom eindeutig bestimmt ist.

Dazu nehmen wir an, dass P, und @), zwei Polynome in P, (also vom Grad
< n) seien, fir die jeweils gilt P,(x;) = v;, 1 = 0,1,2,...,n, bzw. Q(z;) = v,
i =0,1,2,...,n. Die Differenzfunktion F,,(x) = P,(z) — Q,(z) ist dann ebenfalls
ein Polynom vom Grad < n (d.h. sie liegt in P,), und sie erfiillt

Fo(z;)) = Py(x;) — Qu(z;) =y — ;=0 fir allet =0,1,2,...,n.

Damit hat das Polynom F}, € P,, vom Grad < n aber n 4+ 1 Nullstellen. Daraus
folgt nach Satz [1.14], dass F;, das Nullpolynom ist, also

Fo(z) = P,(z) — Qu(z) =0 firallex e R
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= Py(x) = Qu(x) fir alle x € R.

Also sind P, und @, gleich, und das interpolierende Polynom in P, ist damit
eindeutig bestimmt. ]

4.3 Dividierte Differenzen und die Interpolations-
formel von Newton

Die Berechnung des interpolierenden Polynoms P, € Py mit der Interpolations-
formel von Lagrange ist relativ aufwendig, denn man muss die n + 1 Lagrange-
Polynome Ly, Ly, . . ., L, auswerten, was jeweils 2n—1 Multiplikationen /Divisionen
und zusétzlich 2n — 2 Additionen/Subtraktionen erfordert. In der Tat sind die
Lagrange-Polynome und die Interpolationsformel von Lagrange vor allem fiir theo-
retische Untersuchungen wichtig. Fiir die praktische Berechnung des interpolie-
renden Polynoms P, € P, verwendet man die Interpolationsformel von New-
ton, die wir in diesem Teilkapitel kennenlernen werden. Als Vorbereitung dafiir
benotigen wir aber zunéchst dividierte Differenzen.

Definition 4.9. (dividierte Differenzen)

Sein € N. Sei f: [a;b] — R eine Funktion, und seien xy,1,...,T, genau
n + 1 verschiedene Punkte in [a;b]. Dann definieren wir rekursiv :

f(iv) — fla;)

Li+1 — Xy

(1) floi, i) =
heifsit eine dividierte Differenz erster Ordnung von f.

Ti, L — Ti 1.0
(2) f[xiflgxi,$i+1:| —= f[ & Z+1] f[ 1—1, ’L]
Tit1 — Ti-1
heifit eine dividierte Differenz zweiter Ordnung von f.

flz1, - o xn] — flro, ..o 2]
Tn — X

(n) flzo, @1, .., o1, 2] =

heifit eine dividierte Differenz n-ter Ordnung von f.

Beispiel 4.10. (dividierte Differenzen)
Sei f : [0;00[— R, f(x) = v/z, und seien xy = 1, 1 = 4, x5 = 2,89. Die
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zugehorigen Funktionswerte sind dann

flz) = flxo) _2-1 1

= = = 20,3333
flown = = S1m =37 09
flwe) — f(z) 17-2  —0,3 30 .
= = = =2 20,2
flr, 2 T9 — 1 289 -4 111 111 0,2703,
30 1 90-111  —21
flro o) = 10T = flrom] 1113 333 333
y L1, T2 — Xo 289 —1 1,89 1,89
7
111 700 100 100

189~ 111-180 11127~ o907 03337

Mit nur drei Punkten konnen wir keine dividierten Differenzen hoherer Ordnung

bilden. &

Welche Eigenschaften haben die dividierten Differenzen? Damit befasst sich der
nachste Satz.

Satz 4.11. (Eigenschaften der dividierten Differenzen)
Seien f :]c;d]— R eine Funktion und |a;b] Cle;d[, und seien xg, 1, ..., Ty,
genau n + 1 verschiedene Punkte in [a;b]. Dann gelten:

(1) Verdndert man in in einer dividierten Differenz die Reihenfolge der
Punkte (d.h. permutiert man die Punkte), so dndert sich der Wert der
dwvidierten Differenz nicht.

(2) Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (siehe Satz[1.4]) folgt:
Ist f auf |c;d[ stetig differenzierbar, so gibt es einen Punkt z zwischen
x; und T;y1, so dass gilt

f(@iv1) — f(x;)

Tit1 — T

= f'(2).

flei, ziq] =
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(3) Ist f auf |c;d] n-mal stetig differenzierbar, so gibt es einen Punkt z im

kleinsten Intervall, das alle xg, x1,...,x, enthdlt, so dass gilt
L o)
flwo, 21, . 21, 2] = nl f(2).

Wir werden Satz |4.11||(1)| auf einem Ubungszettel fiir dividierte Differenzen erster
und zweiter Ordnung beweisen.

Nach dieser Vorbereitung konnen wir schlieklich die Interpolationsformel von New-
ton einfiihren.

Satz 4.12. (Interpolationsformel von Newton)

Sein € Ny. Sei f: [a;b] — R eine Funktion, und seien xg,x1,...,x, ge-
nau n + 1 verschiedene Punkte in [a;b]. Seien (xy; f(2;)), 1 =0,1,...,n, die
zugehorigen Datenpunkte in der (x;y)-FEbene fir die Interpolation der Funk-
tion f. Die (jeweils eindeutig bestimmten) interpolierenden Polyno-
me P; € P; (also Grad(P;) < j) mit j = 0,1,2,...,n, die jeweils die
Datenpunkte (azi; f(xl)), 1 = 0,1,...,7, interpolieren, kénnen mit Hilfe der
dividierten Differenzen von f wie folgt berechnet werden:

(z — o) flz1, x2] + (2 — x0) (x — 1) fl20, 71, 9]

)
) +
20) + ( — xo) flzo, T1] + (x — 20) (x — 1) flw0, 71, T2,
) +
(z = 20) (z — 21) (x — 22) flzo, 1, T2, 3],

Warum ist die Interpolationsformel von Newton so niitzlich? Es gilt fiir
jedes 7 =0,1,2,...,n — 1 die Rekursionsformel

Pj+1($) = P](x) + (.le - xo) ot (le - xj) f[aco,xl, SN ,$j+1], (410)
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denn nach Satz gilt

Pj+1($) :f(x0)++(x—x0) oL (.T—.%'j_l) f[.%‘o,l'l,...,.]?jl
= Py()
+($—$0)-...-($—Ij f[a:o,xl,...,xj,arjﬂ]
= Pj(z)+ (x —x0) - ...- (v — x;) flro, 1, .., Ty, Tj11].

Die Formel besagt das Folgende: Wollen wir die Interpolation verbes-
sern und fiigen daher einen neuen Datenpunkt (zjy1; f(xj41)) zu (2 f(2:)),
t = 0,1,...,7, hinzu, so brauchen wir das Interpolationspolynom nicht neu zu
berechnen, sondern miissen nur zu P;j(z) einfach den Term

(x —x0) - ... (x — ;) flro, 21, ..., Tj, Tjr1]
addieren, um Pj;;(z) zu erhalten.

Wir werden die Interpolationsformel von Newton auf einem Ubungszettel fiir die
Fialle n = 1 und n = 2 beweisen.

Betrachten wir zunachst ein Beispiel.

Beispiel 4.13. (Interpolationsformel von Newton)

Sei [ :[0;00[— R, f(z) = /z, und seien xyp = 1, x; = 4 und xo = 2,89. Die
zugehorigen Funktionswerte sind dann f(xg) = 1, f(x1) = 2, f(z2) = 1,7. Nach
Beispiel sind die dividierten Differenzen erster und zweiter Ordnung

1 30 100
f[x()uxl] — 9 f[xluxQ] —m, f[xo,xl,xg] ——m_

3
Das konstante Interpolationspolynom P, des Datenpunkts (1;1), das lineare In-
terpolationspolynom P; der Datenpunkte (1;1) und (4;2) bzw. das quadratische
Interpolationspolynom P, der Datenpunkte (1;1), (4;2) und (2,89;1,7) sind also
nach der Interpolationsformel von Newton gegeben durch

Pux) = Pol) + (& — 0) flao,aa] = 1+ % (x—1) = %x + ; (4.11)
PQ(SU) = P1($> + (SU — 5170) (SC — 3?1) f[aj(), SCl,SUQ]
| 100
— 143 (@—1) = 5oz (@ = 1) (v = 4). (4.12)

Nattirlich ist (4.11)) identisch mit der Formel fiir das lineare Interpolationspoly-
nom, die wir in Beispiel mit der Interpolationsformel von Lagrange erhalten
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haben. Ebenso liefert (4.12)) das gleiche quadratische Interpolationspolynom, wel-
ches in Beispiel berechnet wurde; allerdings ist dieses (ohne Vereinfachungen)
nicht offensichtlich. &

Was passiert in Satz und Definition 1.9, wenn die Datenpunkte (z;;y;),
1 =0,1,2,...,n, nur als Punkte in der Ebene gegeben sind, die eine unbekannte
Funktion (angendhert) beschreiben, und nicht als Punkte auf dem Graphen einer
bekannten Funktion f7 Natiirlich funktioniert die Berechnung der Interpolieren-
den ganz analog. Dieses wird in der nachsten Bemerkung erklart.

Bemerkung 4.14. (dividierte Differenzen fiir (z;;v;), i =0,1,...,n)

Sei n € Ny, und seien (x;;9;),7=0,1,...,n, genau n + 1 Datenpunkte in der
(x;y)-Ebene mit paarweise verschiedenen xg, x1, ..., x,.

(1) Die dividierten Differenzen werden wie folgt berechnet:

y[IUi,ZEiH]:M, 1=0,1,...,n—1,
Li+1 — X
ylzio1, xi, xi1] = ylwi Tin] =yl @i , 1=1,...,n—1,
Tit1 — Ti—1

y[xla <o 7xn] - y[x()) - 7'rn—1]
Ty — T '

ylro, o1, .o Ty, Ty =

(2) Die interpolierenden Polynome P; € P; (also Grad( 5) < j) mit
7 =20,1,2,...,n, die jeweils die Datenpunkte (:L’Z,yz) =0,1,...,7,
interpolieren, Werden wie folgt berechnet:

Po(z) = yo

Pi(z) = yo + (x — o) y[zo, 21,

Py(z) = yo + (v — o) y[xo, 71] + (x — 20) (¥ — 1) y[T0, 71, 2],

Py(z) = yo + (z — o) y[z1, 2] + ( — 20) (T — 21) Y[70, 71, T2]
+ (z — zo) (x — x1) (x — x2) Y|z, 1, T2, T3],

P,(z) = yo + (z — x0) ylxo, x1] + . ..
+(x—m) ...  (x — xp_o) y[wo, 1, ..., Tp1]

+(z—x0) (x—x1) oo (T — xp1) Ylwo, 1, - -, T
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(3) Auch hier gilt fiir jedes 7 =0,1,...,n — 1 die rekursive Beziehung

Pj+1($) = PJ(ZE) + (ZL‘ — $0) et (l’ — asj)y[xo,xl, . ,xj_H].

4.4 Der Fehler der Polynominterpolation

Sei f eine (n+1)-mal stetig differenzierbare Funktion, und seien xg, z1, ..., z, € R
paarweise verschieden. Wir interessieren uns nun dafiir, wie gut das interpo-
lierende Polynom P, € P, der Datenpunkte (xz,f(:r:z)), i =0,1,2,...,n,
die Funktion f auf einen geeigneten Intervall, welches xg, x1,...,z, enthalt,
approximiert d.h. annahert. Zunéchst lernen wir den folgenden Satz kennen.

Satz 4.15. (Interpolationsfehler)

Sei f :]c;d] — R eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, sei [a;b] C
le;d[, und seien xg, x1, ..., x, € |a;b] paarweise verschieden. Sei P, € P, das
interpolierende Polynom der Datenpunkte (:z:i; f(a:z)), 1=0,1,2,...,n.
Dann gibt es zu jedem x € [a;b] einen Punkt ¢, zwischen dem Minimum und

dem Mazimum von xg,x1,...,x, und x, so dass der absolute Fehler der
Ndherung P,(x) des Funktionswertes f(x) durch

Fa) - Py(x) = L= ?ffi;!' ) pese,) (413)

gegeben 1st.

Betrachten wir zwei Beispiele, um uns klar zu machen, was (4.13)) bedeutet.

Beispiel 4.16. (Interpolationsfehler bei linearer Interpolation)

Sei f: R — R, f(z) = €”, und seien g, z1 € [0;1] mit 0 < zy < 27 < 1. Nach
(4.13) gibt es dann zu jedem x € [0;1] ein ¢, zwischen dem Minimum und dem
Maximum von xg, r1; und z mit

(xr — x9) (x — 1)

i f”(cx) _ (I _ .I'()) (.T _ xl) c

e’ — Pi(x) = 5 e, (4.14)

wobei wir genutzt haben, dass f/(x) = e* und f”(x) = e ist, und wobei P, € P
das lineare Interpolationspolynom bzgl. der Datenpunkte (xg; e™), (x1; ™) ist.



4.4. Der Fehler der Polynominterpolation
108 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

Um den Fehler (4.14)) im Folgenden weiter zu untersuchen, nehmen wir ab jetzt
an, dass xg < x < xp gilt. Dann folgt mit © — x1 = —(x1 — x) aus (4.14)), dass
(x — @) (w1 — )

5 e, (4.15)

e’ — Pi(z) = —

wobei ¢, nun in [zg; 1] liegen muss (da xy = min{xg, x1, z}, 1 = max{xg, x1,x}).
Wegen © — xg > 0 und x; — x > 0 und e* > 0 sehen wir an (4.15), dass der
Interpolationsfehler immer negativ ist. Falls [xg; z1] ein sehr kleines Intervall ist,

so ist e dort anndhernd konstant. Der Fehler (4.15) verhélt sich dann anndhernd
wie ein quadratisches Polynom.

Wir schitzen den Fehler (4.15) nun weiter ab. Wenn wir den Absolutbetrag auf
beiden Seiten von (4.15) anwenden, erhalten wir

" — Pi(z)| = |- i 560)2(331 —) | = (2 x0)2(x1 — ) e (4.16)

Wegen dem streng monoton wachsenden Wachstumsverhalten der Exponential-
funktion folgt aus zy < ¢, < x1, dass e*® < e < e*t. Somit folgt aus (4.16))

(x — x0) (11 — ) (& — @) (11 — 2) 4,
2 2 '

Die untere und die obere Schranke fiir den Fehler in (4.17) héngen immer noch
von x ab. Um aus (4.17)) eine Abschétzung herzuleiten, die von x unabhéngig ist,
nutzen wir, dass gilt

e’ < le" — Pi(x)| <

(4.17)

— — h?
max (z = @) (21 = 2) = — mit  h =z — . (4.18)
xE€[xo;71] 2 8

Dieses folgt daraus, dass (x — xg) (r7 — ) eine nach unten gedffnete Parabel
mir den Nullstellen xg, z; ist. Das globale Maximum in [xg; z1] muss dann in der
Mitte zwischen seinen Nullstellen, also bei £ (21 + ) auftreten. Damit erhalten
wir fiir © = 1 (21 + ) also @ — z9 = § (1 4+ 20) — 29 = 3 (¥1 — 29) = % und

2
T — =21 — 3 (21 +20) = 5 (21 — 29) = 2, woraus (L.18) direkt folgt.
Nutzt man (4.18]) fir die obere Schranke in (4.17)) aus, so gilt mit h = x1 — x

— — h2
e’ — Pi(z)| < | max (z = o) (11 ~ 2) et < —e", (4.19)
xE€[xo;21] 2 8

Da wir nur zg,x; € [0;1] betrachten, kénnen wir e*t weiter durch e®t < el = ¢
abschétzen, und es folgt mit A = 21 — xg

e’ — Py(x)] < ghQ fir alle z mit 0 < 2o <z <27 < 1. (4.20)
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Betrachten wir ein Zahlenbeispiel: Seien xq = 0,82 und z; = 0,83. Dann sind (mit
Rundung auf eine 7-stellige Gleitkommadarstellung)

f(xo) = "% £2.270500,  f(x;) = e™¥ = 2,293319,

und die lineare Interpolierende ist (nach der Interpolationsformel von Lagrange)

z— 0,83 z — 0,82
Py(z) = 2,270500 - ! 2,293319 - ’
() =2, 0,082 — 0,83 + 0,083 — 0,82
~2,270500 - (0,83 — ) +2,293319 - (z — 0,82)
B 0,01 '

Fiir x = 0,826 finden wir die Naherung
P;(0,826) = 2,284191.

Der wahre Wert ist
£(0,826) = €"%%0 = 2284164,

und der Interpolationsfehler ist somit

%20 _ Py(0,826) = 2,284164 — 2,284191 = —0,0000274 = —2,74 - 10°.

(4.21)
Laut (4.20)) sollte mit h = 21 — xy = 0,83 — 0,82 = 0,01 gelten
9820 — P(0,826)| < g -(0,01)% = 0,0000340 = 3,40 - 10, (4.22)

und wir sehen, dass der Interpolationsfehler (4.21]) sehr wohl innerhalb der durch
(4.22) gegebenen absoluten Fehlerschranke liegt. — éb

Beispiel 4.17. (Interpolationsfehler bei quadratischer Interpolation)

Sei f: R — R, f(x) = e*, und seien xg, x1,x2 € [0;1] paarweise verschieden.
Nach (4.13)) gibt es dann zu jedem x € [0;1] ein ¢, zwischen dem Minimum und

dem Maximum von zg, 1, o und x mit

o Pya) = (z — o) (x ;!xl) (z — 29) )
(z =) (x —a1) (x —x9) ,

= 5 e, (4.23)

wobei wir genutzt haben, dass f/'(z) = e”, f'(x) = €”, f"(x) = e ist, und wobei
P, € Py das (hochstens) quadratische Interpolationspolynom bzgl. der Daten-
punkte (zg; €™), (x1;e™), (x9; ™) ist.
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Wir nehmen nun an, dass 0 < g < 1 < z9 < 1 gilt und dass die drei Punkte
Xo, T1, To jeweils gleiche Abstdnde zum Nachbarpunkt haben, also h = x5 — 21 =
xr1 — xp. Erfillt  nun 0 < 29 < © < 19 < 1, dann liefert das Anwenden des
Absolutbetrags in (4.23)

‘ex . PQ(:E)‘ _ (l‘ _:UO) (x _xl) (I’ —332) eCe

< e, (4.24)

wobei wir im zweiten Schritt 0 < e < e! = e genutzt haben. (Dieses folgt,

weil ¢, in [zg; 22] und damit in [0;1] liegt und damit e < e! = e gilt, da die
Exponentialfunktion streng monoton wachsend ist.)

Um den Fehler weiter abzuschétzen, nutzen wir, dass gilt

e (x — ) (x — 1) (x — x2) h3

TE[x0;52] 6 B 9 \/g .

(4.25)

Diese Abschatzung folgt, indem man zunéachst x durch x + x1 ersetzt, also

(x+x1 —20) (x + 21 — 1) (T + 21 — T2)
6
(x+h)z(x—h) 1 1

— 6 :637(372—]22):6(3_1'}12)7

w(zx) =
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wobel wir 1 — 9 = 9 — 17 = h und danach die dritte binomische Formel
(x + h) (x — h) = 2% — h? genutzt haben. Das Intervall [xq; x5] geht dann iiber in
das Intervall [xg — x1; 29 — 1] = [—h; h]. Mit

it R 0-8) (2 - )

sehen wir unter Beriicksichtigung der Vorzeichenwechsel der Ableitung w’, dass
w auf [—h; k| in —\% sein globales Maximum und in \% sein globales Minimum
annimmt (siehe auch den Graphen in Abbildung [4.5)). (Eigentlich folgt aus den
Vorzeichenwechseln der Ableitung nur, dass lokale Extrema vorliegen, aber zusam-

men mit w(—h) = w(h) = 0 kann man folgern, dass dieses auch globale Extrema
sind.) Also folgt

max (=) (=) (@ = 22)] _ max 133 (2% — h?)

TE[x0;572] 6 z€[—hh] | 6
1 h h\? 1] h 2 h? 1
6(@)((\@) )| 6‘\@( 3>‘ 9v/3

Wenden wir (4.25)) in (4.24)) an, so erhalten wir fir = € [z¢; x2]

(x —xg) (x — x1) (x — 29)
6

e — Py(7)| < 5 0,174-h%. (4.26)

e < c h
~ 93

[st beispielsweise h = 0,01, dann gilt fiir x € [zg; 23] C [0;1] mit 29 — 21 =
r1—x90=h=0,01

e — Py(x)] < 0,174 - (0,01)*> = 1,74-107". (4.27)

Vergleichen wir mit der Abschéitzung (4.22)) fiir den Interpolationsfehler der linea-
ren Interpolierenden mit x; — g = h = 0,01, so sehen wir, dass sich in (4.27)) der

Interpolationsfehler bei dem quadratischen Interpolationspolynom ungefihr um
den Faktor 0,5 - 1072 verkleinert hat. &

Wir wollen nun noch eine weitere Darstellung fiir den Interpolationsfehler mit Hil-
fe der Interpolationsformel von Newton herleiten. Nach der Interpolationsformel
von Newton ist das Polynom P,,; € P, (also Grad(P,.1) < n + 1), welches
f :[a;b] — R an den paarweise verschiedenen Punkten xg,x1, ..., 2,1 € [a;b]
interpoliert (also welches die Datenpunkte (xi; f(:cz)), i=20,1,...,n+ 1, inter-
poliert), durch

Poi(x)=P(x)+ (x —xo) ... - (x — xp) flwo, 21, -+, Tny Ty ] (4.28)
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Abb. 4.6: Die Funktion Wy (siehe (4.32)) fiir n+1 = 7 Punkte 2 < 21 < ... < xg
mit gleichen Absténden.

gegeben. Da P,y die Funktion f in x,1 interpoliert gilt f(z,11) = Pyr1(Tna1).
Setzen wir in (4.28) © = x,41, so bekommen wir mit f(x,11) = Pui1(Tpi1)

f(xni1) = Po(xpa1) + (Tpe1r — @) « - oo (Xpa1 — @) flTo, 21, -+ oy Ty T |-
(4.29)

Wir wollen nun x,,,; als Variable behandeln und benennen es daher in ¢ um. Dann

wird (4.29)) zu

ft)=P,(t)+ (t —x0) ...  (t —x,) flro, x1, ..., x5, 1] <=
f@)=P,(t)=(t—x0) ... (t —xp) flro, x1, ..., Tpn, 1] (4.30)

Die Formel (4.30)) liefert eine Darstellung des Interpolationsfehlers von P, (t). Also
gilt fir t ¢ {xg,x1,..., 2.}

FO) = Pu(t) = (t —20) oo (t— 20) o, 21, -, ns 1. (4.31)

Man kann die Definition der dividierten Differenzen so verallgemeinern, dass auch
gleiche Punkte zugelassen sind, und gilt dann fiir alle ¢ € [a; b]. Natiirlich
werden die rechte und die linke Seite in jeweils null, wenn ¢ = x; fiir ein
i€{0;1;2;...;n} ist.

Sowohl in der Darstellung (4.13) in Satz als auch in der Darstellung (4.31))

des Interpolationsfehlers tritt das Polynom

U, (x) =(r—x0)(x—21) ... (v — ) (4.32)
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P

Abb. 4.7: Interpolierendes Polynom F; von f(x) = ﬁ fiir Datenpunkte vom

Graphen von f mit —5 =2y < x1 < ... < xg = b mit gleichen Abstand.

vom Grad n + 1 auf. Dieses ist der wichtigste Faktor, wenn wir den Fehler
betrachten. In Abbildung haben wir Wg fiir paarweise verschiedene Punkte
Ty < x1 < ... < xg gezeichnet, die jeweils den gleichen Abstand haben. Man
sieht direkt, dass Wg(x) und damit auch der Interpolationsfehler massiv grofer
werden, wenn man sich den Enden des Intervalls [xg; zg] nédhert. Wir vermuten
daher, dass Interpolationspunkte mit gleichen Abstéinden vermutlich keine beson-
ders gute Wahl sind.

Zum Abschluss betrachten wir noch ein Beispiel, an dem man sieht, dass das
interpolierende Polynom P, einer Funktion f bzgl. der Datenpunkte (z;; f(z;)),
i =0,1,...,n, (mit paarweise verschiedenen xg,x1,...,x,) mit wachsendem n
nicht immer gegen die Funktion f strebt.

Beispiel 4.18. (interpolierendes Polynom strebt nicht gegen f)
Gegeben sei die rationale Funktion

1

f:R—=R, f(x):1+x2.

Wir betrachten das interpolierende Polynom P, € P, bzgl. der Datenpunkte
(a;i;f(azz-)), i =0,1,...,n, wobei die =5 = ¢y < 11 < ... < x, = 5 gleiche
Absténde haben, also

10

xi=—b-+1h, 1 =0,1,...,n, wobel h = —.
n

Dann strebt P,(z) in vielen Punkten x € [—5; 5] mit wachsendem n nicht gegen
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f(x). Insbesondere fiir z mit |z| > 4 (also x < —4 oder x > 4) ist die Anndherung
von f(x) durch P,(x) sehr schlecht. In Abbildung [4.7]ist dieses fiir Py illustriert.
Mit wachsendem n wird dieser Effekt noch schlimmer. &



KAPITEL 5

Numerische Integration

In diesem Kapitel lernen wir Verfahren zur numerischen Berechnung von Integra-
len, also zur numerischen Integration oder Quadratur kennen. Wir haben
bereits in Teilkapitel [1.5| Integrale numerisch berechnet, und dabei wurde der Inte-
grand durch ein geeignetes Taylor-Polynom des Integranden ersetzt. Dieses liefert
aber in der Regel eine deutlich schlechtere angendherte Berechnung des Integrals
als wir sie mit den in diesem Kapitel besprochenen Verfahren bekommen.

Warum benotigt man numerische Integrationsverfahren? Viele Integrale, wie z.B.

1 s
/ e dx oder / " sin (\/E) dx
0 0

sind nicht (mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung) ele-
mentar berechenbar, weil die Integranden keine (elementar berechenbare) Stamm-
funktion haben. In diesem Fall braucht man eine numerische Integrationsformel,
um das Integral angenahert zu berechnen.

5.1 Trapezregel

Die Grundidee zur Konstruktion numerischer Integrationsformeln oder Qua-
draturformeln ist, den stetigen Integranden f im bestimmten Integral

b
1) = [ ) (5.1
115
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durch eine geeignete Approximation zu ersetzen, die leicht exakt zu inte-
grieren ist. Wir beginnen in diesem Teilkapitel mit der Herleitung der einfachsten
elementaren Quadraturformel, ndmlich der Trapezregel.

Um die Trapezregel zu bekommen, ersetzen wir den stetigen Integranden f in
(5.1) durch sein lineares Interpolationspolynom P, € Py bzgl. der Datenpunkte
(a; f(a)) und (b; f(b)) von f an den Intervallenden:
r—0b T —a
P, = b
() = fla) Sy + S )

Einsetzen von ((5.2)) in (5.1)) und anschliefendes Berechnen des Integrals tiber das
Interpolationspolynom P; liefern

/abf(x)dx%/abpl(x)da;:/ab (f(a)z:z+f(b)"z:2) da

(= D)? (x — a)T"
2(a—0b) 2(b—a)

(5.2)

= |f(a) + f(b)

Ir=a

2 2

b—a —(a—=b) f(a)+ f(b)

= 1) S f o) = = B )

Wir erhalten also die sogenannte Trapezregel

1(f) = (b — ) 1O IO

- o+ 10 25| - [ S50+

die nun (ohne vorherige Berechnung des linearen Interpolationspolynoms) direkt
bei Kenntnis der Funktionswerte f(a) und f(b) angewendet werden kann.

Verfahren 5.1. (Trapezregel)
Sei f: ]a;b] — R eine stetige Funktion. Die Trapezregel

fla) + f(b)

I(f)=(b—a) (5:3)

2
b
liefert eine Nihrung fir das Integral I(f) = / f(x)de.

Die Trapezregel hat eine geometrische Anschauung, der sie IThren Namen verdankt
(siche Abbildung [5.1)): Die Fliche zwischen dem Graphen des linearen Interpola-
tionspolynoms Pj(x) und der z-Achse von x = a bis x = b bildet ein Trapez.
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Abb. 5.1: Veranschaulichung der Trapezregel T aus Verfahren [5.1]

Beispiel 5.2. (Trapezregel)

|
[(f):/O 1+xd:(:

mit der Trapezregel angenahert berechnen:

Tl(f):(l_o)wzé <1i0+1i1> 2220’75'

Wir wollen das Integral

Wir berechnen das Integral direkt (mit Rundung des Ergebnisses auf 10-stellige
Gleitkommadarstellung)

LT z=1 _
I(f) = /0 o de= [1n(1 + x)LZO = In(2) — In(1) = In(2) = 0,6931471806.

Der absolute Fehler der Ndherung ist (mit Rundung auf 3-stellige Gleitkomma-
darstellung) I(f) —T1(f) =In(2) — 2 = —0,0569. &

Hilfssatz 5.3. (Trapezregel ist exakt fiir Polynome vom Grad < 1)

Fiir jedes Polynom pi(x) = cx + d mit Konstanten c,d € R gilt fir die durch
(5.3) definierte Trapezregel Ti(p1) = I(p1), d.h. die Trapezregel integriert
alle Polynome von Grad <1 (also in Py) exakt.
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Beweis von Hilfssatz 5.3} Dieses zeigt man, indem man 7’ (p1) und I(p;) kon-
kret berechnet und umformt, bis man sieht, dass sie gleich sind. — Alternativ kann
man dieses auch mit Hilfe der Eigenschaften des linearen Interpolationspolynoms
begriinden. — Wir fiithren den Beweis auf einem Ubungsblatt durch. [

Wie kann man mit Hilfe der Trapezregel eine bessere numerische Integrations-
formel bekommen? Man konnte das Integrationsintervall [a;b] in mehrere
gleichlange Teilintervalle zerlegen und dann auf jedem Teilintervall die
Trapezregel nutzen. Betrachten wir dieses zunéchst fiir ein Beispiel.

Beispiel 5.4. (,zusammengesetzte” Trapezregel)
Wir wollen das Integral

1
1
I(f) = dr = In(2) = 0,6931471806
=] de-me

in zwei Teilintegrale iiber [0; %] und [% ; 1} zerlegen und diese dann jeweils mit

der Trapezregel angenédhert berechnen:

1 1 1/2 1 1 1
I(f) = de = d +/ dez,

1 0)+ /(5 1\ f(3)+f(1
i - (L) JOIG) (1 SE) )

2 2 2
1 1+2 1 2435 1 17 10 7 17,
5 9 T3 Ty TuTIgTaa o g TS
wobei das Ergebnis auf 5-stellige Gleitkommadarstellung gerundet wurde. Der
absolute Fehler dieser Néaherung ist mit Rundung auf 3-stellige Gleitkommadar-

stellung 1(f) — To(f) = In(2) — 3 = —0,0152. Gegeniiber dem Ergebnis T} (f)

aus Beispiel [5.2 betrédgt der absolute Fehler von T5(f) ungefédhr nur i des absolu-
ten Fehlers von T1(f). &

2
2
3

Wir wollen die Idee aus dem letzten Beispiel nun verallgemeinern und das In-
tegrationsintervall [a;b] in n gleich grofie Teilintervalle unterteilen und
auf jedem Teilintervall die Trapezregel anwenden: Sei also

b—a

h = :
n

Dann erhalt man mit

rr=a+kh, k=0,1,2,...,n,
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y
2 (xla f(xl))
o, f(22)) (w4, fA))
(a:o, flz 3, [ (23
1
f(z)

° ® o ° ® A
1 2 3 4 5 6
To=a 1 T9 T3 xy=0>

Abb. 5.2: Veranschaulichung der Trapezregel T, fiir numerische Integration aus
Verfahren (hier mit einer Unterteilung in n = 4 gleich lange Teilintervalle).

durch [xp_1;2%], K = 1,2,...,n, eine Unterteilung von [a;b] in n gleich grofe
Teilintervalle der Lénge h. Das Integral (5.1)) ist dann (mit g = a und x,, = b)
entsprechend die Summe der Integrale {iber diese Teilintervalle

1= [ ) do = / j”f(x) da
:/:f(x)der/:f(x)der...+/;n1f(a:)da:.

Wir nutzen nun auf jedem dieser Teilintervalle der Lange h die Trapezregel ((5.3)
und erhalten damit
f(z1) + f(z2)

f(20) ‘;‘ f(z1) h . L ah f(mn—l);‘ f(xn)

|(F(a0) + F(20) + (F@n) + F@2) + -+ () + fl))]

Ff(aro)+f(x1)+f($2)+---+f($n1)+1f<$n>}

I(h) ~

> Nl S

2 2

Dieses ist die Trapezregel fiir numerische Integration, und wir halten diese
als Verfahren fest. Die Trapezregel fiir numerische Integration ist in Abbildung
mit n = 4 illustriert.
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Verfahren 5.5. (Trapezregel fiir numerische Integration)

Sei f : [a;b] — R eine stetige Funktion. Firn € N sei h = + (b — a) und
die Knoten(punkte) seien vy, = a+kh, k=0,1,2,...,n. Dann liefert die
Trapezregel fiir numerische Integration

L) = |5 fao) + 3 Flan) + 5 () (5.4

L k=1

= |3 (@) + S+ f2) o+ fd) + 5 F )

b
eine Ndaherung fir das Integral I(f) = / f(x) de.

Der Index n von T,,(f) steht fiir die Anzahl der gleichlangen Teilintervalle, in die
[a; b] unterteilt wurde. Natiirlich ist die ,einfache Trapezregel* in Verfahren
der Sonderfall n = 1 von Verfahren [5.5]

Aus Hilfssatz [5.3] folgt direkt, dass die Trapezregel T,, fiir numerische Integration
fiir alle Polynome vom Grad < 1 exakt ist.

Satz 5.6. (Trapezregel fiir numerische Integration ist exakt auf P,)

Fiir jedes Polynom py € Py, also p1(x) = cx + d mit Konstanten c¢,d € R,
gilt fiur die durch definierte Trapezregel fiir numerische Integration
T.(p1) = I(p1), d.h. die Trapezregel T,, fiir numerische Integration integriert
alle Polynome in P; (also von Grad < 1) exakt.

Beweis von Satz Sei p; € P ein beliebiges Polynom vom Grad < 1. Dann
gilt nach der Konstruktion der Trapezregel T,

n T
Tp) = / Pra(x) ds
k=1 " k-1
= / P (z)dx + / P o(z)de + ... —I—/ P, (z)dz,
) Z1 Tn—1
wobeifiir k = 1,2,...,n, das Polynom P, , € P jeweils das lineare Interpolations-
polynom von p; bzgl. der beiden Datenpunkte (:Ek_l;pl(.fl?k_l)) und (xk,pl(a:k))
ist. Da P € Py fir £ = 1,2,...,n, jeweils die zwei Interpolationsbedingun-

gen P p(xp—1) = p1(xk—1) und P x(z) = p1(zg) erfiillt und da p; ebenfalls ein
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b—a 1 [L(f) = Tpa(f)]
noh=—==2 LW IO-T0) |\ THEEg
2 =21 0,5 0,731370252 | 1,55- 1072
4=22| 025 0,742984098 | 3,84 -1073 4,02
8§=23| 0,125 0,745865615 | 9,59 - 10~ 4,01
16 =2*|| 0,0625 0,746584597 | 2,40 -10~* 4,00
32=2°| 0,03125 0,746764255 | 5,99 - 107° 4,00
64=26| 0,015625 0,746809164 | 1,50 -107° 4,00
128 =27 || 0,0078125 | 0,746820391 | 3,74-107° 4,00

Tabelle 5.1: Trapezregel T,,(f) mit f(z) = e und [a; b] = [0; 1] zur Berechnung
des Integrals fol e du.

Polynom vom Grad < 1 ist, welches die Interpolationsbedingungen trivialerwei-
se erfiillt, folgt aus der Eindeutigkeit des linearen Interpolationspolynoms, dass
Py ;. = p1 gelten muss. Also folgt

Th(p1) = zi: /xjkl Py g(z)de = zi: /;kl m(z)de = /abpl(x) dz = I(p1),

und die Trapezregel T,, integriert p; offensichtlich exakt. ]

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 5.7. (Trapezregel fiir numerische Integration)

Wir berechnen das Integral
1
/ e~ dz = 0,746824132812427
0

fiir n = 2/ mit j = 1,2,...,7 mit der Trapezregel fiir numerische Integration 7,.
Es sind also [a; 0] = [0;1], f(z) = e und h = (1—0)/n = 1/n, und die Knoten
sind dann zp = a+ kh = O+k-% = %, k=0,1,2,...,n. Wir miissen also fiir

n =2 mit j =1,2,...,7 jeweils die folgende gewichtete Summe berechnen:
1 [e® &2 , eV 11 & > et
T,(f) =~ |— —(km)? L2 | = Z |2 —(k/n)* o =
=17 +;e MR 2+;€ 3
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Die Ergebnisse sind in Tabelle auf eine 9-stellige Gleitkommadarstellung ge-
rundet angegeben. Weiter haben wir den absoluten Fehler I(f) — T,,(f) auf ei-
ne 3-stellige Gleitkommadarstellung gerundet aufgelistet, sowie den Quotienten

[1(f) = Top2(DIH(S) = TulS)]
An den Quotienten [I(f) —T,,2(f)|/|I(f

[L(f) = Topo(S)l

— To(f)| sehen wir, dass gilt

)
!

~4 — [L(f) = Topo( N = [L(f) = Tu(S)]-
() = Tu()] 1 /
Dieses bedeutet, dass bei einer Verdoppelung der Anzahl der Teilintervalle und
damit einer Halbierung des Abstands der Knotenpunkte zy, £ = 0,1,...,n, (und

ungefdhr einer Verdoppelung der Anzahl der Knotenpunkte) der Betrag des ab-
soluten numerischen Integrationsfehler |I(f) — T, (f)| ungefihr 1/4 des Betrags
des absoluten numerischen Integrationsfehler [I(f) — T, /o(f)| mit dem doppel-
ten Abstand 2h ist. Daher vermuten wir, dass sich der Betrag des absoluten
numerischen Integrationsfehler |I(f) — T, (f)| moglicherweise wie C'h? mit einer
Konstante C' > 0 verhélt, denn: Gelten

[I(f) —T.(f)| = Ch* und entsprechend |I(f) —T,2(f)| = C (2h)* = 4C h?,
so folgt angenahert
1(f) ~ Tup(f)] _ 4CH?
I(f)=Tu(H)l — Ok
wie wir es in Tabelle beobachtet haben. &

=4,

Wie der nachfolgende Satz zeigt, ist das im vorigen Beispiel vermutete Konver-
genzverhalten |I(f) —T,(f)| =~ C h? (mit einer Konstante C' > 0) richtig, bzw. es
liegt mindestens ein solches Konvergenzverhalten vor.

Satz 5.8. (Konvergenz der Trapezregel fiir numerische Integration)

Sein € N, und sei f : [a;b] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion.
Dann gilt fiir den Betrag des absoluten Fehlers EL(f) = |I(f) — T,(f)|

der Ndherung des Integrals
b
= / f(x)dx

durch die in Verfahren[5.9 definierte Trapezregel fiir numerische Integra-
tion T,,(f) die Fehlerabschdtzung

b

BI(F) = 11(f) = Tu()] < "5 W max | (@) (55)
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Warum ist Satz extrem niitzlich? Satz erlaubt es uns, mit Hilfe von ((5.5)
auszurechnen, ab welchem Wert fiir n der absolute Fehler I(f)—T,(f) betraglich
garantiert hochstens so grofs wie eine vorgegebene absolute Fehlerschranke ¢ ist.
Wir demonstrieren dieses an einem Beispiel.

Beispiel 5.9. (Fehlerabschatzung fiir die Trapezregel fiir num. Int.)
Gesucht ist ein (moglichst kleiner) Wert fiir n, ab dem 7,,(f) als Ndherung fiir

1
I(f) = / e dr = 0,746824132812427 mit f:R—R, f(x)= e_xz,
0
einen absoluten Fehler hat, der betraglich garantiert héchstens e = 1073 ist
Mit [a;b] = [0;1) und h = (b—a)/n = (1 —0)/n =1 und

2

fe) = 2,
o) = =27 + (=22)2e ™ = (422 —2)

gilt nach (5.5)) in Satz die Fehlerabschatzung

g0 =) -1 = 50 (L) mas |2 6o

12 n x€[0;1]

Um das Maximum von |f”(x)| auf [0; 1] zu bestimmen, berechnen wir f""

(@) =8ze ™ + (42 —2) (—22) e = (—8a2+12x)e™

2—8«%’(96 —;) —8x<x—£) <x+%>

Fir x € [0;1] ist —8z <0, x—%<0 und x—l—%>0. Also ist f"(z) >0

fir alle x € [0; 1], und wir sehen, dass f” monoton wachsend ist. Somit gilt fiir
x € [0;1], dass f"(0) < f"(x) < f"(1) ist, und es folgt

xrg[%;}l(] ’(4 2 — 2) e v

o 17"(0)] = max {LO)L 1711}
=max {| —2¢'|;[2¢7"|} = max {2;2¢7'} =2.
Einsetzen in ((5.6)) liefert

1

1
=-S5 (5.7)
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Wir suchen nun n € N, so dass gilt

1 -3
— <e=107% (5.8)

S| =

By (f) = I(f) = Tu(f)| < -

Auflésen der Bedingung % 5 <e=10"* aus (5.8) liefert

Lol 103< y 10% _

- <~ — <n <~ — <n

6 n?— 6 — 6 —
N——
=129

wobei wir im letzten Schritt genutzt haben, dass die Quadratwurzel streng mono-
ton wachsend ist und deshalb die < Beziehung erhalten bleibt. Also ist fiir n > 13
garantiert EL(f) = |I(f)—Tu(f)| <& =107, Ein Vergleich mit Tabelle 5.1} in
der die Niherungen T,,(f) fir n =27, j = 1,2,...,7, fiir das obige Integral I(f)
zusammen mit ihren absoluten Fehlern angegeben wurden, zeigt, dass bereits fiir
n =8 gt EL(f)=|I(f) —T,(f)] <e=10"3 Die Abschitzung liefert
hier also keine gute Prognose. &

Fiir mathematisch Interessierte zeigen wir noch den Beweis von Satz[5.§]|

Beweis von Satz [5.8; Wir erinnern uns, dass wir die Trapezregel Ti(f) zu
Beginn des Kapitels als das Integral iiber das lineare Interpolationspolynom P,
bzgl. der Datenpunkte (a; f (a)), (b; f (b)) eingefiithrt haben. Entsprechend gilt fiir
das Teilintervall [z;_1; k], & € {1,2,...,n}, bei der Trapezregel fiir numerische
Integration T, (f) also

Tk Tk
/ f(x)de ~ / Py (z)dz  mit dem linearen Interpolationspolynom
Tk—1 Tk—1

T — Tk

Pri(z) = f(p-1) + f(xr)

Trp—1 — Tk L — Tk—1

T (113 flzr1)),
Tt vl | (ve: £ (1)),

wobei das Integral auf der rechten Seite gerade der Beitrag zu T),(f) durch die
Trapezregel auf dem Teilintervall [zj_1; x| ist. Es gilt mit der Dreiecksungleichung

B, (f) = I(f) = Tu(f)l =

k=1 Tk—1 k=1 Tr—1
I [ U@ - Pa@] s <3| [ [0 - Pt da
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Die Integrale in der dritten Zeile von ((5.9) sind alle von der Form

(o +h)—2x r—a
T+f(0&+h) .

Nach Satz gilt (da f zweimal stetig differenzierbar ist) mit einem (von x €
[a; & + h] abhéngigen) Punkt ¢, in [a; a + A

/a ‘f(a:)—Pl(:c)‘da: mit  P(z) = f(a)

(x—oz)(a:—(onrh))

£(x) ~ Pr(a)] = N

f(ca)

|7 (e)] (z —a) ((+h) — )

2 H/_/\ ~ 2

>0 >0
1
< = ’ — — ). 1
<5 (Lo, 10 @) (@40 =a). G0)
Wir formen nun (z — a) ((a + h) — ) geeignet um:

(= a) ((a+ 1) —z) = (x— (w%) +g> ((aJrg) —x+g)
(- (ern)]) G- (+3)])
S TR

Einsetzen von (5.11)) in (5.10)) und Integrieren iiber [a; o + h] ergibt:

<3 (s, o) [ (hf o= (o ZH) v

9 ~z=a+ .
=5 (s, o) (lhz LBl
- (teﬁi}im lf”(t)l) ([% (ot ) - O‘)] - E (g) o (_ %)D
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Anwenden der Abschétzung ((5.12)) auf jedes der Integrale in (5.9) liefert

o <Z / P \dx<2—h3 (mx 10

[Tr—1521]
<202 (max|f” Zh— max | £(0)]
— 12 te(a;b] t€(a;b] ’
\v./
=nh
=b—a
womit ((5.5)) bewiesen ist. O]

5.2 Simpson-Regel

Um eine elementare, aber bessere, Quadraturformel als die Trapezregel fiir nume-
rische Integration zu bekommen, gehen wir analog zur Herleitung der Trapezregel
vor, aber ersetzen den Integranden durch ein (hochstens) quadratisches Interpo-
lationspolynom aus Py. Genauer ersetzen wir in

b
= / f(x)dx (5.13)

den stetigen Integranden f durch das (hochstens) quadratische Interpolations-
polynom P, € P, bzgl. der Datenpunkte (a;f(a)), (c;f(c)), (b;f(b)), wobei
¢ = (a + b)/2 der Punkt genau in der Mitte zwischen a und b ist. Das quadrati-
sche Interpolationspolynom P, € Py hat dann die folgende Form:

(x —b) (x —¢) (x —a)(x —b) (x —a)(x—c)
(a—10)(a—c) (c—a)(c—0) (b—a)(b—c)

Also erhalten wir die folgende Naherungsformel fiir das Integral

b b .
10~ [ Poydo= st [ =

)
)
"z —a)(z-b) "z —a)(z—c)
—I—f(c)/a c—a) =D dx+f()/a( =0 dx. (5.14)

Die drei Integrale lassen sich exakt berechnen. Zuvor ist es aber zweckmaéfig
h = (b — a)/2 einzufithren. Dann gelten h = ¢ —a = b —cund b — a = 2h,
und somit folgt auch c =a+ h, b = c+ h = a + 2h. Dann fithren wir in jedem
der drei Integrale die Substitution t = x —a <= x =t + a, dt = dx, durch,

Py(x) = f(a)

+ f(c)

+ f(b)




5. Numerische Integration
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 127

damit in dem Ergebnis nicht mehr a, b, ¢, sondern nur h auftaucht. Wir erhalten
mit dieser Vorgehensweise mit t —b=t+a—-b=t—2h,x—c=t+a—c=t—h
und x — a =t jeweils

bx— T —C 2h
/ Ea—géa—cidx:%/o (t—=2h) (¢t —h)dt

2h
1 J1 3
2 _3ht+2R)dt= — |3 -2
/0( +2h) 2h2{3 2

8 1 8—18+12
([§h3—6h3+4h3]—0>— Tl s

ht2+2h2t]

1
2 h?
1
2 h?

1
- 2h2 3 2

x_b) _1 2h _1 2h
de=— | t(t—2n)dt=_—2
R ) e,

t=2h
—1 —1 —4 4
t3—ht2] :—<[§h3—4h3] —0) :—-—h3:—h,

(" —2ht)dt

b 2h 2h
(x —a)(x—c) 1 1 / 5
dr = — t(t—h)dt = — t“—ht)dt
/a b—a)b—c) 2R (t=hydt =575 | ( )

11, 1. 17" 1 ([8 1 2 h
S e B X - I O DX BV S ) R & R
on? |37 2 LO 2h2([3 V)= am 3" =3
Einsetzen der Werte fiir diese Integrale in (5.14]) liefert die Simpson-Regel
h 4 h h h
I) = (@) 5+ () S+ ) 5 = 5 [£(@) +47(0) + f(B)]
h a+b
- & @+ ar () + )] = s, (5.15)

wobei wir in der zweiten Zeile von ((5.15)) noch ¢ = (a + b)/2 eingesetzt haben.

Wir halten die Simpson-Regel als Verfahren fest:

Verfahren 5.10. (Simpson-Regel)
Seien f: |a;b] = R eine stetige Funktion und h = b’T“ Die Simpson-Regel

(1) = 5 [f(a) +4f ( - b) + f(b)} (5.16)

b
liefert eine Nihrung fir das Integral 1(f) = / f(x)dx.
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Betrachten wir zunédchst ein Beispiel.

Beispiel 5.11. (Simpson-Regel)

Wir wollen das Integral

1

1

I(f) = / dr =In(2) = 0,6931471806
0 1+

(welches bereits in Beispiel mit der Trapezregel und in Beispiel mit der
wzusammengesetzten” Trapezregel berechnet wurde) mit der Simpson-Regel ange-
nihert berechnen: Es gilt A = (1 —0)/2 = 1 und damit ~/3 = 1/6 und

1 1 1 1 1 1
Sg(f):é{f(0)+4f(§)+f(1)] =5 [—1+o+4'1+l+1+1
2
1 s 11 25 .
:6[1+§+§]:%:0,69444.

Der exakte Wert des Integrals ist (mit Rundung auf 10-stellige Gleitkommadarstel-

lung) I(f) = In(2) = 0,6931471806, und der absolute Fehler der Simpson-Regel
ist auf eine 3-stellige Gleitkommadarstellung gerundet somit I(f) — So(f) =

In(2) — % = —0,00130. Wir sehen, dass der absolute Fehler deutlich kleiner ist
als in Beispielen [5.2] und [5.4] Dabei ist der Vergleich mit Beispiel [5.4] eher ange-
bracht, weil dort auch drei Knoten verwendet werden wie in der Simpson-Regel.
Aber selbst verglichen mit Beispiel ist der Fehler ungefahr um einen Faktor
10 kleiner. &

Analog zu Hilfssatz gilt der folgende Hilfssatz fiir die Simpson-Regel. Dabei
erscheint es zunéchst verbliiffend, dass die Simpson-Regel sogar alle Polynome
vom Grad < 3 und nicht nur alle Polynome vom Grad < 2 exakt integriert.

Hilfssatz 5.12. (Simpson-Regel ist exakt fiir Polynome in P3)

Fiir jedes Polynom ps € Ps3, also p3(z) = c3a® + cox® + c1x + ¢g mit den
Konstanten cy,cq,c0,c3 € R, qilt fiir die durch definierte Simpson-
Regel Sa(ps) = I(ps3), d.h. die Simpson-Regel integriert alle Polynome in
Ps (also von Grad < 3) exakt.

Beweis von Hilfssatz [5.12; Da die Polynome go(z) = 1, ¢1(z) = z—a, g2(x) =
(x — a)? und g3(x) = (x — a)? eine Basis des Polynomraums P3 der Polynome
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vom Grad < 3 bilden, kann man jedes Polynom p3 im P35 in der Form
p3(x) = coqo(z) + c1 1 () + 2 ¢2(@) + ¢3 g3()
=cotei(r—a)+c(zr—a)+c(z—a)
schreiben. Wegen der Linearitat des Integrals und der Simpson-Regel, gelten

I(p3) = coI(qo) +c1 I(q1) + c2I(q2) + c31(g3),
Sa(p3) = coS2(qo) + c1 S2(q1) + 2 Sa(q2) + c3.92(g3),

so dass es reicht, zu zeigen, dass I(q;) = Sa(qe) fiir £ =0,1,2,3. Wir erhalten

b 1 r=b
Ha) = [ o —a)ar [H 1 (sc—aﬂ
1 VSR 041
= - 0= N eN,, (51)

wobei wir im letzten Schritt b — a = 2h genutzt haben. Anderseits liefert die
Simpson-Regel mit b —a = 2 h und %Lb —a= b_T“ =h

4
Sua) = 3 [(a—a)€+4 (“3"-a) +(b_a>1

3
( i
442
, ; pe+1 fiir £ € N,
= [0 +4h" + (2h)] =< (5.18)
1+4+1
WA o g e—o.
N 3
Also finden wir durch den Vergleich von (5.17)) und ([5.18|)
1
I(q) = I(Qh)l =2h, Sa(qo0) = 2h = 1(qo),
1 4+ 21
(1) = 2 (2h)* =217, Sa(q1) = 3 W =2h*=I(q),
1 8 4+ 22 8
I(gp)==(2rP==H — W=_-hd=1
1 4423
I(gs) = (2h)* = 4%, Sa(q3) = 5 W' =4t = I(gs),
d.h. die Simpson-Regel ist in der Tat fiir Polynome in P53 exakt. ]

Analog zur Vorgehensweise bei der Trapezregel wollen wir nun mit der Simpson-
Regel eine ,zusammengesetzte” Simpson-Regel bauen, indem wir das Intervall
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[a; b] in n gleich grofie Teilintervalle zerlegen und auf jedem Teilintervall
die Simpson-Regel nutzen: Sei also
b—a

h = )
2n

Dann erhélt man mit
rr=a+kh, k=0,1,2,...,2n,

durch [zy_9; k], k = 2,4,...,2n, eine Unterteilung von [a;b] in n gleich grofke
Teilintervalle der Lange 2h. Das Integral (5.13)) ist dann entsprechend die Summe
der Integrale liber diese Teilintervalle, also

1= [ ) do = / :%f(x) da

: f(z)dx.

Top—2

:/;f(x)dx+/:4f(x)dx+...+

Wir nutzen nun auf jedem dieser Teilintervalle der Lénge 2h die Simpson-Regel
(5.16)) und erhalten damit

F() o 5 [F(o0) 4 £Go0) + F(@2)] + 3 [f(m2) +4.5(zs) + ()]
+...+ % [f(zon—2) + 4 f(z20-1) + f(z20)]
) + 4 00) + 2.5+ 4 ) + 2 1)
o 42 f(zan2) + 4 f(zan-1) + f20)]
— g flzo) +2 z_: fxar) +4 ) f(war1) + f(x20) | = Son(f)

Dieses ist die Simpson-Regel fiir numerische Integration, und wir halten
diese als Verfahren fest. Die Simpson-Regel fiir numerische Integration ist seit
zwei Jahrhunderten eine der beliebtesten elementaren Integrationsregeln.

Verfahren 5.13. (Simpson-Regel fiir numerische Integration)

Sei f: [a;b] = R eine stetige Funktion. Firn € N sei h = - (b — a), und
die Knoten(punkte) seien xy = a+kh, k=0,1,2,...,2n. Dann liefert die
Simpson-Regel fir numerische Integration

h

Sou(f) = | Flao) +2 3 Flew) 44 flamor) + fam)|  (529)
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Wl?‘

(o) +4 f(w1) +2 fxz) + 4 f(23) + 2 f(24)
o 42 f(wan2) + 4 f(zon-1) + fla2n)]

b
eine Ndaherung fir das Integral I(f) = / f(x)dx

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

Beispiel 5.14. (Simpson-Regel fiir numerische Integration)
Wir berechnen das Integral

1
/ e~ dx = 0,746824132812427
0

(welches bereits in Beispiel mit der Trapezregel fiir numerische Integration 7T,
berechnet wurde) fiir 2n = 2/ mit j = 1,2,...,7 mit der Simpson-Regel fiir

numerische Integration Sy,: Es sind also [a; b] = [0; 1], f(z) = e, h = -1

und die Knoten sind dann x, = a + kh = O—l—k-% = 2];, k=0,1,2,...,2n.
Wir miissen also fiir 2n = 2/ mit j = 1,2,...,7 jeweils die folgende gew1chtete

Summe berechnen:

n—1
1 2
Sgn(f):—Gn " 42 g e~ (BR/Cn)" 4 4 g (2k=1)/@n)*" 4 o1
k=1

:% 1+2Z (/m)? +4Z k=3)/n)? | -1

Die Ergebnisse sind in Tabelle [5.2] auf eine 11-stellige Gleitkommadarstellung ge-
rundet angegeben. Weiter haben wir den absoluten Fehler I(f) — So,(f) und
den Quotienten |I(f) — Sp,(f)|/|L(f) — San(f)| auf eine 3-stellige Gleitkomma-
darstellung gerundet aufgelistet. — Ein Vergleich der Tabelle mit Tabelle
zeigt, dass die Simpson-Regel Sy, eine deutlich bessere Néaherung liefert als die
Trapezregel Th, mit der gleichen Knotenzahl.

An den Quotienten |I(f) — Sp,(f)|/|I(f) — San(f)| sehen wir, dass gilt fiir n > 4
gilt
1(f) = Sa(f)]
[1(f) = San(f)]

Dies bedeutet, dass bei einer Verdoppelung der Anzahl der Teilintervalle und
damit einer Halbierung des Abstands der Knotenpunkte zp, k& = 0,1,...,2n,

<160 = ) - SR )~ Sl
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b—a 1 I(f) -5,
o ="t s 1) = sl | (=t
2 =21 0,5 0,74718042891 | —3,56 - 10~*
4 =22 0,25 0,74685537979 | —3,12-107° 11,4
8 =23 0,125 0,74682612053 | —1,99 - 1076 15,7
16 = 2 0,0625 0,74682425744 | —1,25- 1077 15,9
32 =20 0,03125 0,74682414061 | —7,79 - 107 16,0
64 = 2° 0,015625 0,74682413330 | —4,87 - 10719 16,0
128 = 27 0,0078125 0,74682413284 | —3,04 - 10711 16,0

Tabelle 5.2: Simpson-Regel Sy, (f) mit f(z) = e~ und [a; b] = [0; 1] zur Berech-
nung des Integrals fol e " du.

(und ungeféhr einer Verdoppelung der Anzahl der Knotenpunkte) der Betrag
des absoluten numerischen Integrationsfehler |I(f) — Sa,(f)| ungefdhr 1/16 des
Betrags des absoluten numerischen Integrationsfehler |I(f) — S,(f)| mit dem
doppelten Abstand 2h ist. Daher vermuten wir, dass sich der Betrag des absoluten
numerischen Integrationsfehler |I(f) — S, (f)| méglicherweise wie C' h? mit einer
Konstante C' > 0 verhélt, denn: Gelten

[I(f) = S2,(f)| = Ch* und entsprechend |I(f)—S,(f)| =~ C (2h)* = 16 C h*,

so folgt angendhert

1() = Su(h)] _ 16CH
1) = SNl ~ €T~

wie wir es in Tabelle [5.2] beobachtet haben. &

Der nachfolgende Satz zeigt, dass das im vorigen Beispiel vermutete Konvergenz-
verhalten [I(f) — Sa,(f)| = C h* (mit einer Konstante C > 0) richtig ist, bzw. es
liegt mindestens ein solches Konvergenzverhalten vor.

Satz 5.15. (Konvergenz der Simpson-Regel fiir num. Integration)

Sein € N, und sei f : [a;b] — R eine viermal stetig differenzierbare Funktion.
Dann gilt fiir den Betrag des absoluten Fehlers E5 (f) = |I(f) — Son(f)]
der Ndherung des Integrals

b
Hﬂ:/ﬂwm
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durch die in Verfahren[5.13 definierte Simpson-Regel fiir numerische In-
tegration Sy, (f) die Fehlerabschditzung

D=0 pt max | F ()|

Eon(f) = 1(f) = Saulf)] < T 1" maxx

Man kann Satz analog zu der Vorgehensweise in Beispiel 5.9 fiir Satz [5.§] bei
der Trapezregel nutzen, um einen Wert fiir n zu berechnen, ab dem Ej (f) =
|I(f) — So,(f)| garantiert kleiner oder gleich einer gegebenen absoluten Fehler-
schranke ¢ ist. Wir wenden Satz in Ubungsaufgaben auf diese Art an.

Aus Hilfssatz folgt schliefslich noch, dass die Simpson-Regel fiir numerische
Integration auf P3 exakt ist, indem man Hilfssatz fiir jedes der Teilintervalle
ausnutzt.

Satz 5.16. (Simpson-Regel fiir num. Integration ist exakt auf P3)
Fiir jedes Polynom ps(z) = c3 22+’ + 1z + ¢ in Py mit Konstanten
o, C1, Co,c3 € R gilt fiir die durch definierte Simpson-Regel fiir nu-
merische Integration Sa,(ps) = I(ps3), d.h. die Simpson-Regel fir numerische
Integration integriert Polynome in P35 (also von Grad < 3) exakt.

5.3 Gaull Quadratur”

Bei der Konstruktion der Trapezregel und der Simpson-Regel fiir die numerische
Integration des Integrals

I(f) = /bf(x) dz  mit stetigem  f:[a;b] > R (5.20)

wurde der Integrand in (5.20)) auf jedem Teilintervall jeweils durch das interpo-
lierende Polynom (bzgl. dquidistanter Knotenpunkte) vom Grad 1 bzw. 2 ersetzt.
Die so erhaltenen Integrationsformeln hatten die Eigenschaft, dass sie alle Polyno-
me in Py (bei der Trapezregel) bzw. alle Polynome in P3 (bei der Simpson-Regel)
exakt integrierten. Nun wollen wir numerische Integrationsformeln finden, die alle
Polynome bis zum einem moglichst hohen Grad exakt integrieren.

*Dieses Teilkapitel ist nicht klausurrelevant.
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ni ou(f) | n| oulf)
1{530-107%2| 6|7,82-107°
211,79-1072| 7]4,62-1077
316,63-107%| 8/9,64-1078
414,63-107*| 9/8,05-107*
511,62-107°( 109,16 -1071

2

Tabelle 5.3: Fehler der Minimax-Approximation von f : [0;1] = R, f(z) = e ™.

Warum ist eine solche Vorgehensweise sinnvoll? Stetige Funktion lassen
sich sehr gut durch Polynome approximieren, wie das nachfolgende Beispiel zeigt.
Daher konnen wir hoffen, dass eine Integrationsformel, die Polynome bis zu einem
hinreichend hohen Grad exakt integriert, auch stetige Funktionen gut integriert.

Genauer gilt fiir eine stetige Funktion f : [a;b] — R, dass es ein eindeutig
bestimmtes Polynom g, € P, (also vom Grad < n) gibt, so dass gilt

max 11(0) ~ aofo)] =i (max [F0) ~ () ) = 0uh). (520)

me[a;b] pEPn me[a;b]

Bei 0,,(f) in handelt es sich um die maximale betragliche Abweichung von

¢, von f, wobei g, das Polynom in P, ist, fiir welches diese betragliche Abweichung
am kleinsten ist. Man nennt ¢, in (5.21)) auch die Minimax-Approximation
von f in P, und o,(f) in den Minimax-Fehler (der Minimax-Appro-
ximation von f in P,). Im nachfolgenden Beispiel wurde g,(f) fiir eine konkrete
Funktion berechnet, und wir sehen, dass o, (f) rapide gegen null strebt.

Beispiel 5.17. (Approximation einer stetigen Funktion in P,)

Sei f:[0;1] = R, f(z) = e~ In Tabelle [5.3| wurde der Minimax-Fehler
auf eine 3-stellige Gleitkommadarstellung gerundet angegeben. Wir sehen, dass
dieser rapide gegen null strebt. Allerdings nimmt der Minimax-Fehler nicht mit
einer gleichméfigen Rate ab. &

Kommen wir nach dieser Motivation zu unserer Ausgangsfragestellung zuriick:
Wir mochten also numerische Integrationsformeln konstruieren, die alle Polynome
in [P, mit einen niedrigen bis moderaten Grad m exakt integrieren. Wir beschrén-
ken uns bei der nachfolgenden Diskussion auf das Intervall [a;b] = [—1;1]. Der
Transfer auf andere Intervalle ist unkompliziert und wird am Ende besprochen.
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Wir wollen also fiir stetige Funktionen f : [—1;1] — R das Integral

/ o (5.22)

mit einer numerischen Integrationsformel oder Quadraturformel
n
= w; f(z;), (5.23)
j=1

welche alle Polynome bis zu einem moglichst hohen Grad m exakt iiber [—1;1]
integriert, angenihert berechnen. In (5.23) nennen wir die n paarweise verschie-

denen Punkte 1, 2, . . ., 7, die Knoten(punkte) der Quadraturformel @, und
die Zahlen wy,ws, ..., w, nennen wir die zugehorigen Gewichte. Ublicherwei-
se verlangt man auch noch, dass die Gewichte wy,wo, ..., w, positiv sind. Es

gibt allerdings auch numerische Integrationsformeln mit positiven und negativen
Gewichten.

Die Quadraturformel hat also 2n Parameter, namlich xq,2s,..., 2, und
Wiy, Wa, . . ., Wy, die wir passend wihlen kénnen, um zum erreichen, dass
Polynome bis zu einem moglichst hohen Grad m exakt integriert. Der Raum P,
der Polynome vom Grad < m hat die Dimension dim(P,,) = m + 1, denn die
m -+ 1 Monome py(z) = 2, £ = 0,1,...,m, bilden eine Basis fiir P,,, d.h. jedes
Polynom p in P, lasst sich als

p(m):a0+a1x+a2x2+...+amxm

mit m + 1 geeigneten Koeffizienten ag, aq, as, ..., a, € R darstellen. Daher ver-
muten wir, dass es mit einer Quadraturformel bei passender Wahl der ins-
gesamt 2n = dim(Ps,_1) Parameter (n Knoten(punkte) und n Gewichte) méglich
sein sollte, alle Polynome in Py, 1, also vom Grad < 2n — 1, exakt zu integrie-
ren. Formeln mit dieser Eigenschaft nennt man Gaufs Quadraturformeln. Wir
halten dieses direkt fiir den Fall eines beliebigen Intervalls [a; b] als Definition fest.

Definition 5.18. (Gaufs Quadraturformel/Gauft Quadratur)
Sei @, eine Quadraturformel

:ijf(xj), f EC([&; b])’

mit den m (verschiedenen) Knoten(punkten) xi,zs,...,x, und den n
zugehorigen Gewichten wi,ws, ..., w,, als Niherung des Integrals

:/ f(x)dx, feC(la;d]).
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Wenn gilt Q,(p) = I(p) fiir alle p € Py,_1, also
n b
ij p(xj) = / p(x)dx fiir alle p € Py, _1,
J=1 “

dann nennen wir Q, eine Gaufl Quadraturformel oder Gaufl Quadratur.

Wenn wir priifen mochten, ob eine Integrationsformel (5.23) alle Polynome in
P,, exakt iiber [—1;1] integriert, reicht es diese fiir die Monome p,(z) = z¥,
¢=0,1,...,m, zu tiberpriifen, denn fiir ein beliebiges Polynom p € P,, gilt

m
p(x)=ay+arz+ayz’+...Fa,2" = Zagxe,
=0

und damit folgen

und

ij (Z ay T ) = Zag <Z wjxﬁ) = Zag Qn(xg). (5.25)

Gilt also Q,(z) = I(2") fiir alle £ = 0,1,2,...,m, so folgt aus (5.24) und (5.25)
sofort, dass fiir alle p € IP,,, ebenfalls @, (p) = I (p) gilt.

Wir studieren das Problem der Konstruktion von Gaufs Quadraturformeln zu-
néchst fiir n = 1 und n = 2 separat.

Beispiel 5.19. (Gauft Quadratur mit n = 1 Knoten)
Wir betrachten also

/_ Fla)de ) = Qi) (5.26)

wobei das Gewicht w; und der Knoten(punkt) z; so gewdhlt werden sollen, dass
die durch die rechte Seite von ((5.26)) gegebene Integrationsformel ¢ alle Polynome
bis zu einem moglichst hohen Grad exakt tiber [—1; 1] integriert.
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Wir verlangen also zunédchst in (5.26) Gleichheit fiir das konstante Polynom
po(x) = 1, d.h. es soll gelten:

1 1
Ql(po)=w1po(331)=w1'1=w1;/ po(a:)dx:/ 1dz

1 1

— M S 1—(-1)=2 — wy =2 (5.27)

r=—1

Weiter verlangen wir in ((5.26|) Gleichheit fiir das lineare Polynom p;(z) = x, d.h.
es soll gelten:

1 1 97 7=1
Qi1(p1) = wipi(71) = wy -7 = /_ pi(r)dr = /_ rdr = [%]

1 1 r=—1

’LU1:2

=0 — wx1=0 — 221 =0 — z21=0
(5.28)

B 12 (_1)2
2 2

Mit w; = 2 und z; = 0 (aus (5.27) und (5.28))) erhalten wir also die Gaufs

Quadraturformel

Q1(f) =2£(0),

welche alle Polynome in P; (also vom Grad < 1 = 2 -1 — 1) exakt iiber das
Intervall [—1; 1] integriert. &

Beispiel 5.20. (Gauft Quadratur mit n = 2 Knoten)
Wir betrachten also

/_1 fx)de = w f(z1) +wy f(22) = Qa2(f), (5.29)

wobei die Gewichte w; und wo und die Knoten(punkte) x; und x5 so gewéahlt
werden sollen, dass die durch die rechte Seite von (5.29) gegebene Integrations-
formel Q9 alle Polynome bis zu einem moglichst hohen Grad exakt iiber [—1;1]
integriert. — Wir verlangen also zunéchst in Gleichheit fiir das konstante
Polynom py(x) = 1, d.h. es soll gelten:

1

!
Q2(po) = wy po(x1) +wapo(2) =wy - 1+ wy -1 =wy +wy = / po(z) dz
1

:/_lldx:[ggr:l —1—(-1)=2 — wi+uw=2 (530

1 r=-—1
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Weiter verlangen wir in ((5.29)) Gleichheit fiir das lineare Polynom p;(z) = =, d.h.
es soll gelten:

1 1
Q2(p1) = wipi(z1) + wapi(w2) = wi - T1 + wa - T2 é/ () dx:/ xdx
-1 -1

27 2=1 2 2
1 —1

rz=—1

Weiter verlangen wir in ([5.29) Gleichheit fiir das quadratische Polynom py(z) = 22,

d.h. es soll gelten:

1 1
Q2(p2) = wi pa(x1) + wo pa(2) = wy - ] + Wy - T3 = ' / po(x)dr = / 22 dx
-1 _

[xi”rﬁ 1B (-1 2 1

3

2
T3 3 —3 — W T] 4wy 5 = 3 (5.32)

Weiter verlangen wir in (5.29) Gleichheit fiir das kubische Polynom ps(z) =
d.h. es soll gelten:

)

oot 1
Q2(p3) = wy p3(x1) + wa p3(x2) = wy - 5 + wy - 75 = / p3(z) de = / 3 dx

1 1
1,07 1 (=)
:[_4 S Gt )

1 1 1 —  wyrtweri=0  (5.33)

r=-—1

Aus (5.30), (5.31), (5.32) und (5.33)) erhalten wir die folgenden vier (teilweise
nicht-linearen) Gleichungen in den vier Unbekannten wy, we, 21, x2:

w1+w2:2,
w1x1+w2x2:0,

2 2 2
w1961+w2$2:§,

wlx?+w2x§ = 0.

Dieses ist ein nicht-lineares System von vier Gleichungen in vier Unbe-
kannten. Man kann zeigen, dass dieses die folgenden beiden Losungen hat

(ZU1:UJ2:1,£L’1=—\/?§,SU2=\/T§>, <w1—w2_1 T, = \f@:_\/?ﬁ)’

welche bis auf eine Umnummerierung der Knoten identisch sind. Wir erhalten also
die Gauls Quadraturformel

Quf)=1-f (=) +1- () =1 (-%) + 7 (¥

IS
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welche alle Polynome in P53 (also vom Grad < 3 = 2 -2 — 1) exakt iiber das
Intervall [—1; 1] integriert. &

Betrachten wir ein konkretes Beispiel.

Beispiel 5.21. (Gauft Quadratur mit )5)

Wir berechnen das Integral

1 =1
I(f) = / e% do = [ex} — e — el = 2,3504024

1 r=—1

mit der in Beispiel hergeleiteten Gauk Quadraturformel () angenahert:
Qa(f) = e V3 4 V3% = 23426961

Dabei wurde jeweils auf eine 8-stellige Gleitkommadarstellung gerundet. Der abso-
lute Fehler und der relative Fehler sind auf eine 3-stellige Gleitkommadarstellung
gerundet I(f)—Qa(f) = 0,00771 bzw. [I(f)—Q2(f)]/I(f) = 0,00328. Unter
Beriticksichtigung der Tatsache, dass nur zwei Knoten(punkte) verwendet wurden,
ist der relative Fehler ziemlich klein. &

Wie sieht es in Verallgemeinerung von Beispielen und mit der Kon-
struktion von Gauft Quadraturformeln @, mit n € N (die also auf Py, ;
exakt sind) aus?

Wir wollen also fiir stetige Funktionen f : [—1;1] — R das Integral

0= s

mit einer numerischen Integrationsformel
Qu(f) =D w; f(zy) (5.34)
j=1

angenédhert berechnen, und die Formel soll Polynome bis zu einem maglichst
hohen Grad m exakt iiber [—1; 1] integrieren. Die Quadraturformel hat n
Knoten(punkte) x1,xs,..., 2z, und n zugehorige Gewichte wy,ws, ..., w,. Wir
konnen also insgesamt 2n Parameter wahlen und erwarten daher, dass es moglich
sein sollte, die 2n Monome g(x) = 2*, £ = 0,1,2,...,2n — 1, exakt iiber [—1;1]
zu integrieren. Damit wiirden dann von ), auch auch alle Polynome in Py,
exakt iiber [—1; 1] integriert.
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nlJ wj Zj j w; zj
1| 2,0000000000 0,0000000000 4] 0,4679139346 0,2386191861
2 {11 1,0000000000 | —0,5773502692 510,3607615730 0,6612093865
2 | 1,0000000000 0,5773502692 6 |0,1713244924 0,9324695142
311 1] 0,5555555556 | —0,7745966692 1101294849662 | —0.9491079123
2 | 0,8888888889 0,0000000000 2 10,2797053915 | —0,7415311856
31 0,5555555556 |  0,7745966692 3| 0,3818300505 | —0,4058451514
41 1]0,3478548451 | —0,8611363116 410,4179591837 | 0,0000000000
2 10,6521451549 | —0,3399810436 6 | 0,3818300505 0,4058451514
310,6521451549 0,3399810436 6 | 0,2797053915 0,7415311856
4 10,3478548451 0,8611363116 7 10,1294849662 0,9491079123
5 110,2369268851 | —0,9061798459 11]0,1012285363 | —0,9602898565
2 10,4786286705 | —0.5384693101 2 10,2223810345 | —0,7966664774
3 | 0,5688888889 0,0000000000 3 10,3137066459 | —0,5255324099
4 10,4786286705 0,5384693101 4 10,3626837834 | —0,1834346425
o | 0,2369268851 0,9061798459 51 0,3626837834 0,1834346425
6| 11]0,1713244924 | —0,9324695142 6| 0,3137066459 |  0,5255324099
21 0,3607615730 | —0,6612093865 710,2223810345 | 0,7966664774
31 0,4679139346 | —0,2386191861 8 10,1012285363 0,9602898565

Tabelle 5.4: Gewichte und Knoten der Gauf Quadraturformeln @,,, n =1,...,8,
(mit einer Rundung auf eine Gleitkommadarstellung mit 10-stelliger Mantisse)
zur numerischen Integration iiber [—1; 1] mit einem Exaktheitsgrad von 2n — 1.

Aus den Bedingungen Q,(z*) = I(2%) fiir alle £ = 0,1,2,...,2n — 1 erhalten wir
ein System mit den folgenden 2n nicht-linearen Gleichungen:

wy +wy 4 ...+ w, =2,

w1+ wexs + ...+ wyx, =0,
2 2 _
wrxr] +wexy + ...+ w, T, =

3 3
W] Fwexy + ...+ W, T, =
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2n—2 2n—2

wy Ty T+ wa T n-2 2

+ ... tw,x, 5T s

wy " we " L w, 22 = 0. (5.35)

Es ist in der Tat moglich, die n Knoten(punkte) 1, xs, ..., x, und n zugehori-
ge Gewichte wy, wo, ..., w, so zu wihlen, dass die 2n nicht-linearen Gleichungen
in alle erfiillt sind. Die Losung dieses nicht-linearen Gleichungssystems ist
allerdings (vor allem fiir grofere Werte von n) eine sehr herausfordernde Aufga-
be. Giinstigerweise liegen diese Knoten und Gewichte aber in Tabellen vor, und
in Tabelle sind die Knoten und Gewichte der Gauf Quadraturformeln @,
(mit einer Rundung auf eine Gleitkommadarstellung mit 10-stelliger Mantisse)
firn=1,2,...,8 angegeben.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 5.22. (Gaufi Quadratur)

Wir berechnen das Integral

1
I(f) = / e"dr =e—e ' = 2,350402387
-1

aus Beispiel nun mit den Gaufs Quadraturformeln @, (f) firn =1,2,...,5.
Die Ergebnisse sind in Tabelle [5.5] auf eine 10-stellige Gleitkommadarstellung ge-
rundet zusammen mit den auf eine 3-stellige Gleitkommadarstellung gerundeten
absoluten Fehlern angegeben. Wir sehen, das wir bereits mit fiinf Knoten und
fiinf zugehorigen Gewichten eine sehr gute Ndherung erreichen. &

Transfer fiir andere Integrationsintervalle: Wie berechnet man ein Integral

b
I(f) = / f@)dz it stetigem  f:la:b >R, (5.36)

bei dem [a;b] # [—1;1] ist? Hier hilft die Substitutionsregel: Mit der affin
linearen Funktion

_bta+t(b—a)
— : :

r = x(t) te[-1;1], (5.37)
wird das Intervall [—1; 1] auf das Intervall [a; b] abgebildet, denn z(—1) = a und
x(1) = b. Mit der Substitution z = z(t) in (5.37)) mit

dr b—a b—a
T <— doe = 5 dt
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Qu(f) I(f) — Qn(t)
2,0000000000 | 3,50 - 107!
2,3426960879 | 7,71-1073
2,3503369288 | 6,55 - 107>
2,3504020921 | 2,95 - 1077
2.3504023866 | 7,08 - 10~

TR W N =S

Tabelle 5.5: Gaul Quadratur @, (f) zur Berechnung von I(f) = fil e’ du.

folgtaus
b 1 _ _
](f):/f(x)dx:/1f<b+a+2t(b a)>b2adt

:b;a/_1f<b+a+2t(b—a)> dt:b;a/jlf(t)dt (5.38)

1\

>4

mit der neuen Funktion

_ f<b+a+2t(b—a))j tel-1:1. (5.39)

Also konnen wir mittels

/abﬂ:c)dx:b;a/_llﬂt)dt mit f<t>=f(b+“+2t(b_“)>
(5.40)

Integrale iiber [a; b] mit den eben eingefiihrten Gauf Quadraturformeln fiir nume-
rische Integration iiber [—1; 1] berechnen. Nutzt man die Gauf Quadraturformel
Qn, um das Integral auf rechten Seite von ([5.40) zu berechnen, so werden alle
f € P, exakt integriert, denn durch die Transformation ([5.39)) wird ein Polynom
f € P, wieder auf ein Polynom ]?E P,, abgebildet. Man erhélt dann die folgende
Quadraturformel fiir eine Gaufi Quadratur fiir das Intervall [a; b]:

QoD = 503w 1 (w1), (5.41)
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n Qu(f) I(f) — Qn(?)
1| 0,7788007831 | —3,20 - 1072
2 || 0,7465946883 | 2,29 -10~*
31/ 0,7468145842 | 9,55 1076
4 | 0,7468244681 | —3,35- 1077
5 0,7468241268 | 6,01 -1077
6 || 0,7468241329 | —7,61 - 1071

Tabelle 5.6: Gauf Quadratur Q,(f) mit f(z) = e~ und [a;b] = [0;1] zur Be-
rechnung von I(f) = fol e~ dx.

wobei tx, k = 1,2,...,n, die Knoten und wy, k = 1,2,...,n, die zugehorigen
Gewichte der Gauk Quadratur @, fir [—1;1] sind. Die Gauf Quadratur (5.41)
fir das Intervall [a; b] hat dann also die Knoten zj, = z(t;), k = 1,2,...,n, und
die zugehorigen Gewichte b’Ta wg, k=1,2,...,n.

Betrachten wir ein Beispiel dazu.

Beispiel 5.23. (Gauft Quadraturformel)
Wir berechnen das Integral

1
/ e da = 0,746824132812427
0

(welches bereits in Beispiel mit der Trapezregel fiir numerische Integration
und in Beispiel mit der Simpson-Regel fiir numerische Integration berechnet
wurde) nun mit den Gauf Quadraturformeln @,,. Hier ist [a; b] = [0; 1], und somit
benotigen wir die affin lineare Transformation

14+04t(1—0) 14¢
z(t) = 5 =5

Mit erhalten wir
/01 e dr = %/_11 F@)dt mit  f(t) = exp (— (x(t))Q) = exp <_ (%)2> .

Also lautet die transformierte Formel fiir die Gauf Quadratur

R kzwk exp (— (- *j’“)) ,
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wobel x1, xo, ..., x, die Knoten(punkte) und wy, wo, ..., w, die zugehorigen Ge-
wichte der Gaufs Quadraturformel fiir [—1; 1] sind.

Die Ergebnisse sind in Tabelle |5.6| auf eine 10-stellige Gleitkommadarstellung
gerundet angegeben, und die absoluten Fehler wurden auf eine 3-stellige Gleit-
kommadarstellung gerundet angegeben. Mit )¢, also mit nur n = 6 Knoten,
erreichen wir ein ausgezeichnetes Ergebnis mit neun signifikanten Ziffern. Ein
vergleichbares Ergebnis wird von der Simpson-Regel fiir numerische Integration
erst fiir ein 64 < 2n < 128 erreicht. Wir sehen, wie effizient die Gauk Quadratur
(verglichen mit der populdren Simpson-Regel fiir numerische Integration) ist. @

Zuletzt sollen noch zwei relevante Dinge kurz besprochen werden:

Der erste Aspekt betriftt die Berechnung der Knoten der Gauft Quadratur-
formeln: Es ist nicht notig, die Knoten x1, xo, ..., x, iiber die 2n nicht-linearen
Gleichungen in zu bestimmen, denn die Knoten von @, sind genau die
n verschiedenen reellen Nullstellen des Legendre Polynoms P, (und diese liegen
auch alle im Intervall [—1;1]). Die Legendre Polynome P,, n € Ny, sind ein
System orthogonaler Polynome mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jedes n € Ny gilt: P, hat genau den Grad n.
1
(2) [ Pu(t) Py(t)dt =0 fiir alle m,n € Ny mit m # n.
-1

(3) P,(1) =1 fiir alle n € N,.

Der zweite Aspekt betrifft eine Verallgemeinerung der Theorie: In manchen An-
wendungen treten Integrale mit einer Gewichtsfunktion auf:

b
I(f) = / f(x)w(x)dt  mit stetigem  f:[a;b] = R, (5.42)

wobei die Gewichtsfunktion w : [a;b] — R nur nicht-negative Werte annimmt
und hochstens an einzelnen Stellen in [a; b] den Wert null annimmt. Ein Beispiel
fiir ein Integral mit einer Gewichtsfunktion ist

1
/ f(t)(1 —=t*)dt  mit der Gewichtsfunktion w(t) = 1 — 2,
-1

In einem Anwendungsproblem konnte die Gewichtsfunktion w beispielsweise ei-
ne Dichtefunktion (Massendichte, Ladungsdichte) sein. Fiir Integrale kann
man dann auch Gaufs Quadraturformeln konstruieren, bei denen der Effekt der
Gewichtsfunktion direkt durch die Wahl der Knoten(punkte) und der zugehorigen
Gewichte beriicksichtigt ist.



ANHANG A

Grundlagen aus der Mittel- und Oberstufe

A.1 Mengen und Mengenoperationen

Wir wiederholen kurz die Mengennotation, sowie Mengenrelationen und Mengen-
operationen.

Definition A.1. (Menge nach Georg Cantor)

Fine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung und unseres Denkens (welche die Elemente der
Menge genannt werden) zu einem Ganzen.

Beispiel A.2. (Zahlenmengen)

N  Menge der natiirlichen Zahlen: 1,2, 3, ...

Ny Menge der natiirlichen Zahlen mit null: 0,1, 2,3, ...

Z,  Menge der ganzen Zahlen: ..., -3, —2,—1,0,1,2,3,...

Q Menge der rationalen Zahlen (oder Briiche)

R  Menge der reellen Zahlen
Diese Zahlenmengen werden hier als aus der bekannt vorausgesetzt. @

Beispiel A.3. (Mengen)
(a) A=1{1;2;3;7;9; —16; 7}
145



A.1. Mengen und Mengenoperationen
146 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

(b) B ={a;f;7}

(c) C'= Menge der Studierenden der Uni Paderborn im Sommersemester 2020
(d) D={0;a;17}

(e) E={N;Z;Q;R}

Mengen konnen also ganz unterschiedliche Objekte enthalten. @

Notation A.4. (Mengenklammen und Elementsymbol)

Man schreibt Mengen mit geschweiften Klammern ,,{* und ,, }**, sogenannten Men-
genklammern. Weiter schreiben wir:

e .a € M fiir ,,a ist ein Element der Menge M* oder kurz ,,a ist in M".
e .a¢ M fir aist kein Element der Menge M* oder kurz ,,a ist nicht in M*.

Beispiel: Es gilt 0 € Ny und 0 ¢ N. Es gilt /2 € R aber v/2 ¢ Q.

Man nennt ,€“ das Elementsymbol.

Definition A.5. (Gleichheit von Mengen und leere Menge)

(1) Zwei Mengen A, B heiflen gleich (in Zeichen: A = B), wenn sie die-
selben Elemente enthalten. Sind zwei Mengen A, B micht gleich, so
schreiben wir in Zeichen A # B.

(2) Die Menge, die keine Elemente enthdlt, heifit die leere Menge und wird
mit () (oder auch {}) bezeichnet.

Betrachten wir noch ein Beispiel, um uns klar zu machen, wie wir Mengen dar-
stellen.

Bemerkung A.6. (Darstellung von Mengen)

Es sei M die Menge, deren Elemente die Zahlen 1,2 und 3 sind. Dann lésst sich
M mathematisch beschreiben durch:

(1) Aufzéhlung ihrer Elemente:
M ={1;2;3}
aber es gilt z.B. auch

M={2;1;3}, M={3;21}), M={1;3;2},
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M={2;3;1}, M={31;2}, M ={1;2;3;1}.

Die Reihenfolge, in der die Elemente aufgelistet werden, spielt keine Rolle.
Ebenso dndert eine mehrfache Auflistung von Elementen die Menge nicht.

(2) Angabe einer Auswahleigenschaft:
M={zxeN:z<d4t={xecZ : 1<x<3}

Dabei bedeutet ,,:“ in der obigen Zeile , fiir die gilt“ oder ,so dass".

Wir fiithren nun Relationen fiir Mengen ein.

Definition A.7. (Teilmenge und Obermenge)

(1) FEine Menge A heifit eine Teilmenge ei-
ner Menge B (in Zeichen: A C B), wenn
jedes Element von A auch in B liegt. B

wird dann auch als eine Obermenge von
A bezeichnet (in Zeichen: B 2 A).

(2) Ist A C B und A # B, so heifst A ei-
ne echte Teilmenge von B (in Zeichen: B
ACB). Ist B> A und B # A, so heifit
B eine echte Obermenge von A (in Zei-
chen: B D A).

Wir sehen: Wenn A eine echte Teilmenge von B ist, so ist B eine Obermenge
von A, und B enthélt mindestens ein Element, welches nicht in A ist.

Die Zeichnung neben Definition ist ein Euler-Venn-Diagramm, mit dem
man Mengen veranschaulichen kann: Mengen werden als kreisformige Gebilde
dargestellt, und alles (also alle Elemente) innerhalb des kreisformigen Gebildes
gehoren zu der jeweiligen Menge.

Beispiel A.8. (Teilmengen und Obermengen)

(a) Seien A = {1;3} und B = {1;2;3}. Dann gilt A C B und B D A. Es gilt
sogar A C Bund B D A.

(b) Es gilt NC Ny € Z C Q € R. Natiirlich gilt auch NC Ny CZ C Q CR.

(c) Sei C = {1;2;{3;4}}. Dann gilt zB. {1;2} C C und {{3;4}} C C
und {1; {3; 4}} C C, aber {1;2;3} ist keine Teilmenge. Es gilt auch nicht
{3;4} C C, denn die Menge {3;4} ist ein Element von C (und keine Teil-
menge). — Genauer hat C' die drei Elemente 1, 2 und {3;4}. Jede Teilmenge



A.1. Mengen und Mengenoperationen
148 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

von C' ist entweder die leere Menge oder eine Menge, welche ein, mehrere
oder alle Elemente von C' (als Elemente) enthélt.

(d) Die leere Menge () ist eine Teilmenge jeder Menge.

Uberlegen Sie sich weitere Beispicle.  #

Welche Teilmengen-Beziehungen gelten, wenn zwei Mengen gleich sind?

Bemerkung A.9. (gleiche Mengen)
Es gilt A = B genau dann, wenn A C B und B C A ist. In Zeichen:

A=B = (AC Bund B C A) (A1)

Notation A.10. (Pfeile und Doppelpfeile)
(1) Ein Folgerungspfeil ,—" bedeutet ,daraus folgt”. Also bedeutet

xr =2 —= r? = 4, (A.2)
dass aus x = 2 die Gleichung 22 = 4 folgt. Dieses ist das gleiche wie
22 =4 — T = 2.

Eine Aussage mit einem Folgerungspfeil nennt man eine Implikation.

(2) Der in (A1) verwendete Doppelpfeil <=, genannt Aquivalenzpfeil,
steht fiir ,genau dann, wenn“ und bedeutet das gleiche, wie wenn wir die
Formel zweimal hinschreiben, wobei ,, <= einmal durch ,=—=" und einmal

durch ;<" ersetzt wird. Also bedeutet (A.1)), dass die beiden folgenden
Aussagen gelten:

A=B =  (ACBund BCA),
(AgBund BQA) — A= B.

Eine Aussage mit einem Aquivalenzpfeil nennt man eine Aquivalenz (oder
eine Aquivalenzaussage).
(3) Es ist nicht egal, ob man bei einer Reihe von mathematischen Uberlegun-
gen ,=—>" oder , <= schreibt! In (A.2)) ist es falsch, wenn wir schreiben
=2 — z? =4,

denn die Aussage
22 =4 - r =2
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ist falsch! Richtig wére
22 =4 — (3::2 oder x:—2),
und es gilt sogar

2 =4 <— (x:2 oder :U:—Q).

Zuletzt halten wir die Notation fir Intervalle fest.

Definition A.11. (Intervalle)
Seien a,b € R mit a < b. Die beschrinkten Intervalle sind:

[a;b) ={xr €R : a <x<b} (abgeschlossenes Intervall),
Ja;b[={z €R : a<z <b} (offenes Intervall),
[a;b={xr €R : a <z <b} (halboffenes Intervall),
Ja;bl ={xr € R : a <z <b} (halboffenes Intervall).

la;oo[={x eR : a <z},
Ja;oo[={z € R : a <z},

| —o0;b]={z €R : x <b},
| —oo;b[={r R : x <b},
[

Dabei steht das Symbol ,,00“ fiir ,unendlich”. Bei oo bzw. —oo steht immer die
nach auflen gedffnete Klammer, da weder oo noch —oo reelle Zahlen sind und
daher nicht zum Intervall gehoren.

Beispiel A.12. (Intervalle)
(a) |- 1;3]={zeR : -1<z<3}

Das Intervall ist nicht zu verwechseln mit der Menge {—1;3} welche die
Zahlen —1 und 3 als Elemente enthalt.

(b) ] —o00;0[={z € R : x <0} enthilt alle negativen reellen Zahlen.

Dagegen ist {—o0;0} die Menge mit den zwei Elementen —oo und 0.
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Es ist wichtig bei der Notation genau hinzuschauen, ob Intervallklammern oder
Mengenklammern dastehen. &

Bemerkung A.13. (alternative Intervallnotation)

Es gibt auch eine alternative Intervallnotation fiir die offenen und halboffenen
Intervalle: Fiir a,b € R mit a < b schreibt man

(a;0) ={x € R : a <z < b}, [a;0) ={x €R : a <z <b},

(a;0] ={x € R : a <z < b}, la;00) ={r eR : a <z},
(a;00) ={z €R : a <z}, (—oosb)={r eR : z <b},
(—o0;b) ={x € R : = < b}, (—o0;00) = R.

Die abgeschlossenen Intervalle schreibt man wie in Definition [A.T1]

Nun lernen wir die folgenden Mengenoperationen kennen: das Schneiden und das
Vereinigen von Mengen, sowie das Bilden einer Differenzmenge. Alle Mengenope-
rationen werden durch Euler-Venn-Diagramme veranschaulicht.

Definition A.14. (Durchschnitt von Mengen und disjunkte Mengen)
(1) Der Durchschnitt A N B der Mengen

A, B ist die Menge /

ANB={x : v € Aundx € B}.

(2) Ist AN B =1, so heifflen A, B disjunkt. ¢

Der Durchschnitt zweier Mengen wird auch Schnittmenge genannt.

Es gilt immer AN B = BNA.

Beispiel A.15. (Durchschnitt von Mengen)
(a) {1;2;3} N{3;4} = {3}
(b) Z N [0; o[ = Ny
(c) [27]N]3;11][=]3;7]
(d) Die natiirlichen Zahlen N und das Intervall [—1;0] sind disjunkt, denn
NN [-1;0] = 0.



A. Grundlagen aus der Mittel- und Oberstufe
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 151

Uberlegen Sie sich weitere Beispicle.

Definition A.16. (Vereinigung von Mengen)

Die Vereinigung AU B der Mengen A, B
st die Menge

AUB ={x : z € A oder x € B}.

Mt ,oder” ist das ,,einschlieffende oder” ge-
meint (und nicht ,entweder ... oder®).

Also: x € AU B liegt in A oder in B oder auch in beiden Mengen A und B.
Es gilt immer AUB = BU A.

Beispiel A.17. (Vereinigung von Mengen)
(a) {1;2;3} U{3;4} = {1;2;3;4}
(b) ] —00;0[U{0}U]J0;00[= R

Uberlegen Sie sich weitere Beispicle.  #

Definition A.18. (Differenz von Mengen)

(1) Die Differenz A\ B (,A ohne B¥)
der Mengen A, B ist die Menge

A\B={x : © € A und x ¢ B}.

(2) Ist B C A, so heifit A\ B auch das
Komplement von B in A.

Beispiel A.19. (Differenz von Mengen)

(a) {1230\ {34} ={1;2},  {3;4;\ {1;2;3} = {4}
(b) Z\Ny={-1,-2;-3;..} ={—n : neN}

Wir sehen, dass im Allgemeinen gilt: A\ B# B\ A &
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Bemerkung A.20. (Ausfithren mehrerer Mengenoperationen)

Wendet man mehrere Mengenoperationen an, so ist es ganz wichtig, dass Klam-
mern gesetzt sind, damit klar ist, in welcher Reihenfolge die Mengenoperatio-
nen auszufithren sind! Beispielsweise gilt im Allgemeinen (d.h. bis auf mogliche

Sonderfélle)

A\ (BUC) # (A\B)UC,
AN(BUC)# (AnB)UC,
wie man sich leicht an den folgenden Beispielen klar macht:
Seien A = {1;2;3;4}, B={-1;0;1;2} und C = {3;4;5;6}. Dann gilt
AN (BUC) = {1;2;3;41 \ {-1;0;1;2;3;4; 5,6} = (
7 (A\B)UC = {3;4} U {3;4;5;6} = {3;4; 5,6},
AN(BUC)=1{1;2;3;4} n{—1;0;1;2;3;4;5;6} = {1;2; 3;4}
#(ANB)UC ={1;2} U{3;4;5;6} ={1;2;3;4;5;6}.

Es gibt Ausnahmen, bei denen man keine Klammen setzen muss, ndmlich wenn
alle Mengenoperationen U oder wenn alle Mengenoperationen N sind:

AU(BUC)=(AUuB)UC =AUBUC,
AN(BNC)=(ANnB)NnC=AnBnC.

Weil die Klammersetzung hier keine Rolle spielt, ldsst man sie (wie jeweils im
Ausdruck ganz rechts) in der Regel weg.

A.2 Rechnen mit reellen Zahlen

In diesem Teilkapitel seien a, b, ¢ reelle Zahlen.

Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir die Addition reeller Zahlen:

(1) Assoziativgesetz: (a+b)+c=a+ (b+¢)
(2) Kommutativgesetz: a+b=0b+a

Wegen des Assoziativgesetzes der Addition spielt es keine Rolle, in welcher Rei-
henfolge wir die Additionen ausfithren. Wir diirfen daher die Klammern auch
einfach weglassen, also:

(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c



A. Grundlagen aus der Mittel- und Oberstufe
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 153

Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir die Multiplikation reeller Zahlen:
(1) Assoziativgesetz: (a-b)-c=a-(b-c)

(2) Kommutativgesetz: a-b=5b-a

Wegen des Assoziativgesetzes der Multiplikation spielt es keine Rolle, in welcher
Reihenfolge wir die Multiplikationen ausfiihren. Wir diirfen daher die Klammern
auch einfach weglassen, also:

(@a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c

Weiter gelten die beiden Distributivgesetze:

(a+b)-c=a-c+b-c,
a-(b+c)=a-b+a-c.

Generell gilt ,,Punkt(rechnung) vor Strich(rechnung)*, d.h. ist ein Aus-
druck mit Multiplikationen oder Divisionen (also Punktrechnungen) und Ad-
ditionen oder Subtraktionen (also Strichrechnungen) gegeben, so miissen die
Punktrechnungen zuerst ausgefiihrt werden, wenn es nicht durch Klammerset-
zung anders vorgegeben ist.

Beispiel A.21. (,,Punkt vor Strich®, Klammersetzung)

13+2-44+7=13+8+7=28,
(1342)-4+7=15-44+7=060+7 = 67.

Der Unterschied durch die geédnderte Reihenfolge der Ausfithrung der Rechen-
operationen ist deutlich im Ergebnis sichtbar. Die Klammersetzung spielt eine
entscheidende Rolle! &

Auch wenn man nur Additionen und Subtraktionen hat, spielt die Klammerset-
zung eine Rolle, denn es gelten:

a—(b+c)=a—-b—c,
a—(b—c)=a—-b+c,
a+(b—c)=a+b—c.

Dieses folgt aus den obigen Gesetzen, indem man die Subtraktion mittels

a—b=a+(-1)-b
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als Addition auffasst:

A.3 Bruchrechnung

In der Unter- und Mittelstufe lernt man die rationalen Zahlen Q, also die Menge
aller Zahlen der Form

% mit m,n € Z, wobei n # 0,
kennen. Solche Zahlen nennen wir Briiche. Spater werden in der Schule auch
,Briiche betrachtet, deren Zahler und Nenner nicht mehr in Z sondern beliebige
reelle Zahlen sind, wobei der Nenner natiirlich nach wie vor ungleich Null sein
muss, also z.B.
™ V2 e

— — d —.

5 5 oder NG
Fiir das Rechnen mit Briichen gelten die Rechenregeln aus dem nachfolgenden
Hilfssatz.

Hilfssatz A.22. (Rechenregeln der Bruchrechnung)

Folgende Rechenregeln gelten fiir reelle Zahlen a,b,c und d:

a a-c
) Erweit d Kiirzen: — =
(1) Erweitern und Kiirzen > =72
(#1) Addition von Briichen mit gleichem Nenner: % — g _ 4 Z ¢
d b
(131) Addition allgemeiner Briiche: % + cEl = %
(iv.a) Multiplikation von Brichen: % . g — %
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b b b
(1v.b) Multiplikation mit a € R: g -=2.2_27
c 1 ¢ c
1 d d
(v) Kehrwert: ?:1:2:1.522
d
a
b d d
(vi) Doppelbruch: % = % : cfl = % = Z_C
d

Daber gilt: Kein Nenner darf dabet gleich Null sein! Bei Doppelbriichen
setzt man den Hauptbruchstrich auf Héhe des Gleichheitszeichens.

Betrachten wir einige Zahlenbeispiele fiir die Rechenregeln aus Hilfssatz [A.22]

Beispiel A.23. (Rechenregeln der Bruchrechnung)
28 T7-4 7

(@) 35=8773

2 1 241 3
b) 24+ - ="_"-—"Z
<>5+5 5 5
(0 1+1_2.1+3 1_2+3_5
3 2 23 3-2 6 6 6

(@) 33 4 33-4 3-11-4 3
28 11 28-11 7-4-11 7

7 3.7 3.7 7
g. L2t _=2°_ 7
3 5= =333
1 33
VEoT
33
2
()2__1_33_27_ 2.7 _1
® T4 T4 214 3722 6
7

Uberlegen Sie sich weitere Beispicle.  #
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Wichtig ist zu beachten, dass die folgenden falschen Regeln nicht gelten:

b ,1+b b b b
= 7 - ; sondern korrekt ist arb_¢ +-=1+-,
a a a a a a

a 1
a+b7é1+b’

a+b a b
c+d7é

cra
A.4 Rechnen mit Ungleichungen

Eine Ungleichung ist eine Formel mit reellen Zahlen und/oder reellwertigen Varia-
blen/Parametern (also Buchstaben), in der ein Ungleichheitszeichen vorkommt,
also <, <, > oder > (oder #, wobei dieser Fall selten von Interesse ist).

Beispiel A.24. (Ungleichungen)

(a) 2 <3 und 5 <4 und 2 < 3 sind alles Ungleichungen. Dabei sind 2 < 3 und
2 < 3 wahre Ungleichungen, wogegen die Ungleichung 5 < 4 falsch ist.

(b) a < bund 22 + 22 — 4 > 0 sind ebenfalls Ungleichungen. Diese sind wahr
fiir geeignete Wahlen von a und b bzw. x.

(c) Die Ungleichung 2? > 0 ist immer wahr, d.h. egal wie man x € R wihlt
(weil Quadrate immer positiv sind), und die Ungleichung y* < 0 fiir kein
y € R wahr.

Ungleichungen werden uns oft in diesem Kurs begegnen. &

Beinhaltet eine Ungleichung Variablen/Parameter (also Buchstaben), so ist das
Ziel in der Regel herauszufinden fiir welche Zahlenwerte der Variablen /Parameter
die Ungleichung erfiillt ist. Wir wollen die Ungleichung also auflosen. Dazu miissen
wir die Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen beherrschen.

Hilfssatz A.25. (Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen)
(1) Fir alle a,b,c € R gelten:

a<b <— at+tc<b+c
a>b <— at+c>b+c
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a<b <— at+c<b+c

a>b <— at+c>b+ec
In Worten: Man darf auf beiden Seiten einer Ungleichung die gleiche
reelle Zahl (bzw. den gleichen reellwertigen Term) addieren.

(2) Fir alle a,b € R und alle ¢ > 0 gelten:

a<b — c-a<c-b
a>b <~ c-a>c-b
a<b — c-a<c-b
a>b <= c-a>c-b

In Worten: Man darf auf beiden Seiten einer Ungleichung mit der glei-
chen positiven reellen Zahl (bzw. mit dem gleichen positiven reellwertigen
Term) multiplizieren.

(3) Fiir alle a,b € R und alle ¢ < 0 gelten:

a<b <~ c-a>c-b
a>Db = c-a<c-b
a<b <= c-a>c-b
a>b <— c-a<c-b

In Worten: Multipliziert man beide Seiten einer Ungleichung mit der
gleichen negativen reellen Zahl (bzw. mit dem gleichen negativen reell-
wertigen Term), so kehrt sich das Ungleichheitszeichen um.

Achtung: Merken Sie sich Hilfssatz gut: Wenn man eine Ungleichung
mit einer negativen reellen Zahl (bzw. einem negativen reellwertigen Term)
multipliziert, so kehrt sich das Ungleichheitszeichen um!

Betrachten wir einige elementare Beispiele.

Beispiel A.26. (Rechnen mit Ungleichungen)
(a) 7>5 = T+3>5+3 = 10 > 8

(b) Subtraktion von a € R realisieren wir als Addition von —a, also z.B.:

7>5 < 7+ (=5)>5+(-5H) = 2>0
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(c) ! < ! = ! 6 < ! 6 <— < 0 = —-3< -2
C _— _— = —_ — . _— = _—— _—— —_— J—

2 3 2 3 3
(d) —1<2 = (=) - (=1)>2-(-1) = 1> -2

(e) Division durch eine reelle Zahl a # 0 realisieren wir als Multiplikation mit
1/a, also z.B. fiir Division durch 2 und danach Division durch 3:
1 3

1
- <3.= — < —
27 2 -2

—_

2<3 < 2-

W =
VAN
DO |

Uberlegen Sie sich weitere Beispicle.  #

Betrachten wir einige anspruchsvollere Beispiele.

Beispiel A.27. (Lésen von Ungleichungen)
(a) Welche x € R erfiillen die Ungleichung

2 <21+ 37
Lésung: Wir formen um:
? <2243 | —22+1 <= 2*-22+1<4 = (z-1)?%<4,

wobel wir im letzten Schritt die zweite binomische Formel auf der linken
Seite angewendet haben. Da Quadrate immer nicht-negativ sind, kann die
Ungleichung nur gelten, wenn gilt

(r—12<4 -4§x-1§2‘+1 — —1<z<3

Also ist die Losungsmenge L= {z € R : -1 <z <3} =[-1;3].

Wir hétten die Ungleichung auch wie folgt 16sen konnen:

> <2x+3| —2z-—3 — > —2x-3<0
2. binom.
Formel
= 2?20 +1-4<0 VE (x—1)%-22<0
3. binom.
Formel

s (2-1-2)(2-1-2)<0 <«  (z-3)(z+1)<0

Wann ist die linke Seite < 07
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e Wenn die linke Seite = 0 ist, also fiir x = 3 oder x = —1, oder

e wenn x —3 < Ound x +1 > 0, also wenn x < 3 und x > —1, d.h.
wenn —1 < x < 3, oder

e wennz —3 >0 und x +1 <0, also wenn z > 3 und z < —1 ist.

Im letzten Fall gibt es aber keine x, die die beiden Ungleichungen = > 3
und = < —1 erfiillen. Aus den ersten zwei Féllen entnehmen wir, dass die
Losungsmenge L = {z € R : —1 <z <3} =[-1;3] ist.

(b) Welche x € R erfiillen die Ungleichung

2z —3
> 47 A3
x—3 = (4.3)

Losung: Die Zahl x = 3 muss vorab ausgeschlossen werden, weil sonst auf
der linken Seite durch null dividiert wird!
Im Folgenden unterscheiden wir zwei Fille:

e v <3 bzw. x—3<0,
e v >3bzw. x —3>0.

Wir suchen die Losungen der Ungleichungen fiir jeden Fall separat.

e Full x < 3: Multiplikation der Ungleichung (A.3) mit z — 3 < 0 ergibt
(,>* wird umgekehrt):

2x — 3
r—3
— 2x—3§4x—12w+m—2x

(x —3) - <4(x—3)

<— 9<2x <— <.

| ©

Die Ungleichung 9/2 < z steht aber im Widerspruch zu z < 3 (da
3 <9/2 =4,5). Es gibt also keine Losung der Ungleichung (A.3) mit
r < 3, d.h. die Losungsmenge in diesem Fall ist IL; = ().

e Full x > 3: Multiplikation der Ungleichung (|A.3) mit x — 3 > 0 ergibt
(,>* bleibt erhalten):

22 — 3
r—3

— 2x—324x—12w+m—2x

(x —3)- >4 (x—3)

<— 9>2«x — > .

N | ©
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Alle x mit x > 3 und z < 9/2, also alle  mit 3 < x < 9/2, erfiillen
die Ungleichung (A.3), d.h. die Losungsmenge in diesem Fall ist Ly =
9

3:3]-
Die Losungsmenge von (|A.3)) ist also

9 9
L=LULy, = == [3;=].
1U 2 (Z)U]372] ]372:|
(¢) Fiir welche x € R gilt die folgende Ungleichung?
2z +1
1 A4
1 < (A.4)

Losung: Zunéchst miissen wir x — 1 = 0, also x = 1, ausschliefen, da durch
null teilen verboten ist. Wir wollen nun beide Seiten der Gleichung
mit (x—1) multiplizieren. Dabei miissen wir aber das Vorzeichen von (z—1)
berticksichtigen, da sich fiir x — 1 < 0 das ,,<* in (A.4) in ein ,>“ umkehrt.
Wir nehmen also eine Fallunterscheidung vor:

o Fuall 1: Fiir x — 1 > 0, also fiir x > 1, erhalten wir nach der Multipli-
kation von (A.4) mit (x — 1)

2x+1<x—1‘—x—1 e  r<-2

Da z < —2 mit x > 1 nicht vereinbar ist, gibt es in diesem Fall keine
Losungen, also Ly = 0.

o Fuall 2: Fiir x — 1 < 0, also fiir z < 1, erhalten wir nach der Multipli-
kation von (|A.4)) mit (x — 1)

2x+1>:1:—1‘—:1:—1 <— T > —2.

Wir erhalten also die beiden Bedingung z > —2, also —2 < x, und
r <1lanx, dh —2 <z < 1. Dieser Fall liefert Ly =] — 2; 1].

Fazit: Die Losungsmenge der Ungleichung ((A.4)) ist das offene Intervall

L:]LqULQ :]—2,1[

Wir sehen, dass die Fallunterscheidungen ein wesentlicher Teil des Losungspro-
zesses sind. &
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A.5 Der Absolutbetrag

Als Néchstes lernen wir den Betrag (oder Absolutbetrag) kennen.

Definition A.28. (Betrags/Absolutbetrag)
Fiir x € R, ist der Betrag (oder der Absolutbetrag) |z| definiert durch

5 x fiir x>0,
€T =
— fur x <O.

Anschavung: |x| misst den Abstand (auf der Zahlengeraden) von x zum Null-
punkt 0.

Man sollte die Eigenschaften des Betrags kennen, die im néchsten Hilfssatz zu-
sammengestellt sind.

Hilfssatz A.29. (Eigenschaften des Betrags)
(1) |z| >0  fir alle x € R.
(2) |x| =0 gilt in R genau dann, wenn x = 0 ist.
(3) |A-x|=|A|-|z| firalle \,z € R
(4) lx+y| <|z|+|y| firalex,y € R (Dreiecksungleichung).

Aus diesen grundlegenden Eigenschaften folgen die abgeleiteten weiteren Eigen-
schaften in nachsten Hilfssatz.

Hilfssatz A.30. (weitere Eigenschaften des Betrags)
Weitere Eigenschaften des (Absolut-)Betrags | - | sind:

(5) | — x| =|z| fir alle x € R.

(6) x* = |z|*>  fir alle x € R.

(7) —|z| <x < |x| firalexeR.

(8) Firc>0 gilt: |z|]<c¢ <+<—= —c<z<c

(9) Firc>0gilt: |z|<c¢ <= —c<z<c

Hilfssatz |A.30[|(8)] und |(9)|sind beim Auflésen von Ungleichungen wichtig, wie wir
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in den nachfolgenden Beispielen noch sehen werden.

Aufgrund der ,stiickweisen Definition von |z| konnen Gleichungen und Un-
gleichungen in denen |z| vorkommt, am besten durch Fallunterschei-
dung aufgelost werden! Betrachten wir dazu ein paar Beispiele.

Beispiel A.31. (Gleichungen und Ungleichungen mit Absolutbetrigen)

(a) Fiir welche z € R gilt die Ungleichung |z — 3| < 17

Anschaulich besagt |z — 3| < 1, dass der Abstand von x zu 3 kleiner oder
gleich 1 ist. Durch Einzeichnen auf dem Zahlenstrahl erhélt man als Lo-
sungsmenge das abgeschlossene Intervall

L=[2;4={zeR : 2<z<4}

Losung: Wir wollen unser anschaulich ermitteltes Ergebnis nun durch ma-
thematische Berechnungen nachweisen:

Wegen Hilfssatz [(9)] gilt

-3 <1 —1§x—3§1’+3 — 2<uz<4,

d.h. die Losungsmenge ist I = {:1: eER :2<zx< 4} = [2;4].

Alternative Losung: Falls man Hilfssatz [(9)] nicht im Kopf hat, kann
man auch direkt mit der Definition des Betrags mit einer Fallunterscheidung
arbeiten:

e Full 1: Gilt z —3 > 0, also x > 3, dann ist |z — 3| = x — 3. Also wird
lr —3| <12zu

x—3§1)+3 e r<4

Die Ungleichungen z > 3 und z < 4 liefern als Losungsmenge das

Intervall
Li={zeR : 3<z<4}=3;4].

o Fall 2: Gilt x —3 < 0, also x < 3, dann ist |z —3| = —(x —3) =3 —=x,
und die Gleichung |z — 3| < 1 wird

3—x§1‘+x—1 — 2<u

Die Ungleichungen z < 3 und 2 < z liefern als Losungsmenge das

Intervall
Ly={zeR : 2<z<3}=[23[.
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Fazit: Vereinigen wir die Losungen aus Fall 1 und Fall 2, so erhalten wir als
Losungsmenge das Intervall

L=LiULy=[3;4U[23[=[24] ={z eR : 2<z <4}

(b) Was sind die Losungen der Gleichung |z — 2| = |2 2|7
Lésung: Wir treffen drei Fallunterscheidungen: x > 2,0 <z < 2 und x < 0.
e full 1: Firx > 2 < z —2 > 0ist auch 2z > 0, und es gilt:

lz—2| =22 <— 2-2=2z |- <+— 2=ux.

Da fiir x > 2 der Fall x = —2 nicht auftreten kann, haben wir hier
keine Losung, also L; = 0.

o [ull 2: Fliirx < 2und x > 0, also fiir 0 < x < 2ist x — 2 < 0 und
22z > 0 und damit |z — 2| = —(z —2) =2 —x und |22| = 2. Somit
gilt

lz—2|=22] <<= 2-z=2z |+x

2
<= 2=3x | :3 <= x:§.

Da z = 2/3 die Bedingung 0 < = < 2 erfiillt, ist z = 2/3 eine Losung,
also Ly = {%}

o Fall 3: Sei nun x < 0. Dann ist  — 2 < 0 und 2z < 0 und damit
|z — 2| = —(x —2) =2 —xund |22| = —2 2. Somit finden wir

lz—2| =122 <— 2—2z=-2z |+=x
= 2=-x |- (1) = =2=u=

Da x = —2 die Bedingung x < 0 erfiillt, ist x = —2 ebenfalls eine
Losung, also Lg = {—2}.

Fazit: Wir haben mit den drei betrachteten Fallen alle reellen Zahlen x
abgedeckt. Daher ist die Losungsmenge von |z — 2| = |2 z|

2
L:L1UL2UL3 = {—2,§}
(¢) Wir wollen alle Punkte (z;y) in der Ebene finden, fiir die gilt
2] + |y < 1.

Dazu miissen wir die folgenden vier Falle betrachten:
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e Full 1: x > 0 und y > 0 (d.h. wir befinden uns im 1. Quadranten):
Dann gelten |z| = z und |y| = y und somit

z| +yl =2 +y <1,

und wir finden durch Auflésen nach y die Ungleichung y < 1 — z. Hier
erhalten wir die Teillosungsmenge

le{(x;y) : xZOundOSySl—x}.

e Full 2: x < 0Ound y > 0 (d.h. wir befinden uns im 2. Quadranten):
Dann gelten |z| = —z und |y| = y und somit

und wir finden durch Auflésen nach y die Ungleichung y < 1+ x. Hier
erhalten wir die Teillosungsmenge

LQ:{(x;y) : x<0und0§y§1—|—x}.

e Full 3: z < 0 und y < 0 (d.h. wir befinden uns im 3. Quadranten):
Dann gelten |z| = —z und |y| = —y und somit

und wir finden durch Auflésen nach y die Ungleichung y > —x — 1.
Hier erhalten wir die Teillosungsmenge

ng{(x;y) : x <0 und —x—1§y<0}.

e Full 4: x > 0 und y < 0 (d.h. wir befinden uns im 4. Quadranten):
Dann gelten |z| = z und |y| = —y und somit

und wir finden durch Aufiésen nach y die Ungleichung y > x — 1. Hier
erhalten wir die Teillosungsmenge

Ly={(z;y) : 2>0undz—1<y <0}
Fuazit: Die Losungsmenge ist also
L=LiUL,UL3UlLy
(xZOundx—lgyg—x+1) oder
—{@w " (r<O0und —x—1<y<a+1) }

Die Losungsmenge aus (c) ist in Abbildung grafisch dargestellt. &
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—1

Abb. A.1: Graphische Darstellung der Menge aller Punkte (x;y) mit |z|+|y| < 1
in der (z;y)-Ebene.

A.6 Potenzen und Wurzeln

Wir wiederholen nun, wie eine Potenz a” mit Basis a €]0; co[ und Exponent
r € Z definiert ist. Danach erlauben wir auch » € Q und betrachten dabei den
Begriff der n-ten Wurzel.

Definition A.32. (Potenzen mit ganzzahligem Exponenten)

Wir definieren
a® =1 fiir alle a € R\ {0},

und fiir positive ganze Zahlen, also n € N, ist a” definiert durch

a'=a-a-...-q fiir alle a € R.
N———
n-mal
Ist n eine negative ganze Zahl, alson € 7\ Ny, so ist n = —m mitm € N,
und wir definieren
nogm o L ! fiir alle a € R\ {0}
a'=a"=—=—— ur alle a :
a  a-a-...-a
N———

m-mal
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Insbesondere gilt

Beispiel A.33. (Potenzen reeller Zahlen mit Exponenten in 7Z)
(a) 22=2-2.-2=8
(b) 10*=10-10-10- 10 = 10.000

1
27 =-=0,5
(C) 2 )
1 1 1
d) 1072 = = = 0.01
(d) 102 10-10 100 ’
1 1 1

Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele. v

Hilfssatz A.34. (Regeln fiir das Rechnen Exponenten in 7)
Seien a,b € R\ {0}, und seien n und m in Z. Dann gelten
und .
a"tm =a"a” und " "M=a"aT" = a_m : (A.6)
a
Weiter gelten
a\" a"
B = a b ¢ (3) =5 AT
(a-b) a un ; o (A.7)

Beispiel A.35. (Regeln fiir das Rechnen mit Exponenten in 7Z)
(a) (10%)? = 10*2 = 108 = 100.000.000
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(b) 24.26 = 2446 — 210 — 1024

1
(¢) 1779174 = 17777 = 177! = = ~ 0,05882

(d) G)lg-zm: (%-2)13: 1% =1

1 1
= — = — ~ 0,0046296
63 216 ’

Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele.  #

() 273.33=(2-3)%=6"

Wir beweisen nun Hilfssatz teilweise, weil dieses unser Verstandnis der Re-
chenregeln erhoht.

Beweis von Hilfssatz [A.34: Wir geben den Beweis nur fiir den Fall n > 0 und
m > 0. Die Falle n < 0 oder m < 0 kénnen analog bewiesen werden, aber sie
sind etwas aufwendiger.

(@")"=ad"-d"-...-a"=a-a-...-a=a"-a"-...-d" = (a")"
\ ~~ 7 \ ~~ 7 N ~~ 7
m-mal (n - m)-mal n-mal
und
a”+m:a-a-...-a:(a-a-...-a)-(a-a-...-a):a”-am,
N s \ ~~ 7 A\ ~~ 7
(n + m)-mal n-mal m-mal
n—m 1 n._ o —m
a :CL'CL'...'CL:(CL'CL‘...'CL)'—:CL'CL .
A e — N——— a-a-...-a
(n —m)-mal n-mal ———
m-mal

Damit haben wir die Gleichungen (A.5]) und (A.6)) fir m > 0 und n > 0 bewiesen.
Weiter gilt fiir n > 0

(a-b)”:\(a-b)-(a-b)'...-(a-b)/:(g-a;..-@)-(@-b;..-lg):a"-b",

njrgal n-mal n-mal
<a)n a a a a-a-...-a a”
b _\b b bj_\b-b-...-bl_b”7
n—?r:al jeweilgrn—mal
und wir haben (A.7)) fiir n > 0 ebenfalls bewiesen. O

Als Nachstes wollen wir Potenzen mit rationalem Exponenten definieren. Dazu
benotigen wir als Vorbereitung die n-te Wurzel.
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Definition A.36. (n-te Wurzel einer nicht-negativen Zahl)

Sei a € R eine nicht-negative reelle Zahl, und sei n € N eine nattrliche
Zahl. Dann ist die n-te Wurzel a'/™ = /a als die nicht-negative Zahl b
definiert, fir die gilt b" = a.

Wir bemerken, dass wir fiir n = 2 insbesondere die Quadratwurzel erhalten:
Fiir a € R mit a > 0 ist y/a die nicht-negative reelle Zahl, fiir die gilt (/a)? = a.

Beispiel A.37. (n-te Wurzeln von a > 0)
(a) 10003 = 10, weil 10* = 1000

(b) 22 =2, da (vV2)? =v2-v/2=2
(c) 814 =3, weil 3* = 81

(d) 83 =2, denn 2° =8

() a'? = /a, weil (Va)’ = ya-a=a

(f) 0Y7 =0, da 07 = 0.

Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele.  #

Analog zu (A.5) und (A.7) in Hilfssatz konnen wir auch Regeln fiir das

Rechnen mit n-ten Wurzeln herleiten.

Hilfssatz A.38. (Rechenregeln fiir n-te Wurzeln)

Seien a,b € R nicht-negative reelle Zahlen und m,n € N. Dann gelten

al/(n-m) _ (al/n)l/m _ (al/m)l/n,

und
(CL . b)l/n _ CLl/n bl/n

Man kann Hilfssatz[A.38 mit Hilfe der Definition der n-ten Wurzel und unter Aus-

nutzung von Rechenregeln und [A.7] beweisen. Hilfssatz ist niitzlich, um
n-te Wurzeln zu berechnen und zu vereinfachen. Wir betrachten einige Beispiele.
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Beispiel A.39. (Rechenregeln fiir n-te Wurzeln)
(a) 816 =g1/(23) = (81/3)1/2 und wegen 2° = 8 gilt

g1/6 — (81/3)1/2 _ol/2 _ /3.

(b) 6561 = 65614 = (6561/2)1/4, und wegen 812 = 6561 gilt
656118 = (65611/2)1/4 = 8114 = (811/2)1/2 = 91/2 = 3,

wobei wir 92 = 81 und 3% = 9 verwendet haben.

(c) 24'/3 = (3-8)1/3 = 31/381/3 = 31/3.2 = 2.31/3 wobei wir 2* = 8 ausgenutzt
haben.

Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele.  #

Mit Hilfe der Potenzen mit ganzzahligem Exponenten und mit der n-ten Wurzel
konnen wir nun Potenzen mit rationalem Exponenten einfiihren.

Definition A.40. (Potenzen mit rationalem Exponenten)

Sie a eine positive reelle Zahl, und seien m € Z und n € N. Dann ist a™"

definiert durch
am/n _ (al/n) _ (am)l/n.

Beispiel A.41. (Potenzen mit rationalem Exponenten)
(@) 2712 = @371 = (VB = /VE
(b) 9%/2 = (91/2)3 = (v/9)? = 33 = 27, wobei wir 3% = 9 verwendet haben.

(c) 1000~%/3 = (1000'/3)~* = 10~* = 1/10* = 0,0001, wobei wir 10° = 1000
benutzt haben.

(@) (VB2 = ((vVE) )" = ((81)4)"" = (571 = (81) T = 271 =

1/2, wobei wir 23 = 8 ausgenutzt haben.

Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele.  #

Aus Hilfssétzen [A.34] und [A.3§ kann man den folgenden Hilfssatz herleiten.
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Hilfssatz A.42. (Rechnen mit Potenzen mit Exponenten in Q)

Seien a,b € R positive reelle Zahlen, und seinen m,k € Z und n,{ € N. Dann
qgilt

mk m k
ar = qn ¢

_ (am/n)k‘/ﬁ _ (ak’/f)m/n'
Weiter gelten

m_ k
wte

a — "/ gkt und a

und

m/n m/n
(a- D)™/ = g™/mpmin und (%)

Beispiel A.43. (Rechnen mit Potenzen mit rationalen Exponenten)

In diesem Beispiel wollen wir die Rechenregeln aus Hilfssatz anwenden, um
zu vereinfachen:

(a) 21/3.922/3 = 9343 = 21 = 9,

(b) 50%/2 = (2.25)%/2 = 23/2.253/2 = 21+1/2.(951/2)3 = 2.91/2.53 = 2.,/2.125 =
250 - \/5, wobei wir 52 = 25 benutzt haben.

(c) 89/6 = 82F5 = 8L/2.81/3 = (4.2)1/2.2 =41/2.21/2.2 = 2.91/2.2 = 4. /2,
wobei wir 22 = 4 und 2% = 8 ausgenutzt haben.

Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele.  #

A.7 Losen quadratischer Gleichungen und bino-
mischer Satz

Zum Losen von quadratischen Gleichungen sind die binomischen Formeln niitzlich.

Hilfssatz A.44. (binomische Formeln)
Seien a,b € R. Dann gelten:

(1) Erste binomische Formel:

(a+0)?=a*+2ab+ b — a’* +2ab+b* = (a+b)>
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(2) Zweite binomische Formel:
(a—b)?=a*—2ab+ b’ = a’* —2ab+b* = (a—b)*
(3) Dritte binomische Formel:

(a+b)-(a—b) = a® — b = a* —b*=(a+0b)-(a—0b).

Wir wiederholen zunéchst die Definition einer quadratischen Gleichung.

Definition A.45. (quadratische Gleichung)
FEine Gleichung der Form

ar’+bxr+c=0

mit a,b,c € R und a # 0 nennt man eine quadratische Gleichung. In-
dem man durch a # 0 teilt erhdlt man die Standardform der quadratischen
Gleichung:

5 b c 9 , c
r+-xz+-=0 — r*+pr4+qg=0 mit p=—-, ¢g=—.
a a a a

Beispiel A.46. (quadratische Gleichungen)
(a) 222 — 122+ 16 = 0 ist eine quadratische Gleichung. Thre Standardform ist

> —6x+8=0.

(b) 22 — 4 = 0 ist eine quadratische Gleichung; sie befindet sich bereits in
Standardform.
(¢) 2x—7 = 0 ist keine quadratische Gleichung, sondern eine lineare Gleichung.

(d) 2®+522+x = 0 ist ebenfalls keine quadratische Gleichung, denn hier tritt
eine dritte Potenz von x auf.

Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele quadratischer Gleichungen. — é

Ab jetzt betrachten wir nur noch quadratische Gleichungen in Standardform.
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Losungsmethode A.47. (Lésen mit quadratischer Ergidnzung)

Durch eine quadratische Erginzung wird der Term x> +px + q als Summe
eines Quadrats und einem konstanten Terms dargestellt:

2 2 2 2_ 4
Paprran e 2hes (- van ()T

~"

= (m-i—%)z

wobei wir im letzten Schritt die erste binomische Formel (siehe Hilfssatz

(1)) verwendet haben. Dabei gilt (x + 5)2 > 0, weil Quadrate in den reellen
Zahlen immer nicht-negativ sind. Es konnen nun dret Fdlle auftreten, die vom
Vorzeichne von d = p? — 4 q abhingen:

(1) Falld = p*—4q = 0: Ist p?—4q = 0 so vereinfacht sich die quadratische
Gleichung zu

2 p\?
xr“+pr+qg= (x+§> ;
und wir lesen ab, dass die eine (doppelte) reelle Losung v = —% ist.

(2) Fall d = p* —4q > 0: Ist p> — 4q > 0 so kinnen wir die dritte bino-
mische Formel (siche Hilfssatz[A.44[(3)]) anwenden um die Losungen zu

bestimmen:

2 2_4 2 24 ?
R e et (=0
0

>

B p p*—4q p p*—4q
—(:z:+2 5 )<x+2+ 5 .

Wir lesen die zwet verschiedenen reellen Losungen ab:

p VP -4e P VP —4d
: .

e 2 2 2

(3) Falld =p?> —4q < 0: Ist p> —4q <0, s0 ist —1% > 0 und es gilt

2 2_ Y
x2+p$+q:<az+z—)) —|—<—p q>>0,

2 4
ZO . ~ J/

>0

und die quadratische Gleichung hat keine reellen Losungen.
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Es lohnt sich nicht, die Formeln aus Losungsmethode auswendig zu lernen.
Wenn man die Vorgehensweise verstanden hat, dann kann man sie mit Hilfe der
binomischen Formeln an jedem Beispiel direkt durchfiihren.

Beispiel A.48. (quadratische Ergédnzung)
(a) 22 —62+8=0
Wir fiithren die quadratische Ergdnzung durch:
P —6r+8=2"+2(-3)z+ (-3 - (-3)*+8=(z -3’ - 1.

mit der dritten binomischen Formel (siehe Hilfssatz erhalten wir
also

22— 62+8=(—-3°-1*=(2-3-1(z—-3+1)=(z—4)(z—2).

Also hat die Gleichung 22 — 6z + 8 = 0 die beiden verschiedenen reellen
Losungen 1 = 4 und x9 = 2.

(b) 22 +42+4=0
Wir fithren die quadratische Erganzung durch:
o —4dr+4=2"+2(-2)x+(-2)%=(z - 2)%
und wir lesen die (doppelte) reelle Losung = = 2 ab.
(c) > +62+10=0
Wir fiihren die quadratische Ergénzung durch:
2?4+ 6x+10=2"4+232)+3> =32 +10 = (z + 3)* + 1,
und wir lesen ab, dass 2% + 6 2 4+ 10 = 0 keine reellen Losungen hat.

Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele quadratischer Gleichungen und losen

Sie diese. &

An der Losungsmethode kann man die g-p-Formel zum Lésen einer quadra-
tischen Gleichung direkt ablesen:

Bemerkung A.49. (p-¢g-Formel)
Setzt man in Losungsmethode a = p und b = g, so erhélt man

2 2_ Y4
p) _P d mit p,q € R,

0= 2 :( il
rT+pxr—+q :U+2 1
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und list an den drei Fallen ab: Die quadratische Gleichung ist in den reellen
Zahlen nur dann lsbar, wenn d = p? — 4 ¢ > 0 ist. Die Losungen sind dann

24
$1=—2+u und T9 = —

p VPP —4gq
2 2 2 '

2
Dabei erhalten wir fiir d = p? — 4¢ = nur eine (doppelte) reelle Losung. Fiir
d = p? — 4¢ < 0 hat die quadratische Gleichung keine Losungen in R.

Ein niitzliches Hilfsmittel zum Losen von manchen quadratischen Gleichungen ist
der Wurzelsatz von Vieta.

Hilfssatz A.50. (Wurzelsatz von Vieta)

Sei 2> +pxr+q =0 mit p,g € R und p # 0 eine quadratische Gleichung,
fiir die gilt d = p®> —4q > 0 ist. Dann besitzt die quadratische Gleichung zwei
reelle (nicht notwendigerweise verschiedene) Losungen x1 und xs, fir die gilt

X1+ To = —p und T1To = q (A.8)
und
P pr+q=(z— 1) (z— 1) (A.9)

Sieht man durch Inspizieren der Gleichung Losungen x1 und xo von (A.§)), so
hat man die Losungen der quadratischen Gleichung gefunden.

Beweis von Hilfssatz[A.5(: Formel ist gerade die Faktorisierung der quadra-
tischen Gleichung. Da per Annahme z; und x5 Losungen sind, muss gelten.
Man verifiziert die Formeln in durch Ausmultiplizieren und Sortieren der
rechten Seite in (A.9):

P4 pr+q= (x —x1) (x — x9) =2 — i1 — xxe + 21 29

= 2% — (21 + 29) T + 21 79,
Da die Koeffizienten der gleichen Potenzen von x auf der linken und der rechten
Seite iibereinstimmen miissen, liest man ab, dass p = —(x; + x9) und ¢ = 1 x».
gelten muss. O

Betrachten wir ein Beispiel zum Wurzelsatz von Vieta.



A. Grundlagen aus der Mittel- und Oberstufe

(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 175
(a+b)? = 1
YN
(a+b)! = Lla+|1]b
NN
(a+0b)? = 1la®+|2ab+|1 |p?
N N N
(a+b) = 1la®+|3|a®b+|3ab®+]|1|b
NN W N N
(a+0b)t = 1la*+|4 |a’b+|6 |a** + |4 |ab®+]| 1 |b*

Abb. A.2: Das Pascalsche Dreieck: Durch Addition der Koeffizienten in der vorigen
Zeile, von denen ein Pfeil auf den neuen Koeffizienten weist, erhélt man jeweils
den Wert des neuen Koeffizienten.

Beispiel A.51. (Wurzelsatz von Vieta)
Wir 16sen die quadratische Gleichung

3274272+ 60 =0 (A.10)

mit dem Wurzelsatz von Vieta. Dazu teilen wir erst durch 3, um die Standardform
zu bekommen.

3224272 4+60=01:3 — 2+ 9x +20=0.

Wir haben also p = 9 und ¢ = 20. Wegen
d=p"—=4¢g=9"-4-20=81-80=1>0

hat die quadratische Gleichung zwei reelle Losungen. Nun gilt fiir x; = —5 und
r9 = —4, dass

r1F+a9=-5b—-4=-9=—p und z129=(-5H)(—4)=20=gq.
Daher folgt nach dem Wurzelsatz von Vieta
2?4+ 92420 = (z—(-5)) (z — (—4)) = (z+5) (z +4) = 0,

und die beiden reellen Losungen von (A.10)) sind 3 = —5 und 2o = —4. &
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In Verallgemeinerung der ersten binomischen Formel gelten das Pascalsche Dreieck
und der binomische Satz zur Berechnung vom (a + b)" mit beliebigem n € Nj.

Multipliziert man nun (a+b)" fiir n > 2 aus, so findet man, dass die Koeffizienten
der Potenzen a”, a"~'b, a"20?%, ... ,ab" !, " aus den Koeflizienten der Poten-
zen a1, a7 2b, a" 362, ..., ab" 2, b"!in der ausmultiplizierten Darstellung
von (a + b)"~! mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks rekursiv berechnet
werden konnen. Dieses ist in Abbildung illustriert.

Das Pascalsche Dreieck hat einen entscheidenden Nachteil. Um die Koeffizienten
fiir das Ausmultiplizieren von (a + b)" zu bekommen, miissen wir vorher alle
Koeffizienten fiir das Ausmultiplizieren von (a + )™ mit m = 1,2,...,n — 1
berechnen. Der binomische Satz umgeht dieses Problem und liefert eine direkte
Formel fiir die Koeffizienten. Zur Vorbereitung miissen wir zunédchst Fakultédten
und Binomialkoeffizienten einfiihren.

Definition A.52. (Fakultét)
Die natiirliche Zahl

nl'=1-2-3-...-n fiirn € N,
ol=1 fiirn =0,

heifst Fakultdt von n oder n-Fakultdt.

Es gilt die Rekursionsformel:

nm+1)!=1-2-...-(n—=1)n-(n+1)=nl-(n+1) furallen € Ny.

7

WV
=n!

Beispiel A.53. (Fakultiten)
Wir haben

O0=1 1l=120=2.11=2, 31=3.21=6, 4l =4.31=24.

Berechnen Sie 5! und 6! zur Ubung. [

Definition A.54. (Binomialkoeffizient)
Sein € Ng und k € Ny mit 0 < k < n. Der Binomialkoeffizient (Z) 18t
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definiert als

ny n! _”'(n—l)'---'(n—k+1)
(k) k- (n—k) L : (A.11)

In Worten sagt man fiir (Z) »(Binomialkoeffizient) n iber k*

Die zweite Darstellung von (Z) folgt, indem man (n — k)! kiirzt.

Nun koénnen wir den binomischen Satz fiir das Ausmultiplizieren (und fiir die
umgekehrte Richtung, das Faktorisieren) von (a 4 b)" formulieren.

Satz A.55. (binomischer Satz)
Seien a,b € R und n € Ny. Dann gilt:

n__ (T njo0 Y no1g1 ny n-2,92 Y 0n
(a+b)—<0>ab+(1)a b+(2>a b+...+<n)ab
- n> n—k 1k
= a b".
N

Als Spezialfall erhalten wir fiir n = 2 die erste binomische Formel. Fiirn = 2
und b = —d erhalten wir die zweite binomische Formel.

Zur Illustration leiten wir die erste und die zweite binomische Formel aus dem
binomischen Satz ab.

Beispiel A.56. (erste und zweite binomische Formel)

Fiir n = 2 liest sich der binomische Satz wie folgt:

(a4-m2::<§>aQW-+(?)ab4-<§>a0¥
_ <§> a2 + G) ab+ (;) b, (A.12)

2 2! 22
0o/ o-(2-0! o-20 1.2 7

2 2! 2! 2
= = = :2,
1) 12— 11 1-1

und wir haben
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(a+b)° = ©)
N\
(a+b) = (o) jat )
¢ NN
(a+0)* = ¢) |a>+] (5) |ab+| (5) |V?
N N N
(a+b)? = () 1a®+| () la?+| () lab>+]| (3) |b°
N N N N
arn =[O ot [ e ) Jee o @) oo o

Abb. A.3: Illustration von (A.13)) am Pascalschen Dreieck.

2 2! 2! 2
o) “ar(2—2) 200 2-1

Einsetzen in (A.12)) ergibt die erste binomische Formel:

2 2 2
(a+b)? = <O>a2+ (1)ab+ (2)62: la* +2ab+ 16> =a*+2ab+ V2.

Setzen wir in der letzten Formel nun b = —d, so finden wir
(a—d)?=a>+2a(—d)+ (=d)? =a®> —2ad + d*

und wir haben auch die zweite binomische Formel hergeleitet. &

Es gelten die folgenden Identitaten fiir die Fakultéten.

Hilfssatz A.57. (Rechenregeln fiir Binomialkoeffizienten)
Fiir allen € N mitn > 2 und k € Ny mit k < n gelten folgende Identitaten:

(b))
(-0
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(0 uoA) 9joyjeNULBer) = D

b = Ankathete (von «)

Abb. A.4: Die Definition von Sinus und Cosinus am rechtwinkligen Dreieck:
sin(a) = a/c und cos(a) = b/c.

sowie

n+1 n n
= ' : Al
(k:—|— 1) (k:) + (k—|— 1), wobei k < n (A.13)

Wir bemerken, dass (A.13) gerade die Formel ist, welche die Berechnung der
Koeffizienten im Pascalschen Dreieck beschreibt (siehe Abbildung |A.3)).

A.8 Sinus und Cosinus als Kreisfunktionen

Wir beginnen unsere Einfithrung der trigonometrischen Funktionen mit der Wie-
derholung der Definition von Sinus und Cosinus am rechtwinkligen Dreieck.

Definition A.58. (Sinus und Cosinus im rechtwinkligen Dreieck)

Fiir Winkel o mit 0° < o < 90° sind sin(«) (,,Stnus von a*) und cos(a)
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(,,Cosinus von o) im rechtwinkligen Dreieck wie folgt definiert:

, a  Gegenkathete (von «)
sin(a) = — =
c Hypotenuse
b Ankathete (von «)
cos(a) = - = :
c Hypotenuse

Die Ankathete (von o), die Gegenkathete (von o) und die Hypotenuse,
sowie die Bezeichnungen der Dreiecksseiten sind in Abbildung [A.4) illustriert.

Fiir Berechnungen an nicht-winkligen Dreiecken sind auch der Sinussatz und der
Cosinussatz wichtig.

Hilfssatz A.59. (Sinussatz und Cosinussatz)
In beliebigen Dreiecken gelten:

(1) Sinussatz:

sin(a)  sin(8)  sin(y)

a b c

(2) Cosinussatz:

A =a’+b—2-a-b-cos(v)

Dabei sind die Bezeichnungen der
Winkel und der Seiten in der neben-
stehenden Skizze festgelegt.

Wir bemerken, dass fiir rechtwinklige Dreiecke der Satz des Pythagoras gilt:
|Gegenkathete (von a)] gt [Ankathete (von a)]2 = [Hypotenuse] ?
oder in der Beschriftung der Abbildung
a’ + b = .
Wir wollen nun den Sinus und den Cosinus fiir beliebige Winkel definieren, indem
wir Sinus und Cosinus als trigonometrische Funktionen am Einheitskreis

einfithren. Es ist dabei iiblich, die Variable einer trigonometrischen Funktion nicht
in Grad sondern im Bogenmalfs anzugeben, welches wir daher zuerst einfiihren.
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Definition A.60. (Bogenmaf)

Das Bogenmafl b zu dem Winkel ¢
(gemessen in Grad) ist die Linge des
Kreisbogens am Einheitskreis mit Ra-

dius r = 1 zu diesem Winkel ¢ (siehe
Skizze rechts). Nach der Formel fiir den )
Kreisumfang 2mr = 2m hat der Kreis-
bogen zum Winkel 360° die Lange 27
Damit qilt die Gleichheit

¢ _ b
360° 27’

mit der wir zwischen Gradmafs und Bogenmafl umrechnen kénnen:

2 360°
" und b = .

b pr—
360° 2

b.

In der Tabelle ist die Umrechnung fiir das Gradmaf und das Bogenmaf fiir
einige der wichtigsten Winkel aufgelistet. Sie sollten die Umrechnung zumindest
fiir die in der Tabelle aufgefiihrten Winkel im Kopf haben.

Gradmafs | 0 | 30|45 |60 |90 | 180 | 270 | 360 )

2
7r3—7r27r—7rgz§

T T T T
B § AN I B )
ogenmak | 0 =) o =) 5 2 360

Tabelle A.1: Umrechnung zwischen Gradmaf und Bogenmafs.

Nachdem wir das Bogenmaf eingefiihrt haben, kénnen wir nun die Sinus- und die
Cosinusfunktion am Einheitskreis definieren.

Definition A.61. (Sinusfunktion und Cosinusfunktion)
Der Einheitskreis ist der Kreis in der (x;y)-Ebene mit Zentrum im Ursprung
(0;0) und mit Radius r = 1. Es seien (x;y) die Koordinaten des Punktes P

auf dem FEinheitskreis, fir den der Winkel gegen den Uhrzeigersinn von der
positiven x-Achse aus gerade ¢ (im Bogenmaf) betrigt (siehe Abbildung[A.5).
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Y

—1 cos(¢)|1

—1

Abb. A.5: Definition von Sinus und Cosinus am Einheitskreis.

Dann definieren wir den Sinus und den Cosinus durch:
sin(¢) =y und cos(¢) = x. (A.14)

Dadurch sind sin(¢) und cos(¢) fir Winkel ¢ € [0;2n] erkldrt. Fir andere
Werte ¢ € R definteren wir

sin(¢) = sin(¢ — 2km) und cos(¢) = cos(¢ — 2km), (A.15)

wobei k € 7 so gewdhlt ist, dass ¢ — 2km € [0; 27| gilt.

Durch (A.14) in Definition sind sin(¢) und cos(¢) fiir alle ¢ € [0,27] de-

finiert, d.h. wir haben zunéchst jeweils eine Funktion auf dem Intervall [0, 27].
Mit werden die Sinusfunktion und die Cosinusfunktion durch sogenannte
2m-periodische Fortsetzung von sin(¢) bzw. cos(¢) von dem Intervall [0, 27|
auf ganz R fortgesetzt.

In Abbildung haben wir die Graphen der Sinusfunktion und der Cosinusfunk-
tion geometrisch veranschaulicht.

In der Tabelle|A.2[sind die Werte von sin(x) und cos(x) fiir einige wichtige Winkel
aufgelistet. Diese sollte man im Kopf haben.
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T in 0 s T T | T | 27 37 5T 37 5
Bogenma 6 |4 3|2/ 3| 4 | %6 | |27
T 1n
0 [ 30 | 45 | 60 90| 120 | 135 150 | 180 | 270 | 360
Gradmals
1 2 3 3 2 1
sn(@) o | L M2[Y3 VB vE L
2 2 2 2 2 2
21 1 1 2
cos(z) | 1 VBIV2E L L VRl VB
2 2 2 2 2 2

Tabelle A.2: Einige wichtige Werte der Sinus- bzw. der Cosinusfunktion.

Mit der Beobachtung, dass 0 = \/76 : % = \/TI, 1= \/71 sieht man, dass die Werte
von sin(x) und cos(z) in Tabelle von der Form
k
:I:i, k=0,1,2,3,4,

2

sind, und kann sich das Muster leicht merken.

Beispiel A.62. (Berechnung der Werte von Sinus und Cosinus)

Man kann die Werte in Tabelle [A.2] einfach mittels der Definition von Sinus und
Cosinus iiber das Dreieck am Einheitskreis ablesen bzw. mit elementargeometri-
schen Uberlegungen berechnen.

(a) Man sieht am Einheitskreis fiir den Winkel z = 0 direkt, dass
sin(0) =0  und cos(0) = 1.

(b) Man siecht am Einheitskreis fiir den Winkel = 7/2 (also 90°) direkt, dass

sin (E) =1 und Ccos <E> = 0.
2 2
(c) Fir den Winkel z = 7/4 (also 45°) haben wir ein gleichschenkliges Dreieck
mit Hypotenuse der Lénge 1, wie in dem linken Bild in Abbildung [A.7]
eingezeichnet. Nach dem Satz von Pythagoras gilt dann fiir die Linge a =
cos(m/4) = sin(w/4) der beiden gleichlangen Katheten des Dreiecks

a’+a’=1 — 20° =1 — a’ = =
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|— Graph von f(x) = sin(x)| |—Graph von f(x) = cos(x)|
1,
y 0.5 4 5
RCRUNE XNk (RN LI k3
2 2 2
~0.
=1

Abb. A.6: Veranschaulichung der Graphen der Sinusfunktion (linkes Bild) und der
Cosinusfunktion (rechtes Bild).

Also finden wir

T ™ V2
Sll’l(z) :COS(Z):L:_Q.

(d) Zur Bestimmung von sin(x) und cos(x) fiir x = 7/6 (also 30°) drehen wir
das Dreieck am Einheitskreis und ergénzen eine gespiegelte Kopie des Drei-
ecks, so dass wir mit beiden Dreiecken zusammen ein gleichseitiges Dreieck
erhalten, dessen Hohe h = cos(7w/6) und dessen halbe Grundseite sin(m/6)

ist (sieche das rechte Bild in Abbildung [A.7). Wir kénnen dann direkt ab-
lesen, dass gilt sin(7w/6) = 1/2, und nach dem Satz des Pythagoras finden

S | G
S A R R
SR .

Wir finden also
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30°=m/6
g | 45° =7 / 4
N S ~ -
i h

1/V2 1/2 1/2

Abb. A.7: Skizzen zur Bestimmung von sin(z) und cos(z) fiir x = 7/4 (linkes
Bild) und x = 7/6 (rechtes Bild).

Auf die Werte von Sinus und Cosinus in beispielsweise # = 37 /4 kommt man mit

den bereits bekannten Werten und Symmetrieiiberlegungen fiir die Dreiecke am
Einheitskreis. &

A.9 Summen

Hier erklaren wir die Summen-Notation und das Rechnen mit Summen.

Definition A.63. (Summen-Notation)

Seien m,n € Z mit m < n. Die Summe von Ty, Tmit, Tmi2y--.,Tn € R
schreibt man mit dem Summenzeichen:

n
Z:L‘k =Ty + Tt + g+ ... + Ty (A.16)

k=m

Wir nennen k den Summationsindex, und der kleinste Wert des Summati-
onsindexes (also m in ) wird als untere Grenze des Summationsinde-
zes und der grofite Wert des Summationsindezes (also n in (A.16)) wird also
obere Grenze des Summationsindexes bezeichnet. Der Summationsindex ist
frei wahlbar und hat keine Bedeutung fiir den Wert der Summe, d.h.

n n
E T — E Zj.
k=m Jj=m
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FEine Summe, deren obere Grenze des Summationsindexes kleiner ist als deren

untere Grenze, wird leere Summe genannt. Wir definieren die leere Summe
als Summe ohne Summanden und setzen formal

n
Zxk:() fiirn < m.
k=m

Verdeutlichen wir uns die Summennotation an zwei Beispielen.

Beispiel A.64. (Summen-Notation)

(a) Seien xg =0, 21 =1, 29=2, ..., 2, =k, ..., x,, = n. Dann gelten:

Zxk:Zkzl—i—Q—l—...—l—n,
k=0 k=0

4

4
Zxk:Zk:0+1+2+3+4:10,
k=0 k=0

5 5
Zxk:Zk:2+3+4+5:14.
k=2 k=2

(b) Sei xy, = k? fiir alle k € Ny. Dann gelten:
5 5
=) B=1"+2243 4445 =1+4+9+16+25 =55,
k=1 k=1
10
> @y =z = 10> = 100.
k=10
Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele.  #

Indem man die Summen in dem nachfolgenden Hilfssatz ausschreibt, erhélt man
die folgenden Rechenregeln fiir Summen.

Hilfssatz A.65. (Rechenregeln fiir Summen)

Es seien m,n € Z mit m < n. Dann gelten die folgenden Rechenregeln fiir
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Summen:

Zxk—{—Zyk Z (o + yn), (A.17)

Z Tp; — Z e = Y (o — ), (A.18)

k=m
n

Zcxk:czn:xk fiir alle ¢ € R,
k=m

k=m

n
Za:k—FZxk:Za:k, wenn p € Z mit m < p < n. (A.19)
k=p+1

Formel besagt, dass wir die Summe in zwer Teilsummen zerlegen kon-
nen. Man kann bei einer Summe auch den Summationsindexr um p € N nach
rechts bzw. links verschieben:

n n+p
Z T = Z Ti_p (Indezverschiebung nach rechts), (A.20)
{=m+p
Z T = Z Titp (Indexverschiebung nach links). (A.21)
l=m—p

Erklarung zu (A.20) und (A.21]): Formal werden die Indexverschiebungen
(A.20) bzw. (A21) durchgefiihrt, indem man den neuen Summationsindex ¢ =
k + p (Indexverschiebung nach rechts) bzw. ¢ = k — p (Indexverschiebung nach
links) einfithrt und damit k& = ¢—p (Indexverschiebung nach rechts) bzw. k = ¢+p
(Indexverschiebung nach links) erhilt und entsprechend ersetzt. In erhalt
man fiir den neuen Summationsindex ¢ = k+ p die neue untere bzw. obere Grenze
m + p bzw. n+ p, und der Index k in x; wird durch k = ¢ — p ersetzt. Bei
geht man analog vor.

Betrachten wir zwei Beispiele, in denen die Rechenregeln fiir Summen aus Hilfssatz
angewendet werden.

Beispiel A.66. (Rechnen mit Summen)

k=Y (k-1)=> [k—(k-1] =) l=n

k=1 k=1 k=1
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Wie man sieht, ist die Berechnung durch die Regel ((A.18)) fiir die Subtraktion von
Summen erheblich vereinfacht worden. &

Beispiel A.67. (Rechnen mit Summen)

Beim Berechnen von
n

Z L2 Z )2

bemerken wir zuerst, dass die Terme hinter dem jeweiligen Summenzeichen durch
das Ersetzen von k durch £+ 1 ineinander iiberfiihrt werden konnen. Daher fiihren
wir in der zweiten Summe die Indexverschiebung ¢ = k + 1 (vgl. (A.20)) durch
und erhalten die neue untere Grenze 1+ 1 = 2 bzw. die neue obere Grenze n + 1.
Anschliefsend benennen wir ¢ wieder in k£ um.

n n+1 n+1

Zk2 > (k+ Zk2 2= Zk2 2K

k=1

Der Unterschied zwischen den beiden Summen besteht nun nur noch in den Gren-
zen fiir den Summationsindex. In der ersten Summe wird iiber £ = 1,2,...,n
summiert, und in der zweiten Summe wird iiber £ = 2,...,n,n + 1 summiert.
Intuitiv ist damit klar, dass bei der Subtraktion beiden Summen genau der erste
Term der ersten Summe und der letzte Term der zweiten Summe {ibrig bleiben.
Wir nutzen (A.19), um aus der ersten Summe den Term fiir £ = 1 und aus der
zweiten Summe den Term mit £ = n + 1 herauszuziehen, und erhalten

Zk2 nik? (12+zn:k2> (Zk2 n+1>
_12+Zk2 ZH (n+ 1)

:1—(n—|—1)

— —n?—92n.

Insgesamt erhalten wir also

ZkQ z”: k+1)2=—n?—2n.
k=1

Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele. v



ANHANG B

Berechnung von Integralen

In diesem Anhang sind einige wichtige Resultate und Regeln zur Berechnung von
Integralen zusammengestellt.

B.1 Geometrische Anschauung des Integrals

Seien I = [a;b] ein abgeschlossenes Intervall und f : [a;b] — [0;00] eine
stetige Funktion. Gesucht ist der Flacheninhalt des Bereichs, der von dem
Graphen von f und der Geraden y = 0 (also der z-Achse) sowie den Senkrechten
durch z = a und x = b berandet wird. Wir werden diesen Flécheninhalt als

A:/abf(a:)dx

bezeichnen und so das bestimmte Integral von f iiber [a;b] (d.h. von z = a
bis x = b) definieren.

Um diesen Flacheninhalt zu berechnen, geht man wie folgt vor (vgl. Abbildung|B.1)):
(1) Man zerlegt [a;b] in n Teilintervalle I = [xp_1;zx], K = 1,2, ..., n, wobei
a=20 <1 <Tg<...<Tp_1 <z, =n>.

(2) In jedem Teilintervall I wahlt man eine Stiitzstelle & € Ij.

(3) Man betrachtet die Rechtecke Ry mit Grundlinie I} und Hohe f(&). Der
Flacheninhalt von R} ist dann

|Ri| = f(&) (T — vp1).
189
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f(x) pd

-
L

&1 S &3 & &

a = Ty 1 X9 T3 T4 b= x5

)

v

Abb. B.1: Der Flacheninhalt zwischen der Funktion f und der x-Achse von z = a
bis x = b wird mit geeigneten Rechtecken abgedeckt. Die Summe der Flachenin-
halte dieser Rechtecke ergibt eine Naherung fiir den Flacheninhalt zwischen dem
Graphen der Funktion f und der x-Achse von x = a bis x = b, also fiir den Wert
des Integrals.

(4) Man addiert die Flécheninhalte auf:

S= Bl = F(&) (xr — ).
k=1 k=1

Dieses ergibt eine Néherung des gesuchten Fldcheninhalts A.

Wenn man immer mehr Teilintervalle nimmt, so dass die maximale Breite dieser
Teilintervalle, also

max (z — mp1),

immer schmaler wird, so wird die Naherung fiir den Fldcheninhalt immer besser.
Fiithrt man nun einen Grenziibergang (fiir n — 0o) durch, bei dem die maximale
Breite dieser Teilintervalle gegen null strebt, so erhélt man den exakten Wert A
des gesuchten Flacheninhaltes.

Was passiert, wenn nicht alle Funktionswerte der stetigen Funktion f grofer oder
gleich null sind?

Fiir stetige Funktionen f : [a;b] —] — 00;0] kénnen wir analog vorgehen: Wir
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Ay

2 0

b
Abb. B.2: Geometrische Interpretation des Integrals / f(x) dz als Flacheninhalt.

suchen den Flacheninhalt des Bereiches, der durch den Graphen von f, die x-Achse
und die senkrechten Geraden x = a und x = b begrenzt wird. Allerdings definieren
wir ff f(x)dx als —1 mal diesen Flicheninhalt, da die Flache unterhalb der -
Achse liegt.

Fiir stetige Funktionen f : [a;b] — R mit beliebigen (also moglicherweise posi-
tiven und negativen) Funktionswerten weisen wir den Fldcheninhalten der Fla-
chenstiicke zwischen Graphen und z-Achse (von x = a bis # = b) oberhalb
der z-Achse ein positives Vorzeichen zu und den Flacheninhalten der Flachen-
stiicke zwischen Graphen und z-Achse (von z = a bis = b) unterhalb der
z-Achse ein negatives Vorzeichen zu (vgl. Abbildung [B.2)). Dann summieren wir

diese ,Flacheninhalte mit Vorzeichen* auf und erhalten so fab f(z)dz.

Das Integral wird nur fiir sogenannte beschriankte Funktionen eingefiihrt. Entge-
gen unserer Anschauung wird die Stetigkeit der zu integrierenden Funktion nicht
vorausgesetzt.

Definition B.1. (beschriankte Funktion)

Seien D C R und f : D — R eine Funktion. f heifit beschrdankt, wenn es
eine Schranke S > 0 gibt, so dass |f(z)| < S fir alle x € D ist.

Beispiel B.2. (beschriankte Funktionen)

(a) Die Funktion sin : R — R ist beschrénkt, denn es gilt | sin(x)| < 1 fiir alle
x € R. Eine Schranke ist hier also S = 1.



B.2. Elementare Rechenregeln fiir Integrale
192 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

(b) Die Funktion f :]0;00[— R, f(z) = 1/, ist nicht beschrankt (also unbe-
schrinkt), denn f(z) = 1/ wird beliebig grof, wenn man sich von rechts
dem unteren Intervallende 0 nahert.

Insbesondere ist jede stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall be-
schrankt, denn sie hat dort ein Maximum und ein Minimum. Genauer: Ist eine
Funktion f : [a;b] — R stetig, so gilt

m—trr%m ft) < flx )<m[axf() M fir alle x € [a; 0]

und damit |f(z)] < max {|m|;|M|} = S fir alle z € [a;b]. &

B.2 Elementare Rechenregeln fiir Integrale

Im Folgenden sei die Menge aller iiber ein Intervall [a;b] integrierbaren
Funktionen (also die Menge aller Funktionen, fiir die

/abf(:c dz

existiert) mit R ([a;b]) bezeichnet.
Das Integral hat die folgenden elementaren Eigenschaften.

Satz B.3. (Eigenschaften des Integrals)
Seien f : [a;b] = R und g : [a;b] — R beschrinkte Funktionen.

(1) Ist a < c <b, so gilt
f € R([a; b)) = feR(la;d]) und f e R([c;h]).

In diesem Fall gilt: / f(x)dx —/ f(x dx+/ flx
(2) Ist f € R([a;b]) und a € R, so ist a f € R([a;b]) und

/ab(afxx) dz = a/abf(x) da

(3) Sind f,g € R([a;b]), so ist auch f+ g € R([a;b]) und es gilt

/ (4 g)w) do = / ) de / gl .
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(4) Sind f,g € R([a;b]) und gilt f(z) < g(x) fir alle x € [a;b], so ist

[ rwars [y

(5) Ist f € R([a;b]), so ist auch |f] € R([a;b]), und es gilt

/abf(a:)dx

< [Irwar

B.3 Hauptsatz der Integralrechnung

Der Hauptsatz der Differentialrechnung stellt den Zusammenhang zwischen Inte-
gral und Ableitung her. Zunéchst benotigen wir den Begriff einer Stammfunktion.

Definition B.4. (Stammfunktion)

Seien I ein Intervall, f : I — R und F': I — R. Falls F' wn I differenzierbar
ist und F' = f gilt, so heiffit F' eine Stammfunktion von f.

Betrachten wir ein paar Beispiele von Stammfunktionen.

Beispiel B.5. (Stammfunktionen)

(a) Sei f: R — R, f(x) = 22 Dann ist F : R — R, F(x) = 2%/3, eine
Stammfunktion von f, denn es gilt

1
F’(x):§-3x2:x2:f(x) fir alle z € R.

F(z) = 23/3 ist aber nicht die einzige Stammfunktion von f(z) = 2?, denn
z.B. sind

1 1
G:R— R, G(:L‘):§x3+5, und H:R — R, H(:U):§:U3—e,

ebenfalls Stammfunktionen von f(z) = 22

(b) Sei g : R — R, g(x) = €. Dann ist jede Funktion der Form G : R — R,
G(z) = €” + ¢, mit einer beliebigen Konstante ¢ eine Stammfunktion von g,
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denn

G'(z) = (" + C)/ =e' =g(x) fir alle z € R.

(¢) Sei h :]0;00[— R, h(x) = 1/z. Dann ist jede Funktion H :]0;00[— R,
H(x) = In(z) + ¢, mit einer beliebigen Konstante ¢ eine Stammfunktion
von h, denn

H'(z) = (In(z) + c)/ 1 h(z)  fir alle z €]0;00].

X

Ist F' eine Stammfunktion von f, so ist auch F' + ¢ fiir jede Konstante ¢ eine
Stammfunktion von f, denn (F+¢) =F +0=f &

Nach dieser Vorbereitung konnen wir den Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung formulieren.

Satz B.6. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f: |a;b] — R stetig. Dann gelten:

(1) Die Funktion

Foilab] = R, F(x):/xf(t)dt,

ist eine Stammfunktion von f.

(2) Ist umgekehrt F' irgendeine Stammfunktion von f, so gibt es eine Kon-
stante c € R mat

F(x):c—l—/xf(t)dt

und es qilt

b
/a f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(a:)} . (B.1)

Warum ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung so
wichtig? Mit unserem Wissen iiber Ableitungen kénnen wir Stammfunktionen
bestimmen; und mit konnen wir Integrale bequem berechnen, wenn wir eine
Stammfunktion F' des Integranden f kennen.
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Bemerkung B.7. (Stammfunktion und unbestimmtes Integral)

Ist F' eine Stammfunktion von f, so schreiben wir auch

/f(:n) dz

fir F(x). [ f(z)dx ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.
[ f(z)dz heiBt auch das unbestimmte Integral von f im Gegensatz zu
einem bestimmten Integral von f

/abf(a:) dz.

Betrachten wir einige Beispiele fiir unbestimmte Integrale.

Beispiel B.8. (unbestimmte Integrale)
(a) Fiira e R\ {—1} gilt

1
(b) Fiir  # 0 gilt /—da: =1In (Jz]) +¢, denn
x

In(x fiir :
ln(m):{ ) -V

In(—z) firz<0

1
d x
z
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Definitionsmenge D Funktion f(x) Stammfunktion F(z)
R a = Konstante axr+c
2™ mit n € N bzw. I
RbZWR\{O} HGZ\(N()U{—l}) n——l—lx +c
1
0: r it R -1 I ot
10; oo 2" mit r € R\ {—1} I +c
R e’ e’ +c¢
1
R\ {0} - In (Jo]) + ¢
R sin(z) —cos(z) + ¢
R cos() sin(x) + ¢

Tabelle B.1: Wichtige Stammfunktionen.

(e) / cos(x) dz = sin(x) + ¢

Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele.  #

Betrachten wir auch einige Beispiele fiir bestimmte Integrale.

Beispiel B.9. (bestimmte Integrale)
=27

(a) /0277 cos(x)dx = [sin(x)} = sin(27) —sin(0) =0—-0=0

=0

(b) /fédx = [ (|x|)r_2 ~ In(2) — In(1) = In(2)

(©) /__11013; _ {m(m)}xl “n (|- 1)) —In(]—e|)

e T r=—e
=In(l) —In(e) =0—-1=—1

(d) /O7T sin(z) de = {— cos(a:)} = —cos(m) +cos(0) = —(—-1)+1=2

z=0
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3 TR 1 1
3 4 4 4

Uberlegen Sie sich selber weitere Beispicle.  #

Die in Tabelle aufgelisteten Stammfunktionen sollten Sie kennen.

B.4 Partielle Integration

Die Methode der partiellen Integration beruht auf der Produktregel der Dif-
ferentiation (siche Satz [L.1][(3)): Sind u : [a;b] — R und v : [a;b] — R stetig
differenzierbar, so gilt

(u(z) v(x)), =/ (z)v(x) + ulz) V' (). (B.2)

Da alle auftretenden Funktion u, v, v’ und v’ auf [a; b] stetig sind konnen wir das
Integral von (B.2)) iiber [a;b] berechnen und erhalten

/ (u(x v(:c))/dx :/ (v (z) v(z) + u(z)v'(z)) da

NG 7
-~

= [u(x)v(x)} .
x=b b
= {u(x)v(::r;)] :/ u'(z) v(x) / ()0 (z) dx
r=b b b
{ (x)v(:r)] - —/ u(z) v' () dx:/ u'(z) v(z) dz.
Die Formel in der letzten Zeile bezeichnet man als die Methode der partiellen
Integration. Wir halten dieses als Satz fest.

z=b

b
dx

_|_

u

<~ u

Satz B.10. (Methode der partiellen Integration)
Sind u : [a;b] = R und v : [a;b] — R stetig differenzierbar, so gilt:
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Bemerkung B.11. (Partielle Integration unbestimmter Integrale)

/ o (2) v(z) dz = u(z) v(z) — / w(z) v'(z) dz.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel B.12. (partielle Integration: bestimmte Integrale)

Bestimmte Integrale konnen wir mit zwei Varianten berechnen (siche unten): ent-
weder direkt oder indem wir zunachst das zugehorige unbestimmte Integral be-
rechnen und erst danach die Grenzen einsetzen.

3

(a) Variante 1: Direkte Berechnung von / re'dr
-1

3 =3 3
x  ef dt= { x e’ } — / 1 - e dx
I~~~ ~ 1 N~ =~
=v(z) =u'(z) =v(x) =u(x) x
3 =3
:363—(—1)61—/ ezdm:3e3+el—{ez}

=334+l = (63—61) =23+ 27!

3

Variante 2: Berechnung von / x e’ dr mit dem unbestimmtem Integral
-1

T e’ dt= x € —/ 1 - e dx
\,./)\,./ ~— N~ ~—
v\r) =

= u/(x) =v(x) =u(x) =v'(z) =u(z)

:xex—/exdx:xex—ex—kc:(a:—l)ex—kc

und somit

3 =3
/ :Uemdx:[(x—l)em] =2¢" —(—2)e =26 +2¢e7L.
-1 r=-1

Wir diirfen bei der Berechnung des bestimmten Integrals die Integrations-
konstante weglassen, denn in (B.1)) in Satz kann jede beliebige Stamm-
funktion gewéhlt werden (also auch die mit Konstante ¢ = 0).
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(b) Variante 1: Direkte Berechnung von / t sin(t) dt
0

T t=m T

t sin(t) dt = t — cos(t —/ 1 - (—-cos(t)) dt

[ (com)] < [T L (o)
_’U(t) =u/(t) —U(t) :u(t> =0 (t) :u(t)

=7 (—cos(m)) —0-(—cos(0)) + /OW cos(t) dt

t=m
— -0+ [sin(t)] =msin(r) —sin(0) =T +0—0 =
t=

Variante 2: Berechnung von / t sin(t) dt mit dem unbestimmtem Inte-
0
gral

/ t sin(t) dt=_t (—cos(t)) —/ 1 - (—cos(t)) dt
~—~— , ~— ~—
:’U(t) :u’(t) :U(t) :u(t) :p/(t) :u(t)
= —t cos(t) + /Cos(t) dt = —t cos(t) +sin(t) + ¢

und somit

t=m

/0 t sin(t) dt = [ —t cos(t) + sin(t)}

= [ — 7 cos(m) +sin(m)] — [ — 0+ sin(0)] = .

t=0

Variante 2 hat den Vorteil, dass man zunéchst eine Stammfunktion des Integran-
den bestimmt, deren Korrektheit durch Ableiten leicht zu Uberpriifen ist. &

Beispiel B.13. (partielle Integration: unbestimmte Integrale)

(a) Berechnung von /ln(:c) dz fir x > 0:

1
/ln(x) dz :/ 1 ‘In(z)de=_=x In(z) —/ r =
v \ / v v aj

=u/(x) =v(z) =u(x) =v(z) =u(r) =~~~

=/ ()

dx

:mln(x)—/ldx:xln(x)—x+c.
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(b) Berechnung von 22 e”dz : Bei diesem Integral muss man partielle Inte-

gration zweimal hintereinander anwenden.

22 & dx > et — 2x €' dx
~— N~ ~—

=v(z) =u'(z) =v(z) =u(z) =v'(x) =u(x)

I
)
[\
o
()
|
[\}
VRS
<g
<<‘o
()
|
<H
)
)
o,
)
~_—

:a:2ex—2(:vex—ex+c)

:(x2—2x—|—2)ex—|—5 mit ¢ = —2e¢.

(¢) Berechnung von [ ¢ In(¢)dt¢ fiir ¢ > 0 mit zwei Varianten:

1 1 1
Variante 1: / t In(t) dt = 5752 ln(t)—/ 5152 n dt
—u/(t) :U"(t) —~— :v"(t) ~
=u(t) =u(t) =v'(t)
1 1
= —t* In(t) — —/tdt
2 2
Lo 2
= §t In(t) —=t"+c

Fiir Variante 2 nutzen wir, dass wir bereits wissen (vgl. Teil , dass
(t In(t) — t)/ = In(t) gilt.

/ t In(t)dt=_t¢ (tIn(t)—t)— / 1 (tIn(t)—t) dt
t) —w(t) =u(t) =u(t) =v'(t) = u(t)

= ln(t)—t2—/tln(t)dt+/tdt
1
=t* In(t) — t* — /t In(t) dt + §t2
1
= 1% In(t) — 5752 — /t In(t) dt,

also

/t In(t) dt = t* In(t) — %t2 —/t In(t) dt ‘ +/t In(t) dt
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2 1 2 ~
2 [ tIn(t)dt =t In(t) — 515 +c
c

1 1
N /tln(t)dt:§t2 In(f)~ 7P +e  mite=".

Da wir keine weiteren Integrale auswerten, miissen wir im Schritt (B.3]) die

— (B.3)

Integrationskonstante ¢ ergénzen.
Vergessen Sie bei unbestimmten Integralen nicht die Integrationskonstante.  év

Bemerkung B.14. (Praxistipps fiir partielle Integration)

(1) Integrale der Form

/xf(a:)dx

lassen sich durch partielle Integration 16sen, sofern [ f(z)dxz bekannt
f(x) und v(x) = x. Die Ausnahme von

ist. Man wéhlt dann u'(x) =

dieser Regel ist
/ z In(z) dz.
Hier ist es giinstiger, v'(x) = x und v(z) = In(x) zu wéhlen (siche dazu

Beispiel [(c)))-

(2) Integrale der Form
/xkf(x)da: mit k € N

lassen sich manchmal durch (mehrfache) partielle Integration berechnen

(siehe Beispiel [(B))).

B.5 Die Substitutionsregel

Sei I eine Stammfunktion von f. Die Kettenregel (siehe Satz liefert

(Fou)(x)= F'(u(ZL‘)) u'(z) = f(u(x)) u' ().

Integration {iber [a;b] auf beiden Seiten liefert
x=b

/abf(U(:E)) u'(z) de = /ab(F ou)'(x)dr = [(F ° u)/(x):|x=a



B.5. Die Substitutionsregel
202 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

t=u u(b)
:MMW—F@m»:pw&ug:/Ufmw.

Nun konnen wir wir die Substitutionsregel formulieren.

Satz B.15. (Substitutionsregel)
Sei u : [a;b] — R stetig differenzierbar, und die Bildmenge von u, u([a;b]) =
{u(z) : x € [a;b]}, erfille u([a;b]) C [c,d]. Ist f : [c,d] = R stetig, so gilt:

b u(b)
/ fu(z)) v (z)dz = / f(t)dt. (B.4)
a u(a)

Bemerkung B.16. (Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale)

/f(u(a:)) v (z)de = [/ f(t) dt] - (B.5)

Achtung: Riicksubstitution nicht vergessen! Es ist ganz wichtig, dass
man nach dem Berechnen von [ f(t)dt wieder ¢t = u(z) einsetzt!

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel B.17. (Substitutionsregel)

2
(a) Berechnung von / e~ zdx : Wir setzen
0

du 1
_— = —2 —_ — e
o T = 5 du = zdz

2

u=u(r)=—x —

mit den neuen Integralgrenzen
u(0)=—0*=0 und u(2)=-2*=—4

und erhalten mit dieser Substitution
[etesen [ (o[]S
e ¥ rxdxr = e —— u=|—-e
0 0 2 2l

d
b Y oL
= 26 ( 2)6—2(1 e )
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(b) Berechnung von /sins(:z:) cos(x) dz : Wir setzen

u=u(z)=sin(zr) = j_u =cos(r) = du=cos(z)dz
x

und erhalten mit dieser Substitution

/ sin(z) cos(x) dz = [ / 2 du] .

1 1
= [Z ut + c] ) sin*(z) + c.
u=sin(z)

Denken Sie bei unbestimmten Integralen an die Integrationskonstante. &

Bemerkung B.18. (Anwendung der Substitutionsregel)

In der Praxis wird die Substitutionsregel oft ,yon rechts nach links* angewen-
det, d.h. wir ersetzen auf der rechten Seite von (B.5]) (bzw. von (B.4))) ¢t = u(z)
mit einer injektiven (also umkehrbaren) Funktion u und erhalten mit

dt
o u'(x) = dt = /(z) dz

/ F(t)dt = [ / £ (u(z)) v/ (z) de:u_l(t), (B.6)

falls f stetig und w stetig differenzierbar ist. Man beachte, dass die Injekti-
vitidt (also Umkehrbarkeit) von u erforderlich ist, damit man im letzten
Schritt nach der Berechnung des Integrals die Substitution ¢ = u(z) durch
x = u~1(t) mit Hilfe der Umkehrfunktion v~! von u wieder ,riickgéingig ma-
chen kann. Fiir bestimmte Integrale erhalten wir analog zu

somit

d u~1(d)
/ () dt = /_1() f(u(@)) ' (z) d. (B.7)

Betrachten wir ein Beispiel, in dem wir eine , Riickwarts-Substitution benutzen.

Beispiel B.19. (Substitutionsregel)

¢ 1
./1 t (1+In(t)) dt
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Wir wéhlen die Substitution ¢ = e¢” (< x = In(t)), also
dt

t=¢e" — d—:ex = dt = e dx
x

und erhalten mit den neuen Grenzen In(1) = 0 und In(e) =1

/e ! dt—/1 ! exd:L'—/1 ! dx
 t(1+In(®)  Jo er (1+In(er)) Sy 1+

Mit der weiteren Substitution

d
y=1+=z — Y — dy = dz
dx

folgt mit den neuen Grenzen y(0) = 1 und y(1) = 2

), wtmy = vt = (]

y=2

¢ 1
Es gilt also dt = In(2). [ Y
° /1 r(1+ In(t) @)

In der néchsten Bemerkung halten wir zwei Standardsubstitutionen fest.

Bemerkung B.20. (zwei Standardsubstitutionen)
(1) Seien f stetig und A, u € R mit A # 0. Dann gilt:

[ 10t war=| [ 5 ad] = 5 [ sl

Erklarung: Dieses folgt mit der Substitution

1
u=Ar4+pu = L S e
dax A

Selfe(fl( ) mit f(x) # 0 in . Dann gilt:

P o= | [ Lai] = ) gy = (7@ e

u

Erkldrung: Dieses folgt mit der Substitution

u= f(z) — d_u —f( ) — du = f'(z) dz.
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Beispiel B.21. (Standardsubstitutionen)

(a) /008(3:15— 5)dx = % sin(3x —5) + ¢

2z 9 9
(b) /x2+1dx:1n(|x +1])+c=n(z*+1)+c

Uberlegen Sie sich weitere Beispicle.  é






ANHANG C

Mathematische Aussagen und
Beweistechniken

In diesem Anhang lernen wir in Teilkapitel [C.1], wie man mathematische Aussagen
(also z.B. die Sétze, Hilfssdtze und Definitionen in diesem Skript) liest und richtig
versteht. Dazu gehort, dass wir uns den Unterschied zwischen einer Implikation
(,wenn dann“-Aussage) und einer Aquivalenz (,genau dann wenn“-Aussage) klar
machen. Im nachfolgenden Teilkapitel werden wir uns dann mit verschiedenen
Beweistechniken beschéftigen. Im Teilkapitel lernen wir schlieklich das Prinzip
der vollstandigen Induktion kennen.

C.1 Implikationen und Aquivalenzen

In diesem Teilkapitel lernen wir die zwei grundlegenden mathematischen Aussa-
getypen Implikation (,wenn dann“-Aussage) und Aquivalenz (,genau dann wenn‘-
Aussage) kennen und studieren diese an verschiedenen Beispielen. Natiirlich finden
Sie {iberall in diesem Skript weitere Beispiele fiir solche mathematischen Aussa-
gen; genau genommen ist jeder Satz und Hilfssatz ein Beispiel einer Implikation
oder eine Aquivalenz. Definitionen sind als Aquivalenzen zu lesen; auch wenn in
der Formulierung meist nur ein ,wenn“ (und kein ,genau dann wenn“) steht. Die
hier gewéhlten Beispiele sind mit Absicht besonders einfach, damit ihr Inhalt keine
Schwierigkeiten bereitet und auch, weil wir diese beweisen wollen.

207
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Definition C.1. (Implikation/,wenn dann‘-Aussage)

Seien A und B zwei Aussagen. Die Implikation (oder ,wenn dann*-
Aussage) ,A = B* bedeutet ,Aus A folgt B.“ oder gleichbedeutend ,Wenn A
gilt, dann gilt auch B.“ oder gleichbedeutend , A impliziert B.“ Dabei konnen
wir Aussage A als die Voraussetzung fir die Behauptung der Giiltigkeit
der Aussage B auffassen.

Betrachten wir zunéchst ein einfaches Beispiel einer Implikation.

Beispiel C.2. (Implikation/,wenn dann*“-Aussage)

Sei n € N. Wenn n eine gerade Zahl ist, dann ist n? eine gerade Zahl.“

Diese Aussage konnen wir auch wie folgt formulieren:

2

Sein € N. Aus der Aussage, n ist eine gerade Zahl, folgt, dass n° eine gerade

Zahl ist.”
oder kiirzer
.Sei n € N. Dann gilt: n ist eine gerade Zahl. = n? ist eine gerade Zahl.”

Hier ist ,Sei n € N.“ die allgemeine Voraussetzung (fiir beide Aussagen). Die

Aussage A ist ,n ist eine gerade Zahl.“ und die Aussage B ist ,n? ist eine gerade
Zahl.”.

Diese Aussage ist wahr. Wir beweisen sie mit einem direkten Beweis:

n € N ist gerade, wenn n durch 2 teilbar ist (mit Ergebnis in N), also wenn gilt
n/2 = m € N oder gleichwertig n = 2m mit m € N. Dann ist n? = (2m)? =
2-(2m?) und 2m? € N, d.h. n? ist durch zwei teilbar. Also ist n> € N ebenfalls
gerade. &

Beispiel C.3. (Implikation/,wenn dann“-Aussage)

,Das Produkt einer geraden und einer ungeraden natiirlichen Zahl ist eine gerade
natiirliche Zahl.“

Zunachst miissen wir diese Aussage sauber als Implikationen formulieren. Wir
haben die folgende Voraussetzung (Aussage A): ,n € N ist eine gerade Zahl und
m € N ist eine ungerade Zahl.“ Die Behauptung (Aussage B) ist dann: ,Das
Produkt n-m € N ist eine gerade Zahl.“ Also haben wir die folgende Implikation:

~Wenn n € N eine gerade Zahl und m € N eine ungerade Zahl ist, dann ist das



C. Mathematische Aussagen und Beweistechniken
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 209

Produkt n - m € N eine gerade Zahl.”
bzw.

LJAus der Aussage, n € N ist eine gerade Zahl und m € N ist eine ungerade Zahl,
folgt, dass das Produkt n - m € N eine gerade Zahl ist.”

oder kiirzer:

,n € N ist eine gerade Zahl, und m € N ist eine ungerade Zahl. =— n-m e N
ist eine gerade Zahl.“

Wir wollen diese Aussage nun mit einem direkten Beweis beweisen:

Da n gerade ist, ist n durch zwei teilbar, d.h. n/2 = p mit p € N. Also gilt n = 2p
mit p € N. Daraus folgt n-m = (2p)m =2 (p-m) mit p-m € N. Also ist n-m
durch zwei teilbar und somit gerade.

Wir konnen den direkten Bewets auch mit Implikationspfeilen hinschreiben:

n € N sei gerade und m sei ungerade.

n ist durch 2 teilbar.
g =pmitpeN

n=2pmitpeN
n-m=2pm=2(p-m)undp-meN

n - m ist durch 2 teilbar.

R

n - m ist gerade.

Wir bemerken, dass wir in dem Beweis gar nicht verwendet haben, dass m unge-
rade ist. Dieses liegt daran, dass n - m auch dann gerade ist, wenn n und m beide
gerade sind! &

Wir lernen nun den wichtigen Begriff der Aquivalenz kennen.

Definition C.4. (Aquivalenz/,,genau dann wenn‘“ Aussage)

Zwei Aussagen A, B sind dquivalent (in Zeichen ,A < B“) wenn die Im-
plikationen A = B* ,B = A" beide gelten. Man bezeichnet A < B*
als Aquivalenz (oder fiquivalenzaussage), und wir sagen ,Aussage A gilt
genau dann, wenn Aussage B qilt.“ oder gleichbedeutend ,,Aussage A und
Aussage B sind dquivalent.”,
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Betrachten wir zwei Beispiele fiir Aquivalenzaussagen.

Beispiel C.5. (Aquivalenz)
Die Aquivalenzaussage

n?=4 <— (n:2odern:—2),
oder in Worten
.Die Zahl n? hat genau dann den Wert 4, wenn n = 2 oder n = —2 gilt.“
bedeutet:
n=4 = n =2 oder n = —2), (C.1)
(n =2 oder n = —2) — n* = 4. (C.2)

Um diese Aussage mit einem direkten Beweis nachzuweisen, miissen wir also beide
Implikationen beweisen.

Beweis von (C.1): Sei also n> = 4. Dann ist n = 2 = /4 eine Losung der
Gleichung n* = 4. Weiter gilt aber auch (—2)* = 4. Damit sind n; = 2 und
ny = —2 beides Losungen von n? = 4. Eine quadratische Gleichung hat aber aber
maximal zwei verschiedene Losungen. Also haben wir mit ny = 2 und ny = —2
alle Losungen von n? = 4 gefunden.

Beweis von .' Fiir n = 2 finden wir n? = 22 = 4, und fiir n = —2 finden wir
n? = (—2)? = 4. Also gilt in beiden Fillen n> = 4. &

Bemerkung C.6. (Implikationen sind oft keine Aquivalenzen!)
Nicht alle Aussagen sind Aquivalenzen!

Beispiel: Wir haben in Abwandlung des vorigen Beispiels sehr wohl

n=2 = n’=4,

aber aus n? = 4 folgt nicht n = 2 (sondern ,n = 2 oder n = —2).

Beispiel C.7. (Aquivalenz)

Seien m,n € N. Dann gilt m < n genau dann, wenn m? < n? ist.”
oder gleichbedeutend aber kiirzer:

Seien m,n € N. Dann gilt: m < n <= m? < n?
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Wir miissen also die folgenden beiden Aussagen zeigen:

Seien m,n € N. Dann gilt: m < n = m? < n%. (C.3)
Seien m,n € N. Dann gilt: m? < n> = m < n. (C.4)

Direkter Beweis von (C.3)): Seien m,n € N mit m < n beliebig. Wegen m,n € N
gilt m > 0 und n > 0. Damit folgt

m*=m - m < m - n <n-n=n’ (C.5)
~— ~—
>0 0O<m<n O<m<n >0

Also folgt m? < n?.

Direkter Beweis von (C.4)): Seien m,n € N mit m? < n? beliebig. Es muss gelten
m < n oder m > n (mehr Fille gibt es nicht).

Fiir m < n finden wir mit der Ungleichungskette (C.5)), dass m? < n? gilt.
Fiir m > n folgt wegen m > 0 und n > 0 (da m,n € N), dass gilt

m>= m - m > m - n Zn-n:nQ,
~— =~ ~— =~
>0 0<n<m O0<n<m >0

d.h. es gilt m? > n?. Also kann fiir m > n die Aussage m? < n? nicht gelten.

Aus beiden Falluntersuchungen zusammen sicht man nun, dass aus m? < n? nur
m < n folgt. &

C.2 Beweistechniken

In diesem Teilkapitel lernen wir die klassischen Beweistechniken kennen, von denen
uns schon einige im vorigen Teilkapitel in den verschiedenen Beispielen begegnet

sind. Die einzige Beweistechnik, die wir hier nicht behandeln, ist die vollstdndige
Induktion. Diese wird in Teilkapitel ausfiihrlich besprochen.

Beweistechnik C.8. (direkter Beweis)

Beweist man eine Implikation A = B in der Mathematik mit einem direkten
Beweis, so fiihrt man einige Beweisschritte/Implikationen nacheinander aus,
bis man von A nach B kommt: A = C; = Cy = ... = C,, = B. Dabei stellen
Ch1,Cy, ..., C, Aussagen dar, die als Zwischenergebnisse nach den einzelnen
Beweisschritten erreicht werden.
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Beispiel C.9. (direkter Beweis)
Die Aussage

wSei n € N. Wenn n gerade ist, dann ist die Funktion f: R — R, f(z) = 2", eine
gerade Funktion.”

beweist man mit einem direkten Beweis wie folgt: (Zur Erinnerung: Eine Funktion
f R — Rist gerade, wenn f(z) = f(—z) fir alle x € R gilt.)

Direkter Beweis: Sei n € N gerade. Dann existiert m € N so dass n = 2m, und
f(x) = 2" = 2™ = (2?)™. Somit gilt fiir alle z € R

d.h. f ist gerade. &

Eine haufig niitzliche Beweistechnik ist der Beweis durch Widerspruch. In man-
chen Situationen ist der Beweis durch Widerspruch sehr viel einfacher zu
fithren als ein direkter Beweis.

Beweistechnik C.10. (Beweis durch Widerspruch)

Fine mathematische Aussage

SWenn die Aussage A qilt, dann qilt die Aussage B.“
oder

L,Unter gewissen Voraussetzungen gilt die Aussage B*

konnen wir wie folgt mit einem sogenannten Widerspruchsbeweis beweisen:
Wir nehmen an, dass die Aussage A bzw. die Voraussetzungen gelten. Dann
nehmen wir an, dass die Aussage B nicht gilt, d.h. wir nehmen an, dass
die Verneinung (oder Negation) der Aussage B gilt. Wenn wir hieraus
einen Widerspruch zu bereits bekannten Aussagen oder zu den Voraussetzun-
gen herleiten konnen, dann war unsere Annahme, dass die Verneinung (oder
Negation) der Aussage B gilt, falsch. Also muss die Aussage B gelten.

Betrachten wir zunéchst ein einfaches Beispiel, um uns klar zu machen, wie ein
Widerspruchsbeweis funktioniert.

Beispiel C.11. (Beweis durch Widerspruch)

Wir wollen die folgende Aussage mit einem Beweis durch Widerspruch beweisen:
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Sei n € N. Dann gilt: Wenn n gerade ist, dann ist n? gerade.”

Als Voraussetzung bzw. Aussage A haben wir dann, dass n € N gerade ist, und
als Behauptung bzw. Aussage B haben wir, dass n? gerade ist. Fiir den Wider-
spruchsbeweis nehmen wir an, dass die Voraussetzung wahr ist, aber dass die
Behauptung falsch ist, d.h. dass ihre Negation wahr ist.

Beweis durch Widerspruch: Sei also n € N gerade, und es gelte n? € N ist nicht
gerade. Dann ist n? nicht durch 2 teilbar. Daraus folgt, dass n nicht durch 2 teilbar
ist (denn ansonsten wire n* auch durch 2 teilbar). Also ist n nicht gerade j,
und wir haben einen Widerspruch (denn per Annahme war n gerade). — Da wir
einen Widerspruch gefunden haben, folgt, dass die Annahme, dass n? nicht gerade
ist, falsch war. Also muss n? gerade sein.

Das Symbol 4 schreibt man héufig dort hin, wo der Widerspruch auftritt. &

Betrachten wir noch ein aufwendigeres Beispiel. Aus der Schule wissen Sie, das v/2
keine rationale Zahl sondern eine irrationale Zahl ist (d.h. /2 ist eine reelle Zahl,
die man nicht als einen Bruch schreiben kann). Dieses wollen wir nun beweisen.

Beispiel C.12. (Beweis durch Widerspruch)

Wir wollen die folgende Aussage beweisen:
,Die Zahl /2 ist nicht in Q.
Wir formulieren dieses besser (aber dquivalent) als:

Sei x die nicht-negative reelle Zahl mit 2?2 = 2. Dann ist  nicht in Q.%

Hierbei haben wir benutzt, das die Quadratwurzel /2 gerade als die nicht-negative
Zahl z in R mit 2> = 2 definiert ist.

Hier ist also die Voraussetzung (Aussage A) ,Sie = die nicht-negative reelle Zahl
mit 22 = 2., und die Behauptung (Aussage B) ist ,,x ist nicht in Q.

Wir wollen einen Widerspruchsbeweis geben. Also nehmen wir an, dass die Vor-
aussetzung (Aussage A) gilt, aber die Behauptung falsch ist, also dass die Negation
der Behauptung (also die Aussage —B) gilt:

Widerspruchsbeweis: Sei x die nicht-negative Zahl in R mit 2> = 2. Wir nehmen
an, dass x in Q liegt. Dann gibt es Zahlen p € N und ¢ € N mit

v="L. (C.6)

q

Wir diirfen annehmen, dass wir in dem Bruch = p/q den Zéahler p und Nenner
¢ nicht mehr kiirzen konnen, also dass p und ¢ keine gemeinsamen Teiler haben.
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Durch Quadrieren auf beiden Seiten vom ((C.6|) erhalten wir

2 2 2
2 _ (P _ P _ b 2 _ 2 2 _ o 2
x-(q) — 2 2 — 2¢°=p° = p 2q°.
=2
Aus p? = 2¢? folgt, dass p? durch 2 teilbar ist, denn p?/2 = ¢*> € N (da ¢ € N).
Dann ist auch p durch 2 teilbar (denn wére p nicht durch 2 teilbar, so wére auch
p? nicht durch 2 teilbar 4). Also gilt p/2 = m mit m € N, d.h. p = 2m mit
m € N.

Einsetzen von p = 2m in p? = 2 ¢? liefert nun

2m)?=2¢ = 202mH)=2¢ = 2m’=¢. = ¢ =2m"
Also ist (mit der gleichen Argumentation wie oben) ¢? ebenfalls durch 2 teilbar.

Dann ist auch ¢ durch 2 teilbar (denn wére ¢ nicht durch 2 teilbar, so wére auch
q* nicht durch 2 teilbar 4). Also gilt ¢/2 =n mit n € N, d.h. ¢ = 2n mit n € N,

Wir haben also gefunden, dass sowohl p also auch ¢ durch 2 teilbar sind, also
p=2m und ¢ = 2n mit m,n € N. Damit finden wir
p_2m __m

r=—=—=—,
qg 2n n

und dieses steht im Widerspruch zu unserer Annahme, dass der Zédhler p und
Nenner ¢ in z = p/q keine gemeinsamen Teiler hatten. 4

Da wir einen Widerspruch hergeleitet haben, war unsere Annahme, dass © = /2
rational ist falsch. Also haben wir gezeigt, dass = /2 irrational ist, also x =

V24Q. 4

Aussagen, die fiir eine ganze Klasse von Objekten (also alle Objekte der Klas-
se) gelten sollen, (sogenannte ,Allaussagen) kann man durch ein Gegenbeispiel
widerlegen, wenn diese falsch sind.

Beweistechnik C.13. (Widerlegen von ,,Allaussagen durch Angeben
eines Gegenbeispiels)

Will man eine Aussage A der Gestalt ,,Fiir alle x aus der Menge M gelten die
Figenschaften Eq, Es, ..., E,.“ widerlegen, so reicht es ein Gegenbeispiel,
d.h. einx € M, fir dass E1, Es, ..., E, nicht alle gelten, zu finden und nach-
zuwetsen, dass fir dieses mindestens eine der Eigenschaften Ei, Eq, ..., E,
verletzt ist.
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Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel C.14. (Widerlegen von ,,Allaussagen durch Gegenbeispiel)

Wir wollen zeigen, dass die Aussage ,,Alle Schafe in England sind weifs.” falsch
ist. Dazu reicht es, wenn wir ein Schaf in England finden, das nicht weifs (sondern
beispielsweise braun, schwarz oder gescheckt) ist.  #

Beispiel C.15. (Widerlegen von ,,Allaussagen durch Gegenbeispiel)

Betrachten wir die folgende Allaussage:
,Alle Polynomfunktionen vom Grad < 2 sind gerade Funktionen.”

Hier ist die betrachte Menge M die Menge aller Polynomfunktionen vom Grad
< 2, also

M = {p:R—>R, p(m)=a2x2+a1x+a0 : ao,al,ageR}.

Beweis: Um die Aussage , Alle Polynomfunktionen vom Grad < 2 sind gerade.”
zu widerlegen, reicht es eine Polynomfunktion vom Grad < 2 zu finden, die nicht
gerade ist. Betrachte hierzu p : R — R, p(z) = . Dann ist p(—z) = —x = —p(z)
fir alle z € R und fir x # 0 gilt p(—x) = —x # = = p(x), d.h. p ist eine
ungerade und keine gerade Funktion. Da wir ein Gegenbeispiel gefunden haben,
war die Aussage falsch. &

Existenzaussagen kann man dagegen beweisen, indem man ein Objekt mit den
gesuchten Eigenschaften findet.

Beweistechnik C.16. (Beweisen von Existenzaussagen durch Ange-
ben eines Beispiels)

Will man eine Aussage der Form ,Es existiert ein Objekt x mait bestimmten
Figenschaften.“ beweisen, so reicht es ein Beispiel fiir ein solches Objekt x
zu finden und nachzuweisen, dass dieses die gewiinschten Figenschaften hat.

Beispiel C.17. (Beweisen von Existenzaussagen durch ein Beispiel)
Um die Aussage

,Es gibt Funktionen f : R — R, die sowohl gerade als auch ungerade sind.”

nachzuweisen reicht es, das Beispiel der Nullfunktion anzugeben und nachzuwei-
sen, dass diese die gewiinschten Eigenschaften hat.
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Beweis: Sei f: R — R, f(z) = 0. Dann gilt f(x) =0 = f(—x) fir jedes x € R,
d.h. f ist gerade. Weiter gilt auch f(—z) = 0 = —0 = —f(z) fiir jedes x € R,
d.h. f ist ungerade. &

Will man einen Beweis fiihren, in dem viele Implikationen zu zeigen sind, so kann
man natiirlich fiir jede einzelne Implikation eine andere Beweismethode wéhlen.

C.3 Beweis durch vollstandige Induktion

Wir formulieren das Prinzip der vollstdandigen Induktion fiir Aussagen, die fiir alle
ganzen Zahlen n > ng mit einem (festen) ny € Z gelten sollen.

Beweistechnik C.18. (vollstandige Induktion — Version I)
Sei ng € Z, und fir jedes n € Z mit n > ng sei A(n) eine (von n abhdngige)
Aussage. Angenommen man kann die folgenden beiden Dinge beweisen:
(1) A(ng) ist wahr.
(1i) Die Implikation ,Wenn A(n) wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr.“
ist fir jedes n € Z mit n > ng wahr.

Dann ist A(n) fir alle n € Z mit n > ng wahr.

Praktische Umsetzung: In der Praxis geht man bei der Anwendung des Be-
weisprinzips der vollstdndigen Induktion wie folgt vor: Nachdem man A(n) und
no identifiziert hat, fiihrt man den Beweis in den folgenden zwei Schritten durch:

(i) Induktionsanfang (IA): Die Aussage A(n) wird fiir n = ny bewiesen (oft
durch eine direkte Rechnung).

(ii) Induktionsschritt (IS): Fiir beliebiges n > ny wird unter Benutzung der
Aussage A(n) die Aussage A(n+ 1) bewiesen. A(n) wird dabei als Induk-
tionsvoraussetzung (IV) bezeichnet. Die Stelle im Beweis, an der diese
eingeht, wird sollte mit ,,(IV)“ gekennzeichnet sein (um darauf hinzuweisen,
dass hier die Induktionsvoraussetzung genutzt wurde).

Fiir das Induktionsverfahren ist es unerlasslich, dass Sie sowohl den Induk-
tionsanfang als auch den Induktionsschritt beweisen. Allein sagt keiner
dieser Beweisschritte etwas iiber die Giiltigkeit der Aussage A(n) fiir alle n € Z
mit n > ny aus.

Betrachten wir zunéchst ein einfaches Beispiel, an dem wir das Prinzip der voll-
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standigen Induktion anwenden.

Beispiel C.19. (Zahlen von 1 bis n aufsummieren)

_ 1
Fiir alle n € N gilt: 1+2+3+...+n:Zk:@. (C.7)
k=1

Beweis mit vollstindiger Induktion: Wir haben ny = 1 und die Aussage

. n(n+1)
An) : L = S S s
(n) 1+243+...+n=>Y k 5
k=1
1
1(1+1
Induktionsanfang (IA) n = 1: A(1) ist wahr, denn Z k=1= %

k=1
Induktionsvoraussetzung (IV): Sei n € N fest. Es gelte A(n).

Induktionsschritt (IS) n ~ n + 1: Wir miissen zeigen:

Aln+1) 1+2+3+...+n+(n+1):nzkz (”“)2(””) (C.8)
k=1

Dazu starten wir mit der linken Seite von (C.8) und formen diese unter Ausnut-
zung der Induktionsvoraussetzung (IV) so lange geeignet um, bis wir die rechte
Seite von ((C.8) erhalten:

14243+...+n+(n+1)=(1+243+...+n)+(n+1)

\ 7

n(n+1)

=—— — nach (IV)
1 1 2 1 2 1
Wnmt) L ) 2] (el

2 2 2
oder mit Summenschreibweise

n+1 n

1
» k= }:mwn+mqgﬁﬁ%il+0r+n
k=1 k=1
——
= n(n;rl) nach (IV)

nn+1)+2(n+1) (n—|—2)(n—|—1)'

2 2

Damit haben wir die Aussage A(n 4 1) bewiesen.

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion gilt A(n) fir allen € N. &
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Bemerkung C.20. (Warum funktioniert das Induktionsprinzip?)

e Wir beweisen, dass A(ng) wahr ist (Induktionsanfang).

e Dann beweisen wir im Induktionsschritt fiir beliebiges n € N, dass aus
»A(n) ist wahr. folgt ,A(n + 1) ist wahr.”.

e Mit dem Induktionsschritt kénnen wir fiir n = ng aus der Giiltigkeit von
A(no) (Induktionsanfang) die Giiltigkeit von A(ng + 1) schlussfolgern.
Anschliefsend konnen wir mit dem Induktionsschritt aus der Giiltigkeit
von A(ng + 1) die Giiltigkeit von A(ng + 2) schlussfolgern usw.. So er-
halten wir die Giiltigkeit der Aussage A(n) fir alle n € Z mit n > ny.

Wir formulieren eine zweite Variante des Induktionsprinzips, die natiirlich zu der
ersten Variante aquivalent ist.

Beweistechnik C.21. (vollstindige Induktion — Version II)
Sei ng € Z, und fir jedes n € Z mit n > ny sei A(n) eine (von n abhdngige)
Aussage. Angenommen man kann die folgenden beiden Dinge beweisen:

(1) A(ng) ist wahr.

(ii) Die Implikation ,Wenn A(k) fir alle k = ng,ng+1,...,n wahrist, dann
ist auch A(n + 1) wahr.“ ist fir jedes n € Z mit n > ny wahr.

Dann ist A(n) fiir alle n € Z mit n > ng wahr.

Gelegentlich ist diese zweite Variante, der vollstandigen Induktion niitzlich, weil
man im Induktionsschritt die Giiltigkeit der Aussage A(k) nicht nur fiir £k = n
sondern auch fiir £ = n — 1 (und gegebenenfalls weitere k£ < n) nutzen mochte.

Bemerkung C.22. (Varianten des Induktionsprinzips)

Alternativ hétten wir auch den folgenden Induktionsschritt (IS) durchfithren kon-
nen, der zum selben Ergebnis fiihrt:

Version I: (ii) Die Implikation ,\Wenn A(n—1) wahr ist, dann ist auch A(n) wahr.”
ist fiir jedes n € Z mit n > ng wahr.

Version I1I: (ii) Die Implikation ,\Wenn A(k) fir alle k = ng,no+1,...,n—1 wahr
ist, dann ist auch A(n) wahr.“ ist fiir jedes n € Z mit n > ny wahr.

Man beachte in beiden Fillen die echte Grofierrelation n > ng statt n > ny.
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Beweise durch vollstandige Induktion gehdéren zu den grundlegenden Techniken.
In Lehrbiichern werden Aussagen, die man mit vollstdndiger Induktion zeigen
kann, oft ohne Nachweis oder Begriindung verwendet.

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion gibt uns leider keine Hilfsmittel, um
giiltige Satze zu formulieren. Um das Induktionsprinzip zu nutzen, miissen Sie
bereits wissen, was Sie beweisen wollen!

Betrachten wir noch ein Beispiel.

Beispiel C.23. (Summe ungerader natiirlicher Zahlen)

n

Firallen € Ngilt: 14+3+5+...+(2n—1)=> (2k—1)=n>. (C9)
k=1

Beweis mit vollstindiger Induktion: Wir haben ng = 1 und die Aussage

n

Am): 14345+ +@2n—-1) =) (2k—1)=

Induktionsanfang (IA) n = 1: A(1) ist wahr, denn

1
Z%—l 2.1-1=1=12
k=1

Induktionsvoraussetzung (IV): Sei n € N fest. Es gelte A(n).

Induktionsschritt (IS) n ~ n + 1: Wir miissen zeigen:

A(n+1): 1+3+...+(2n—1)+(2n+1):nz:(%—l):(n+1)2,
. (C.10)

wobei wir auf der linken Seite genutzt haben, dass 2(n + 1) — 1 = 2n + 1 ist.

Wir starten mit der linken Seite in ((C.10) und formen diese unter Ausnutzung
der Induktionsvoraussetzung um, bis wir die rechte Seite von ((C.10]) erhalten:

1—|—3—|—...—l—(2n—1)—|—(2n—i—1):\(1+3+...—|—(2n—1))1—|—(2n—|—1)

~
=n?2 nach (IV)

(g)n2+(2n—|—1):n2+2n—|—1:(n+1)2,
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oder mit Summenschreibweise

nZ(zk —1) = zn:(% —1)+(2(n+1)—1)
k=1 k=1

=n? nach (IV)
(V) 2 _ 2
=n"4+2n+1)=n"+2n+1=(n+1)~
Damit haben wir A(n + 1) bewiesen.

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion gilt A(n) fir allen € N. &

Bemerkung C.24. (typische Probleme bei Induktionsbeweisen)

Beim Erlernen von Induktionsbeweisen treten oft die folgenden Probleme auf,
bzw. die folgenden Dinge wurden nicht beachtet:

e Anfangs ist es oft ein Problem, herauszufinden, was Sie im Induktions-
schritt eigentlich zeigen wollen. Es hilft, sich die im Induktionsschritt zu
beweisende Aussage als Erinnerung hinzuschreiben (jzu zeigen: ...*).

e Wird die im Induktionsschritt zu zeigende Aussage A(n + 1) notiert,
erhdlt man diese aus A(n), indem man in A(n) iiberall n durch n + 1
ersetzt. (Ersetzt man in A(n) nicht {iberall sondern nur an einigen Stellen
n durch n+1, so erhélt man nicht A(n+1) sondern eine andere (meistens
falsche) Aussage.)

e Beachten Sie, dass Sie im Induktionsschritt (IS) n ~ n+ 1 nicht zeigen
miissen, dass die Aussage A(n) fiir n gilt. Dieses ist die Induktionsvor-
aussetzung (IV). Es hilft, wann man sich diese gesondert notiert.

Betrachten wir noch ein Beispiel, in dem eine Ungleichung mit vollstandiger In-
duktion bewiesen wird. In diesem Beispiel kommen Fakultidten vor:

n-Fakultat, in Zeichen n!, ist fiir n € Ny definiert durch

ol =1, nl'=1-2-...-n firallen & N.

Beispiel C.25. (Ungleichung)
Fiir alle n € Nmit n > 4 gilt:  n! > 2"

Beweis mit vollstindiger Induktion: Wir haben ng = 4 und die Aussage

A(n) : n! > 2"
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Induktionsanfang (IA) n = 4: A(4) ist wahr, denn 4! = 24 > 16 = 2%.
Induktionsvoraussetzung (IV): Sei n € N mit n > 4 fest. Es gelte A(n).
Induktionsschritt (IS) n ~ n + 1: Wir miissen zeigen: (n + 1)! > 27+

Dazu starten wir auf der linken Seite von (n + 1)! > 2"*! und formen um
bzw. schiitzen nach unten ab, bis wir die rechte Seite von (n + 1)! > 2"+ er-
halten:

(Iv)
l—1.9. . — nl n n.,9 _ gntl
n+1)=1-2-...n-(n+1)=_n! (n+1) > 2" (n4+1) >2".2=2"".
>2 weil n >4

=nl! >2n
Damit haben wir A(n + 1) bewiesen.

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt die Aussage A(n) fiir allen € N
mitn >4. &

Als Letztes beweisen wir eine Teilbarkeitsaussage mit vollstdndiger Induktion.

Beispiel C.26. (Teilbarkeitsaussage)
Fiir jedes n € Ny ist n® + 3n* + 2n durch 6 teilbar.

Beweis mit vollstindiger Induktion: Wir haben ng = 0 und die Aussage
A(n) : n® +3n? + 2n ist durch 6 teilbar.

Induktionsanfang (IA) n = 0: A(0) ist wahr, denn 03 +3-0%42-0 = 0 ist durch
6 teilbar.

Induktionsvoraussetzung (1V): Sei n € Ny mit n > 0 fest. Es gelte A(n).
Induktionsschritt (IS) n ~ n + 1:

Wir miissen zeigen: (n+1)* +3(n+ 1)+ 2 (n + 1) ist durch 6 teilbar.

Dazu formen wir (n + 1) + 3 (n 4+ 1) + 2 (n + 1) geeignet um und nutzen die

Induktionsvoraussetzung aus:
(n+1°+3(n+1)°+2(n+1)
= +3n*+3n+1)+3m*+2n+1) +2(n+1)
= (n*+3n*+2n)+3n*+9n+6
= (n*+3n*4+2n)+3(n*+3n+2)
=’ +3n°+2n)+3(n+1)(n+2),
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wobei man die Faktorisierung n? 4+ 3n + 2 = (n + 1) (n + 2) mit dem Satz von
Viéta direkt ablesen kann oder diese alternativ mit quadratischer Ergénzung und
den binomischen Formeln berechnen kann:

9 1 3 2 1 2
2 2
+ +2=n"+ 4+ - — = = +—) ==

= (n+2—%> (n+g+%> =(n+1)(n+2).
Wir haben also
m+1P+3n+1)2+2(n+1) =03 +3n>+2n) +3(n+1)(n+2).
Nach der Induktionsvoraussetzung (IV) ist n® + 3n% + 2n durch 6 teilbar.

3 (n+1)(n+2) ist durch 3 teilbar. Weil n+ 1 und n + 2 zwei aufeinanderfolgende
ganze Zahlen sind, muss eine der beiden Zahlen gerade und somit durch 2 teilbar
sein. Also ist 3 (n+1)(n+2) auch durch 2 teilbar. Daraus folgt, dass 3 (n+1)(n+2)
durch 2 und 3 und somit durch 6 teilbar ist.

Als Summe zweier durch 6 teilbarer Zahlen ist (n 4+ 1)> +3(n+1)2+2(n + 1)
durch 6 teilbar. Damit haben wir A(n + 1) bewiesen.

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion gilt A(n) fir allen € Ng. &
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