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Einleitung

Dieses Skript bietet eine Einfithrung in die ,,Angewandte Statistik* fiir Studierende
des Hauptschul-, Realschul- und Gesamtschullehramts sowie des Grundschullehramts mit
Vertiefung Mathematik. Die Vorlesung ist eine Wahlpflichtveranstaltung in dem Modul
»Modellieren und Anwendungen®.

Obwohl diese Veranstaltung laut Studienplan im sechsten Semester des Bachlorstudien-
gangs gehort wird und somit nicht die erste Statistik/Stochastik-Vorlesung der Studie-
renden des Hauptschul-, Realschul- und Gesamtschullehramts ist, werden keine Statistik-
bzw. Stochastik-Vorkenntnisse vorausgesetzt. Beginnend mit Merkmalen und Haufigkeits-
verteilungen werden alle grundlegenden Themen eingefithrt. Daher kann diese Vorlesung
im Bachelor auch ohne Probleme bereits vorgezogen im vierten Semester des Bachelor-
studiengangs gehort werden.

Die Vorlesung wird teils mit dem Beamer, teils an der Tafel und teils mit Folien
und Handouts gehalten. Dabei werden insbesondere die Beispiele mit Folien und Han-
douts gemeinsam in der Vorlesung per Hand durchgerechnet. Die Vorlesung verzichtet
bewusst auf den Einsatz eines Statistik-Programms, da es zum echten Verstédndnis sta-
tistischen Methoden erforderlich ist, diese zunéchst einmal per Hand mit allen Schritten
selber durchzufiihren.

Einen ganz wichtigen Aspekt der Vorlesung stellen die Ubungszettel dar, deren Lésen
einen zentralen und unverzichtbaren Bestandteil des Lernens der statistischen The-
men und Methoden darstellt. Diese werden durch eine zweistiindige Ubung unterstiitzt, in
der einerseits ein betreutes Arbeiten an den Ubungsaufgaben stattfindet und andererseits
problematische Themen und Aufgaben an der Tafel besprochen werden. Fiir eine erfolg-
reiche Teilnahme an dieser Lehrveranstaltung ist es unabdingbar, die Ubungsaufgaben
selber zu 16sen. Durch das Studium der Musterlésungen (ohne die eigenstandige Losung
oder zumindest einen ernsthaften Losungsversuch) kann man die Inhalte der Vorlesung
nicht erfolgreich lernen.

Auf der néchsten Seite finden Sie zwei Lehrbiicher, die ich als Literatur fiir diese Vorlesung
empfehlen mochte. Das vorliegende Skript orientiert sich im Aufbau und in der Présenta-
tion an diesen beiden Biichern, und viele Beispiele im Skript und viele Ubungsaufgaben
wurden von Beispielen und Aufgaben in diesen beiden Biichern inspiriert.

Ich freue mich auf Thre Teilnahme an der Vorlesung und hoffe, dass Sie dabei ebenso viel
Spafl haben wie ich!

Kerstin Hesse Paderborn, April 2016
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KAPITEL 1

Einfiihrung: Grundbegriffe und
Fragestellungen

Diese Kapitel bietet eine kurze Einfiihrung, in der die elementaren Grundbegriffe ein-
gefithrt und statistische Fragestellungen auf einem allgemeinen Niveau diskutiert werden.

1.1 Deskriptive und induktive Statistik

Die Angewandte Statistik gliedert sich in zwei Teilbereiche:

e Deskriptive Statistik: Darstellung von Daten in Tabellen und Diagrammen, Berech-
nung von Mittelwerten und Streuungsmafien

e Induktive Statistik: Wahrscheinlichkeiten, Zufallsvariablen, Erwartungswerte, Ver-
teilungen, statistisches Schétzen von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit, Hypo-
thesentests, Konfidenzintervalle, (lineare) Regression, statistische Modelle und Analy-
senverfahren, ...

Es ist ersichtlich, dass es sich bei der deskriptiven Statistik um den einfacheren Teil der
Statistik handelt, der die Daten lediglich ,,beschreibt* und auf einem sehr elementaren
Niveau auswertet. Bei der induktiven Statistik versucht man dagegen, Schlussfolgerun-
gen aus den Daten zu ziehen und Prognosen zu treffen. Solche Schlussfolgerungen und
Prognosen kénnen immer nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit angegeben werden.
Sichere Schlussfolgerungen und Prognosen sind in der Regel nicht mdoglich — dies ist das
Wesen der Statistik: Wir betrachten Ereignisse, die von Zufall abhingen, und {iber
die wir nur Prognosen mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit machen koénnen.

In der Vorlesung besprechen wir zunéchst die wichtigsten Ideen der deskriptiven Statistik
und werden danach die Anfinge der induktiven Statistik kennenlernen. Aufgrund der
beschriankten Zeit von fiinfzehn 90-miniitigen Vorlesungen werden wir leider nicht alle
interessanten grundlegenden Themen der induktiven Statistik besprechen kénnen.
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2 1. Einfiihrung: Grundbegriffe und Fragestellungen

Es sei auch noch erwdhnt, dass mit den oben angegebenen Themen die angewandte Sta-
tistik keineswegs vollstandig beschrieben ist. In der empirischen Bildungsforschung, den
Wirtschaftswissenschaften und vielen anderen Wissenschaften, in denen Versuchs- und
Beobachtungsdaten analysiert und interpretiert werden miissen, kommen auch sogenann-
te ,,multivariate statistische Methoden“ zu Einsatz: Dieses sind Methoden, mit denen der
Zusammenhang zwischen verschiedenen Zufallsvariablen untersucht werden kann und mit
denen Modelle iiber den funktionalen Zusammenhang zwischen verschiedenen Zufallsva-
riablen formuliert und getestet werden konnen. Ein einfaches solches Verfahren ist die
(univariate) Regression, die wir im Verlaufe dieser Vorlesung besprechen werden.

1.2 Grundbegriffe der Statistik

In diesem Teilkapitel fithren wir grundlegende statistische Begriffe ein.

Definition 1.1. (Grundgesamtheit, Element, Stichprobe, Merkmal)

(1) Die Grundgesamtheit (oder statistische Gesamtheit) ist die Menge aller (fiir
die Fragestellung betrachteten) Elemente (oder Objekte oder Merkmalstrdger).

(2) Eine Stichprobe ist eine nach einem Zufallsprinzip ausgewdhite Teilmenge der Grund-
gesamtheit.

(8) Ein Merkmal ist eine charakteristische Figenschaft von Elementen der Grundge-
samtheit. Man nennt die Elemente auch Merkmalstrdager. Ein Merkmal kommt
mit verschiedenen mdéoglichen Merkmalsausprdgungen vor.

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 1.2. (Lebensdauer von einer Firma in 2013 produzierter Glithbirnen)
Grundgesamtheit: Menge aller in 2013 produzierten Glithbirnen einer Firma
Merkmal: Lebensdauer/Brenndauer der Gliihbirne (in Stunden)

Das Merkmal Lebensdauer kann nur fiir eine Stichprobe getestet werden, da der Test die
Glithbirne zerstort (Durchbrennen am Ende der Lebensdauer der Glithbirne).

Merkmalswerte: alle auftretenden Brenndauern in Stunden

Beispiel fiir eine Stichprobe: alle am 30.06.2013 produzierten Glithbirnen

Beispiel 1.3. (Merkmale von Einwohnern der BRD)
Grundgesamtheit: Einwohner der BRD

Merkmal 1: Geschlecht, mit den Merkmalsauspriagungen: méannlich, weiblich

Merkmal 2: Korpergrofle (in Zentimetern), mit den Merkmalsauspriigungen: alle auftre-
tenden Korpergroflen in Zentimetern.

Beispiel einer Stichprobe: alle Einwohner Paderborns



1. Einfithrung: Grundbegriffe und Fragestellungen 3

Kommen wir noch einmal auf die Begriffe deskriptive Statistik und induktive Statistik
zuriick: Wir kénnen deskriptive Statistik sowohl zur Beschreibung der Grundgesamt-
heit wie auch einer Stichprobe verwenden, indem wir diese durch ihre Haufigkeitsver-
teilung, Mittelwerte und Streuungsmafle charakterisieren. In der induktiven Statistik
analysiert man dagegen Stichproben und schliet daraus auf z.B. die Verteilung von Merk-
malswerten in der Grundgesamtheit. Aussagen iiber die Verteilung in der Grundgesamt-
heit kommen als Aussagen mit Irrtumswahrscheinlichkeiten.

1.3 Skalen von Merkmalen

Man kann jedem Merkmal einer Grundgesamtheit eine Skala zuordnen.

Definition 1.4. (Skala eines Merkmals)

(1) Merkmal auf einer Nominalskala (auch qualitatives Merkmal): Die Aus-
pragungen des Merkmals besitzen keine Reihenfolge/natiirliche Rangordnung.

(2) Merkmal auf einer Ordinalskala (auch komparatives Merkmal): Die Merk-
malsauspragungen haben eine natirliche Rangordnung mit einer ,grofler als“-
Beziehung; aber die Abstinde zwischen den Merkmalsausprigungen sind nicht sinn-
voll quantifizierbar.

(3) metrisch skaliertes Merkmal auf einer Intervallskala: Die Merkmalsauspri-
gungen kénnen in eine Rangordnung gebracht werden und die Abstdnde zwischen
verschiedenen Merkmalsausprdigungen sind sinnwvoll messbar. Der Nullpunkt ist
willkiirlich festgelegt.

(4) metrisch skaliertes Merkmal auf einer Verhdltnisskala: Zusditzlich zu den
FEigenschaften eines metrisch skalierten Merkmals auf einer Intervallskala gibt es
einen absoluten Nullpunkt, so dass Verhiltnisse von Merkmalsausprigungen (z.B.
sdoppelt so grofi“) sinnvoll werden.

Bei metrisch skalierten Merkmalen spricht man auch von Merkmalswerten (statt Merk-
malsausprigungen).

Wichtig ist, dass die Skalen aufsteigend sind, und man gibt fiir ein Merkmal immer
nur die hochste Skala an. Mit , aufsteigend® ist gemeint, dass z.B. ein metrisch skaliertes
Merkmal auf einer Intervallskala (automatisch) auch ein Merkmal auf einer Nominalskala
und ein Merkmal auf einer Ordinalskala ist.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 1.5. (Skalen von Merkmalen)

(a) Beispiele fiir Merkmale auf einer Nominalskala: Farbe, Geschlecht, Autokennzeichen

(b) Beispiele fiir Merkmale auf einer Ordinalskala: Giiteklassen bei Lebensmitteln, Rang-
platze einer Fufiballliga
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(c) Beispiele fiir metrisch skalierte Merkmale auf einer Intervallskala: Jahr der Erstein-
stellung eines jeden Angestellten bei Firma X, Temperatur in Celsius

(d) Beispiele fiir metrisch skalierte Merkmale auf einer Verhdaltnisskala: Korpergrofie, Al-
ter, Einkommen, Temperatur in Kelvin

Betrachten wir z.B. das Merkmal , Jahr der Ersteinstellung eines jeden Angestellten bei
Firma X“. Da Jahresangaben angeordnet werden kénnen und die Abstédnde in Jahren
eine sinnvolle Abstandsmessung darstellen, handelt sich in jedem Fall um ein metrisch
skaliertes Merkmal auf der Intervallskala. Damit handelt es sich automatisch auch um
ein Merkmal auf der Ordinal- und Nominalskala; dieses muss man nicht weiter ange-
ben. Da der Nullpunkt bei diesem Merkmal das , willkiirlich® festgelegte Jahr Null der
christlichen Zeitrechnung ist (wir konnten eine andere Zeitrechnung mit einem anderen
Jahr Null zugrunde legen) kann es sich nicht um ein metrisch skaliertes Merkmal auf der
Verhiltnisskala handeln.

Definition 1.6. (diskretes bzw. stetiges metrisch skaliertes Merkmal)

(1) diskretes metrisch skaliertes Merkmal: Das Merkmal kann nur bestimmte
isolierte (gegebenenfalls unendlich viele, aber abzihlbar viele) Werte annehmen.

(2) stetiges (oder kontinuierliches) metrisch skaliertes Merkmal: Das Merkmal
kann alle Werte in einem Intervall (oder den reellen Zahlen) annehmen.

Betrachten wir auch hierzu einige Beispiele.

Beispiel 1.7. (diskretes bzw. stetiges metrisch skaliertes Merkmal)

(a) Beispiele fiir diskrete metrisch skalierte Merkmale: Zahl der Studenten einer Univer-
sitdt, Jahresbruttogehalt gerundet auf ganze Euro, Anzahl der Kunden pro Tag in
einem Supermarkt

(b) Beispiele fiir stetige metrisch skalierte Merkmale: Korpergrofie, Lebensalter, Tempe-
ratur

Ein stetiges Merkmal wird héufig nur diskret erfasst. Beispielsweise wird die Korper-
grofe in der Regel auf ganze Centimeter gerundet gemessen.

Betrachten wir noch einige der obigen Beispiele im Detail, und klassifizieren wir die Merk-
male vollstandig.

Beispiel 1.8. (Anzahl der Kunden pro Tag in einem Supermarkt)

Bei der Anzahl der Kunden pro Tag in einem Supermarkt handelt es sich um ein metrisch
skaliertes Merkmal, weil die Merkmalswerte sich anordnen lassen und Absténde sinnvoll
sind (z.B. ,10 Kunden mehr als am Vortrag“). Es handelt sich um ein diskretes metrisch
skaliertes Merkmal, weil als Werte nur natiirliche Zahlen und Null vorkommen.
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Wir miissen noch entscheiden, ob es sich um ein Merkmal auf einer Intervallskala oder
auf einer Verhéltnisskala handelt. Hier gibt es einen absoluten Nullpunkt (,, Keine Kunden
waren an dem Tag in dem Supermarkt.“), und daher ist die Anzahl der Kunden pro Tag
in einem Supermarkt ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Verhéltnisskala.

Beispiel 1.9. (Temperatur in Grad Celsius)

Bei der Temperatur in Grad Celsius handelt es sich um ein metrisch skaliertes Merkmal,
denn Absténde sind sinnvoll. Es handelt sich um ein metrischer skaliertes Merkmal auf der
Intervallskala aber nicht auf der Verhéltnisskala, denn der Nullpunkt ist willkiirlich (es gibt
auch negative Gradangaben in Celsius) und wurde als der Gefrierpunkt des Wassers unter
bestimmten Bedingungen festgelegt. Das Merkmal ist stetig, denn als Temperaturangaben
konnen beliebige Werte in einem Intervall auftreten. (Dass wir die Temperatur nicht
beliebig genau messen konnen, spielt hierbei keine Rolle.)

1.4 Vorgehensweise bei einer statistischen Untersu-
chung

Zuletzt sollen noch kurz die Schritte einer statistischen Untersuchung vorgestellt werden.
(1) Planung: Formulierung der Frage und des Untersuchungsziels, genaue Planung der
Datenerhebung und der statistischen Auswertung

(2) Erhebung: schriftliche Befragung (Fragebogen), miindliche Befragung (Interview),
Beobachtung, Experiment, automatische Erfassung (z.B. durch Scannerkasse), ...
oder Zugriff auf bereits vorliegende Daten (z.B. amtliche Statistiken)

(3) Aufbereitung des Datenmaterials: Tabellen, Schaubilder, Verdichtung der Daten
— deskriptive Statistik

(4) Analyse: Auswertung und Analyse der Daten mit mathematischen/statistischen Ver-
fahren — induktive Statistik

(5) Interpretation: Ergebnisse der Analyse werden interpretiert und in Aussagen zu-

sammengefasst.

Hier sind einige Beispiele fiir statistische Untersuchungen.

Beispiel 1.10. (Statistische Untersuchungen)

(a) Bewertung eines neuen Produkts durch eine Kundenbefragung

(b) Studienerfolg im Abhéngigkeit vom Lernverhalten von Studierenden (durch Befragung
zum Lernverhalten und Ergebung von Daten iiber den Studienerfolg)

(c) Nachfrage nach den Absolventen der verschiedenen Studienficher auf dem Arbeits-
markt
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KAPITEL 2

Empirische Verteilungen

In diesem Kapitel betrachten wir (beobachtete) Haufigkeitsverteilungen, sogenannte
empirische Verteilungen, weil hier nur die beobachteten Daten geeignet beschrieben
werden. , Empirie® bedeutet Erfahrung oder Erfahrungswissen. Wir postulieren in die-
sem Kapitel noch keine Verteilungstypen (z.B. eine angendherte Normalverteilung oder
Gleichverteilung), dieses wére bereits induktive Statistik.

2.1 Haufigkeitsverteilung eines diskreten metrisch ska-
lierten Merkmals

In diesem Teilkapitel betrachten wir immer:

e cine Grundgesamtheit mit N Elementen (Merkmalstrégern)

e cin einziges diskretes metrisch skaliertes Merkmal X mit & (moglichen) Merk-
malswerten r; < 9 < ... < 1} auf dieser Grundgesamtheit

Wir betrachten zunéchst ein Beispiel, an dem wir neue statistische Begriffe kennenlernen.

Beispiel 2.1. (Anzahl der pro Tag verkauften Exemplare eines Bestsellers)

Ein Buchhéndler beobachtet 100 Tage lang die Anzahl der téglich verkauften Exemplare
eines Bestsellers.

Grundgesamtheit: 100 Beobachtungstage, also N = 100

Merkmal X = ,,Anzahl der pro Tag in der Buchhandlung verkauften Exemplare des
Bestsellers®

x; = Merkmalswert: Anzahl der pro Tag in der Buchhandlung verkauften Exemplare des
Bestsellers. (Hier treten 5 Merkmalswerte auf: 1 =0, o = 1, 23 = 2, x4 = 3und x5 = 4.)

7



8 2. Empirische Verteilungen

h; = Anzahl der Tage, an denen genau x; Exemplare des Bestsellers in der Buchhandlung
verkauft wurden (absolute Hiufigkeit des Merkmalswertes z;)

) T h; fi Prozentual H; F;

1 0 3 0,03 3% 3 0,03
2 1 7 0,07 ™% 10 0,1
3 2 | 42 0,42 42% 52 0,52
4 3 1 35 0,35 35% 87 0,87
5 4 13 0,13 13% 100 1,00
> 100 1,0 100%

Wir berechnen aus diesen Daten:

h; h;
fl’_N— 100

Buchhandlung verkauft wurden (relative Hiufigkeit des Merkmalswertes x;)

= Anteil der Tage, an denen genau xz; Exemplare des Bestsellers in der

H; = hi+hs+...+h; = Anzahl der Tage, an denen hiochstens x; Exemplare des Bestsellers
in der Buchhandlung verkauft wurden (absolute Summenhdufigkeit)

F; = fi+ fo+...+ f; = Anteil der Tage, an denen hochstens x; Exemplare des Bestsellers
H;
in der Buchhandlung verkauft wurden (relative Summenhdiufigkeit). Es gilt F; = N

Wir zeichnen die relative (bzw. absolute) Héufigkeitsverteilung in einem Histogramm (sie-
he linkes Bild in Abbildung bzw. Stabdiagramm (siehe rechtes Bild in Abbildung :
Jeder Merkmalswert wird durch einen Balken gleicher Breite bzw. durch einen Stab mit
der Hohe jeweils proportional zur jeweiligen Hdaufigkeit dargestellt. Somit sind die Fldchen
im Histogramm proportional zur relativen (bzw. absoluten) Hiufigkeit. Wegen der gleichen
Breite der Rechteckboxen im Histogramm sind auch die Hohen der Boxen proportional
zur relativen (bzw. absoluten) Haufigkeit.

Wir definieren die relative Summenhdufigkeitsfunktion:
0 wenn x < 1 =0,
F(z)=4( F wenn x; < <z, ©=1,2,3,4,
1 wenn x > x5 = 4.

Diese ist eine Treppenfunktion und hat die folgende Interpretation:

F(z) = Anteil der Tage, an denen hochstens x Exemplare des Bestsellers in der Buch-
handlung verkauft wurden.
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relative Haufigkeitsverteilung der pro Tag relative Haufigkeitsverteilung der pro Tag
verkauften Exemplare eines Bestsellers verkauften Exemplare eines Bestsellers
0.45 0.42 0.45 0.42
®
0.4 0.4
0.35
0.35 0.35
0.3 0.3
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15 043
q
01 o 0.1 0.07
[
0.05 0.05 0:03
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Abbildung 2.1: Links ein Histogramm und rechts ein Stabdiagramm der relativen Haufig-
keitsverteilung aus Beispiel

Fiir einen gebrochen Wert, wie z.B. x = 5/2, ist also F(5/2) = F(2), da der Anteil
der Tage, an denen hochstens © = 5/2 Exemplare des Bestsellers in der Buchhandlung
verkauft wurden, gleich dem Anteil der Tage ist, an denen hochstens 2 Exemplare des
Bestsellers in der Buchhandlung verkauft wurden.

Wir zeichnen den Graphen der relativen Summenhéufigkeitsfunktion in Abbildung [2.2
Dabei verwenden wir die folgende Konvention an den Sprungstellen der ,, Treppenstufen:
Dort wo der Funktionswert liegt, (also z.B. bei (2, 0,52)) zeichnen wir einen ausgefiillten
Punkt, und dort wo der Funktionswert nicht liegt (also z.B. bei (2, 0,1)), zeichnen wir
einen leeren/unausgefiillten Punkt. An diesen ,,Spriingen* diirfen wir die beiden Werte
natiirlich nicht durch eine vertikale Linie verbinden, denn sonst héitten wir keine Funktion.
Um besser zeichnen zu kénnen ist es aber iiblich den Sprung vertikal mit einer gepunkteten
oder getrichelten Linie einzuzeichnen.

Wir halten die in dem Beispiel kennengelernten neuen statistischen Begriffe fest.

Definition 2.2. (absolute bzw. relative Hiufigkeiten und Summenhéufigkeiten;
Histogramm und Summenhéufigkeitsfunktion)

Wir betrachten ein diskretes metrisch skaliertes Merkmal X mit k (mdglichen)
Merkmalswerten r1 < o < ... < xp auf einer Grundgesamtheit mit N Elementen.

(1) h; = absolute Hdaufigkeit, mit welcher der Merkmalswert x; auftritt
(d.h. die Anzahl der Elemente mit Merkmalswert x;)

h; : Y :
(2) fi = N relative Hdufigkeit, mit welcher der Merkmalswert x; auftritt
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relative Summenhdufigkeitsfunktion der pro Tag verkauften Exemplare
eines Bestsellers
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Abbildung 2.2: Graph der relativen Summenhéaufigkeitsfunktion der Héufigkeitsverteilung
aus Beispiel 2.1]

(d.h. der Anteil der Elemente mit Merkmalswert x;)

(3) Hi=hi+ha+ ...+ h; = Z h; = absolute Summenhdufigkeit

Jj=1

(d.h. die Anzahl der Elemente mit Merkmalswert < x;)

Hi % . .
(4) F; = v = Z fi = fi+...+ fi = relative Summenhdufigkeit
j=1

(d.h. der Anteil der Elemente mit Merkmalswert < x;)

(5) Histogramm der absoluten bzw. relativen Héufigkeitsverteilung: Uber den
Werten x; werden Balken gleicher Breite abgetragen, deren Flichen (und Héhen) je-
weils proportional zu den Werten der absoluten bzw. relativen Haufigkeiten h; bzw. f;
sind.

(6) Stabdiagramm der absoluten bzw. relativen Héufigkeitsverteilung: Uber
der Werten x; werden ,Stibe“ abgetragen, deren Hohen jeweils proportional zu den

Werten der absoluten bzw. relativen Hdufigkeiten h; bzw. f; sind.

(7) relative Summenhdufigkeitsfunktion:
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F(x) = Anteil der Elemente mit Merkmalswert < x, d.h.

0 fir <,
F(z)=<} F fir <z <z miti=1,2,...,k—1,
1

fir x> xp.

Zeichnet man die relative Summenhdufigkeitsfunktion, so erhdlt man eine Treppen-
funktion.

2.2 Haufigkeitsverteilung eines metrisch skalierten
Merkmals mit Klassenbildung

Wie geht man vor, wenn ein stetiges metrisch skaliertes Merkmal oder ein diskretes me-
trisch skaliertes Merkmal mit sehr vielen verschiedenen Merkmalswerten vorliegt?
Wir bilden geeignete Klassen (in der Regel zwischen 5 und 20 Stiick) von Merkmals-
werten.

Auch hier betrachten wir zunéchst ein Beispiel, an dem wir die neuen Ideen kennenlernen.
Beispiel 2.3. (Preisverteilung beim Autobestand eines Gebrauchtwagenhind-

lers mit Klassenbildungﬂ)

Ein Gebrauchtwagenhéndler mit N = 50 Gebrauchtwagen nimmt eine Inventur seines
Autobestands vor, wobei er die Autos in Preisklassen einteilt:

Merkmal X = ,Preis des Gebrauchtwagens®

Die i-te Preisklasse enthélt alle Autos, die mehr als ¥ (untere Klassengrenze) aber hochs-
tens x¢ (obere Klassengrenze) in 1000 Euro kosten (also Autos mit Preisen x - 1000 Euro
mit zf <z < z9).

Az, = x¢ — x} = Klassenbreite der i-ten Preisklasse

h; = Anzahl der Autos in der i-ten Preisklasse (absolute Hdaufigkeit der i-ten Preisklasse)

Die Klassen miissen den Wertebereich des Merkmals tiberschneidungsfrei iiberdecken, und
insbesondere gilt somit z§ = zj,; fiir alle 1.

Als repréisentativen Wert fiir die i-te Klasse nehmen wir die Klassenmitte «} = & (z¥+?).

!Diese Beispiel wurde von einem Beispiel in [B12, Teilkapitel 2.3 und 2.4] inspiriert.
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Klasse (Preis
i || in 1000 Euro) | ¥ | ¢ @ Ax; | h; | hf fi 1 H; F;

~
~

1 0 bis 2 0 2 1 2 2 1 10,04]002] 2 ]0,04

2 itber 2 bis 3 2 3 2,5 1 8 8 10,16 0,16 | 10 | 0,2

3 iiber 3 bis 4 3 4 3,5 1 7 7 10,14 10,14 | 17 | 0,34

4 || dberdabiss | 4 | 5 |45 1 |13 ] 13 1026]026] 30 | 06

5 || iber 5 bis 10 ) 10 | 7,5 ) 15 3 0,3 10,06 45 | 0,9

6 || tiber 10 bis 15| 10 | 15 | 12,5 ) 5 1 0,1 10,02] 50 | 1,0

3 50 1,0

Wir berechnen aus diesen Daten:
fi = Anteil der Autos in der i-ten Preisklasse (relative Hiufigkeit der i-ten Preisklasse)

H; = hy + hy + ... + h; = Anzahl der Autos mit Preis < z¢ - 1000 Euro (absolute
Summenhdufigkeit)

H; . . . .
Fi=fH+fo+...+fi= v = Anteil der Autos mit Preis < z2-1000 Euro (relative Sum-
menhdufigkeit)

Wir zeichnen die absolute Hiufigkeitsverteilung in einem Histogramm. (siehe Abbildung

unten).

Erklirung zum Histogramm.: Die i-te Preisklasse wird durch einen Balken der Breite Ax;
und mit Flache proportional zu h; dargestellt. Die Grundseite des Balken fiir die i-te
Klasse reicht dabei von von z} bis x¢. Die Hohen des Balken der i-ten Klasse ist damit
proportional zu b} = h;/Az; (da dann h; = h} - Az; = die Flidche des Rechtecks mit Breite
Ax; und Hohe A} ist). Am Einfachsten wihlt man den Proportionalitiatsfaktor als 1, so
dass h; die Hohe der Balken angibt.

Achtung: Bei unterschiedlich breiten Klassen sind die Hohen der Balken und die A} nicht
proportional zu den h;!

Analog kann man die relative Hdaufigkeitsverteilung in einem Histogramm zeichnen: Es
andern sich lediglich die Skala der y-Achse, und die Hohe der Box der i-ten Klasse ist nun
proportional zu f = f;/Ax; zu wihlen, so dass die Fliache dieser Box proportional zu f;
ist.

Die absolute bzw. relative Hdufigkeitsverteilung im Histogramm ordnet also den Wert A}
bzw. f7 allen x aus i-ter Klasse zu.

Wir definieren und zeichnen die relative Summenhdufigkeitsfunktion F(x):

F(z) = Anteil der Gebrauchtwagen mit Preis < x
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Histogramm: Haufigkeitsverteilung der Gebrauchtwagen-Preisklassen

14 13

12
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0 2 3 y s D K
05 15 25 35 45 55 56 7.5 85 95 105 115 125 135 145

Abbildung 2.3: Histogramm der absoluten Haufigkeitsverteilung mit Klassenbildung der
Gebrauchtwagenpreise aus Beispiel 2.3

=0=Summenhaufigkeitsfunktion der Gebrauchtwagenpreise eines Gebrauchtwagenhandlers

12

Abbildung 2.4: Graph der relativen Summenhéaufigkeitsfunktion der Gebrauchtwagenprei-
se aus Beispiel 2.3l Durch die Annahme, dass sich die Preise gleichméBig tiber die Klassen
verteilen, erhalten wir eine stiickweise lineare stetige Funktion.
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Zeichnen der relative Summenhdufigkeitsfunktion: Wir tragen die Punkte (z%,0), (x¢, F}),
1 =1,2,...,6, in das Koordinatensystem ein und verbinden benachbarte Punkte durch
Linien. Weiter gilt hier

F(z)=0 wennz < z¥ und F(z) =1 wenn x > z.

Erklirung der Grafik in Abbildung [2.4 Wir wissen, dass F(z) = 0 wenn z < 0, dass
F(0) = 0 (es gibt keine Autos umsonst) und dass F(z?) = F;, i = 1,2,...,6 (z.B.
F(5) = 0,6 — sieche Tabelle). Weiter gilt, das F/(z) = 1 wenn x > zg, denn kein Auto
kostet mehr als xg. Wir zeichnen diese Punkte ein. Unter der Annahme, dass sich die
Gebrauchtwagenpreise innerhalb einer Klasse gleichmdflig verteilen, verbinden wir die
benachbarten Punkte durch eine Linie.

Wir halten die im vorigen Beispiel eingefiihrten neuen statistischen Begriffe fest.

Definition 2.4. (H&iufigkeitsverteilung mit Klassen: absolute/relative Haufig-
keiten und Summenhiufigkeiten, Histogramm, Summenhéiufigkeitsfunktion)

Wir betrachten ein (diskretes oder stetiges) metrisch skaliertes Merkmal X auf einer
Grundgesamtheit mit N Elementen. Da sehr sehr viele Merkmalswerte auftreten, werden
k Klassen (also Intervalle von Merkmalswerten) gebildet, die alle Merkmalswerte iiber-
schneidungsfrei iberdecken. Es wird die Annahme gemacht, dass sich die Merkmals-
werte in jeder Klasse tiber diese Klasse gletichmdjf$ig verteilen.

(1) i-te Klasse von unterer Grenze i bis oberer Grenze xf (wobei x{ = i, und
i =12 1), und es muss klar sein, zu welcher Klasse x¢ bzw. x} gehdren

(2) Az; = x¢ — ¥ = Klassenbreite der i-ten Klasse
1
(3) x = 5 (2 4+ 27) = Klassenmitte der i-ten Klasse

(Die Klassenmitte kann als reprdasentativer Wert fir die Klasse angesehen werden.)
(4) h; = absolute Hdufigkeit der i-ten Klasse

(d.h. die Anzahl der Elemente in der i-ten Klasse)

h; ) . :

(5) fi = N relative Hdufigkeit der i-ten Klasse

(d.h. der Anteil der Elemente in der i-ten Klasse)
(6) Hi=hi+ho+...+h; = Z h; = absolute Summenhdufigkeit

j=1
(d.h. die Anzahl der Elemente mit Merkmalswert < x; bzw. < x;)

Alternativ: H; ist die Anzahl der Elemente, die in der ersten oder der zweiten oder
...oder der i-ten Klasse liegen.

i 2
(7) Fi=f+fot+...+fi= Z fi= WZ = relative Summenhdufigkeit
j=1

(d.h. der Anteil der Elemente mit Merkmalswert < x; bzw. < x;)



2. Empirische Verteilungen

15

Alternativ: F; ist der Anteil der Elemente, die in der ersten oder der zweiten oder

...oder der i-ten Klasse liegen.

(8) absolute Hdaufigkeitsverteilung im Histogramm:

| b wenn x in i-ter Klasse fiiri=1,2,...,k,
hw) = { 0 s0nst,

wobei hi = h;/Ax;

(9) relative Hdufigkeitsverteilung im Histogramm:

| ff wenn x in i-ter Klasse firi=1,2,...k,
f(z) = { 0 sonst,

wobei fF = f;/Ax;
(10) Die relative Summenhdufigkeitsfunktion
F(z) = Anteil der Elemente mit Merkmalswert < x

erhdlt man, indem man

(I’?,O), (I?7F1>7 ($37F2)7 ER) (szlyFk—lx (x27Fk)

einzeichnet und benachbarte Punkte durch eine Linie verbindet. Weiter gilt F'(z) = 0
fir x < a¥ und F(x) =1 fir x > 3. (Die Summenhdufigkeitsfunktion ist also eine
stiickweise lineare und monoton wachsende stetige Funktion mit Werten in [0, 1].)
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KAPITEL 3

Mittelwerte

In diesem und dem nachfolgenden Kapitel werden wir Haufigkeitsverteilungen durch ge-
eignete Kennzahlen charakterisieren. Dabei verwenden wir:

Mittelwerte (diese kennzeichnen das Zentrum der Verteilung) und

Streuungsmafle (dies kennzeichnen die Streuung/Variablitéit der Verteilung).
In diesem Kapitel lernen wir verschiedene Mittelwerte kennen.

Wir betrachten in diesem Kapitel also Héaufigkeitsverteilungen ohne Klassenbildung.
Bei Héufigkeitsverteilungen klassifizierter Daten (also mit Klassenbildung) nimmt man
als représentativen Wert jeder Klasse die Klassenmitte

1
P 2 (% 4 0.
T; = 2 (xz + $z)
und behandelt die von den Klassenmitten mit den zugehorigen Haufigkeiten gebildete
Héufigkeitsverteilung (ohne Klassenbildung) wie in diesem Kapitel diskutiert.

Liegen bei der Haufigkeitsverteilung eines Merkmals mit Klassenbildung allerdings auch
die Einzelwerte vor, so sollte man unbedingt direkt mit diesen arbeiten, denn bei der
Berechnung mit dem Klassenmitten als reprisentativen Werten der Klassen erhélt man
eine sehr viel ungenauere Berechnung von Mittelwerten und Streuungsmaflen.

3.1 Arithmetisches Mittel

Wir starten mit der Einfithrung des arithmetischen Mittels. Dieses ist der ,,géngigste” Mit-
telwert und ist meist gemeint, wenn umgangssprachlich vom ,,Mittelwert* oder ,,Durch-
schnitt(swert)“ geredet wird.

17
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Definition 3.1. (arithmetisches Mittel fiir ein metrisch skaliertes Merkmal)

Sei X ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Grundgesamtheit von N Elementen mait
den Finzelwerten ai,as,...,ayn, den k Merkmalswerten x; < x9 < ... < xp und den
zugehorigen absoluten Hdaufigkeiten hy, ha, ..., hi. Das arithmetische Mittel T von X

ist definiert als
N

1
a1+a2+...+aN):—Zai. (3.1)

T=—
N 4
=1

N(

Mit der Hiufigkeitsverteilung von X kénnen wir T auch schreiben als

1 hi 3
EZN(h1m1+h2$2+ A hp ) = Zh%_z xi:;ﬁwi’ (32)

=1

wobei im letzten Schritt f; = h;/N (relative Hiufigkeiten) verwendet wurde.

In und taucht die Summennotation auf. Diese werden wir in der Vorlesung sehr
héufig benttigen. Falls Sie mit dieser nicht sicher umgehen konnen, miissen Sie dieses
tiben! Hierzu gibt es eine Einfiihrung in die Summennotation in Anhang [A] und einige
Ubungsaufgaben.

Warum liefern die beiden Formeln (3.1)) und (3.2)) denselben Wert? Dieses sieht man, wenn
man sich klar macht, wie die Haufigkeitsverteilung und die Einzelwerte zusammenhéngen.
Wir untersuchen dieses auf einem Ubungszettel.

Betrachten wir zwei Beispiele zur Berechnung des arithmetischen Mittels.

Beispiel 3.2. (arithmetisches Mittel — Zeit fiir den Weg zur Uni)

Ein Student stoppt seine Wegzeit (Merkmal X) fiir den Weg von der Wohnung zur Uni-
versitit iiber N = 10 aufeinander folgende Tage und erhélt dabei am i-ten Tag den
Einzelwert a; fiir die Wegzeit.

Nummer des Tages | 1 11213141516 |7]8]9]10

Wegzeit in min a; || 15|13 11217151214 | 12| 15|16

N
1 1
Arithmetisches Mittel =T = N g a; N=10 a1 +as+ ...+ alo)

Also erhalten wir

5:1—0.(15+13+12+17+15+12+14+12+15+16)
141
4 = 14,1.
=1 - (45 + 36 +60) = 10

Der Student ist durchschnittlich 14,1 Minuten von der Wohnung zur Universitidt unter-
wegs. In Abbbildung haben wir die Einzelwerte des Merkmal X = ,,Wegzeit fiir den
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Weg von der Wohnung zur Universitdt® in einem Streudiagramm veranschaulicht und
auch das arithmetische Mittel T = 14,1 eingetragen. Man sieht gut, wie die Einzelwerte

um das arithmetische Mittel streuen.

18
16
14
12
10

O N B OO 00

Wegzeit zur Uni (Tag auf x-Achse, Wegzeit auf y-Achse)

© B ® ‘*; ) T
& |
0 B 10

12

Abbildung 3.1: Streudiagramm der Einzelwerte des Merkmals X = | Wegzeit fiir den Weg
von der Wohnung zur Universitédt® mit dem arithmetischen Mittel (siehe Beispiel [3.2).

Beispiel 3.3. (arithmetisches Mittel — Anzahl der pro Tag verkauften Exem-
plare eines Bestsellers)

Ein Buchhéndler beobachtet 100 Tage lang die Anzahl der téglich verkauften Exemplare
eines Bestsellers und erhélt die folgende Haufigkeitsverteilung (vgl. auch Beispiel :

1 T h;
1 0 3
2 1 7
3 2 | 42
4 3 135
5 4 | 13
> 100

Dabei sind:

e Grundgesamtheit: N = 100 Beobachtungstage

e Merkmal X = , Anzahl der pro Tag in der Buchhandlung ver-

kauften Exemplare des Bestsellers®

e h; = Anzahl der Tage, an denen genau z; (Merkmalswert)
Exemplare des Bestsellers verkauft wurden (absolute Héufigkeit)

Wir berechnen das arithmetische Mittel

Lk
T=—=)> hiz
T N; T

mit Hilfe der erweiterten Berechnungstabelle:

100

<h1$1+h2I2+...+h5I5>.
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i x| h h;

1 0 3 3:-0=0
2 1 7 7-1=7
3 2 42 42 -2 =284

4 3 | 35 35-3 =105

5 4 | 13 13-4 =152
3 100 248
DD T =28 =248

Das arithmetische Mittel ist ¥ = 2,48. Durchschnittlich wurden 7 = 2,48 Exemplare des
Bestsellers pro Tag in der Buchhandlung verkauft.

Nun untersuchen wir die Eigenschaften des arithmetischen Mittels.

Satz 3.4. (Eigenschaften des arithmetischen Mittels)
Seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Definition[3.1. Dann gelten:

(1) Die Summe der Abweichungen a; — T der Einzelwerte a; vom arithmeti-
schen Mittel T ist immer Null:

(2) Die Summe der quadrierten Abweichungen (a; — 7)? der Einzelwerte a;
vom arithmetischen Mittel T ist kleiner als die Summe der quadrierten Abwei-
chungen (a; — M)?* der Einzelwerte a; von einem beliebigen Wert M :

> (=2 <Y (a—M)*  firalle M #7.

(3) Wendet man die affin lineare Funktion y = fx + « auf die Einzelwerte a; an,
also af = B a;+«, so gilt fir das arithmetische Mittel ©* der neuen Werte a}:

7 =T+ a,

wobei T das arithmetische Mittel von ay,as,...,ay ist.
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Wir kénnen uns die Eigenschaften aus Satz und aus Satz leicht veran-
schaulichen: Betrachten wir dazu noch einmal das Streudiagramm der Einzelwerte aus
Beispiel mit dem eingezeichneten arithmetischen Mittel. In den beiden nachfolgenden
Abbildungen bzw. haben wir jeweils die Abweichungen a; — T (aus Satz
bzw. die Abweichungsquadrate (a; — T)? (aus Satz eingezeichnet. Die Bildunter-

schrift erklart jeweils Satz bzw. Satz

Wegzeit zur Uni (Tag auf x-Achse, Wegzeit auf y-Achse)

18 ; | | Ll
A é? AEERECERAREE
i; Qeg%% % =141
10 | ; ; ;
8
6
4
2
0

0 2 4 6 3 it X

Abbildung 3.2: Erkldrung von Satz: Die horizontale Gerade durch y = 14,1 kenn-
zeichnet das arithmetische Mittel T = 14,1 der Einzelwerte. Die Summe der in rot einge-
zeichneten Abweichungen a; — T (mit Vorzeichen) ist nach Satz Null. Schiebt man
die rote horizontale Gerade nach oben oder unten, so dndern sich diese Abweichungen,
und ihre Summe ist nicht mehr Null.

Betrachten wir ein Beispiel fiir die Anwendung von Satz .

Beispiel 3.5. (Zentrierung eines Merkmals)

Sei X ein Merkmal auf einer Grundgesamtheit mit N Elementen mit den Einzelwerten
ai,as, ...,ay und dem arithmetischen Mittel Z. Dann liefert die affin lineare Funktion
y =x — T (also hier § =1 und o = —7) die neuen Einzelwerte

* — .
a; =a; — T, 1=1,2,..., N,

eines neuen Merkmals X*. Nach Satz gilt fiir das arithmetische Mittel z* der neuen
Einzelwerte
»*=1-T-T=0,

d.h. das neu Merkmal X* hat das arithmetisches Mittel z* = 0. Wir sagen es ist zentriert,
denn die Werte ,streuen® um das arithmetische Mittel z* = 0.
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Wegzeit zur Uni (Tag auf x-Achse, Wegzeit auf y-Achse)
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Abbildung 3.3: Erkldrung von Satz: Die horizontale Gerade durch y = 14,1 kenn-
zeichnet das arithmetische Mittel T = 14,1 der Einzelwerte. Die Flicheninhalte der in rot
eingezeichneten Quadrate sind gerade die Abweichungsquadrate (a; — 7)?. Schiebt man
die rote horizontale Gerade nach oben oder unten, so &ndern sich diese Fldchen (also
die Abweichungsquadrate vom Wert der Geraden). Nach Satz ist die Summe der
Fldcheninhalte dieser Quadrate minimal, wenn die horizontale Gerade durch den Mittel-
wert, geht.

Frage: Warum sollte man eine affin lineare Funktion auf ein Merkmal anwenden?

Fiir bestimmte statistische Verfahren kann es notwendig sein, ein Merkmal mit einer
affin linearen Funktion so in ein neues Merkmal umzuwandeln, dass das neue Merkmal
arithmetisches Mittel Null und Varianz Eins hat. (Die Varianz wird im néchsten Kapitel
besprochen.)

Wir beweisen Satz ' Satz wird in Teilkapitel bewiesen, und Satz

diirfen Sie auf einem Ubungszettel beweisen.

Beweis von Satz (1)F Wir formen geeignet um:

wobei wir die Rechenregeln fiir Summen genutzt haben (vgl. Anhang . O
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3.2 Median (oder Zentralwert)

Wir fithren nun einen weiteren wichtigen Mittelwert ein, ndmlich den Median.

Definition 3.6. (Median eines ordinalskalierten Merkmals)

Sei X ein (mindestens) ordinalskaliertes Merkmal auf einer Grundgesamtheit von N Ele-
menten mit den Einzelwerten ay,as,...,ax. Ordnet man die Einzelwerte aq,as, ..., ayx
der Griffe nach, so dass

Q] < p) <...< ain) (33)

gilt, dann ist der Median (oder Zentralwert) Me definiert als

(5 41] bei ungeradem N,
Me := 1

3 (a[%] + a[%ﬂ]) bei geradem N.
In bezeichnet also ay) den Einzelwert an der i-ten Stelle, wenn die Einzelwerte in
aufstergender Grdfie sortiert sind.

Geometrische Anschauung des Medians: In ist der Median bei ungeradem N
der in der Mitte der Anordnung liegende Wert (siehe Abbildung . Bei geradem N gibt
es keinen in der Mitte liegenden Wert. Hier nimmt man also das arithmetische Mittel der
beiden Werte, die am dichtesten zur Mitte liegen. Bei N Werten, sind dieses der N/2-te
und der (N/2 + 1)-te Wert (siche Abbildung [3.5)).

1 1 1 i i i i -
ap)  ap ce a[%fl] CL[NQH] CL[NTHJrH cee QIN—1] Q[N]
- > A < -
% Einzelwerte % Einzelwerte
Me = Qg

Abbildung 3.4: Median bei ungeradem N: Wir haben die sortieren Einzelwerte auf der
reellen Zahlengeraden dargestellt. Bei ungeradem N gibt es einen mittleren Wert, ndmlich
den Einzelwert an der % +1= %—ten Stelle. Also ist der Median Me = Nty Links

und rechts davon liegen jeweils (N — 1)/2 Einzelwerte.

Betrachten wir zwei Beispiele:

Beispiel 3.7. (Median — Beobachtung einer seltenen Vogelspezies)

Ein Naturforscher beobachtet eine seltene Vogelspezies iiber 5 Tage und zahlt jeweils die
Anzahl der am Tag gesichteten Vogel dieser Vogelspezies. Er findet fiir das Merkmal X =
,Anzahl der am Tag gesichteten Vogel“ die folgenden Einzelwerte:
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| | | | | | | -
I I I I I I I
ay  ap oo Me ey -av-y o

e | - | - o

N/2 Einzelwerte N/2 Einzelwerte

Median Me = %(aw/g] + apn/241))

Abbildung 3.5: Median bei geradem N : Wir haben die sortieren Einzelwerte auf der reellen
Zahlengeraden dargestellt. Bei geradem N gibt es keinen mittleren Wert. Am dichtesten
an der Mitte liegen ajn/9 und ajy/241), und der Median ist das arithmetische Mittel dieser

beiden Werte, also Me = %(a[N/Q] + a[N/2+1]). Links und rechts vom Median liegen jeweils
N/2 Einzelwerte.

? 112113 1]4]5

a; 2 | 4 1 0| 2

Tt Tt 1 1

A  Ap) Al apy G

Wir sortieren die Einzelwerte in aufsteigenden Grofle:

0 < 1. < 2 < 2 < 4
~~~ ~~~ ~~ S~~~ ~~~
= an) = ap = ap) = aj = ap)

=aq

2
Bei N = 5 (ungerade) Einzelwerten ist der Wert in der Mitte ag) = aps1y = 2. Also ist
der Median Me = sy = 2 (beobachtete Vigel pro Tag).

Beispiel 3.8. (Median — Zeit fiir den Weg zur Uni)

Ein Student stoppt seine Wegzeit fiir den Weg von der Wohnung zur Universitéit iiber
N = 10 aufeinander folgende Tage und erhélt dabei am i-ten Tag den Einzelwert a; fiir
die Wegzeit.

Nummer des Tages | ¢ 11213141516 |7]81]9110

Wegzeit in min a; || 15|13 11217151214 | 12| 15|16

Wir ordnen die Einzelwerte der Grofie nach:

12 < 12 < 12 < 13 < 14 < 15 < 15 <15 <16 < 17
—~—
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Bei N = 10 (gerade) Einzelwerten ist der Median also das arithmetisches Mittel von

a[10] = afg und a[10,41) = Ao}, also
1 1 29
Me = 3 (ap) + ag) = 5 (14 +15) = 5= 14,5.

Der Median ist Me = 14,5 Minuten (fiir den Weg von der Wohnung zur Universitét).

Was passiert wenn ein Merkmal in Form eine Haufigkeitsverteilung (anstatt in Form
der Einzelwerte) vorliegt? An dieser kann man die Anordnung der Einzelwerte bequem
ablesen und so den Median bestimmen. Betrachten wir auch hierzu ein Beispiel.

Beispiel 3.9. (Median — Anzahl der pro Tag verkauften Exemplare eines Best-
sellers)

Ein Buchhéndler beobachtet 100 Tage lang die Anzahl der téglich verkauften Exempla-
re eines Bestsellers und erhilt die folgende Haufigkeitsverteilung (vgl. auch Beispiele

und :

Dabei sind:
1 T h; H; .
e Grundgesamtheit: N = 100 Beobachtungstage
1 0 3 3 e Merkmal X =, Anzahl der pro Tag in der Buchhand-

lung verkauften Exemplare des Bestsellers

e h; = Anzahl der Tage, an denen x; (Merkmalswert)

Exemplare des Bestsellers verkauft wurden (absolute
Héufigkeit)

3 2 42 | 52

4 3 | 35 | &7

Wir haben eine gerade Anzahl N = 100 von Einzelwer-

51 4 | 13| 100 ten und der Median ist somit

0 100 1 1

Me = 2 ( [15°] + “[%H]) = B ( [50] 1 a[51]).

Anhand der Summenhéufigkeiten lesen wir ab, dass apg = a1 = 2. (Da Hy = 52 und
Hy = 10 ist, muss ajzg = apy = x3 = 2 sein.) Also ist der Median

Me =

4
(a[5o] + Cl[51}) = (2 + 2) =5= 2  (Exemplare des Bestsellers).

N | —
DN | —

3.3 Modus

Der Begriff des Modus ist der einfachste Mittelwert. Er kann fiir Merkmale auf allen
Skalen gebildet werden.

Definition 3.10. (Modus fiir alle Skalen)
Ein Modus (oder dichtester Wert) Mo eines Merkmals auf einer Grundgesamtheit
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st eine Merkmalsausprdigung, die am hdufigsten vorkommt. Ein Merkmal kann einen
Modus oder mehrere Modi besitzen. (,Modi* ist der Plural von ,Modus*.)

Betrachten wir hierzu einige Beispiele.

Beispiel 3.11. (Modus — Beobachtung einer seltenen Vogelspezies)

Ein Naturforscher beobachtet eine seltene Vogelspezies iiber 5 Tage und zahlt jeweils die
Anzahl der am Tag gesichteten Vogel dieser Vogelspezies. Er findet fiir das Merkmal X =
»,Anzahl der pro Tag gesichteten Vigel“ die folgenden Einzelwerte:

Da der Wert 2 am hédufigsten auftritt, ist der Modus Mo = 2 (Vogel pro Tag).

Bei einer Haufigkeitsverteilung kann man den Modus bzw. die Modi direkt an den abso-
luten Haufigkeiten ablesen. Betrachten wir auch hierzu ein Beispiel.

Beispiel 3.12. (Modus — Anzahl der pro Tag verkauften Exemplare eines Be-
stellers)

Ein Buchhéndler beobachtet 100 Tage lang die Anzahl der téglich verkauften Exemplare
eines Bestellers und erhélt die folgende Haufigkeitsverteilung (vgl. auch Beispiele ,

und [3.9):

i x| hy Dabei sind:

e Grundgesamtheit: N = 100 Beobachtungstage
1 0 3

e Merkmal X = | Anzahl der pro Tag verkauften in der
2 1 7 Buchhandlung Exemplare des Bestsellers®
3 9 | 49 e h; = Anzahl der Tage, an denen z; (Merkmalswert)

Exemplare des Bestsellers verkauft wurden (absolute

4 3 | 35 Haufigkeit)
5 4 13 Die grofite Haufigkeit ist hy = 42. Also ist der Modus
3 100 Mo = 23 =2 (Exemplare des Bestsellers).

Betrachten wir noch ein Beispiel, bei dem mehrere Modi auftreten.

Beispiel 3.13. (Modi — Zeit fiir den Weg zur Uni)
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Ein Student stoppt seine Wegzeit fiir den Weg von der Wohnung zur Universitat {iber
N = 10 aufeinander folgende Tage und erhélt dabei am i-ten Tag den Einzelwert a; fiir
die Wegzeit.

Nummer des Tages | ¢ 112131456 7]8]9]10

Wegzeit in min a; || 151131121715 |12 |14 |12 | 15|16

Hier treten die Werte 12 und 15 beide mit der hochsten Haufigkeit 3 auf. Also hat die
Verteilung zwei Modi: Moy = 12 min und Moy = 15 min. Eine solche Verteilung mit zwei
Modi nennt man ,bimodal*“.

3.4 Geometrisches Mittel

Fiir verhaltnisskalierte Merkmale kann es sinnvoll sein, statt des arithmetischen Mittels
das geometrische Mittel zu betrachten. Ein klassisches Beispiel fiir solche verhéltnisska-
lierten Merkmale sind (jahrliche oder monatliche) Wachstumsfaktoren, z.B. bei Zinsen.

Definition 3.14. (geometrisches Mittel fiir verhéltnisskaliertes Merkmal)

Ser X ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Verhdltnisskala auf einer Grundge-
samtheit von N FElementen mit den Einzelwerten ay,as,...,ay, den k Merkmalswerten
T < X9 < ... < xp und den zugehirigen absoluten Hdaufigkeiten hy, ho, ..., hi. Das geo-
metrische Mittel G von X ist definiert als

G=Va-ay-...-ayn (3.4)

bzw. tiber die Haufigkeitsverteilung

G= Vx?l b (3.5)

Das geometrische Mittel ist sinnvoll bei Wachstumsfaktoren oder Wachstumsraten.

Frage: Warum liefern (3.4)) und (3.5)) den gleichen Wert?
Ausgeschrieben lautet (3.5

/
~ ~~ ~~

h1—mal ho—mal hj—mal

G= N.T?l'l’g?'...'ﬂfzk: ]</($1I1)£1’2132>£$k$k2,

und dabei werden alle Einzelwerte multipliziert. (Begrindung: Fir jedes i = 1,2,... k
treten jeweils h; Einzelwerte a, mit Wert z; auf.) Durch geeignetes Umsortieren der h;
erhélt man gerade (3.4).

Betrachten wir ein Beispiel zum geometrischen Mittel
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Beispiel 3.15. (Geldanlage mit Jahreszinns)

Eine Studentin hat einen festen Geldbetrag A (z.B. 1000 Euro) iiber drei Jahre fest
angelegt mit einem festen jahrlichen Zinssatz, den die Bank fiir jedes Jahr neu festlegt.
Die Zinssétze fiir die drei Jahre sind

Jahr ¢ 1 2 3

Zinssatz 5% | ™% | 4%

Wachstumsfaktor || 1,05 | 1,07 | 1,04

Was ist der durchschnittliche Zinssatz?

Das arithmetische Mittel hilft uns hier nicht weiter, denn bei der Berechnung des Geldbe-
trags zum Ende des 3-Jahres-Zeitraums wird der urspriingliche Geldbetrag nacheinander
mit den Wachstumsfaktoren multipliziert:

Geldbetrag am Ende der 3 Jahre=A-1,05 - 1,07 - 1,04 = A-1,16844

——
Geld nach Jahr 1

J/

TV
Geld nach Jahr 2

TV
Geld nach Jahr 3

Hier ist es nur sinnvoll das geometrische Mittel der jahrlichen Wachstumsfaktoren zu
berechnen, also

G = {/1,05-1,07- 1,04 = {/1,16844 ~ 1,053.
Der durchschnittliche jihrliche Zinssatz ist also 5,3%.
Achtung: Die Tatsache, dass man fiir das arithmetische Mittel mit Rundung auf drei

Nachkommastellen den gleichen Wert erhélt wie fiir das geometrische Mittel, bedeutet
nicht, dass man das arithmetische Mittel verwenden kann!



KAPITEL 4

Streuungsmafle

Aufbauend auf das vorige Kapitel iiber Mittelwerte lernen wir in diesem Kapitel verschie-
dene Streuungsmafle kennen, ndmlich die Varianz und Standardabweichung, sowie die
Spannweite, die Quartile und das Box-and-Whisker-Plot.

Wir betrachten in diesem Kapitel bis auf eine Ausnahme immer Haufigkeitsverteilungen
ohne Klassenbildung.

4.1 Die Varianz und Standardabweichung

Die gingigsten Streuungmafe sind die Varianz und die Standardabweichung.

Definition 4.1. (Varianz und Standardabweichung fiir ein metrisch skaliertes
Merkmal)

Ser X ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Grundgesamtheit von N Elementen mat
den Einzelwerten aq,as,...,ayn, den k Merkmalswerten 1 < x9 < ... < x3 und den
zugehorigen absoluten Héiufigkeiten hi, ha, ..., hy. Die Varianz Var = o2 ist als arith-
metisches Mittel der Abweichungsquadrate von dem arithmetischen Mittel
T definiert: Mit den Einzelwerten

Var = ¢ Z (4.1)

bzw. mit der Hdaufigkeitsverteilung

k
1
Var = 0% = =N Z (4.2)

N
1
wobei T = Z Z hi x; (arithmetisches Mittel des Merkmals X ).

29
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Die Standardabweichung ist definiert als

a:vVar:\/;.

Dass 1) und |D wirklich denselben Wert liefern, zeigen wir auf einem Ubungszettel.

Betrachten wir nun einige Beispiele.

Beispiel 4.2. (Varianz und Standardabweichung — Beobachtung einer seltenen

Vogelspezies)

Ein Naturforscher beobachtet eine seltene Vogelspezies iiber 5 Tage und zahlt jeweils die
Anzahl der am Tag gesichteten Vogel dieser Vogelspezies. Er findet fiir das Merkmal X =
,Anzahl der pro Tag gesichteten Vigel* die folgenden Einzelwerte:

i 112131415 Wir berechnen zunichst das arithmetische Mit-
tel und dann die Varianz und die Standardabwei-
a; | 2 411101 2 chung:
arithmetisches — _ 1 9
Mittel x—g(2+4+1—|—0+2)—5—1,8
1
Varianz: ot =z ((2 1824+ (4182 (1—-18)2+(0-18)2+(2— 1,8)2>
1 1
== (02 + (22 + (<08) + (-18 + (0.2)") = - -8.8 = 176
Standard- o =/1,76 ~ 1,33
abweichung:

Wir konnen das arithmetische Mittel und die Varianz auch bequem mit einer Berech-

nungstabelle berechnen:

i a; (a; — T)?
1 2 (2—1,8)2 = (0,2)> = 0,04
9 4 (4-1,8)%=(2,2)? = 4,84
3 1 (1-1,8)2 = (—0,8)2 = 0,64
4 0 (0—1,8)=(—1,8)2 =324
5 2 (2—1,8)2 = (0,2)2 = 0,04
3 9 8,80
Iyllz=2=18 0?=1-88=176
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Das arithmetische Mittle ist also Z = 1,8 Vogel, die Varianz ist Var = 02 = 1,76 Vogel?
und die Standardabweichung ist o = /1,76 ~ 1,33 Vogel.

Bevor wir ein Beispiel mit einer Haufigkeitsverteilung betrachten, lernen wir eine alterna-
tive Formel fiir die Varianz kennen

Lemma 4.3. (alternative Formel fiir die Varianz)

Sei X ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Grundgesamtheit von N Elementen mit
den Einzelwerten aq,as,...,ayn, den k Merkmalswerten x1 < x9 < ... < x} und den
zugehorigen absoluten Hdaufigkeiten hy, ho, ..., hy. Dann gilt fir die Varianz die folgende
alternative Formel: Mit den Einzelwerten

Var = ¢2 Za—

bzw. mit der Hdufigkeitsverteilung

Var = ¢2 *—th —

Dabei sind die obigen Formeln so zu lesen, dass Z2 von der Summe nach deren Berechnung
abgezogen wird, also

und analog fiir die zweite Formel.

Beweis von Lemma : Wir zeigen nur den Fall der Einzelwerte. Der Fall einer Haufig-
keitsverteilung wird als Ubungsaufgabe behandelt.

Der Beweis erfolgt durch geschicktes Rechnen mit Summen:

N
1
= Z (af — 2T a; +7°) (2. binomische Formel)
1eh , 1Tea. 1, ,
=N Z @ — Z 27a; + N Z T (Rechnen mit Summen)
i=1 i=1 i=1
——
= N.z2
_ 1 i al — 27 - S i a; + N Nz* (Formel fiir arithmetisches Mittel)
- N&T N&" "N
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1 N 1 N
N " N P

(Falls Sie mit dem Rechnen mit Summen Schwierigkeiten haben sollten, schauen Sie bitte
Anhang [Af an.) O

Frage: Warum ist die Formel aus Lemma [4.3] niitzlich?
Die Berechnung mit der Formel aus Lemma ist bequemer bei ganzzahligen Merk-
malswerten und nicht ganzzahligem Z! (Es kann weitgehend ohne Briiche gerechnet

werden.)

Machen wir uns dies noch einmal an dem Beispiel der Vogelbeobachtung klar.

Beispiel 4.4. (Varianz und Standardabweichung — Beobachtung einer seltenen
Vogelspezies — Beispiel fortgesetzt)

Wir betrachten wieder Beispiel und legen eine geeignete Berechnungstabelle an:

; Also finden wir: 7T =18, 7% = 3,24,
i a; a;
N 5
1 -5 1 25
1 2 22 =4 — 2 N=5 2 2_22 _§
N2 5
2 4 4?2 =16 B B
und somit
3 1 12=1
2 2 1 Y 2 =2
4 0 0>=0 Var:a:NZal—x
=1
) 2 22 =14 5
N=5 1 2 -2
> 9 25 = 52%—9: = 5-3,24=1,76,
1 — 9 _ 25 _
52 || T=5=18| §=5 o= /1,76 ~ 1,33

Kommen wir noch einmal auf die Definition der Varianz und der Standardabweichung
zuriick, und versuchen wir zu verstehen, warum diese so definiert sind.

Bemerkung 4.5. (Erkldrung der Formeln fiir Varianz und Standardabweichung)

Vorab halten wir fest, das die Varianz ein Majf$ fiir die Streuung der Einzelwerte um
das arithmetische Mittel sein soll. Wir untersuchen nun, warum die Varianz durch
bzw. und nicht anders definiert ist.

(1) Es macht keinen Sinn

1 & 3
N;(ai —T)



4. Streuungsmafe 33

zu betrachten, denn nach Satz gilt

N

> (a;—7) =0.

i=1

Daher ersetzt man a; — T durch die Quadrate (a; —E)Q > 0 der Abweichungen a; — @
vom arithmetischen Mittel T.

(2) Man kénnte auch die gewichtete Summe der Absolutbetrdge |a; — T| der Abwei-
chungen a; — T vom arithmetischen Mittel T betrachten, also

N

1 _
MAD = — > la; — .

=1

(mittlere absolute Abweichung
vom arithmetischen Mittel T)

Dies wird auch gelegentlich getan. Allerdings hat MAD nicht so schéne mathemati-
sche und statistische Eigenschaften wie die Varianz Var und die Standardabweichung

o. (Der Absolutbetrag und damit auch MAD st keine differenzierbare Funktion.) Da-
her arbeitet man in der Regel mit der Varianz Var und der Standardabweichung o.

(3) o* hat die (Einheit der Merkmalswerte)?. Das eigentliche Abweichungsmapf ist daher
die Standardabweichung o in der (Einheit der Merkmalswerte).

Wir betrachten nun eine Beispiel mit einer Haufigkeitsverteilung.

Beispiel 4.6. (Varianz und Standardabweichung — Anzahl der pro Tag verkauf-
ten Exemplare eines Bestsellers)

1 x; | hy Ein Buchhéndler beobachtet 100 Tage lang die Anzahl der

taglich verkauften Exemplare eines Bestsellers und erhélt die
1 0 3 folgende Hiufigkeitsverteilung (vgl. auch Beispiele [2.1]
5 ) . und B.12). Dabei sind:

e Grundgesamtheit: N = 100 Beobachtungstage

3 2 42 e Merkmal X = [ Anzahl der pro Tag in der Buchhandlung

4 3 | 35 verkauften Exemplare des Bestsellers®

5 A 13 e h; = Anzahl der Tage, an denen genau z; (Merkmals-
wert) Exemplare des Bestsellers verkauft wurden (absolute

Wir haben das arithmetische Mittel bereits in Beispiel berechnet

N=100,
k=5

k
1 1
T = N ;1 h; z; £2 100 <h1 T1+he xo+. . .+hs x5> =248 (Exemplare des Bestsellers),

und wir ergénzen unsere Berechnungstabelle nun um eine weitere Spalte:
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) T h; h; x; h; z?

1 0| 3 3-0=0 3-0°=0
2 1|7 7-1=7 7-12=7
3 2 | 42 | 42.2=84 |42.22=168
4 3 (35| 35-3=105 |35-32=315
5 4 | 13| 13-4=52 |13-42=208
> 100 248 698
Y T=28=248| 98 —698

Nach Lemma [4.3] gilt berechnet sich die Varianz zu

N=100,
k=5

Var:cf?:—th? 2+ mOth—x = 6,98—2,48% = 6,98—6,1504 = 0,8296,

also Var = 0% = 0,8296 (Exemplare des Bestsellers)Z, und die Standardabweichung ist
= 4/0,8296 ~ 0,91 Exemplare des Bestsellers.

Der néchste Satz hélt eine wichtige Eigenschaft des arithmetischen Mittels und der Va-
rianz fest, die wir bereits in Satz kennengelernt haben. Nun beweisen wir diese
Eigenschaft.

Satz 4.7. (Minimaleigenschaft der Varianz)

Sei X ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Grundgesamtheit von N Elementen mit
den FEinzelwerten aq,as,...,an. Das arithmetische Mittel T manimaiert die maittlere
quadratische Abweichung

1 N

Das bedeutet
Var = MQ(7) < MQ(M) fiir alle M # .

Frage: Was sagt uns dieser Satz? Das arithmetische Mittel ist der ,,passende“ Mit-
telwert zum Streuungsmafl der quadratischen Abweichung von einem Mittelwert, denn
dieses Streuungsmaf ist fiir das arithmetische Mittel minimal. Arithmetisches Mittel und
Varianz passen also zusammen!
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Beweis von Satz : Wir starten mit MQ(M ) und versuchen dieses geeignet umzufor-
men und in die Summe zweier Terme zu zerlegen, von denen einer MQ(7) = Var ist.

‘“%%;«%—E%+®—Aﬂy lnddtion
=y 2 (=720 -7 20+ @ ) B
— T 2w -+ Yo an Fnen

| XN 1 | N (Rechnen mit
_ V2 42 (% Z Y@ 2
=~ E (a; — T) +2(x—M)N E (ai—x)+ﬁ (T — M) Summen,

i=1 = ) i=1 . Satz

=MQ(z) =N-(z—M)?
1
:MQ(§)+0+N-N- (T — M)?
=MQ(@) + (7 - M)*
Wir haben also gezeigt, dass gilt
MQ(M) = MQ(@) + (@ - M)
—_——
>0 wenn M#ZT
Es folgt MQ(M) > MQ(Z) = Var fiir alle M # 7. O

Der néchste Satz befasst sich damit, wie sich das arithmetische Mittel, die Varianz und
die Standardabweichung dndern, wenn man auf die Einzelwerte eines metrisch skalierten
Merkmals eine affin lineare Funktion anwendet. Wir erkldren nachher, warum man dies
manchmal tun sollte und weshalb die neuen Merkmalswerte niitzlich sind.

Satz 4.8. (affin lineare Transformation eines Merkmals)
Ser X ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Grundgesamtheit von N Elementen mit

den FEinzelwerten ay,aso, ..., ay. Wendet man die affin lineare Funktion
y=p0r+«
auf die Einzelwerte ay,aq,...,an an, also af = fa; + o, so gilt fir das arithmetische

Mittel z* und die Varianz (0*)* und die Standardabweichung o* der neuen Einzelwerte
ay,ay,...,ay-:

N
1 1
*:Nzafzﬁf%—a und :Nza_x )" = %, 0" =|Blo
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Beweis von Satz [4.8f Wir beweisen Satz auf einem Ubungszettel. ]

Die wichtigste Anwendung von Satz ist die Standardisierung eines Merkmals.

Lemma 4.9. (Standardisierung eines Merkmals)

Sei X ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Grundgesamtheit von N Elementen mait
den Finzelwerten ay,as,...,ax mit arithmetischem Mittel T und Standardabweichung ox .
Wendet man die affin lineare Funktion

T —7T 1 T
z = = — r — —
0x 0x 0x
auf die Einzelwerte ay,as,...,an an, also
a; — T
a; = ,
0x
so hat das neue Merkmal Z mit den Einzelwerten aj,as, ..., ay das arithmetische Mittel

z =0, die Varianz 0% = 1 und die Standardabweichung oz = 1.

Das Lemma ist ein Sonderfall von Satz [4.8].

Betrachten wir zunéichst ein Beispiel zur Standardisierung eines Merkmals.

Beispiel 4.10. (Standardisierung — Beobachtung einer seltenen Vogelspezies)

Wir betrachten wieder die Beobachtung einer seltenen Vogelspezies aus Beispielen 4.2 und
und erweitern unsere Berechnungstabelle:

Aus Beispiel wissen wir bereits:

7 a; a? a; = %
2 2-1,8 . T =18, ox = /1,76 =~ 1,33.
1 2 22 =4 T ~ 0,151
9 4 42 — 16 4-18 1 658 Die standardisierten Werte berech-
L0 : net man also mit:
2 _ 1-18 o
3 1 =1 | 7% = —0603  a-7 a-18
a; = = :
4 0 =0 | 218 ~ 1357 ox V176
5 2 22 — 4 ?/—1_1773 ~ 0,151 Zur Kontrolle haben wir noch die
: Summe der a] berechnet. Diese muss
> 9 25 0,000 Null sein (was der Fall ist), da die

standardisierten Einzelwerte arith-
metisches Mittel Null haben.

18] =5 0,000

(S
8|
Il
[$2] Ne}
Il

Nun kommen wir zum Sinn und Zweck der Standardisierung zuriick.
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Bemerkung 4.11. (Griinde fiir die Standardisierung eines Merkmals)

(1) Fir bestimmite statistische Verfahren ist es notwendig, die Merkmale erst zu standar-
disieren.

(2) Durch die Standardisierung eines Merkmals dndern sich zwar die Einzelwerte bei
einer Haufigkeitsverteilung, aber die Form des Histogramms bleibt die gleiche.
Lediglich das arithmetische Mittel ist nach der Standardisierung 0, und die Varianz
und Standardabweichung sind nach der Standardisierung 1. Bei der Standardisierung
handelt es sich also um eine Art ,,Skalierung®. Wir demonstrieren dieses weiter
unten fir ein Beispiel.

(8) Betrachtet man mehrere Merkmale auf der gleichen Grundgesamtheit, z.B. die Grofie
und das Gewicht aller Studierenden der Universitit Paderborn, und mdchte deren
Hdufigkeitsverteilungen vergleichen, so lohnt es sich diese zu standardisieren.
Nach der ,Skalierung® durch Standardisierung bewegen sich diese in einer dhnlichen
Griflenordnung (gleiches arithmetisches Mittel 0 und gleiche Standardabweichung
o = 1) und lassen sich besser vergleichen. (Ein standardisiertes Merkmal ist einhei-
tenfrei, denn bei der Standardisierung kirzen sich die Einheiten heraus.) Durch die
Standardisierung der metrisch skalierten Merkmale Grifie und Gewicht verlieren wir
allerdings deren Verhdltnisskala und haben nach der Standardisierung nur noch eine
Intervallskala!

Betrachten wir noch einmal Beispiel und standardisieren unser Merkmal. Danach
betrachtem wir die Haufigkeitsverteilung und ihr Histogramm, um uns klar zu machen,
dass die Standardisierung eines Merkmals die Form der Verteilung nicht &ndert.

Beispiel 4.12. (Standardisierung — Anzahl der pro Tag verkauften Exemplare
eines Bestsellers)
Ein Buchhéndler beobachtet 100 Tage lang die Anzahl der

' taglich verkauften Exemplare eines Bestsellers und erhélt die fol-
il T | h gende Héufigkeitsverteilung (vgl. auch Beispiele[2.1],[3.3
) . X und [£.6). Dabei sind:
e Grundgesamtheit: N = 100 Beobachtungstage

2 1 7 e Merkmal X = Anzahl der pro Tag in der Buchhandlung ver-
3 9 49 kauften Exemplare des Bestsellers®

A 3 | 35 e h; = Anzahl der Tage, an denen genau z; (Merkmalswert)

Exemplare des Bestsellers verkauft wurden

o 4 13 Wir hatten bereits das arithmetische Mittel T und die Standard-
D 100 abweichung ox in Beispiel berechnet:

T=248 und oy = \/0,8296 ~ 0,91.

Wir berechnen nun mit einer Berechnungstabelle die Merkmalswerte z; des standardisier-

ten Merkmals Z mittels
Zi = =

ox v/0,8296
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Zur Kontrolle berechnen wir auch das arithmetische Mittel zZ und die Varianz 0% von Z,
deren Werte z = 0 bzw. 0% = 1 sein miissen.

i x| hi | fi 2= HEX hi z; hi 2}
1 0 310,03 3% ~ —2.72 —8,17 22,24
2 1 710,07 | J5ame ~ —1,62 | 11,37 18,48
3 2 42 | 0,42 jg@% ~—053| —22,13 11,66
4 3 | 35]035 j% ~ 0,57 19,98 11,41
5 4 | 130,13 j%%fﬁ ~ 1,67 21,69 36,20
S 100 | 1,00 0,00 99,99
== Z=20,00 | 0% ~0,9999 ~ 1,00

Dass wir bei der Berechnung fiir 6% nicht genau 1 erhalten, liegt an Rundungsfehlern. Zu
beachten ist auch, dass hier

k
1 . 1
i i=1

=1 =0

gilt, weil Z wegen der Standardisierung Null ist.

In Abbildung haben wir die Histogramme des Merkmals X = ,Anzahl der pro Tag
in der Buchhandlung verkauften Exemplare des Bestsellers* und des zugehorigen stan-
dardisierten Merkmals Z gezeichnet. Wir sehen, dass die Verteilungen der beiden Merk-
male genau die gleiche Form haben; nur die Beschriftung der horizontalen Achse hat sich
gedandert.

Als Motivation fiir den Variationskoeffizient, der als nichstes definiert wird, stellen
wir uns zunéchst das folgende Szenario vor:

Betrachtet werden die Verkaufszahlen pro Tag eines neuen Lebensmittelprodukts in 1000
Geschiften, die dieses Produkt fiithren. In der Erhebung sind sowohl die groflen Lebens-
mittelgeschéfte von Supermarktketten, also auch die Supermérkte in Kaufth&dusern und
kleine , Tante-Emma-Laden“ vertreten. Wir betrachten das Merkmal X = | Anzahl der
pro Tag in dem Geschift verkauften Exemplare des Lebensmittelprodukts®.

e Fiir jedes beobachtete Geschéaft erhalten wir eine Haufigkeitsverteilung mit arithmeti-
schem Mittel * und Standardabweichung o.

e Das arithmetische Mittel, also die durchschnittliche Verkaufszahl des Produkts, und die
Standardabweichung, also die Streuung dieser Verkaufszahlen, wird in einem groflen
Supermarkt viel grofier sein als in einem kleinen ,, Tante-Emma-Laden“. Es macht
daher keinen Sinn diese Kennzahlen zu vergleichen!
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Abbildung 4.1: Links das Histogramm der relativen Haufigkeitsverteilung des Merkmals
X = ,Anzahl der pro Tag in der Buchhandlung verkauften Exemplare des Bestsellers*
und rechts die Haufigkeitsverteilung des zugehdrigen standardisierten Merkmals Z. Die
,Form* der beiden Verteilungen ist gleich; nur die Beschriftung der horizontalen Achse

hat sich geéndert.

e Trotzdem konnten die Histogramme der Verteilungen dhnlich sein! Wie konnen wir die
Héaufigkeitsverteilungen einfach vergleichen? Um die Verteilung der Verkaufszahlen
in den verschiedenen Geschéften zu vergleichen, brauchen wir ein relatives Streu-

ungsmaf3!

Definition 4.13. (Variationskoeffizient fiir verhiltnisskalierte Merkmale)
Seir X ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Verhdltnisskala auf einer Grundgesamt-
heit von N Elementen mit dem arithmetischen Mittel T und der Standardabweichung o.
Dann definieren wir den Variationskoeffizient VC als relatives Streuungsmafs:

VC =

S{IES

_ Standardabweichung
 arithmetisches Mittel

)

bzw. in Prozent: VC =

-100%.

S{IES

Interpretation: Je grifier der Variationskoeffizient ist, desto grofier ist auch die (rela-
tive) Streuung der Finzelwerte. Der Variationskoeffizient ist dimensionslos.

Betrachten wir auch hierzu zwei Beispiele.
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Beispiel 4.14. (Variationskoeffizient — Beobachtung einer seltenen Vogelspezies

— Bsp. fortgesetzt)
Aus Beispiel [4.4] wissen wir bereits:

T=18, o=+/176~1,33.

Der Variationskoeffizient des Merkmals X = | Anzahl der pro Tag gesichteten Vogel® ist

also
V1
= —’76 ~ 0,737.

VC = 18

SIIES

Beispiel 4.15. (Variationskoeffizient — Anzahl der pro Tag verkauften Exem-
plare eines Bestellers)

Wir setzen Beispiel fort. Wir wissen bereits, dass fiir das Merkmal X = , Anzahl der
pro Tag in der Buchhandlung verkauften Exemplare des Bestellers“ das arithmetische
Mittel bzw. die Standardabweichung durch

T=248  bzw. o =/0,8296 ~ 0,91

gegeben sind. Also ist der Variationskoeffizient

VO - % _ v/0,8296

548 ~ 0,367.

Vergleicht man Beispiel und Beispiel so sieht man man dass bei dem Merkmal
»Anzahl der (pro Tag) gesichteten Vogel“ eine deutlich groflere relative Streuung als
bei dem Merkmal ,,Anzahl der pro Tag in der Buchhandlung verkauften Exemplare des
Bestsellers“ vorliegt, da der Variationskoeffizient in Beispiel ungefahr doppelt so grofl
ist wie der Variationskoeffizient in Beispiel

Abschlieflend soll noch kurz auf den Fall eines Merkmals mit Klassenbildung einge-
gangen werden, bei dem die Einzelwerte nicht vorliegen. Hier berechnet man das arith-
metische Mittel, die Varianz und die Standardabweichung, indem man den H&aufigkeiten

der Klassen die Klassenmitten .

T, = 3 (z¢ + )
zuordnet und fiir diese , kiinstlichen Merkmalswerte“ die entsprechende Formel mit den
Hiufigkeiten verwendet. Dabei ignoriert man bei den Streuungsmafien o2 und o gezwun-
genermaflen die Streuung innerhalb der einzelnen Klassen; hierfiir gibt es Korrek-

turterme.

4.2 Spannweite, Quartile und Box-and-Whisker-Plot

In diesem Teilkapitel betrachten wir ein mindestens ordinalskaliertes Merkmal und be-
trachten zusétzlich zu der Situation eines Merkmals mit Einzelwerten (bzw. deren Héufig-
keitsverteilung) auch die Situation, wenn klassifizierte Daten vorliegen.

Wir fithren zunéchst die Spannweite eines metrisch skalierten Merkmals ein.
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Definition 4.16. (Spannweite fiir ein metrisch skaliertes Merkmal)

(1) Sei X ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Grundgesamtheit von N Elementen
mit den nach aufsteigender Gréfie sortieren Einzelwerten

ap) < ap) < ... < apn-1 < ajNy-
Dann ist die Spannweite von X definiert als

R =an —apy.

(2) Sei X ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Grundgesamtheit von N Elementen
mit den k wverschiedenen Merkmalswerten v1 < x5 < ... < Tp_1 < T. Dann ist die
Spannweite von X definiert als

R=ux,— 2.

(8) Sei X ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Grundgesamtheit von N Elementen
mit Klassenbildung mit k Klassen mit den Klassengrenzen
ry <af =y <zy=ay <...<ap_ = <}

Dann ist die Spannweite von X definiert als

R g0t — obere Klassengrenze der _ untere Klassengrenze der
kLT obersten auftretenden Klasse untersten auftretenden Klasse |-

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 4.17. (Spannweite eines metrisch skalierten Merkmals)

(a) Bei dem Merkmal X = , Anzahl der pro Tag gesichteten Vogel* in Beispielen 1.2
4.4 und ist die Spannweite

R=apg —ap=4—-0=4 (Vogel).
(b) Bei dem Merkmal X = | Anzahl der pro Tag in der Buchhandlung verkauften Exem-
plare des Bestsellers® in Beispielen 3.3 B.9] B-12] [4.6| und ist die Spannweite
R=ua5—121=4—0=4 (Biicher pro Tag).
(c¢) Im Beispiel mit dem Merkmal X = ,Preis des Gebrauchtwagens® mit Klassenbil-

dung ist die Spannweite

R=ua—27=15—-0=15, also: R = 15000 Euro.

Als néchstes fithren wir die Quartile ein. Dazu brauchen wir die ,, Aufrundungsfunktion®
[x], definiert durch

x wenn r € Z,
(2] =

k mit k€Zund k— 1<z <k, wenn = ¢ Z.
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Definition 4.18. (Quartile fiir ein metrisch skaliertes Merkmal)

(1) Sei X ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Grundgesamtheit von N Elementen
mit den nach aufsteigender Gréfie sortieren Einzelwerten

ar) < afg <...< Q[N -1) < a[N]-

Dann sind die Quartile wie folgt definiert:

e Das untere Quartil ist Q1 = aj[n4)-

e Das mittlere Quartil ist der Median, also Q3 = Me.
e Das obere Quartil ist Q3 = a3n/4])-

(2) Sei X ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Grundgesamtheit von N Elementen
mit den k verschiedenen Merkmalswerten x1 < xo < ... < Tp_1 < T, und sei
F : R — [0, 1] die relative Summenhdiufigkeitsfunktion von X. Dann sind die Quartile
wie folgt definiert:
e Das untere Quartil ) ist der kleinste Merkmalswert x; fiir den gilt F(xz;) > 0,25.
e Das mattlere Quartil ist der Median, also Q3 = Me.
e Das obere Quartil Q3 ist der kleinste Merkmalswert x; fir den gilt F/(x;) > 0,75.

(3) Sei X ein metrisch skaliertes Merkmal auf einer Grundgesamtheit von N Elementen
mit Klassenbildung mit k Klassen und der relativen Summenhdufigkeitsfunktion F :
R — [0,1]. Dann sind die Quartile wie folgt definiert:
e Das untere Quartil Q) ist der x-Wert x = Q1 mit F(Q1) = 0,25.
e Das mittlere Quartil (), ist der x-Wert x = Q3 mit F(Q2) = 0,5.
e Das obere Quartil Q)3 ist der x-Wert x = Q3 mit F(Q3) = 0,75.

Die Quartile unterteilen die Grundgesamtheit in vier (ungefihr) gleich grofle Teilge-
samtheiten. Der Quartilabstand QA = Q3 — Q) gibt die Spannweite der 50% mittleren
Werte an.

Die Bedeutung der Quartile ist in dem oberen Bild in Abbildung graphisch darge-
stellt: Zwischen dem unteren Qualtil ()1 und dem oberen Quartial Q3 liegen die mittleren
50% der Einzelwerte. Unterhalb (also links) von @) liegen die unteren 25% der Einzelwer-
te, und oberhalb (also rechts) von Q3 liegen die oberen 25% der Einzelwerte.

Graphisch kann man die Streuung einer Verteilung gut mit Hilfe der Spannweite und
der Quartile mit einem Box-and-Whisker-Plot (,,Schachtel und Barthaar Schaubild®)
darstellen (siehe das untere Bild in Abbildung [4.2] fiir den Fall mit Einzelwerten). Dabei
gilt:

e Der linke Rand der Schachtel ist bei ;.

e Der rechte Rand der Schachtel ist bei Q5.

e Die vertikale Linie in der Schachtel ist bei ()5 = Me.

e Das linke Barthaar endet bei apy) (kleinster Einzelwert) bzw. bei z1 (kleinster Merk-
malswert) bzw. bei x} (untere Grenze der untersten Klasse bei klassifizierten Daten).

e Das rechte Barthaar endet bei apy) (grofiter Einzelwert) bzw. bei x;, (grofiter Merkmals-
wert). bzw. bei 2% (obere Grenze der obersten Klasse bei klassifizierten Daten).
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Abbildung 4.2: Veranschaulichung der Quartile und des Box-and-Whisker-Plots fiir den
Fall von Einzelwerten.

In der Schachtel befinden sich die mittleren 50% der Einzelwerte. Links von der Schachtel
in dem Bereich bis zum Ende des linken Barthaars befinden sich die unteren 25% der
Einzelwerte, und rechts von der Schachtel in dem Bereich bis zum Ende des rechten
Barthaars befinden sich die oberen 25% der Einzelwerte.

Betrachten wir einige Beispiele zu den Quartilen und dem Box-and-Whisker-Plot.

Beispiel 4.19. (Quartile, Box-and-Whisker-Plot — Beobachtung einer seltenen
Vogelspezies)

Ein Naturforscher beobachtet eine seltene Vogelspezies iiber 5 Tage und z#hlt jeweils die
Anzahl der am Tag gesichteten Vogel dieser Vogelspezies. Er findet fiir das Merkmal X =
,Anzahl der pro Tag gesichteten Vogel“ die folgenden Einzelwerte:

all 21411012

Wir sortieren die Einzelwerte der Grofle nach:
0o < 1 < 2 < 2 < 4
~— ~— ~ ~— ~—
=an] =ap] =arg] = Q4] = a[s5]

Wir finden wegen [5/4] = [1,25] =2 und [3-5/4] = [3,75] = 4, dass
Q1 =ap =1, Q2 = Me = a3 =2 Q3 = ayp = 2.
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Der kleinste Einzelwert ist aj;) = 0 und der gréfite Einzelwert ist a5 = 4. Also sieht das
Box-and-Whisker-Plot wie folgt aus:

y

|
I
2 3 4

=1 T

)y = Q3 = Me =2

——

Beispiel 4.20. (Quartile, Box-and-Whisker-Plot — Anzahl der pro Tag verkauf-
ten Exemplare eines Bestsellers)

Ein Buchhéndler beobachtet 100 Tage lang die Anzahl der téglich verkauften Exemplare
eines Bestsellers und erhélt die folgende Haufigkeitsverteilung (vgl. auch Beispiele E,

3.3, 3.9} .12 [4.6] [£.15] und [4.17). Dabei sind:

1 x; h; H; E; e Grundgesamtheit: N = 100 Beobachtungstage

e Merkmal X = ,Anzahl der pro Tag in der in der
Buchhandlung verkauften Exemplare des Best-
2 1 7 | 10 ]0,10 sellers*®

3 2 42 | 52 1052 e h; = Anzahl der Tage, an denen genau uz;
’ Exemplare des Bestsellers verkauft wurden

1l o] 3] 3 |003

4 3 35 | 87 | 087

In Beispiel [3.9 hatten wir den Median bereits be-

) 100 Me —

(2+2) =2.

N —

(apo) + agn) =

N[ —

Also gilt Q3 = Me = 2.
Der kleinste Merkmalswert x; mit F'(z;) > 0,25 ist x3 = 2. Also ist Q1 = x3 = 2.
Der kleinste Merkmalswert x; mit F'(z;) > 0,75 ist x4 = 3. Also ist Q3 = x4 = 3.
Wir finden also die Quartile

Q1=2 Q2 = Me = 2, Q3 =3.

Der kleinste Merkmalswert ist z; = 0 und der grofite Merkmalswert ist x5 = 4. Also sieht
das Box-and-Whisker-Plot wie folgt aus:



4. Streuungsmafe 45

Liegt ein Merkmal mit Klassenbildung vor, so hat man verschiedene Moglichkeiten die

Quartile mit Definition zu bestimmen:

Zum einen kann man die relative Summenhaufigkeitsfunktion F' als stiickeweise affin li-
neare Funktion durch eine Formel beschreiben und dann die Gleichungen F'(z) = 0,25,
F(z) =0,5 bzw. F(x) = 0,75 jeweils nach = auflosen.

Einfacher (wenn auch etwas ungenauer) ist die graphische Bestimmung der Quartile aus
dem Graphen der Summenhéufigkeitsfunktion: Dazu zeichnen wir jeweils eine Parallele
zur horizontalen Achse durch 0,25 bzw. 0,5 bzw. 0,75 und fallen im Schnittpunkt mit dem
Graphen von F(z) jeweils ein Lot auf die horizontale Achse. Die Schnittpunkte mit der
horizontalen Achse liefern )1 bzw. Q3 bzw. ()s.

Wir {iben beide Vorgehensweisen nun an einem Beispiel.

Beispiel 4.21. (Quartile, Box-and-Whisker-Plot — Preisverteilung beim Auto-
bestand eines Gebrauchtwagenhindlers mit Klassenbildung)

Ein Gebrauchtwagenhindler mit N = 50 Gebrauchtwagen nimmt eine Inventur seines
Autobestands vor, wobei er die Autos in Preisklassen einteilt und die folgende Haufig-
keitsverteilung mit Klassenbildung fiir das Merkmal X = | Preis des Gebrauchtwagens (in
1000 Euro)“ erhélt (vgl. Beispiel [2.3):

Klasse (Preis
i || in 1000 Euro) | z¥ | ¢ | Az h; | h? fi 1 H; F;

~
N

1 0 bis 2 0| 2 2 2 | 1 004]002] 2 |0,04

2 iiber 2 bis 3 2 3 1 8 8 10,16 0,16 | 10 | 0,2

3 | iber3bisa | 3 | 4 1 70 7 l014]014]| 17 | 0,34

4 iiber 4 bis 5 4 5 1 13 | 13 10,26 | 0,26 | 30 | 0,6

5 || iber 5 bis 10 5 10 5 15 3 0,3 10,06 45 | 0,9

6 || iber 10 bis 15 | 10 | 15 3 ) 1 0,1 {0,021} 50 | 1,0

) 50 1,0
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In der nachfolgenden Zeichnung ist der Graph der relativen Summenh&ufigkeitsfunktion
noch einmal abgebildet.

=0=Summenhaufigkeitsfunktion der Gebrauchtwagenpreise eines Gebrauchtwagenhandlers
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Am Graphen der relativen Summenhéufigkeitsfunktion oder an den relativen Summenhéu-
figkeiten F; in der Tabelle lesen wir ab, dass F' den Wert 0,25 im Intervall [3, 4] annimmt,
wo I als affin lineare Funktion Fi(z) = Sz + a durch die beiden Punkte (3, 0,2) und
(4, 0,34) eindeutig festgelegt ist. Wir berechnen die Steigung

0,34 — 0,2
=" =0,14
6 4 _ 3 )
und den Achsenabschnitt

02=0,14-3+« — a=02-0,14-3=0,2-0,42 = —0,22.

Also ist
F(x)=Fi(z)=0,14-2—-0,22  fir z € [3,4],
und Auflésen von Fi(x) = 0,25 liefert

04T

026=014-2-022 <= 047=0lz =  z=."~33

Also ist @1 =~ 3,36.

Am Graphen der relativen Summenhéufigkeitsfunktion oder an den relativen Summenhéu-
figkeiten F; in der Tabelle lesen wir ab, dass F' den Wert 0,5 im Intervall [4, 5] annimmt,
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wo F' als affin lineare Funktion Fy(z) = fx + « durch die beiden Punkte (4, 0,34) und
(5, 0,6) eindeutig festgelegt ist. Wir berechnen die Steigung

0,6—0,34

= 0,26
B T4 :

und den Achsenabschnitt
0,6 =0,26-5+ — a=06-0,26-5=0,6—-1,3=—-0,7.
Also ist
F(x) = Fy(x) =0,26-2—0,7  fur z € [3,4],
und Auflésen von Fy(z) = 0,5 liefert

1,2
0,5=0,26-2—0,7 — 1,2=10,26 -z — T = O_,26 ~ 4,62.

Also ist Qo ~ 4,62.

Am Graphen der relativen Summenhéaufigkeitsfunktion oder an den relativen Summenhéu-
figkeiten F; in der Tabelle lesen wir ab, dass F' den Wert 0,75 im Intervall [5, 10] annimmt,
wo I als affin lineare Funktion F3(x) = fa + « durch die beiden Punkte (5, 0,6) und
(10, 0,9) eindeutig festgelegt ist. Wir berechnen die Steigung

0,9-06 03
P="lo=5 5 O

und den Achsenabschnitt
09=006-10+a <=  a=09—-006-10=0,9—006=0,3.
Also ist
F(z) = F3(z) =0,06-2+0,3  fur z € [5, 10],
und Auflésen von Fj(z) = 0,75 liefert

0,45
075=006-2+03 <=  045=000-2 <«  x= =75

Also ist Q3 = 7,5.
Alternativ bestimmen wir die Quartile mit einer etwas grofleren Ungenauigkeit grafisch
in Abbildung [£.3} Dazu zeichnen wir jeweils eine Parallele zur horizontalen Achse durch

0,25 bzw. 0,5 bzw. 0,75 und fillen im Schnittpunkt mit dem Graphen von F(z) jeweils
ein Lot auf die horizontale Achse. Die Schnittpunkte mit der horizontalen Achse liefern

Ql bzw. QQ bzw. Qg.
Wir lesen an der Zeichnung (siehe unten) ab, dass
Q1 ~ 34, Q2 ~ 4,6 und Q3 ~ 75.

Die untere Grenze der untersten Klasse ist u{ = 0 und die obere Grenze der obersten
Klasse ist g = 15. Das Box-and-Whisker-Plot der Héufigkeitsverteilung ist in der nach-
folgenden Zeichnung dargestellt:
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=&=Summenhaufigkeitsfunktion der Gebrauchtwagenpreise eines Gebrauchtwagenhindlers
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Abbildung 4.3: Grafische Bestimmung der Quartile im Beispiel



KAPITEL 5

Zweidimensionale Haufigkeitsverteilungen,
Korrelation und Kovarianz

In diesem Teilkapitel betrachten wir nicht nur ein sondern zwei Merkmale auf einer (ge-
meinsamen) Grundgesamtheit. Wir konnen dann fragen, ob es zwischen diesen Merk-
malen eine (affin linearen) Zusammenhang gibt. Betrachten wir ein Beispiel:

Nehmen wir die Menge der volljahrigen Einwohner Paderborns als Grundgesamtheit und
beobachten die Merkmale Korpergrole und Gewicht, so erwarten wir, dass zwischen die-
sen beiden Merkmalen ein (moglicherweise niherungsweise affin linearer) Zusammenhang
besteht: Je grofer eine Person ist, desto schwerer ist sie in der Regel auch. Natiirlich finden
wir keinen ganz klaren funktionalen Zusammenhang bedingt durch individuelle Schwan-
kungen in Korperbau und Gewicht innerhalb der Gruppe aller Personen mit derselben
Korpergrofle. Trotzdem wird eine statistische Analyse der (zweidimensionalen) Vertei-
lung der beiden Merkmale Korpergrofle und Gewicht einen ndherungsweise affin linearen
funktionalen Zusammenhang dieser beiden Merkmale enthiillen.

An diesem Beispiel haben wir bereits die wesentlichen Ideen dieses Kapitels kennengelernt:

Wir betrachten also die (gemeinsame zweidimensionale) Verteilung zweier Merkmale X
und Y auf einer Grundgesamtheit. Dieses ist eine sogenannte zweidimensionale Haufig-
keitsverteilung, bei der jeder Kombination von Merkmalswerten (x;,y;) (wobei x; ein
Merkmalswert von X und y; ein Merkmalswert von Y ist) eine absolute Haufigkeit h; ; zu-
geordnet wird. Natiirlich konnten wir die beiden Merkmale auch separat betrachten, aber
die beiden (eindimensionalen) Verteilungen der Merkmale wiirden keine Zusammenhénge
zwischen den Merkmalen X und Y aufzeigen konnen. Wir erhalten die eindimensionalen
Verteilungen als Randverteilungen (mit Randh&ufigkeiten) und betrachten weiter
sogenannte bedingte Verteilungen (mit bedingten Haufigkeiten). Stimmen alle be-
dingten Verteilungen jeweils mit der entsprechenden Randverteilung iiberein, so haben
wir unabhingig verteilte Merkmale. Es gibt dann in den Daten keinen Hinweis auf
einen Zusammenhang zwischen den beiden Merkmalen.

49
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Liegt dagegen ein (affin) linearer Zusammenhang zwischen den beiden Merkmalen X
und Y vor, so spricht man von ,,Korrelation* — wir sagen X und Y sind (positiv oder
negativ) korreliert. Wir messen eine solche Korrelation, indem wir die Kovarianz der
beiden Merkmale aus der zweidimensionalen H&aufigkeitsverteilung berechnen. Bewertet
wird die Korrelation, also ein mdoglicher affin linearer Zusammenhang zweier Merkmale,
mittels des Korrelationskoeffizienten, der sich aus der Kovarianz und den Standard-
abweichungen der beiden Merkmale berechnet.

5.1 Zweidimensionale Haufigkeitsverteilung

Wir beobachten zwei verschiedene Merkmale X und Y an den N Elementen der
selben Grundgesamtheit. Dabei seien:

e Merkmalswerte von X: 21 < 29 < ... < 23
e Merkmalswerte von Y: y; < yo < ... <1y

e Einzelwerte (as, b;), t =1,2,..., N, wobei a; bzw. b; der Einzelwert von X bzw. Y am
t-ten Element der Grundgesamtheit ist.

Will man die Merkmale X und Y nicht jeweils separat betrachten, so stellen sich die
folgenden Fragen:

Frage: Wie oft tritt die Kombination (z;,y;) der Merkmalswerte x; (von X) und y;
(von Y') auf? Dieses fiithrt uns zu dem neuen Begriff einer zweidimensionalen Haufig-
keitsverteilung.

Frage: Was fiir ,, Trends“ kann man an den zweidimensionalen Haufigkeiten ablesen? Bei-
spielsweise: Wenn die Merkmalswerte von X grofl werden, was passiert dann mit den
Merkmalswerten von Y7 Oder héngen die Merkmale nicht voneinander ab? Die letzte
Frage fiithrt auf den Begriff ,,unabhingig verteilt“, den wir in Teilkapitel kennen-
lernen werden. Fragen wir nach der Natur des (moglichen) Zusammenhangs zwischen den
beiden Merkmalen so kommen wir zu den Begriffen der Korrelation und Kovarianz in

Teilkapitel

Wir fiithren zunéchst den Begriff einer zweidimensionalen Haufigkeitsverteilung als direk-
te Verallgemeinerung des Begriffs einer (eindimensionalen) Héufigkeitsverteilung (siche

Teilkapitel ein.

Definition 5.1. (zweidimensionale Hiufigkeitsverteilung)

Seien X undY zwei diskrete metrisch skalierte (oder ordinalskalierte) Merkmale auf einer
Grundgesamtheit von N Elementen. Dabei habe X die Merkmalswerte x1 < xo < ... < X,
und Y habe die Merkmalswerte y1 < yo < ... < yp. Das zwetdimensionale Merkmal
(X,Y) hat eine zweidimensionale Hdaufigkeitsverteilung mit:

(1) zweidimensionalen Merkmalswerten (oder Merkmalsausprigungen):

(i, yj), 1=1,2,...,k, j7=1,2,...4
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(2) (as,by), t = 1,2,... N, bezeichnen die zweidimensionalen FEinzelwerte der N
Elemente in der Grundgesamtheit. Genauer hat das t-te Element der Grundgesamt-
heit den Einzelwert a; fiir X bzw. by firY .

(3) hi; = absolute Hdufigkeit, mit der (z;,y;) auftritt

hi : 0 ‘
(4) fij= W] = relative Haufigkeit, mit der (z;,y;) auftritt

(5) absoluten Summenhdufigkeiten:

i J
Hi,j:Zzhr,s:hl,l+~--+h1,j+-~-+hi,1+-~-+hi,j

r=1 s=1

= Anzahl der Elemente mit Merkmalswert (x,y) mit v < z; und y < y;

(6) relativen Summenhdufigkeiten:

i J
Hy,
Fivj:Zz.fr,s:fl,l+...—|—f1’j—|—...—|—fi71—|—...—|—fi7j: ]\]7]

r=1 s=1

= Anteil der Elemente mit Merkmalswert (z,y) mit x < x; und y <y,

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 5.2. (2-dim. Héaufigkeitsverteilung — Kauf von Lehrbiichern fiir Ana-
lysis 1 und Lineare Algebra 1)

Bei N = 100 Studienanfangern des Bachelorstudiengangs Mathematik wird beobachtet,
wie viele Lehrbiicher sie im ersten Semester jeweils fiir die Vorlesung Analysis 1 (Merk-
mal X) bzw. fiir die Vorlesung Lineare Algebra 1 (Merkmal Y') kaufen.

Wir haben also ein zweidimensionales Merkmal (X,Y") mit

e X =  Anzahl der fiir die Vorlesung Analysis 1 gekauften Lehrbiicher mit den Merk-
malswerten r1 =0, 29 = 1 und x3 = 2

e Y = Anzahl der fiir die Vorlesung Lineare Algebra 1 gekauften Lehrbiicher* mit den
Merkmalswerten y; = 0, yo = 1 und y3 = 2

e absoluten Hdiufigkeiten h; ; bzw. relativen Héufigkeiten f; ;j der zweidimensionalen Merk-
malswerte (x;,y;)

Tabelle der 2-dimensionalen absoluten Hdufig-

keitsverteilung

. . 7 1 2 3
ha1 = 15 bedeutet: ,15 Studienanféinger kauften
genau ein (ro = 1) Lehrbuch fiir die Analysis il Ny | 0 1 2
1 und kein (y; = 0) Lehrbuch fiir die Lineare
Algebra 1.“ 1 0 20 | 5 0
hs 2 = b bedeutet: ,5 Studienanfanger kauften ge- 2 1 15 | 20 | 15
nau zwei (x3 = 2) Lehrbiicher fiir die Analysis 1
und genau ein (yo = 1) Lehrbuch fiir die Lineare 3 2 0 b | 20

Algebra 1.¢
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Zusammenhang zwischen der absoluten und relativen 2-dim. Verteilung: f; ; = % = %
Tabelle der 2-dimensionalen relativen Hdufig-
keitsverteilung

: . J 1 2 3
f2a1 = 0,15 bedeutet: ,Ein Anteil von 0,15 der
Studienanfanger kauften genau ein (zo = 1) i\ 0 1 9
Lehrbuch fiir die Analysis 1 und kein (y; = 0)
Lehrbuch fiir die Lineare Algebra 1. 1 0 0,2 10,06] 0
fs2 = 0,05 bedeutet: ,Ein Anteil von 0,05 der 2 1 0,15 0,2 | 0,15
Studienanfinger kauften genau zwei (z3 = 2)
Lehrbiicher fiir die Analysis 1 und genau ein 3 2 0 1005} 02

(y2 = 1) Lehrbuch fiir die Lineare Algebra 1.¢

Beobachtet man nur separat die Anzahl der gekauften Biicher fiir die Analysis 1 bzw. die
Lineare Algebra 1, so gewinnt man keine Information iiber einen moéglichen Zusam-
menhang zwischen den Buchkéufen fiir die beiden Vorlesungen. Wir vermuten aber, dass
ein Student, der fiir eine der beiden Vorlesungen Lehrbiicher kauft, dieses auch fiir die
andere Vorlesung tut. Die Daten der zweidimensionalen Héaufigkeitsverteilung scheinen
dieses zu belegen, da ldngs der Diagonale (von links oben nach rechts unten) besonders
grofle Haufigkeiten auftreten. Wie werden noch lernen, wir man einen solchen méglichen
Zusammenhang untersucht.

5.2 Randverteilung und bedingte Haufigkeiten

Wir betrachten weiterhin ein zweidimensionales Merkmal (X, Y") mit den Merkmalswerten
(i,yj), i =1,2,...,kund j = 1,2,...,¢ (wobel 1 < x5 < ... < z;, die Merkmalswerte
von X und y; < yo < ... < y, die Merkmalswerte von Y sind). Wie im vorigen Teilkapitel
sei h;; bzw. f;; die absolute bzw. relative Haufigkeit des zweidimensionalen Merkmals-
wertes (x;, ;).

Aus der zweidimensionalen Héaufigkeitsverteilung kann man die Haufigkeitsverteilung
jedes einzelnen Merkmals als sogenannte Randverteilung bestimmen. Betrachten
wir hierzu zunéchst wieder unser Beispiel aus dem vorigen Teilkapitel.

Beispiel 5.3. (Randverteilungen — Kauf von Lehrbiichern fiir Analysis 1 und
Lineare Algebra 1)

Bei N = 100 Studienanfangern des Bachelorstudiengangs Mathematik wird beobachtet,
wie viele Lehrbiicher sie im ersten Semester jeweils fiir die Vorlesung Analysis 1 (Merk-
mal X) bzw. fiir die Vorlesung Lineare Algebra 1 (Merkmal V) kaufen (vgl. Beispiel [5.2)).
Wir haben also ein zweidimensionales Merkmal (X,Y") mit

X =, Anzahl der fiir die Vorlesung Analysis 1 gekauften Lehrbiicher mit den Merkmals-
werte x1 =0, xo = 1 und z3 = 2,
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Y = ,Anzahl der fiir die Vorlesung Lineare Algebra 1 gekauften Lehrbiicher® mit den
Merkmalswerte y; = 0, yo = 1 und y3 = 2,

und den absoluten Hiufigheiten h; ; bzw. relativen Hdufigkeiten f; ; der zweidimensionalen
Merkmalswerte (x;,y;).

Absolute und relative Randhdufigkeiten von X :
e h;. gibt die absolute Héufigkeit an, mit der das Merkmal X den Wert x; annimmt.
o f;. gibt die relative Héufigkeit an, mit der das Merkmal X den Wert x; annimmt.

In Formeln: hi.=hi1+his+h;is und fi. = fir + fiz + fis.

Erklirung der Formeln fir die absoluten/relativen Randhdufigkeiten von X : Bei der Be-
rechnung von h; . (bzw. f;.) wird jeweils tiber die absoluten (bzw. relativen) Héaufigkeiten
der zweidimensionalen Merkmalsauspriagungen summiert, bei denen X den Wert x; hat.

Absolute und relative Randhdufigkeiten von 'Y :
e h.; gibt die absolute Héufigkeit an, mit der das Merkmal ¥ den Wert y; annimmt.

o f ; gibt die relative Héufigkeit an, mit der das Merkmal ¥ den Wert y; annimmt.

In Formeln: h.j=nhij+hy;+hs; und Jg =T+ foj + [35

Erklirung der Formeln fiir die absoluten/relativen Randhdufigkeiten von Y : Bei der Be-
rechnung von h. ; (bzw. f. ;) wird jeweils iiber die absoluten (bzw. relativen) Héaufigkeiten
der zweidimensionalen Merkmalsauspréagungen summiert, bei denen Y den Wert y; hat.

Tabelle der 2-dimensionalen absoluten : 1 9 3
Héaufigkeitsverteilung mit den absoluten J

Randhdufigkeiten NG 0 1 2 hs..
hl’. = 25 bedeutet: ,,25 Studienanféinger 1 0 20 5 0 25
kauften kein (x; = 0) Lehrbuch fiir die

Analysis 1.¢ 2 1 15120 | 15 50
h.o = 30 bedeutet: ,,30 Studienanfanger 3 2 0 ) 20 25
kauften genau ein (yo = 1) Lehrbuch fiir

die Lineare Algebra 1.“ h.; 35 1 30 | 35 100

Interpretation der absoluten Randverteilungen:

1 =0, 29 = 1, x3 = 2 mit den absoluten Randhéufigkeiten hy. = 25, hy. =50, hs. =25
gibt die absolute Hiufigkeitsverteilung des Merkmals X = ,,Anzahl der fiir die Vorlesung
Analysis 1 gekauften Lehrbiicher” an (unabhéngig von Merkmal Y').

y1 =0, y2 = 1, y3 = 2 mit den absoluten Randhéufigkeiten h.; = 35, h.o =30, h.3 =35
gibt die absolute Hdufigkeitsverteilung des Merkmals Y ,,Anzahl der fiir die Vorlesung
Lineare Algebra 1 gekauften Lehrbiicher” an (unabhéingig von Merkmal X).
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Tabelle der 2-dimensionalen absoluten
Héaufigkeitsverteilung mit den absoluten J 1 2 3

Randhdufigkeiten

f1. = 0,25 bedeutet: ,Ein Anteil von 0,25

der Studienanfiinger kaufte kein (z; = 0) 1 0 0,2 10,05] 0 0,25
Lehrbuch fiir die Analysis 1. 9 1 0.15] 02 [ 015 05
0 der Studionanfinger tantte gonan o |0 |2 || 0 [00] 02 ] 025
(y2 = 1) Lehrbuch fiir die Lineare Algebra £ 0351 03 1035 1,0

1'44

Interpretation der relativen Randverteilungen:

r1 = 0, z2 = 1, x3 = 2 mit den relativen Randhéufigkeiten f;. = 0,25, fo. = 0,5,
fs. = 0,25 gibt die relative Hiufigkeitsverteilung des Merkmals X =, Anzahl der fiir die
Vorlesung Analysis 1 gekauften Lehrbiicher* an (unabhéngig von Merkmal Y).

y1 = 0, y2 = 1, y3 = 2 mit den relativen Randhéaufigkeiten f; = 0,35, f.o = 0,3,
.3 = 0,35 gibt die relative Hdufigkeitsverteilung des Merkmals Y =, Anzahl der fiir die
Vorlesung Lineare Algebra 1 gekauften Lehrbiicher® an (unabhéingig von Merkmal X).

Wir halten die neuen statistischen Begriffe in einer Definition fest.

Definition 5.4. (eindimensionale Randverteilungen mit Randhufigkeiten)

Sei (X,Y) ein zweidimensionales metrisch skaliertes (oder ordinalskaliertes) Merkmal mit
den Merkmalswerten (z;,y;) und den zugehirigen absoluten bzw. relativen Hdufigkeiten
hij bzw. fi;, wobeii =1,2,... .k und j =1,2,...,0 (und 1 < z2 < ... < x}, sind die
Merkmalswerte von X und y; < yz < ... < yp die Merkmalswerte von'Y" ). Wir definieren
firi=1,2,....,kund j=1,2,...,¢:

¢
hi. = Z hi; = absolute Randhdufigkeit, mit der X den Merkmalswert x; annimmdt,
j=1

k
h.;= Z hi; = absolute Randhdufigkeit, mit der Y den Merkmalswert y; annimmt,
i=1

¢
fi. = Z fi; = relative Randhdufigkeit mit der X den Merkmalswert x; annimmdt,
j=1
k

fi= Z fi; = relative Randhdufigkeit mit der'Y den Merkmalswert y; annimmt.
i=1

Analog zu Summenhéufigkeiten kann man Randsummenhéufigkeiten erkléren. Dieses wird
auf einem Ubungszettel behandelt.
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Kommen wir nun noch einmal zu unserem Beispiel des Kauf von Lehrbiichern zuriick und
betrachten die folgenden Frage: Was ist die relative Haufigkeitsverteilung der Anzahl der
fiir die Analysis 1 gekauften Lehrbiicher, wenn fiir die Lineare Algebra 1 beispielsweise
genau yo = 1 Lehrbuch gekauft wurde? Dies fithrt uns zu dem Begriff einer bedingten
Hiufigkeitsverteilung. Wir betrachten dieses zunéchst fiir unser Beispiel [5.3]

Beispiel 5.5. (bedingte relative Hiufigkeiten — Kauf von Lehrbiichern fiir Ana-

lysis 1 und Lineare Algebra 1)

Sei (X, Y) das zweidimensionale Merkmal j 1 9 3
aus Beispielen [5.2] und [5.3], wobei
X = ,Anzahl der fiir die Vorlesung Ana- Ti \ Yj 0 1 2 fi,
lysis 1 gekauften Lehrbiicher®,

0 0,2 10,056] 0 0,25
Y = ,Anzahl der fiir die Vorlesung
Lineare Algebra 1 gekauften Lehrbiicher®. 1 0,151 0,2 | 0,15 0,5
In Beispielen und hatten wir die 9 0 [005] 02 | 025
relative Haufigkeitsverteilung mit den zu-
gehorigen Randhéufigkeiten berechnet: fj 0,351 0,3 | 0,351 1,0

Frage 1: Was ist die relative Hdiufigkeitsverteilung der Anzahl der fiir die Analysis 1
gekauften Lehrbiicher, wenn genau 3y = 1 Lehrbuch fiir die Lineare Algebra 1 gekauft
wurde?

Frage 2: Was ist die relative Haufigkeitsverteilung der Anzahl der fiir die Lineare Algebra 1
gekauften Lehrbiicher, wenn genau x3 = 2 Lehrbiicher fiir die Analysis 1 gekauft wurden?

Antwort auf Frage 1: Wir beziehen die relativen Haufigkeiten f;», ¢ = 1,2, 3, nun auf die
Randhéufigkeit f o = 0,3 (relative Randhéufigkeit, mit der genau y» = 1 Lehrbiicher fiir
die Lineare Algebra 1 gekauft wurden), also

i

fo’
Man nennt die f; (), ¢ = 1,2, 3, bedingte (relative) Héiufigkeiten, denn es sind Haufigkeiten
unter der Bedingung, dass genau yo, = 1 Lehrbiicher fiir die Lineare Algebra 1 gekauft
wurden.

fi,(2) 1= 17273'

Interpretation:
Unter den Studienanfingern, die genau ein i |z fio i
(yo = 1) Lehrbuch fiir die Lineare Algebra 1 : - )
gekauft haben, hat ein Anteil von f (o) ~ 0,167 1|0 |005]|%2=1~0,167
dieser Studienanfinger kein (x; = 0) Lehrbuch :
fiir die Analysis 1 gekauft. 2 |1 02 | 22=2~0,667
Unt . , . : P

nter den Stud1enar}faungern3 die genau ein 3 9 0,05 % _ % ~ 0,167
(yo = 1) Lehrbuch fiir die Lineare Algebra 1
gekauft haben, hat ein Anteil von f; ) dieser D 0.3 1.0

Studienanfinger genau z; Lehrbiicher fiir die
Analysis 1 gekauft.
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Antwort auf Frage 2: Wir beziehen die relativen Haufigkeiten f5;, 7 = 1,2, 3, nun auf die
Randhéufigkeit f5. = 0,25 (relative Randh#ufigkeit, mit der genau x5 = 2 Lehrbiicher fiir
die Analysis 1 gekauft wurden), also

_ fa

f J )
(3).J f3,~

j=1,2,3.

Man nennt die fs) j, j = 1,2, 3, bedingte (relative) Hiufigkeiten, denn es sind Haufigkeiten
unter der Bedingung, dass genau x3 = 2 Lehrbiicher fiir die Analysis 1 gekauft wurden.

Interpretation:

Unter den Studienanfingern, die genau zwei il o oo

(x3 = 2) Lehrbiicher fiir die Analysis 1 gekauft ’ J 47
haben, hat ein Anteil von f3)o = 0,2 dieser 1 0 0 % =0
Studienanfinger genau ein (y2 = 1) Lehrbuch i

fiir die Lineare Algebra 1 gekauft. 2 1 0,05 % = % =0,2
Unter den Studienanfingern, die genau ein 3 9 02 | 92 _4_g
(x3 = 2) Lehrbiicher fiir die Analysis 1 gekauft 0 °
haben, hat ein Anteil von f3); dieser Studi- D 0.25 1.0

enanfianger genau y; Lehrbiicher fiir die Lineare
Algebra 1 gekauft.

Die restlichen vier bedingten Haufigkeitsverteilungen sollte man zur Ubung selber aus-
rechnen.

Wir halten die neuen statistischen Begriffe in einer Definition fest.

Definition 5.6. (bedingte (relative) Haufigkeitsverteilungen)

Sei (X,Y) ein zweidimensionales metrisch skaliertes (oder ordinalskaliertes) Merkmal
mit den Merkmalswerten (z;,y;) und den zugehorigen relativen Haufigkeiten f; ;, wobei
i=1,2,...,kundj=1,2,... 0 (und x1 < 29 < ... < xy, sind die Merkmalswerte von X
und y1 < yo < ... < yp die Merkmalswerte von'Y" ). Wir definieren firi=1,2,...,k und
jg=1,2,...,¢:

(1) fig) = ?3 = bedingte (relative) Hdiufigkeit, mit welcher der Merkmalswert x;
'7j
bei Merkmal X auftritt unter der Annahme/Bedingung, dass das Merkmal Y
den Wert y; annimmt

_ Jig

fi
bei Merkmal Y auftritt unter der Annahme/Bedingung, dass das Merkmal X
den Wert x; annimmdt.

(2) fu., = bedingte (relative) Hdufigkeit, mit welcher der Merkmalswert y;
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5.3 Unabhéngig verteilte Merkmale

Mit den relativen Randverteilungen und den bedingten relativen Héufigkeitsverteilungen
konnen wir untersuchen, ob zwischen zwei Merkmalen ein funktionaler Zusammenhang
besteht. Genauer definieren wir nun sogenannte unabhéngig verteilte Merkmale. Sind
zwei Merkmale (auf der gleichen Grundgesamtheit) unabhéngig verteilt, so besteht zwi-
schen ihnen kein funktionaler Zusammenhang.

Definition 5.7. (unabhingig verteilte Merkmale)

Seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Definition[5.0. Die Merkmale X und
Y heiffen unabhdngig verteilt, wenn alle bedingten (relativen) Hdiufigkeitsverteilungen
von X bzw. Y mit den jeweiligen Randverteilungen tbereinstimmen, d.h. wenn gilt:

fig) = fi. und fay; = I furallei=1,2,....k und alle j =1,2,... L.

Betrachten wir zwei Beispiele zu der neuen Definition.

Beispiel 5.8. (nicht unabhiingig verteilte Merkmale — Kauf von Lehrbiichern
fiir Analysis 1 und Lineare Algebra 1)

Sei (X,Y) das zweidimensionale Merkmal aus Beispielen [5.2] und wobei X =
,Anzahl der fiir die Vorlesung Analysis 1 gekauften Lehrbiicher*, Y = | Anzahl der fiir
die Vorlesung Lineare Algebra 1 gekauften Lehrbiicher”. In Beispielen und haben
wir berechnet, dass f3); =0 und f.; = 0,35 ist. Also gilt

0= f(3),1 7£ f~,1 = 07357

und wir sehen, dass die Anzahl der fiir die Vorlesung Analysis 1 gekauften Lehrbiicher
(Merkmal X') und die Anzahl der fiir die Vorlesung Lineare Algebra 1 gekauften Lehrbiicher
(Merkmal Y') nicht unabhingig verteilt sind.

Beispiel 5.9. (unabhéngig verteilte Merkmale)

Gegeben seien zwei Merkmale X und Y auf derselben Grundgesamtheit:

Das Merkmal X hat die Merkmalsauspriagungen ¥ 1 2

r; =0 und zo = 1.
R NG TR 1 2 fi..

Das Merkmal Y hat die Merkmalsauspriagun-

gen yy =1 und y, = 2. 1 0 0,02 | 0,08 | 0,1
Die zweidimensionale relative Hiaufigkeitsvertei- 2 1 0,18 1 0,72 || 0,9
lung ist in der Tabelle angegeben, und wir be-

rechnen zunéchst die Randhéufigkeiten. [ 02 | 08 1,0

Um zu untersuchen, ob die Merkmale unabhéngig verteilt sind, berechnen wir die beding-
ten Verteilungen:
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i\ x| fin | foy || fiz | fue J 1y |l g [ Twg || fei | fo
11000201 | o008] 01 11100202018/ 02
211 0,18 | 0,9 || 0,72 |1 09 2| 2 0,08 | 0,8 0,72 | 0,8
s o2 | 10 08| 10 s o1 | 1,0 | 09 | 10
Wir finden:
fioy = fie = fi. =01, foa = foa=rf1=02,
fo,) = fa2) = fo,, = 0.9, faye = fo2=rf2=08.

Also sind die Merkmale X und Y unabhdngig verteilt.

Bemerkung 5.10. (unabhingig verteilte Merkmale)

In der Prazis wird man selten gemdf$ der obigen Definition unabhdngig verteilte Merkmale
finden. Man wird daher in der praktischen Anwendung Merkmale auch als unabhdngig
verteilt betrachten, wenn gilt:

[y = fi, und fay; = [ fir allei=1,2,... .k und alle j =1,2,... (.

Zuletzt lernen wir einen Satz, mit dem man leichter untersuchen kann, ob zwei Merkmale
unabhéngig verteilt sind.

Satz 5.11. (alternative Charakterisierung unabhingig verteilter Merkmale)

Seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Definition [5.6. Die Merkmale X
und Y sind genau dann unabhdngig verteilt, wenn gilt:

fii=1Fi [ furallei=1,2,....k und alle j =1,2,...,¢

(d.h. wenn die zweidimensionalen relativen Haufigkeiten das Produkt der jeweiligen rela-
tiven Randhdufigkeiten sind).

Beweis von Satz [5.11; Der Beweis folgt aus der Definition der bedingten Haufigkeiten
und der Definition von unabhéngig verteilten Merkmalen. Wir fithren den Beweis auf ei-
nem Ubungszettel durch. U

Betrachten wir fiir die Anwendung von Satz noch einmal Beispiel [5.9

Beispiel 5.12. (unabhiingig verteilter Merkmale)

Gegeben seien die zwei Merkmale X und Y auf derselben Grundgesamtheit aus Beispiel
5.9 In Beispiel 5.9 hatten wir bereits die Randhéufigkeiten berechnet.
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Wir testen nun mit Satz [5.11] ob die beiden Merkmale unabhéngig verteilt sind: Es gilt

j 1 2 0,02 - fl,l - fL. . f-,l - 0,1 . 0,2 - 0,02,
o] 1|2 | % 018 = fou = for- [ =09-02 = 015
0708 = f1,2 = fl,- ’ f-,2 = 071 ’ 078 = 07087

1 0o 002|008 01
0,72 = fon = fo. - f.o = 0,9-0,8 = 0,72,

2 1 0,18 1 0,72 || 0,9

und nach Satz B.11] sind die Merkmale X
fj 0,2 | 08 1,0 und Y somit unabhéngig verteilt.

5.4 Korrelation, Kovarianz und Korrelationskoeffizi-

ent

In diesem Teilkapitel werden wir nun den Zusammenhang zwischen den beiden (nicht
unabhéngig verteilten) metrisch skalierten Merkmalen einer zweidimensionalen H#ufig-
keitsverteilung untersuchen und klassifizieren.

Definition 5.13. (positive bzw. negative Korrelation)

(1)

(2)

(3)

(4)

Gilt fir die Einzelwerte (as, by),t =1,..., N, eines zweidimensionalen metrisch ska-
lierten Merkmals (X,Y), dass tendenziell b, desto grifer ist je grifler a, ist, dann
nennt man X undY positiv korreliert. Man spricht von positiver Korrelation.

Gilt fir die Einzelwerte (a,by),t = 1,2,..., N, eines zweidimensionalen metrisch
skalierten Merkmals (X,Y), dass tendenziell by desto kleiner ist je grofer a; ist,
dann nennt man X und Y negativ korreliert. Man spricht von negativer Kor-
relation.

Mathematisch priziser: Korrelation misst affin lineare Zusammenhdnge, also
Zusammenhdnge der Form

Y=0X+a«a

zwischen zwei metrisch skalierten Merkmalen X und Y auf derselben Grundgesamt-
heit.

Streuen die Einzelwerte (a,b;),t = 1,2,..., N, eines zweidimensionalen metrisch
skalierten Merkmals (X,Y) ohne erkenntlichen linearen Zusammenhang zwischen
den Werten von X und von Y, so nennt man X und Y unkorreliert.

Betrachten wir jeweils ein Beispiel fiir positive Korrelation und ein Beispiel fiir negative
Korrelation.
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Beispiel 5.14. (positiv korrelierte Merkmale)

Es wurden die Korpergrofie in Zentimeter (Merkmal X) und das Gewicht in Kilogramm
(Merkmal Y') von 12 Personen mit einem Alter von 20 bis 30 Jahren erhoben.

Nummer t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Grofe incm | a; || 170 | 180 | 170 | 160 | 160 | 175 | 173 | 185 | 190 | 182 | 187 | 193

Gewicht inkg | b, || 65 | 75 | 70 | 55 | 50 | 70 | 63 | 80 | 90 | 80 | 90 | 85

Die Einzelwerte sind in einem Streudiagramm in Abbildung [5.1] gezeichnet. Wir sehen an
dem affin linearen Trend: Korpergrofie und Gewicht sind positiv korreliert.

@ Streudiagramm: GroRRe in cm auf der x-Achse und Gewicht in kg auf der y-Achse

100
90 o<
80 *—9
70 ¢ ¢
60
50 %

40
150 160 170 180 190 200

Abbildung 5.1: Streudiagramm des zweidimensionalen Merkmals aus Beispiel [5.14]

Beispiel 5.15. (negativ korrelierte Merkmale)

Es wurden die Trainingstunden pro Woche in Stunden (Merkmal X) und die 10 km-
Laufzeiten in Minuten (Merkmal Y') von 8 ménnlichen Schiilern erhoben.

Nummer t 1 2 3145|6178

Lauftraining in h pro Woche | a; || O | 3 | 6 | 4 | 1 | 2 | 10| 5

Laufzeit auf 10 km in min | b; || 70 | 55 | 40 | 45 | 65 | 60 | 38 | 45
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Die Einzelwerte sind in einem Streudiagramm in Abbildung gezeichnet. Wir sehen an
dem affin linearen Trend: Stunden Lauftraining pro Woche und die Laufzeit iiber 10 km
sind negativ korreliert.

@ Lauftraining in h pro Woche auf der x-Achse und Laufzeit in min Gber 10 km auf der y-Achse
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75
70 ¢

65 ¢
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Abbildung 5.2: Streudiagramm des zweidimensionalen Merkmals aus Beispiel [5.15]

Um positive bzw. negative Korrelation mathematisch sauber messen zu kénnen, fithren
wir nun die Kovarianz ein.

Definition 5.16. (Kovarianz und Korrelationskoeffizient)

Sei (X,Y) ein zweidimensionales metrisch skaliertes Merkmal auf einer Grundgesamtheit
von N FElementen mit den FEinzelwerten (a;,b;), t = 1,2,..., N, und Merkmalswerten
(wi,y;) und den zugehorigen absoluten Hdufigkeiten h;j, wobei i = 1,2,....k und j =
1,200 (und x1 < 29 < ... < xp bzw. 11 <y < ... < yp sind die Merkmalswerte fir X
bzw. Y ). Seien T bzw. § das arithmetische Mittel des Merkmals X bzw. Y.

(1) Die Kovarianz oxy der Merkmale X und Y

hij(zi —T) (y; — )

N k
1
=1 j=1

_ _ 1
UXY:NZ(at_$)(bt_y):N

12
t=1 7 =

1y

st ein Majf$ fiir die Korrelation bei einem affin linearen Zusammenhang zwi-
schen X undY .
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(2) Zur Bewertung der Korrelation nutzt man den (dimensionslosen) Korrelati-

onskoeffizienten
oxy

PXy = )
Ox Oy

wobei ox bzw. oy die Standardabweichung des Merkmals X bzw. Y ist. pxy nimmt
nur Werte im Intervall [—1,1] an, und man bewertet die Korrelation wie folgt:

-1 < pxy <—-0,6 starke negative Korrelation

—0,6 < pxy <0 schwache negative Korrelation
pxy =0 keine Korrelation

0<pxy <0,6 schwache positive Korrelation

el

0,6 <pxy <1 starke positive Korrelation

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 5.17. (Korrelation zwischen Stunden Lauftraining und Laufzeit)

Es wurden die Trainingstunden pro Woche in Stunden (Merkmal X) und die 10 km-
Laufzeiten in Minuten (Merkmal Y) von 8 ménnlichen Schiilern erhoben. Die Daten
finden sich in der Tabelle in Beispiel [5.15 Zur Berechnung der arithmetischen Mittel
7,7, der Standardabweichungen o, oy und der Korrelation oy legen wir eine geeignete
Berechnungstabelle an:

t ay (ar — T)° by (b —9)? (a: =) (b —7)

1 0 15,015625 70 315,0625 —68,78125

2 3 0,765625 55 7,5625 —2,40625

3 6 4,515625 40 150,0625 ~926,03125

4 4 0,015625 45 52,5625 —0,90625

5 1 8,265625 65 162,5625 —36,65625

6 2 3,515625 60 60,0625 —14,53125

7 10 37,515625 38 203,0625 —87,28125

8 5 1,265625 45 52,5625 —8,15625

> 31 70,875 118 10035 24475
LS || 7=3875 | 0% =8,859375 | 7 =52.25 | 0% = 1254375 | oxy = —30,59375

JiZ ox ~ 2,9765 oy A 11,1999
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Wir lesen ab:

Arithmetisches Mittel T und Standardabweichung ox von Merkmal X (Trainingsstunden
pro Woche in h):

8 8
1

E a; = 3,875 h und ox = 4| = g (a; —T)% ~ 2,9765 h.

t=1

T =

co| —

8

t=1

Arithmetisches Mittel 5 und Standardabweichung oy von Merkmal Y (Laufzeit in min
auf 10 km):

8 8
1 1
Y= 3 t; b; = 52,25 min und oy = 3 tEZI (by —7)? ~ 11,1999 min.
13
Kovarianz von X und Y: oxy =3 g (a; — T) (by — ) = —30,59375 h - min

t=1

OXxX)y -~ —30,59375 h - min
ox - oy 29765 h- 11,1999 min

Korrelationskoeffizient von X und Y : oxy = ~ —0,918

Interpretation: Da —1 < pxy = —0,918 < —0,6 ist, liegt eine starke negative Korrelation
vor. Die Zahl der Stunden Lauftraining pro Woche ist stark negativ korreliert mit der
iitber 10 km gelaufenen Zeit.

Im zweiten Beispiel haben wir eine zweidimensionale Haufigkeitsverteilung vorgegeben.
Hier muss man mit den Randverteilungen arbeiten, um die arithmetischen Mittel und die
Standardabweichungen der einzelnen Merkmale effizient zu berechnen.

Beispiel 5.18. (Kovarianz und Korrelationskoeffizient — Kauf von Lehrbiichern
fiir Analysis 1 und Lineare Algebra 1)

Sei (X,Y) das zweidimensionale Merkmal

aus Beispielen[5.2] 5.3 and 5.5 wobei X = J 1 2 3
»Anzahl der fiir die Vorlesung Analysis 1 i e Ny || 0 1 9 h;.
gekauften Lehrbiicher”, Y = ,Anzahl der ’
fiir die Vorlesung Lineare Algebra 1 ge- 1 0 20 5 0 25
kauften Lehrbiicher”. In Beispiel hat-

ten wir aus der vorgegebenen zweidimen- 2 1 15120 | 15 50
81'onalen absolutgn Héuﬁgke%tsverteﬂung 3 9 0 5 90 95
die folgende relative Héufigkeitsverteilung

mit den zugehorigen Randverteilungen be- h. 35 | 30 | 35 100

rechnet:

Zur Berechnung der arithmetischen Mittel und Standardabweichungen der einzelnen Merk-
male nutzen wir die Randverteilungen:
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Fir die arithmetischen Mittel finden wir

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 =1

=h;,.
1 k¢ 1 £ k
y:NZZthJ NZ(Z z]) y_]7 Nzh]yj Zf]ij

=1 j=1 7j=1

=h.;
also
1 k k 1 L L
f:NthfEl:Zﬁxz und y:NZh-,jyj:Zf-,jyja
=1 1=1 j=1 j=1

wobei wir fiir die zweite Formel genutzt haben, dass

N —iih--—ih“ —if-'—f (5.1)
N i — Ji,- N z,-_N z,]_' _. i — Ji,z .

. N
Jj=1 I=IN~ J=1
SN—— =Jfij
=h,..
1 1 1 & "R
N h.’j = f',j da N h.J’ = N Z hi,j = Z ](}] = Z fi,j = f',j' (52)
i=1 i=1 o i=1
—— =fi;
=h.; ’
Also berechnen wir
1 1 100
T h h h = 25-0+50-14+25-2 =1
7= Tgp (et oo, ) = 205 (2504 t25-2) =155 =1
100
= h. h. h. = 35-0+30-1+35-2 = 1.
y= 100 ( 1Y+ h oy + 73y3) 100 ( + + ) 100
Fiir die Standardabweichungen finden wir
L 1k ¢ 1k
ox = N;;hi’j (x;, —7)% = NZZI <jzlhi,j) (; —T)? = Nizlhi,. (z; —T)2,

oy = %Zzhi,j(%—ﬂyz %Z(Z’%J)(%—E)QZ %Zh.,j(yj—y)%

i=1 j=1 j=1

also

7 =\ b =7 = | D fo =)
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/ l
1 _ _
ov =\ |5 Db 0 =2 =\ | D fa( — D2
j=1 j=1

wobei wir wieder (5.1]) und (5.2]) genutzt haben. Also berechnen wir

1 50

— )= (25-(0=1)24+50-(1—1)? 25.2—12>: 2 0.5~ 0,707

7x = g5 (50— +50- (1= 17425 2-1) 100 ~ VOO ERAL
1 70

oy = m-(35-(0—1)2+30-(1—1)2+35-(2—1)2>: o5 = /0.7 ~ 0,837,

Nun konnen wir die Kovarianz

k l
1 _ _
oxy = N;;hm (z; — ) (y; — 7)

berechnen:
axyzl—(l)O~(20-(0—1)~(0—1)+5~<0—1)-(1—1)+0‘(0—1)~<2—1>
F15-(1-1)-(0-1)+20-(1-1)-(1-1)+15-(1—1)-(2—1)
+0-(2—1)-(0—1)+5-(2—1)-(1—1)+20-(2-1)-(2-1))
40

Somit erhalten wir fiir den Korrelationskoeffizienten

. Oxy . 0,4 . 0,4
Py = oy V05 07 035
Interpretation: Da 0,6 < pxy = 0,676 < 1 ist, sind die Anzahl der fiir die Analysis 1 ge-

kauften Lehrbiicher (Merkmal X') und die Anzahl der fiir die Lineare Algebra 1 gekauften
Lehrbiicher (Merkmal Y') stark positiv korreliert.

~ 0,676.

Zuletzt halten wir zwei wichtige Aussagen iiber die Korrelation und Kovarianz fest.

Lemma 5.19. (unabhingig verteilt = unkorreliert)

Sind zwei metrische skalierte Merkmale X und Y auf der gleichen Grundgesamtheit un-
abhdngig verteilt, so sind sie unkorreliert, und es gilt ocxy =0 und pxy = 0.

Achtung: Aus oyxy = 0 folgt nicht, dass die Merkmale X und Y unabhéngig verteilt
sind!

Beweis von Lemma |5.19;: Dieses Lemma wird auf einem Ubungszettel bewiesen.
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Lemma 5.20. (alternative Formel zur Berechnung der Kovarianz)

Seien die Voraussetzungen und die Bezeichnungen wie in Definition[5.16. Die Kovarianz
oxy kann auch mit der folgenden Formel berechnet werden:

| X LA
UXYZ(Nzatbt>—5§=(szhi,j%yj)—f?

t=1

Beweis von Lemma [5.20f Der Beweis erfolgt ausgehend von der urspriinglichen Formel
fiir oxy durch Nachrechnen, wobei man geeignet vereinfachen und die Formeln fiir die
arithmetischen Mittel

k ¢
_ 1 _ 1
T = N ;:1 hi,. z; und Yy = N ;:1 h.;y;

ausnutzen muss. Wir beweisen das Lemma auf einem Ubungszettel. U



KAPITEL 6

Lineare Regression

In diesem Kapitel lernen wir die Methode der kleinsten Quadrate kennen und werden mit
dieser eine ,optimale® affine lineare Regressionsfunktion berechnen.

6.1 Problemstellung der Regression

In diesem Kapitel betrachten wir die folgende Problemstellung: Fiir zwei (korrelierte)
metrisch skalierte Merkmale X und Y (auf derselben Grundgesamtheit) werde angenom-
men, dass X unabhéngig ist und dass ¥ von X abhingig ist. Der Zusammenhang
zwischen X und Y wird durch die Regressionsfunktion y = f(z), wobei = Merk-
malswerte von X, y = Merkmalswerte von Y sind, beschrieben. Wir nennen dabei X die
unabhingige/erklirende Variable und Y die abhéingige/erklirte Variable.

Wie sieht die Regressionsfunktion aus? Das hingt vom Problem, oder genauer den
Einzelwerten der beiden Merkmale ab. Zeichnet man das Streudiagramm der Einzelwerte
(at,b),t = 1,..., N, des zweidimensionalen Merkmals (X,Y’) in der Grundgesamtheit,
so gewinnt man einen ersten Eindruck und kann eine Vermutung iiber die Form der
Regressionsfunktion aufstellen.

Wir betrachten in dieser Vorlesung nur den Fall linearer Regression, d.h. wenn

y=flz)=PFz+a,

also wenn die Regressionsfunktion eine affin lineare Funktion ist. Wir werden lernen,
wie man die Steigung 8 und den Achsenabschnitt « ,,optimal“ bestimmt. AnschlieBend
werden wir lernen, wir man die Qualitéit der Anndherung (oder Approximation) der Daten
durch die Regressionsfunktion bewertet. Bei der Berechnung der affin linearen Regressi-
onsfunktion und der Bewertung deren Approximationsgiite spielen die bereits kennenge-
lernten Begriffe der Standardabweichungen ox und oy der beiden Merkmale X und Y
und der Kovarianz oxy des zweidimensionalen Merkmals (X, Y') ein wichtige Rolle.

Betrachten wir als Abschluss der Einfiihrung drei Beispiele von Streudiagrammen.

67
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Beispiel 6.1. (Streudiagramme zweidimensionaler Merkmale)

(a) Fiir den bereits in Beispiel betrachteten Datensatz des zweidimensionalen Merk-
mals (X, Y) mit X =, Korpergrofie“ und Y =, Gewicht“ sieht man im Streudiagramm
einen linearen Trend mit positiver Korrelation. Hier ist inhaltlich klar, dass das Merk-
mal Y = | Gewicht“ vom Merkmal X = ,Korpergrofie“ abhéngen muss.

@ Streudiagramm: GréRe in cm auf der x-Achse und Gewicht in kg auf der y-Achse
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(b) In dem nachfolgenden Streudiagramm eines zweidimensionalen Merkmals (X, Y") sieht
man keinen (affin linearen) funktionalen Zusammenhang.
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|
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—
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(c) Fiir das in Beispielen und betrachtete zweidimensionale Merkmal (X, Y") mit
X = ,Stunden Lauftraining pro Woche“ und Y = |Laufzeit (in min) tiber 10 km*
sieht man in dem Streudiagramm einen linearen Trend mit negativer Korrelation.
Hier ist inhaltlich klar, das das Merkmal Y = ,Laufzeit (in min) iiber 10 km“ von
dem Merkmal X = ,Stunden Lauftraining pro Woche® abhéngen muss.

© Lauftraining in h pro Woche auf der x-Achse und Laufzeit in min tiber 10 km auf der y-Achse
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Als Letztes weisen wir noch darauf hin, dass der hier betrachtete Fall der linearen Re-
gression natiirlich eine Einschrinkung darstellt, denn die funktionale Abhéngigkeit des
Merkmals Y von dem Merkmal X kann ganz anders aussehen, z.B. konnten wir einen
quadratischen Zusammenhang y = f(z) = 22 haben. Hier wire eine globale Anniherung
durch eine affin lineare Regressionsfunktion vollig ungeeignet. Lokal kann aber auch hier
eine Anndherung durch eine affin lineare Regressionsfunktion niitzlich sein, denn wir wis-
sen, dass lokal die Tangente einer differenzierbaren Funktion eine brauchbare Ndherung
der Funktion darstellt.

6.2 Methode der kleinsten Quadrate

Wir starten damit, dass wir fiir das Problem der linearen Regression einige Begriffe und
Notation einfiihren

Problemstellung 6.2. (lineare Regression)

War betrachten in diesem Kapitel immer ein zweidimensionales metrisch skaliertes Merk-
mal (X,Y) mit den Einzelwerten (a,b;), t =1,2,..., N, auf einer Grundgesamtheit von
N Elementen. Wir nehmen an, dass X das unabhdngige Merkmal und Y das (von
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X ) abhdngige Merkmal ist, und dass der funktionale Zusammenhang durch eine affin
lineare Funktion

y=/fl@)=PFz+a
beschrieben werden kann. Dabei sind die Parameter o und 8 noch geeignet zu bestimmen.

Der funktionale Zusammenhang y = 8 x+a muss nicht fir alle moglichen Merkmalswerte

von X (angendhert) gelten sondern nur in einem Intervall fir X, das die Einzelwerte von
X enthilt.

Unabhdngig von der konkreten Wahl von 8 und o werden die Einzelwerte (at,b:) in der
Regel um die Regressionsfunktion streuen, d.h.

by = f(ay) = fay + «, t=1,2,...,N.
Wir fiihren daher folgende Bezeichnungen ein:
(1) b, = fla;) = Bay+ « st der geschitzte Wert fir b, (fir jedest =1,2,...,N).
(2) e = by — by = by — flay) st das Residuum von b, (fir jedes t = 1,2,...,N),
welches die Abweichung des geschditzten Y -Wertes by von dem Finzelwert by misst.

Es gilt also
btzﬂat—’—&‘f‘@t’ t:172,...,N.
\‘C—/

=by

Es ist tiblich, durch ein statistisches Verfahren (also z.B. durch die Wahl einer Regressi-

onsfunktion) geschitzte Werte mit einem ~ iiber dem Buchstaben zu kennzeichnen. by
ist also eine Schéitzung (durch die affin lineare Regressionsfunktion) fiir den Einzelwert b;.

Wir wollen in diesem Kapitel die folgenden Fragen beantworten:

(1) Wie soll man die Steigung  und den Achsenabschnitt « der affin linearen
Regressionsfunktion y = gz + « ,,optimal* wihlen?

(2) Wie beurteilt man die Giite der affin linearen Regressionsfunktion?
(Diese Frage ist wichtig, damit wir beurteilen kénnen, ob unsere affin lineare Regres-

sionsfunktion ein verléssliches Modell fiir den funktionalen Zusammenhang ist.)

In diesem Teilkapitel beschéftigen wir uns mit der ersten Frage. Die zweite beantworten
wir in Teilkapitel

Statistisches Verfahren 6.3. (Methode der kleinsten Quadrate)

Sei (X,Y) ein zweidimensionales metrisch skaliertes Merkmal mit den Einzelwerten (ay, by),
t=1,2,..., N, auf einer Grundgesamtheit von N FElementen. Wir nehmen an, dass X
das unabhangige Merkmal und Y das (von X ) abhingige Merkmal ist und dass der funk-
tionale Zusammenhang durch eine affin lineare Funktion y = f(x) = Bx + « beschrieben
werden kann. Bei der Methode der kleinsten Quadrate wdhit man 5 und a so, dass
die Summe der quadrierten Residuen

SAQ(ar Zet—z  — Ba, — )’ th—bt

t=1 t=1



6. Lineare Regression 71

minimiert wird. (SAQ steht fir ,Summe der Abweichungsquadrate®.)

Die Parameter a und g der affin linearen Regressionsfunktion werden also als Lésungen
eines Optimierungsproblems bestimmt. Wir wollen dieses Optimierungsproblem nun 16sen.

Bestimmung der Werte a und B fir o bzw. g, fiir die SAQ(«, f) minimiert wird:

e notwendige Bedingung fiir lokales Minimum: Die (ersten) partiellen Ableitungen
sind Null.

Fiir die partielle Ableitung nach « finden wir

9, SAQ

22 bt 5at—a) (—1)
=-2- th—FQﬁZat-l-QZOé

t+1
——
=2Na«a
N N
=-2N- | — b, | +2 N — a; | +2 N«
(v2n)+2vs ()
% W—/
=y =T

Wir erhalten also die Bedingung
y—pr—a=0 = y=p0T+ = a=7—[7T. (6.1)
Fiir die partielle Ableitung nach « finden wir

N
aSAQ (a, B 22 —Ba—a) - (—a)

t=1

N N
= —QZatbt—i—QBZa?—i—ZaZat
t=1 t=1 t=1
1 & 1 1
_ 2

t=1

(1=
£
N

145
SAN

1 N 1 N \
_ 2 = -
——2N-<Nt21atbt—5NE at—aaz)—O.

t=1

Wir erhalten also die Bedingung

N
1 1
NZatbt—ﬁNZaf—Ozf:O, (6.2)
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und Ersetzen in (6.2)) von o mittels (6.1]) liefert:

1« 1 «
NZatbt—ﬁNZaf—@—ﬁE)-fzo

__ 1 _
< _Zatbt Ty — (N;a,?—xQ):O
=UXY ::f(
&~  oxy—fox=0 = B = JUX—QY (6.3)
X

Aus (6.1)) und ([6.3)) erhalten wir die folgenden beiden Gleichungen, welche die Parameter
a = a und § = f eindeutig festlegen:

B = UUXY und a=7-3T (6.4)
X
e hinreichende Zusatzbedingungen fiir ein lokales Minimum:
. 2QA N
(1) Fir die zweite Ableitung nach o muss fiir & und § aus 1) gelten aaS—QQ(E)Z ,B) > 0.
Jo!
Wir finden
02 SAQ
oa?
(2) Weiterhin muss fiir @ und B aus |) gelten
?SAQ .~ 0°SAQ, .~ [(0°SAQ . ~\?
—_— C— - 0.
rt@h 2tan - (Gtan) >
Wir berechnen die gemischte zweite Ableitung
9?SAQ
00 da

(a, ) =2N >0 fir alle o, 8 € R.

(o, B) =2NT.
Somit erhalten wir

92 SAQ 92 SAQ 92 SAQ
(@ B) 7 (a,B)—(aﬁaa( ) —2N - QZat (2N z)’

N
1
=4 N? (NZOL?—EQ) =4N?0% >0 fiir alle o, B8, € R, wenn ox # 0.
t=1

_ 2
Ox

Die Bedmgungen (1)lund |(2)| gelten fiir alle o, f und damit insbesondere fiir &« = @ und
B =3, die erfiillen.

e Fazit: Fiir die Parameter
~ R ~
Bzﬁz% und a=a=y—pT
Ox

nimmt die Summe der Abweichungsquadrate SAQ(«, 8) ein lokales (und auch globales)
Minimum an!
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Wir halten das Ergebnis unserer Untersuchung in einem Satz fest.

Satz 6.4. (Methode der kleinsten Quadrate)

Sei (X,Y) ein zweidimensionales metrisch skaliertes Merkmal mit den Einzelwerten (ay, by),
t=1,2,..., N, auf einer Grundgesamtheit von N Elementen, wobei 0% > 0 ist. Wir neh-
men an, dass X das unabhingige Merkmal und Y das (von X ) abhingige Merkmal ist.
Die mit der Methode der kleinsten Quadrate geschitzte affin lineare Regressi-
onsfunktion lautet R
y=pzr+a

(bzw. b, = Bat +a,t=1,2,...,N, fir die geschitzten Einzelwerte von Y ) mit den
Regressionskoeffizienten

e

Ox

und a=7- BT

Das Symbol ~ iiber o und 8 weist darauf hin, dass die Werte der Regressionskoeffizienten
aus den vorgegebenen Daten geschétzt wurden.

Berechnen wir die affin lineare Regressionsfunktion fiir ein Beispiel.

Beispiel 6.5. (Lineare Regression — Abhéngigkeit der Laufzeit iiber 10 km vom
Lauftraining)

Es wurden die Trainingsstunden pro Woche in Stunden (Merkmal X) und die 10 km-
Laufzeiten in Minuten (Merkmal Y) von 8 ménnlichen Schiilern erhoben.

Nummer t 1 2131415 6 718

X = ,Lauftraining in h pro Woche“ | a; || 0 | 3 | 6 | 4 | 1 | 2 [10] 5

Y =, Laufzeit auf 10 km in min“ by || 70 | 55 | 40 | 45 | 65 | 60 | 38 | 45

In Beispiel hatten wir bereits berechnet:
oxy = —30,59375 h - min, 0% = 8,859375 h?, Z = 3,875 h, 7 = 52,25 min.

Damit berechnen wir die Regressionskoeflizienten:

B: oxy _ —30,59375 . h - min ~ 345 E
0% 8850375 b2 N
G =7— 07~ 5225 min + 345 o= . 3875 h ~ 65,62 min.

h

Somit lautet die affin lineare Regressionsfunktion
y = —3,45-x + 65,62. (Einheit: min) .

Wir haben diese im nachfolgenden Streudiagramm eingezeichnet.
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© Lauftraining in h pro Woche auf der x-Achse und Laufzeit in min {iber 10 km auf der y-Achse

80

75

70 ¢
65 TN
60 \ | |
e S~ | Y= -34S+ 05,62

50 | N

45 | \

30

Bevor wir die mit der Methode der kleinsten Quadrate berechnete affin lineare Regressi-
onsfunktion weiter untersuchen, wollen wir uns noch eine geometrische Anschauung
des Verfahrens verschaffen:

Die Regressionskoeffizienten & und ,/8\ werden durch die Methode der kleinsten Quadrate
gerade so berechnet, dass fiir « = @ und 8 = 8 die Summe der Abweichungsquadrate

N N N
SAQ(,B) = = (b~ Bar—a)’ =3 (=) = ¢

t=1 t=1 t=1 7, t=1

{

minimal wird (vgl. Statistisches Verfahren . Die Regressionsgerade wird also an-
schaulich gerade so in das Streudiagramm gelegt, dass die Summe der Residuenquadrate
e? = (bt — (Bas+ a))z, t=1,2,..., N, minimal wird. In Abbildung ist dieses fiir den
Datensatz aus Beispiel veranschaulicht: Die Residuenquadrate e? = (bt — (Bay+ 04))2
sind die Flachen der in Abbildung eingezeichneten Quadrate. Da hier die optimale
Regressionsgerade eingezeichnet ist, ist die Summe der Flichen e} = (b, — (Ba; + a))Q,
t=1,2,..., N, dieser Quadrate minimal. Verdndert man die Gerade, so wird die Summe
der Fliachen der ebenfalls verdnderten Quadrate gréfer.

Bemerkung 6.6. (Interpretation der Steigung der Regressionsgeraden)

Wegen
B _ OXxy
0%

und o% >0,

sieht man

-~

£8>0 = oxy >0
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< Lauftraining in h pro Woche auf der x-Achse und Laufzeit in min iber 10 km auf der y-Achse
80
75
70
65 T
60 i i
A | |
e ’ Y==-3US:X + €562
7
50 ///
40 : /A ~ __(a5b) |
35 | . e
| | !
3 | | (@75
0 2 4 6 8 —710—t—3 12
Riache it o)
e ——. -7

Abbildung 6.1: Veranschaulichung der Methode das kleinsten Quadrate: Die Summe der
Flichen €? = (bt —(Bas+ a))Q, t=1,2,..., N, der eingezeichneten Abweichungsquadrate
ist fiir die optimale Regressionsgerade minimal.

<~ oxy =0

<— oxy <0

AN
o o

@) )

d.h. es gilt:

streng monoton wachsende Regressionsgerade <= X undY sind positiv korreliert
horizontale Regressionsgerade <= X undY sind unkorreliert

streng monoton fallende Regressionsgerade <= X undY sind negativ korreliert

Dieses entspricht genau unseren Erwartungen nach unserem Verstindnis der Korrelation
zweier Merkmale.

Wir halten nun wichtige Eigenschaften der affin linearen Regressionsfunktion fest.

Satz 6.7. (Eigenschaften der affin linearen Regressionsfunktion)
Die Voraussetzungen und Notation seien wie in Satz[6.4)
(1) Die Summe der Residuen e¢; = b, — Z/); =b, — (B\at + @) ist Null, d.h.

N

N
;et:Z(bt—bt):O.

t=1
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(2) Das arithmetische Mittel der (beobachteten) Einzelwerte by,
| N
Y = — b
Yy N ;1 ts

und das arithmetische Maittel der geschitzten Einzelwerte l;t = B a; + @,

sind gleich, also

(8) Die Regressionsgerade liuft durch den Schwerpunkt

1L 1
(l’,y) = <N;ataﬁtz_;bt>

der Punktwolke des Streudiagramms.

N
(4) Die Summe Zat e; st Null, also

t=1

N

g are; =aie; +ases+ ... +ayey =0.
t=1

Bemerkung 6.8. (Erlduterung von Satz

Satz st eine technische® Eigenschaft, die wir im Beweis der Streuungszer-
legung brauchen werden. Satz besagt, dass der Vektor (a1, as,...,ay) der Finzel-
werte fir X und der Vektor der Residuen, (e, es,...,e,), orthogonal sind (d.h. einen

90°- Winkel zueinander haben).

Wir beweisen Satz [6.7]
Beweis von Satz (3): Die Formel zur Berechnung von @ ist
a=7y-p7 = 7=8T+a.

Diese Formel besagt, dass (7,7) auf der Regressionsgeraden liegt. U

Beweis von Satz [6.7||(1)| und [(2); Wir starten mit der Formel zur Berechnung von a:

a=y—pfz << y=pz+a
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1 & ~ 1 1 1
— - btzﬁ - ar +o = — 5at+— Na
N; N; N; N
W w—/
=7 =7
1 N N N 1 N N 1 N R
= (X P8 ) = 52 (Fera) = 5 200
- \&:’ - =5 ——
_Ya e

Also gilt

| N 1N N N
N;btzﬁtl ) ‘ N = ;bt_;bt =
N N N R N
;bt—; . =0 — ;(@_\—gbj)—o — ;et—O,
d.h. wir haben Satz bewiesen. OJ
Beweis von Satz : Formel fiir B ist
B\:UUX—%Y — ?—5—320 <— UXy—Bag(:O.
Wir formen nun oxy — 3 0% = 0 geeignet um:
OZUXY—ngg=ny—BU§(—BEQ+BE2
=oxy — B (% +7%) + (B7) 7
:ny—B\(O'g(—i—fQ) + (y—a)z,
wobei wir im letzten Schritt genutzt haben, dass die Formel fiir @ liefert
a=y-pzr < pBr=7-a.
Wir formen nun weiter um
0=oxy — B (0% +7) + (§—a)T = (oxy +77) — 5 (0% +7°) — az. (6.6)

Nach Lemma [5.20] gilt

N N
1 1
O'XY:Ntzglatbt—fg <~ O'XY‘i‘fy:N E CLtbt, (67)
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und nach Lemma [£.3] gilt

N
1
ox=— a—7 = 0§(+f2:NZaf. (6.8)
t=1 t=1

Einsetzen von (6.7) und (6.8), sowie der Formel

A N
=5 (Zatbt—Zﬁaf—Zaat>
=1 =1 =1
1 < ~
= NZ(atbt—ﬁaf—aat)

)=
£
=

|
@)
£

+
B

Also haben wir Z ase; =0  bewiesen. ]

t=1

Die Methode der kleinsten Quadrate ermoglicht immer die Bestimmung einer optimalen
affin linearen Regressionsfunktion. Dieses ist auch dann der Fall, wenn man im Streudia-
gramm zwischen X und Y keinen Zusammenhang sehen kann. Daher braucht man ein
Kriterium zur Bewertung der affin linearen Regressionsfunktion. Dieses werden wir
im néchsten Teilkapitel untersuchen.

Bevor wir lernen, wie man die Giite einer Regressionsfunktion bewertet, kommen wir
noch einmal auf den Nutzen einer Regressionsfunktion (mit einer guten Annéherung an
die Daten) zurtick.

Bemerkung 6.9. (Nutzen einer Regressionsfunktion fiir ,,Prognosezwecke*)

Liegt eine groffe und reprdsentative Stichprobe aus einer Grundgesamtheit vor, so kann
fir ein zweidimensionales metrisch skaliertes Merkmal (X,Y"), bei dem Y wvon X affin
linear abhdngt, die affin lineare Abhdngigkeit von Y von X mit der Regressionsfunktion
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y = f(z) = Bx+a modelliert werden. Wir nehmen nun an, dass diese Regressionsfunktion
ein gutes Modell des funktionalen Zusammenhangs ist. Fiir Objekte der Grundgesamtheit,
die nicht in der Stichprobe enthalten sind, kann nun unter Kenntnis des Finzelwerts x
von Merkmal X ein Referenzwert (oder eine Prognose) y = fx + « fir Y berechnet
werden.

Betrachten wir ein Beispiel:

o FEs werden die Korpergrifie (Merkmal X ) und das Gewicht (Merkmal Y ) von 1000
gesunden volljihrigen Personen mit einem ,gesunden® Korpergewicht (Inspektion durch
Arzt) bestimmd.

o Mit diesem Datensatz wird eine affin lineare Regressionsfunktion bestimmit.

e Die affin lineare Regressionsfunktion kann zur Berechnung von Referenzwerten fir das
Gewicht fiir jede beliebige Kdrpergrifie benutzt werden.

6.3 Streuungszerlegung und Bestimmtheitsmafl

Wir wollen nun ein Kriterium zur Bewertung der Giite der Anndherung (oder Approxima-
tion) der affin linearen Regressionsfunktion an die Daten herleiten. Unsere Grundidee
ist dabei, dass die affin lineare Regressionsfunktion den Zusammenhang zwischen X und
Y um so besser beschreibt je kleiner die Absolutbetrige |e;| = |y: — U] sind. Wir
betrachten daher

1
o2 = N Z e’ (= Streuung/Varianz der Residuen). (6.9)

t=1

Bei handelt es sich wirklich um die Varianz der Residuen, denn diese ist
1 & 1 &
e ) =
o, €t He €t
N o NI

N
1
da nach Satz (1) das arithmetische Mittel p. der Residuen i, = NG Z e, =0 ist.
=1

Je kleiner die Streuung der Residuen ist, desto besser ist die Anndherung der affin
linearen Regressionsfunktion an die Daten. Allerdings miissen wir die Streuung der Re-
siduen noch in eine Beziehung zur Gréflenordnung von Y, genauer in die Beziehung zu
der Streuung o? der Y-Daten setzen. Dabei hilft uns die Streuungszerlegung (siche

Satz unten).

Satz 6.10. (Streuungszerlegung)

Die Voraussetzungen und Notation seien wie in Satz[6.4 Fir die mit der Methode der
kleinsten Quadrate berechnete affin lineare Regressionsfunktion gilt die Streuungszerle-

gung:
2 2 2
Oy = O-f/ + O¢,
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d.h. die Varianz/Streuung der Einzelwerte

9 1 N 2 1 N 9 o
Y:NZ :N;bt_y

t=1

kann additiv zerlegt werden in die Varianz/Streuung der geschditzten Werte

|
:NZ

und die Varianz/Streuung der Residuen

N
1 s =
=~ E bt2 - y2 (erkldrte Streuung)

“<>N’
‘@N
~—

N
1
- Z e? (Reststreuung).

Beweis von Satz [6.10f Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen unter Ausnutzung von
Satz . Wir beweisen die Streuungsformel auf einem Ubungszettel. 0J

In der néchsten Bemerkung untersuchen wir die Streuungszerlegung noch einmal genauer.

Bemerkung 6.11. (Verstindnis/Interpretation der Streuungszerlegung)

ol = 0127 + o2 (Strevungszerlegung) (6.10)

oder in Worten
(Streuung der Einzelwerte von Y') = (erklirte Streuung) + (Reststreuung).

Um die Streuungszerleqgung besser zu verstehen, betrachten wir nun zwei Grenzfille:

(1) Wenn die Reststreuung Null ist, also wenn

1 & 1 &
7=y =y (bh) =

- >0

gilt, dann folgt R
by = by fir allet=1,2,..., N,

d.h. die geschitzten Werte l/)\t sind gleich den Finzelwerten b, und alle Einzelwerte
liegen auf der Regressionsgeraden. Die Streuung der Einzelwerte wird vollstdndig
erkldrt, und es liegt ein perfekter affin linearer Zusammenhang vor.

(2) Wenn die erkldrte Streuung Null ist, also wenn

1N
s OICE

t=1
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qilt, dann muss l/);—?: 0 firt=1,2,...,N gelten, d.h. l;; =7 firt=1,2,...,N.
Die Regressionsgerade ist horizontal und hat den Wert y = § = 5. Weiter folgt aus
der Streuungszerlequng , dass 02 = o ist. Die Reststreuung o> ist also gleich
der Streuung der Einzelwerte o%.. Die affin lineare Regressionsfunktion erkldrt die

Streuung der Einzelwerte (von Y ) tiberhaupt nicht!

Als relatives Maf} zur Bewertung der erklirten Streuung nehmen wir 02 /o3 und setzen
somit die erklarte Streuung in Beziehung zu der Streuung in den Einzelwerte von Y.

Definition 6.12. (Bestimmtheitsmaf})

Die Voraussetzungen und Notation seien wie in Satz[6.4 und Satz[6.10. Das Bestimmt-
heitsmafl r* zur Bewertung der mit der Methode der kleinsten Quadrate berechneten
affin linearen Regressionsfunktion ist definiert durch

rT =

2 _ ﬁ ( erklirte Streuung >

o2 - Streuung der Einzelwerte
Das Bestimmtheitsmaf3 r> misst den Anteil der erklirten Strevung an der Gesamt-
streuung der Finzelwerte von Y .

Bevor wir zu der Interpretation des BestimmtheitsmaBes 7?2 kommen, halten wir in ei-
nem Lemma wichtige alternative Darstellungen von 72 fest. Diese werden uns bei der
Interpretation von 72 helfen.

Lemma 6.13. (alternative Darstelllungen des Bestimmtheitsmafles)

Die Voraussetzungen und Notation seien wie in Definition [6.19 Das Bestimmtheits-
maf$ r? erfiillt 0 < r? <1, und es gilt

2 2 2
05 o o

2 _ Y __ Xy _ e _ 2
O'Y O'X O'Y O'Y

Dabei ist oxy der Korrelationskoeffizient von X und Y (vgl. Definition .

Beweis von Lemma Der Beweis erfolgt mit Hilfe der Streuungszerlegung und der
Formel fiir das Verhalten der Varianz bei dem Anwenden einer affin linearen Funktion auf
die Einzelwerte. Wir fithren den Beweis auf einem Ubungszettel durch 0

Bevor wir die Faustregel zur Bewertung der Regressionsgeraden mit Hilfe des Bestimmt-
heitsmaBes formulieren, schauen wir (6.11) genauer an. Da r? als r? = o2 /o (Quotient
zwei Quadrate) definiert ist, sieht man direkt, dass 72 > 0 gelten muss. An der Darstellung

r?=1-—

Ig {%ql\"@qw
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in (6.11)) sehen wir, dass 7 < 1 gelten muss. Somit liegen die moglichen Werte fiir 72 in
dem Intervall [0, 1]. Weiter folgt aus (6.11]), dass

2 2 2 2 2 2
o 05 o 05 o o
R e o T B P
o o o o o o
Y Y Y Y Y Y

N~~~ ~—~

=72 =2

An der letzten Formel sehen wir, dass 7%, also der Anteil der erklirten Streuung (an
der Streuung der Einzelwerte von Y'), plus den Anteil der (nicht erklirten) Rest-
streuung (an der Streuung der Einzelwerte von Y') gerade Eins ergeben. Damit kénnen
wir 72 -100% als den Prozentsatz der durch die affin lineare Regressionsfunktion
erkliarten Streuung auffassen.

Diese Uberlegungen liefern den Hintergrund fiir unsere Faustregel zur Bewertung der
Regressionsgeraden mit Hilfe des BestimmtheitsmafBes.

Lemma 6.14. (Faustregel zur Interpretation von r?)

Fiir eine mit der Methode der kleinsten Quadrate berechnete affin lineare Regressions-
funktion (Regressionsgerade) bewerten wir die Giite der Regressionsgerade mit dem
Bestimmtheitsmafl r? wie folgt:

2

0<r < % = kein linearer Zusammenhang zwischen X und Y (6.12)

1 9 2 . ‘ :

3 <r < 3 =  schwach ausgeprdgter linearer Zusammenhang zwischen X und 'Y
(6.13)

; <r*<1 = stark ausgeprdgter linearer Zusammenhang zwischen X und Y
(6.14)

Die Regressionsgerade als Modell fiir den linearen Zusammenhang zwischen X und
Y erklirt r* - 100% der Streuung der Einzelwerte von Y.

Im Fall ist die berechnete Regressionsgerade ein Modell fiir einen ,nicht vorhande-
nen® linearen Zusammenhang, und hat daher keine Aussagekraft. Im Fall ist die
berechnete Regressionsgerade ein schwaches Modell fiir einen Zusammenhang zwischen X
und Y. Im Fall liegt ein stark ausgeprégter linearer Zusammenhang zwischen X
und Y vor, und die Regressionsgerade stellt ein gutes Modell fiir diesen linearen Zusam-
menhang dar.

Betrachten wir hierzu zwei Beispiele.

Beispiel 6.15. (Bewertung der affin linearen Regressionsfunktion — Abhéingig-
keit der Laufzeit iiber 10 km vom Lauftraining)

In Beispiel hatten wir die Regressionsgerade als Modell fiir die affin lineare Abhéngig-
keit der Laufzeit (in min) tiber 10 km (Merkmal Y) von den Stunden Lauftraining pro
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Woche (Merkmal X') berechnet. Wir wollen nun mit dem Bestimmtheitsma$ die Qualitét
dieses Modells bewerten: Aus Beispiel wissen wir bereits, dass

oxy = —30,59375 h - min, 0% = 8,859375 h?, o2 = 125,4375 min®.
Nach Lemma |6.13| gilt

, 0% (—30,59375 h-min)”
" T 0202 T 8859375 h? - 1254375 min’

2
~ 0,842 (und damit 3 < r? <1).

Also liegt ein stark ausgeprdgter linearer Zusammenhang zwischen dem Merkmal X =
»Stunden Lauftraining pro Woche®* und Y = | Laufzeit (in min) iiber 10 km*“ vor. Die
in Beispiel berechnete Regressionsgerade liefert ein gutes Modell fiir diesen linearen
Zusammenhang und erklirt 84,2% der Streuung der Laufzeiten auf 10 km.

Beispiel 6.16. (Bewertung der affin linearen Regressionsfunktion — Kauf von
Lehrbiichern fiir Analysis 1 und Lineare Algebra 1)

Sei (X,Y) das zweidimensionale Merkmal aus Beispielen , , und wobei
X =, Anzahl der fiir die Vorlesung Analysis 1 gekauften Lehrbiicher”, Y = , Anzahl der
fiir die Vorlesung Lineare Algebra 1 gekauften Lehrbiicher®. Wir wollen nun ein lineares
Regrssionsmodell fiir die Abhéngigkeit der Anzahl der fiir die Lineare Algebra 1 gekauften
Lehrbiicher von der Anzahl der fiir die Analysis 1 gekauften Lehrbiicher berechnen und
bewerten. Aus Beispiel wissen wir

. _ B /5 B B /7 B B 4
T=1, y =1, ox =+/0,b= 10 oy = +/0,7= Tk O'XY_0,4—10.

Damit folgt

~ Xy 0,4 4 o~ 4 1
B 03{ 0,5 5 ) un a =Yy ﬁ:E 5 5 14y

und die affin lineare Regressionsfunktion ist

Il
SIS
8
+

Yy = 3 T+ a
Das Bestimmtheitsmaf ist

2
2 _ %y _ (10) :E%O,%.

0% 0y TR 3
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KAPITEL 7

Wahrscheinlichkeitsrechnung: Grundlagen

In diesem Kapitel lernen wir die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung kennen.
Der Begriff der Wahrscheinlichkeit ist in einem gewissen Sinn analog zum Begriff der
Héufigkeit: Man kann sich die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses als die ,,theoretisch
erwartete Héaufigkeit dieses Ereignisses vorstellen. So ist beispielsweise beim Wiirfeln
mit einem perfekten Wiirfel die Wahrscheinlichkeit, eine 6 zu wiirfeln, gerade 1/6.

7.1 Zufallsexperimente und Ereignisse

Wir beginnen mit der Einfiihrung der klassischen Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeits-
rechnung, dem Zufallsexperiment und Ereignissen, bevor wir definieren konnen, was Wahr-
scheinlichkeit ist.

Definition 7.1. (Zufallsexperiment)

Ein Zufallsexperiment ist ein Vorgang, der nach einer bestimmten Vorschrift aus-
gefiihrt wird, der beliebig oft wiederholbar ist, und dessen Ergebnis vom Zufall abhdngt.

Fiihrt man ein Zufallsexperiment mehrmals durch, so setzt man voraus, dass sich die ein-
zelnen Ergebnisse (der Durchfiihrungen) nicht gegenseitig beeinflussen, also unabhdngig
voneinander sind.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 7.2. (Zufallsexperiment)

(a) einmaliges oder mehrmaliges Werfen einer Miinze oder eines Wiirfels

(b) Ziehung der Lottozahlen

85
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(c) Entnahme einer Zufallsstichprobe aus der laufenden Produktion eines Produkts zur
Qualitatskontrolle (z.B. Bestimmung der Brenndauer von Glithbirnen)

Definition 7.3. (Elementarereignis, Ereignisraum und Ereignis)

(1) Jedes magliche Ergebnis eines Zufallsexperiments wird als Elementarereignis be-
zeichnet. Bei jeder Durchfihrung eines Zufallsexperiments tritt genau ein Elemen-
tarereignis ein. Wir bezeichnen die Elementarereignisse mit {e1}, {e2},{es},. ..

(2) Die Menge aller Elementarereignisse, S = {e1, e, es, ...}, nennt man den Ereignis-
raum des Zufallsexperiments. Der Ereignisraum ist endlich, wenn er nur endlich
viele Elementarereignisse umfafst; andernfalls ist er unendlich.

(8) Jede beliebige Teilmenge des Ereignisraums ist ein Ereignis. In anderen Worten
jedes Ereignis ist eine Menge von Elementarereignissen.

Die geschweiften Klammern { } in Definition sind Mengenklammern. Wir beschrei-
ben Ereignisse mathematisch als Mengen von Elementarereignissen.

Betrachten wir hierzu zwei Beispiele.

Beispiel 7.4. (einmaliges Werfen eines klassischen Wiirfels)

Zufallsexperiment: einmaliges Werfen eines klassischen Wiirfels mit den Augenzahlen
1,2,3,4,5,6

Elementarereignisse: {1}, {2}, {3}, {4}, {5} und {6}
FEreignisraum: S = {1,2,3,4,5,6}

FEreignis: Ein Beispiel fiir ein Ereignis, das kein Elementarereignis ist, ist z.B. das Ereignis
A = [ Werfen einer geraden Augenzahl®, also A = {2,4,6}.

Beispiel 7.5. (zweifacher Miinzwurf)
Zufallsexperiment: Eine Miinze mit den Seiten Kopf (K) und Zahl (Z) wird zweimal

geworfen, und wir notieren die Ergebnisse jeweils als

(obere Seite im ersten Wurf, obere Seite im zweiten Wurf).

Elementarereignisse: {(K, K)}, {(K,2)}, {(Z,K)} und {(Z,2)}
Ereignisraum: S = {(K,K), (K, Z),(Z,K),(Z,Z)}

FEreignis: Ein Beispiel fiir ein Ereignis, das kein Elementarereignis ist, ist z.B. B = ,,Im
ersten Wurf wird eine Zahl(seite) geworfen.“, also B = {(Z, K), (Z, Z)}.

Wir sehen an Definition und den beiden Beispielen, dass man ein Elementarereignis
e; Ublicherweise als Menge {e;} schreibt, wenn es als eigenstiandiges Ereignis betrachtet.

Da Ereignisse Mengen vom Elementarereignissen sind, konnen wir fiir Ereignisse die iibli-
chen Mengenoperationen ausfithren. Wir fithren diese nun ein und betrachten jeweils ein
Beispiel dazu.



7. Wahrscheinlichkeitsrechnung: Grundlagen 87

Definition 7.6. (Vereinigung zweier
Ereignisse)

Die Vereinigung AUB zweier Ereignisse
A und B ist die Menge aller Elementarer-
eignisse, die zu A oder zu B (oder zu A
und B) gehoren.

Es gilt immer AU B = BU A.

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 7.7. (Verenigung — einmaliges Werfen eines klassischen Wiirfels)

Zufallsexperiment: einmaliges Werfen eines klassischen Wiirfels mit den Augenzahlen

1,2,3,4,5,6

C' = ,Werfen einer geraden Zahl oder einer Primzahl“ = {2,4,6} U{2,3,5} = {2,3,4,5,6}
A —— s

mit A =, Werfen einer geraden Zahl“ = {2,4,6}, B = ,Werfen einer Primzahl“ = {2, 3,5}

Beachten Sie, dass das mathematische ,oder* in ,,Werfen einer Quadratzahl oder eine
Primzahl“ und allgemeiner in Definition nicht als ausschlieSendes ,,entweder oder* zu
lesen ist.

Beispiel 7.8. (Vereinigung — zweifacher Miinzwurf)

Zufallsexperiment: Eine Miinze mit den Seiten Kopf (K) und Zahl (Z) wird zweimal
geworfen, und wir notieren die Ergebnisse jeweils als

(obere Seite im ersten Wurf, obere Seite im zweiten Wurf).

A = ,Im zweiten Wurf wird eine Zahl(seite) geworfen.” = {(K, Z),(Z, Z)}
B = ,Im ersten Wurf wird eine Zahl(seite) geworfen.“ = {(Z, K), (Z,Z)}

C = ,Im ersten oder im zweiten Wurf wird eine Zahl(seite) geworfen*
={(K,2),(2,2)y U{(Z2,K),(Z,2)} ={(K, Z),(2,K),(Z,Z)}

~~
= AUB

Definition 7.9. (Durchschnitt zweier
Ereignisse) /

Der Durchschnitt ANB zweier Ereignis-
se A und B ist die Menge aller Elementa-
rereignisse, die zu A und zu B gehdoren.

Es gilt immer ANB = BNA. /

Betrachten wir auch hierzu zwei Beispiele.
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Beispiel 7.10. (Durchschnitt — einmaliges Werfen eines klassischen Wiirfels)

Zufallsexperiment: einmaliges Werfen eines klassischen Wiirfels mit den Augenzahlen
1,2,3,4,5,6

D = ,Werfen einer geraden Primzahl“ = {2,4,6} N {2,3,5} = {2}

—ANB
mit A = ,,Werfen einer geraden Zahl*“ = {2,4,6}, B = ,,Werfen einer Primzahl“ = {2,3,5}

Beispiel 7.11. (Durchschnitt — zweifacher Miinzwurf)
Zufallsexperiment: Eine Miinze mit den Seiten Kopf (K) und Zahl (Z) wird zweimal

geworfen, und wir notieren die Ergebnisse jeweils als

(obere Seite im ersten Wurf, obere Seite im zweiten Wurf).

A = ,Im zweiten Wurf wird eine Zahl(seite) geworfen.” = {(K, Z2),(Z, Z)}
B = ,Im ersten Wurf wird eine Zahl(seite) geworfen.“ = {(Z, K),(Z,Z)}
D = ,Im ersten und im zweiten Wurf wird eine Zahl(seite) geworfen*

= (K, 2),(Z,2)} 0 {(Z,K),(2,2)} ={(Z,2)}

=ANB

Definition 7.12. (sich ausschlieflende Ereignisse)

Zwei Ereignisse A und B (eines Zufallsexperiments) schliefSen sich aus, d.h. sie sind
als Mengen disjunkt, wenn es kein Elementarereignis gibt, das sowohl zu A als auch zu
B gehort, also ANB = (), wobei ) = {} die leere Menge (das ,,unmdgliche Ereignis“)
15t.

Betrachten wir zwei Beispiele fiir sich ausschlieende Ereignisse.

Beispiel 7.13. (sich ausschlieflende Ereignisse — einmaliges Werfen eines klas-
sischen Wiirfels)

Zufallsexperiment: einmaliges Werfen eines klassischen Wiirfels mit den Augenzahlen
1,2,3,4,5,6

A = [ Werfen einer geraden Zahl“ = {2,4,6}
E = ,Werfen einer ungeraden Zahl* = {1, 3,5}
Dann ist AN E ={2,4,6} N{1,3,5} = (). Die Ereignisse A und E schliefien sich aus.

Beispiel 7.14. (sich ausschlielende Ereignisse — zweifacher Miinzwurf)

Zufallsexperiment: Eine Miinze mit den Seiten Kopf (K) und Zahl (Z) wird zweimal
geworfen, und wir notieren die Ergebnisse jeweils als

(obere Seite im ersten Wurf, obere Seite im zweiten Wurf).

E = ,Im ersten Wurf wird eine Kopf(seite) geworfen.“ = {(K, Z), (K, K)}
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B = ,Im ersten Wurf wird eine Zahl(seite) geworfen.“ = {(Z, K), (Z,Z)}

E N B = ,Im ersten Wurf wird eine Zahl(seite) und eine Kopf(seite) geworfen*
={(K,Z),(K,K)} n{(Z,K),(Z,Z)} = 0. Die Ereignisse A und E schlieflen sich aus.

~
=ENB

Definition 7.15. (Differenzmenge)

Die Differenzmenge A\ B (,A ohne B¥)
zweier Ereignisse A und B enthdlt alle Ele-
mentarereignisse, die in A enthalten sind,
aber die jedoch nicht in B enthalten sind.

Betrachten wir auch hierzu zwei Beispiele.

Beispiel 7.16. (Differenzmenge — einmaliges Werfen eines klassischen Wiirfels)

Zufallsexperiment: einmaliges Werfen eines klassischen Wiirfels mit den Augenzahlen
1,2,3,4,5,6

F = ,Werfen einer geraden Zahl, die keine Primzahl ist“ {2,4,6} \ {2,3,5} = {4,6}

—A\B

mit A =, Werfen einer geraden Zahl“ = {2,4,6}, B = ,,Werfen einer Primzahl“ = {2,3,5}

Beispiel 7.17. (Differenzmenge — zweifacher Miinzwurf)

Zufallsexperiment: Eine Miinze mit den Seiten Kopf (K) und Zahl (Z) wird zweimal
geworfen, und wir notieren die Ergebnisse jeweils als

(obere Seite im ersten Wurf, obere Seite im zweiten Wurf).

A = ,Im zweiten Wurf wird eine Zahl(seite) geworfen.“ = {(K, Z),(Z, Z)}
B = ,Im ersten Wurf wird eine Zahl(seite) geworfen.“ = {(Z, K), (Z,Z)}

B\ A = ,Im ersten Wurf wird eine Zahl(seite) und im zweiten Wurf wird keine Zahl(seite)
geworten® — {(Z, K), (2. 2)} \ {(K. 2),(2.2)} = {(Z. K}

=B\A
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Definition 7.18. (Komplementiir-
ereignis)

Das Komplementdrereignis (oder A=5\A
Gegenereignis) A zu einem Ereignis
A st die Menge samtlicher Elemen-
tarereignisse des Freignisraums S, die

nicht im Ereignis A enthalten sind,
also A =S\ A.

Betrachten wir auch hierzu zwei Bei-
spiele.

Beispiel 7.19. (Komplementirereignis — einmaliges Werfen eines klassischen
Wiirfels)

Zufallsexperiment: einmaliges Werfen eines klassischen Wiirfels mit den Augenzahlen
1,2,3,4,5,6

E = ,Werfen einer ungeraden Zahl“ = {1,3,5} = {2,4,6}
f
=4
mit A = ,,Werfen einer geraden Zahl“ = {2,4,6}

Beispiel 7.20. (Komplementirereignis — zweifacher Miinzwurf)
Zufallsexperiment: Eine Miinze mit den Seiten Kopf (K) und Zahl (Z) wird zweimal

geworfen, und wir notieren die Ergebnisse jeweils als

(obere Seite im ersten Wurf, obere Seite im zweiten Wurf).

»Im zweiten Wurf wird eine Zahl(seite) geworfen. = {(K, 2),(Z,Z)}

S\ A = ,Im zweiten Wurf wird keine Zahl(seite) geworfen.“
={(K,K), (2, K)} ={(K, 2),(Z, 2)}

A=
z:

7.2 Wahrscheinlichkeiten

In diesem Teilkapitel lernen wir zwei Definitionen des Wahrscheinlichkeitsbegriffs kennen.
Die zweite Definition stellt eine Erweiterung und Verallgemeinerung der ersten dar. Wir
starten mit der klassischen Wahrscheinlichkeitsdefinition von Laplace.

Definition 7.21. (klassische Definition der Wahrscheinlichkeit von Laplace)

Wir betrachten ein Zufallsexperiment mit einem endlichen Ereignisraum S mit gleich-
wahrscheinlichen Elementarereignissen: Die Wahrscheinlichkeit W (A), dass bei ei-
ner Durchfiihrung des Zufallsexperiments das Ereignis A eintritt, ist

_ Anzahl der fiir A giinstigen Falle  h(A)
~ Anzahl aller gleichmdaglichen Féille — h(S)’

W (A)
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wobei h(A) bzw. h(S) die absolute Hiufigkeit (oder Anzahl) der Elementarereignisse in A
bzw. S ist.

Betrachten wir zwei Beispiele

Beispiel 7.22. (Wahrscheinlichkeitsbegriff von Laplace — einmaliges Werfen
eines perfekten klassischen Wiirfels)

Zufallsexperiment: einmaliges Werfen eines perfekten klassischen Wiirfels mit den Augen-
zahlen 1,2,3,4,5,6

Ein ,perfekter® Wiirfel ist ein Wiirfel, bei dem alle Seiten des Wiirfels gleichwahrscheinlich
sind, d.h. alle Augenzahlen treten gleichwahrscheinlich auf. Also sind alle Elementarereig-
nisse gleichwahrscheinlich, und wir konnen die Wahrscheinlichkeitsdefinition nach Laplace
verwenden.

Ereignisraum: S = {1,2,3,4,5,6}

A = [ Werfen einer geraden Zahl“ = {2,4,6}, W(A)=—==-=

B = ,Werfen einer 1“ = {1}, W(B) = héi;i) - é

Beispiel 7.23. (Wahrscheinlichkeitsbegriff von Laplace — Urnenziehen)

Zufallsexperiment: Eine Urne enthéllt zwei blaue und drei rote Kugeln, die sich durch
Befiihlen nicht unterscheiden lassen. Es wird blind eine Kugel aus der Urne entnommen.

Elementarereignisse sind b = , Ziehen einer blauen Kugel“ und r = ,,Ziehen einer roten
Kugel“. Der Ereignisraum ist S = {b, r}.

Da das Ziehen jeder einzelnen Kugel in der Urne gleichwahrscheinlich ist, ist fiir jede der
fiinf Kugeln in der Urne, die Wahrscheinlichkeit, dass diese gezogen wird, 1/5. Nach der
Wahrscheinlichkeitsdefinition von Laplace folgt:

W) =7 wd W)=}

Hier haben wir keine gleichwahrscheinlichen Elementarereignisse. Wir konnten aber trotz-
dem die Wahrscheinlichkeitsdefinition von Laplace nutzen, da jede der fiinf individuellen
Kugeln mit der gleichen Wahrscheinlichkeit von 1/5 gezogen wird. Zwei unter diesen fiinf
gleichwahrscheinlichen Féllen sind giinstig fiir das Ziehen einer blauen Kugel, und drei
unter diesen fiinf gleichwahrscheinlichen Féllen sind giinstig fiir das Ziehen einer roten
Kugel.

Wir lernen nun die statistische Definition einer Wahrscheinlichkeit kennen, die Definition
erweitert und verallgemeinert.

Definition 7.24. (statistische Definition der Wahrscheinlichkeit)

Man geht von einem Zufallsexperiment aus, das aus einer langen Abfolge unabhdngiger



92 7. Wahrscheinlichkeitsrechnung: Grundlagen

Versuche/Durchfiihrungen besteht. Die Wahrscheinlichkeit W (A) des Ereignisses A
1st der Grenzwert der relativen Hdaufigkeit des Auftretens von A, also

W(A) = lim f,(A) = lim hn(A), (7.1)

n—00 n—00 n

wobei fr,(A) bzw. hy,(A) die relative bzw. absolute Haufigkeit des Auftretens des Ereignisses
A bei n Versuchen/Durchfiihrungen ist.

Bei dem Grenzwert in (7.1]) handelt es sich um stochastische Konvergenz; aufgrund
des Gesetzes der groflen Zahlen strebt die Folge der relativen Haufigkeiten ( fn(A))
gegen die Wahrscheinlichkeit W (A).

neN

Machen wir uns zunéchst an dem Wiirfel-Beispiel klar, dass Definition keinen anderen
Wahrscheinlichkeitsbegriff liefert als die Laplacesche Definition der Wahrscheinlichkeit,
wenn man diese anwenden kann.

Beispiel 7.25. (statistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff — einmaliges Werfen ei-
nes klassischen perfekten Wiirfels)

Zufallsexperiment: einmaliges Werfen eines klassischen perfekten Wiirfels mit den Augen-
zahlen 1,2,3,4,5,6

A = [ Werfen einer geraden Zahl“ = {2,4,6}; B = ,Werfen einer 1“ = {1}

Fangen wir mit Ereignis B an: Da alle Wiirfelseiten, also alle Augenzahlen mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit auftreten, erwarten wir, dass f,,(B), die relative Haufigkeit der Wiirfe
(unter n Wiirfen), bei denen die Zahl 1 geworfen wurde, sich immer weiter an 1/6 annéhert,

wenn n wichst. Also gilt
) 1
W(B) = nh_{gofn(B) =5

Da alle Wiirfelseiten, also alle Augenzahlen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftreten,
erwarten wir, dass f,(A), die relative Haufigkeit der Wiirfe (unter n Wiirfen), bei denen
eine gerade Zahl geworfen wurde, sich immer weiter an 3/6 = 1/2 anndhert, wenn n

wiéchst. Also gilt
3 1
W(A) = li A)=-=-.
(A) = lm fnld) =5 =3

Wir sehen, dass der statistische Wahrscheinlichkeitsbegriff die gleichen Wahrscheinlich-
keiten liefert wie der Laplacesche Wahrscheinlichkeitsbegriff, wenn man beide anwenden
kann.

Der klassische und der statistische Wahrscheinlichkeitsbegriff erfiillen jeweils die folgen-
den Eigenschaften, die sogenannten Axiome der Wahrscheinlichkeit. (Ein ,, Axiom*
ist ein keines Beweises bediirftiger Grundsatz.)

Axiome 7.26. (der Wahrscheinlichkeit)

Axziom 1: Die Wahrscheinlichkeit W (A) des Ereignisses A eines Zufallsexperiments ist
eine eindeutig bestimmte nicht-negative reelle Zahl mit 0 < W(A) < 1.
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Azxiom 2: Fiir den Ereignisraum S, also das FEreignis, das alle Elementarereignisse
enthdlt, gilt W(S) = 1, und wir nennen S das ,,sichere Ereignis.

Axiom 3: Schlieflen sich zwei Ereignisse A und B eines Zufallsexperiments gegenseitig

aus, also wenn gilt AN B =0, dann gilt W(AU B) = W (A) + W(B).

Wir ziehen einige Folgerungen aus den Axiomen der Wahrscheinlichkeit.

Folgerung 7.27. (aus den Axiomen der Wahrscheinlichkeit)

(1) Aus Aziom 3 folgt: Schlieffen sich m Ereignisse Ay, As, ..., A, paarweise aus, also
wenn gilt A;NA; =0 fir allet,j=1,....,m miti# j, dann gilt:

W(ATUAU...UA,) =W(A) + W(A) + ... + W(A4,).

(2) Aus Aziomen 2 und 8 folgt: W (D) = 0.

(3) Aus Aziom 3 folgt: W(A) =1—-W(A).

Betrachten wir ein Beispiel zu den Folgerungen aus den Axiomen des Wahrscheinlichkeits-
begriffs.

Beispiel 7.28. (einmaliges Werfen eines perfekten klassischen Wiirfels)

Zufallsexperiment: einmaliges Werfen eines perfekten klassischen Wiirfels mit den Augen-
zahlen 1,2,3.4,5,6

A = [ Werfen einer geraden Zahl“ = {2,4,6}; E = Werfen einer ungeraden Zahl“

Da die Elementarereignisse {2}, {4} und {6} sich paarweise ausschliefien und
A={2,4,6} ={2} U {4} U{6}
gilt, folgt mit Folgerung dass
1

W({2,4,6}) = W({2}) + W({4}) + W({6}) = ~

1+1_ 1
6 6 6

1_3_1
6 27
Da E das Komplementirereignis von A ist, also E = A, gilt mit Folgerung , dass

W(E):W(X)zl—W(A)zl—%:%.

7.3 Additionssatz fiir Wahrscheinlichkeiten

Als letzte Grundlage lernen wir den sehr wichtigen Additionssatz fiir Wahrscheinlichkeiten
kennen. Den relativ technischen Beweis dieses Satzes werden wir nicht besprechen. Wir
betrachten aber zwei Anwendungsbesipiele.
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Satz 7.29. (Additionssatz fiir Wahrscheinlichkeiten)

Sind A und B zwei beliebige Ereignisse eines Zufallsexperiments, dann gilt

W(AUB)=W(A)+W(B)—-W(ANB) (7.2)

Ganz wichtig ist es, eine Anschauung fiir
diesen Satz zu entwickeln: Sind A und B sich

ausschliefSende Ereignisse, also AN B = (), so
gilt in (7.2) /

W(AUB)=W(A)+W(B)-W(ANB)
= W(A) + W(B) + W(0)

o
=W(A)+ W(B), l

und wir haben Axiom 3 einer Wahrschein-
lichkeit.

Was #dndert sich nun, wenn AN B # () ist, also wenn AN B Elementarereignisse
enthéllt? Die Wahrscheinlichkeiten von Elementarereignissen in AN B werden in W (A)+
W(B) ,,doppelt gezdahlt“. Daher muss W (AN B) von W(A) 4+ W (B) subtrahiert werden.

Der Additionssatz wird in Anwendungen manchmal auch umgestellt als
W(ANB)=W(A)+W(B)—-W(AUB)
benotigt (wir haben nach W (A N B) aufgelost).

Betrachten wir zwei Beispiele fiir die Anwendung des Additionssatzes. Das erste dieser
Bespiele ist elementar, um plausibel zu machen, wie der Additionssatz funktioniert. Bei
dem zweiten Beispiel sehen wir eine ,raffiniertere” Anwendung des Additionssatzes.

Beispiel 7.30. (Einmaliges Werfen eines klassischen perfekten Wiirfels)

Zufallsexperiment: einmaliges Werfen eines klassischen perfekten Wiirfels mit den Augen-
zahlen 1,2,3,4,5,6
A = [ Werfen einer ungeraden Zahl* = {1, 3,5}
B = ,Werfen einer Quadratzahl“ = {1,4}
Mit der Wahrscheinlichkeitsdefinition von Laplace finden wir
2

W(A) = =3 und W(B) = 5=

Es gilt fiir den Durchschnitt

1
ANB={1}, WANB)=-,

und nach dem Additionssatz fiir Wahrscheinlichkeiten folgt

W(AUB):W(A)JrW(B)—W(AmB):%Jr%—é
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Durch direkte Berechnung von AU B = {1,3,5} U{1,4} = {1,3,4,5} finden wir mit der
Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsdefinition natiirlich ebenfalls

4 2

Beispiel 7.31. (Wahrscheinlichkeiten fiir Buchverkaufszahlen)

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,8 werden in einer grofen Buchhandlung am Tag héchs-
tens 20 Exemplare einer Neuerscheinung verkauft, und mit einer Wahrscheinlichkeit von
0,4 werden am Tag mindestens 10 Exemplare dieser Neuerscheinung verkauft. Mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit werden am Tag mindestens 10 und héchtsens 20 Exemplare dieser
Neuerscheinung verkauft?

Losung: Wir definieren zunéchst unsere Ereignisse:

A = | Es werden am Tag hochstens 20 Exemplare verkauft.

B = ,Es werden am Tag mindestens 10 Exemplare verkauft.

Wir wissen bereits: W (A) = 0,8 und W(B) = 0,4

C = ,Es werden am Tag mindestens 10 und hochstens 20 Exemplare verkauft.*
(Anmerkung: ,mindestens 10 bedeutet ,,> 10“; ,héchstens 20“ bedeutet ,, < 20%.)
Es gilt AN B = C, und durch Auflésen von nach AN B erhalten wir

W(ANB) = W(A) + W(B) - W(AU B).

AU B = ,Es werden am Tag mindestens 10 oder hochstens 20 Exemplare verkauft.“

Wir behaupten, dass AUB = S ist, also dass AU B der ganze Ereignisraum S (das sichere
Ereignis) ist, und somit W(AUB) = W(S) = 1 (nach Axiom 2 einer Wahrscheinlichkeit).
Dieses sieht man wie folgt: Sei {E,} (mit n € Ny) das Elementarereignis, dass am Tag
genau n Biicher verkauft wurden. Ist n < 20, so ist E,, in A. Ist n > 20, so ist F,, in B.
Also gehéren alle Elementarereignisse zu A U B, und somit ist AU B = S.

Durch Einsetzen finden wir nun
W(C)=W(ANB)=W(A) +W(B)-W(AUB)=08+0,4—1=0,2.

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,2 (also 20%) werden am Tag mindestens 10 und hochs-
tens 20 Exemplare der Neuerscheinung verkauft.
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KAPITEL 8

Wahrscheinlichkeitsrechnung:
Weiterfithrende Resultate

Zunéchst lernen wir in diesem Kapitel bedingte Wahrscheinlichkeiten, stochastisch un-
abhéngige und stochastisch abhéngige Ereignisse und den Multiplikationssatz fiir Wahr-
scheinlichkeiten kennen. Hier werden wir auch Baumdiagramme kennenlernen, mit denen
man mehrstufige Zufallsexperimente gut veranschaulichen kann. Danach leiten wir zwei
wichtige Sétze her: das Theorem der totalen Wahrscheinlichkeit und das Theorem von
Bayes. Wir betrachten wie immer verschiedene Anwendungsbeispiele zu den neuen Inhal-
ten kennen.

8.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten, stochastisch un-
abhingige Ereignisse und der Multiplikationssatz

Wir starten mit einem motivierenden Beispiel [

Beispiel 8.1. (Kugeln werden ohne Zuriicklegen aus einer Urne gezogen)

Aus einer Urne mit 6 Kugeln, von denen 2 schwarz und 4 rot sind, werden ohne Zuriicklegen
nacheinander zwei Kugeln gezogen. Gesucht sind:

e die Wahrscheinlichkeit, in beiden Ziigen eine rote Kugel zu ziehen

e die Wahrscheinlichkeit im zweiten Zug eine rote Kugel zu ziehen, unter der Vorausset-
zung, dass im ersten Zug bereits eine rote Kugel gezogen wurde

Modellierung des Problems:

A = ,Im ersten Zug wird eine rote Kugel gezogen.*

'Das Beispiel in Beispielen und und dessen Darstellung mit den Rechecktabellen und dem
Baumdiagramm wurde von einem &hnlichen Beispiel in [B12, Kapitel 6] inspiriert.
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B = ,Im zweiten Zug wird eine rote Kugel gezogen.*
Ry, Ry, R3, Ry seien die roten Kugeln; Sy, 95 seien die schwarzen Kugeln.

Wir notieren die Elementarereignisse als
(im ersten Zug gezogene Kugel, im zweiten Zug gezogene Kugel).
Wir haben hier ein zweistufiges Zufallsexperiment, denn es wird zweimal gezogen. Ein

solches kann man in einer , Rechteck-Tabelle“ darstellen:

2. Zug einer Kugel

Rl R2 Rg R4 Sl SQ

Ry (R1,Rs) | (R1,R3) | (R1,Rq) | (R1,51) | (Ry,S2)
1. Zug R2 (R27 Rl) (R27 R3) (R27 R4) (R27 Sl) (R27 52)
einer | Ry |l (Ry, Ry) | (Rs, Ra) (R3, Rq) | (B3, S1) | (Rs, Ss)
Kugel

Ry || (R4, R1) | (R4, R2) | (R4, R3) (R4, S1) | (R4, S2)

Sl (SlaRl) (SlaRZ) (Sl7R3) (Sl7R4) (51752)

52 <527R1) (SQ7R2) (SQ7R3) (527R4) (82781)

Jedes Feld stellt ein Elementarereignis dar. Die ,Diagonale® bleibt dabei frei, denn es
wird ohne Zuriicklegen gezogen (d.h. (Ry, Ry), ..., (R4, R4), (S1,51), (S2,S2) kénnen nicht
auftreten).

Alle Elementarereignisse sind gleichwahrscheinlich, weil in jedem Zug alle noch in der Urne
befindlichen Kugeln mit der gleichen Wahrscheinlichkeit gezogen werden! Daher kénnen
wir die Wahrscheinlichkeitsdefinition von Laplace anwenden.

Wir haben h(S) = 6% — 6 = 36 — 6 = 30 gleichwahrscheinliche Elementarereignisse.

Das Ereignis A entspricht den ersten vier Zeilen der Tabelle, d.h. es liegen h(A) =4-6 —
4 = 20 fiir A giinstige Elementarereignisse vor. Die entsprechenden Eintrége sind in der
obersten Kopie der Tabelle in Abbildung blau gekennzeichnet.

Das Ereignis B entspricht den ersten wir Spalten der Tabelle, d.h. es liegen h(B) =
6-4—4 =20 fiir B gilinstige Elementarereignisse vor. Die entsprechenden Eintrédge sind
in der mittleren Kopie der Tabelle in Abbildung [8.1] violett gekennzeichnet.

Das Ereignis, dass im ersten und im zweiten Zug jeweils eine rote Kugel gezogen wird,
ist AN B und erhélt daher alle Elementarereignisse, die zu A und B gehoren. Wir haben
h(ANB) =4-4—4 =12 fiir AN B glinstige Elementarereignisse. Die entsprechenden
Eintréage sind in der untersten Kopie der Tabelle in Abbildung rot gekennzeichnet.
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2. Zug einer Kugel

R1 R2 R3 R4 Sl 52
Rl (R1>R2) (R17R3> <R17R4> (Rl,Sl) (R1752)
1. Zug Ry || (Ra, Ry) (R, R3) | (Ra, Ry) | (R2,S1) | (Ra,S2)
einer | Ry || (Rs, Ry) | (Rs, R») (Rs, Ra) | (R3,S1) | (R3,S2)
Kugel
Ry || (R, R1) | (R4, R2) | (R4, Rs3) (R4, 51) | (R4, S2)
Sl (SlaRl) (SlaRQ) (517R3) (S17R4) (51752>
SQ (SQaRl) (SQ;RQ) (SQ;RS) (SQaR4) (SQaSI)
2. Zug einer Kugel
Rl RQ R3 R4 Sl SQ
Ry (R, Ry) | (R, R3) | (R, Ry) | (R1,51) | (Ry,5%)
1‘ Zug R2 (RQle) (R21R3) (R27R4) (R27SI) (R2782)
einer R3 || (Rs, R1) | (R3, Rs) (Rs, Ry) | (Rs,51) | (Rs,52)
Kugel
Ry || (Ra, Ry) | (Ra, R2) | (R4, R3) (R4, 51) | (R4, S2)
Sl (SlaRl) (SlaRZ) (SlaRB) (SlaR/l) (51752>
SQ (SQ‘/Rl) (827R2) <S27R3) (527R4> <527S].)
2. Zug einer Kugel
R1 RQ R3 R4 Sl S2
Ry (Ri,Ry) | (R, Rs) | (R, Ry) | (R1,51) | (R1,52)
1. Zug R2 (R‘Za Rl) (R27 RS) (R27 R4) (R27 Sl) (R27 SQ)
einer | Ry || (Ry, Ry) | (Rs, Re) (R3, Ra) | (Rs,51) | (Rs,S2)
Kugel
Ry || (R4, Ry) | (Ra, Ra) | (R4, R3) (R4, 51) | (R4, S2)
Sl (SlaR1> (SIJRQ) (SIJR3) (517R4) (51782>
52 (527R1) (527R2) (527R3) (527R4) (52751)

Abbildung 8.1: ,,Recheck-Tabelle“ der Elementarereignisse in Beispiel [8.1}
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Wir finden somit gem&fl der Wahrscheinlichkeitsdefinition von Laplace:

h(A) 20 2

W(A):m:%:§,

_h(B) 20 2

WB) =g~ 30~ 3
W(AHB):h(AmB)_g_Q

Die Wahrscheinlichkeit, in beiden Ziigen eine rote Kugel zu ziehen, ist also
W(ANB)=2/5.

Nimmt man an, dass im ersten Zug eine rote Kugel gezogen wurde (Ereignis A), so be-
finden sich beim zweiten Zug nur noch h(A) = 20 Elementarereignisse in dem neuen
Ereignisraum.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis B (zweite Kugel ist rot) unter der Bedingung,
dass Ereignis A (erste Kugel ist rot) eingetreten ist, ist also
h(ANB) h(ANB)/h(S) W(ANB) 12 3

W(B|4) = A RA/RS) WA 20 5

Wir halten den neuen Begriff einer bedingten Wahrscheinlichkeit als Definition fest.

Definition 8.2. (bedingte Wahrscheinlichkeiten)

Seien A und B FEreignisse bei dem gleichen Zufallsexperiment.

(1) Die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B unter der Bedingung A
mit W(A) > 0 ist
W(ANB)

WBIA) = =5

(2) Die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A unter der Bedingung B
mit W(B) > 0 ist
W(ANB)

WAIB) = =1

In unserem motivierenden Beispiel haben wir bereits ein Beispiel fiir bedingte Wahrschein-
lichkeiten gesehen.

Zum Versténdnis von Definition ist es hilfreich sich die Analogie von bedingten
Wahrscheinlichkeiten und bedingten relativen Haufigkeiten klar zu machen: Dazu

schreiben wir die Definitionen mit Erkldrung untereinander und kennzeichnen die entspre-
chenden Objekte farbig:

W(ANB ; L0 : .
W (B|A) = g _ ( bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B )

W(A) unter der Bedingung, dass A eingetreten ist
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s = fij ([ bedingte relative Haufigkeit, mit der der Merkmalswert y; bei Y
0.5 = fi. N auftritt unter der Annahme, dass X den Merkmalswert x; hat
W(AB) = W(ANB) [ bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A
- wW(B) unter der Bedingung, dass B eingetreten ist

o= & _( bedingte relative Haufigkeit, mit der der Merkmalswert z; bei X
H0) fi auftritt unter der Annahme, dass Y den Merkmalswert y; hat

Als Néchstes lernen wir stochastisch unabhéngige Ereignisse kennen.

Definition 8.3. (stochastisch unabhiingige bzw. abhingige Ereignisse)
Seien A und B zwei Ereignisse in einem Zufallsexperiment mit W (A) # 0 und W (B) # 0.

(1) Die Ereignisse A und B heiflen stochastisch unabhdngig (voneinander), wenn
gilt W(A|B) = W(A) und W(B|A) = W(B).

(2) Gilt dagegen W (A|B) # W (A) oder W(B|A) # W(B), so sind die Ereignisse A und
B stochastisch abhdngig.

Anschauung: Stochastische Unabhéngigkeit bedeutet, dass das Eintreten (oder Nicht-
Eintreten) des einen Ereignisses das Eintreten des anderen Ereignisses nicht beeinflusst.
Also muss gelten: Wahrscheinlichkeit = bedingter Wahrscheinlichkeit.

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 8.4. (Kugeln werden ohne Zuriicklegen aus einer Urne gezogen)

Aus einer Urne mit 6 Kugeln, von denen 2 schwarz und 4 rot sind, werden ohne Zuriicklegen
nacheinander zwei Kugeln gezogen. Wir haben dieses Zufallsexperiment bereits in Beispiel
betrachtet und fiir die Ereignisse

A =, Ziehen einer roten Kugel im ersten Zug*

B = ,Ziehen einer roten Kugel im zweiten Zug*

die Wahrscheinlichkeiten W (A) und W (B) und die bedingte Wahrscheinlichkeit W (B|A)

berechnet: Wir finden 5 5
3 =W(B) # W(BJ|A) = E-

Also sind das Ziehen einer roten Kugel im ersten Zug (Ereignis A) und das Ziehen einer
roten Kugel im zweiten Zug (Ereignis B) stochastisch abhdingig. (Dieses ist intuitiv klar,
denn beim Ziehen einer roten Kugel im ersten Zug dndert sich die Anzahl der roten Kugeln
in der Schachtel, da ohne Zuriicklegen gezogen wird.)

Beispiel 8.5. (Ziehen von Kugeln mit Zuriicklegen)

Aus einer Urne mit 6 Kugeln, von denen 2 schwarz und 4 rot sind, werden mit Zuriick-
legen nacheinander zwei Kugeln gezogen. Wir betrachten wieder die folgenden beiden
Ereignisse:

A = | Ziehen einer roten Kugel im ersten Zug*
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B = ,Ziehen einer roten Kugel im zweiten Zug*

Nun sind A und B stochastisch unabhdingig, denn nach dem ersten Zug wird die gezogene
Kugel ja zuriickgelegt. Also kann das Ergebnis des ersten Zuges den zweiten Zug nicht be-
einflussen. Diese plausible Tatsache weisen wir auf einem Ubungszettel mit der Definition
von stochastisch unabhéngigen Ereignissen nach.

Auch hier besteht eine Analogie zwischen stochastisch unabhingigen Ereignissen
und unabhingig verteilten Merkmalen: Die Bedingungen

W(A|B) =W (A) und W(B|A) = W(B)
sind analog zu den Bedingungen (siehe auch die farbige Kennzeichnung)
figy= [ furi=1,... k j=1...,¢ und fo=f; firi=1,..kj=1... L
Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit

W(AN B) W (AN B)
S W(A) - W(B)

folgt durch Multiplikation mit W (A) bzw. W (B) der Multiplikationssatz fiir Wahrschein-
lichkeiten:

W(B|A) = bzw. W(A|B) =

W(B|A) = % W(A) = W(BJA)-W(A) = W(AN B),
W(A|B) = % W(B)  —  W(AB)-W(B) = W(AN B).

Satz 8.6. (Multiplikationssatz fiir Wahrscheinlichkeiten)

Seien A und B Ereignisse in einem Zufallsexperiment. Die Wahrscheinlichkeit W (AN B)
dafiir, dass sowohl das Ereignis A als auch das Ereignis B eintritt, kann mit dem Mul-
tiplikationssatz (fiir Wahrscheinlichkeiten) berechnet werden:

W(AN B) = W(A) - W(B|A) baw. W(ANB) = W(B) - W(A|B).

Sonderfall von Satz [8.6 Sind A und B stochastisch unabhingig, also wenn gilt
W(A|B) = W(A) und W(BJA) = W(B), so vereinfacht sich der Multiplikationssatz zu

W(ANB) = W(A) - W(B).

Mit dem Multiplikationssatz kann man die Wahrscheinlichkeiten in einem zweistufigen
Zufallsexperiment gut mit einem Baumdiagramm berechnen. Wir zeigen dieses fiir unser
Beispiel ,,Ziehen zweier Kugeln ohne Zuriicklegen“ (siehe Beispiel |8.1]).

Beispiel 8.7. (Baudiagramm: Kugeln werden ohne Zuriicklegen aus einer Urne
gezogen)

Aus einer Urne mit 6 Kugeln, von denen 2 schwarz und 4 rot sind, werden ohne Zuriicklegen
nacheinander zwei Kugeln gezogen. Wir betrachten die Ereignisse



8. Wahrscheinlichkeitsrechnung: Weiterfithrende Resultate 103

=, Im ersten Zug wird eine rote Kugel gezogen.*

=, Im zweiten Zug wird eine rote Kugel gezogen."

= ,Im ersten Zug wird eine schwarze Kugel gezogen.*
=, Im zweiten Zug wird eine schwarze Kugel gezogen.*

Uberlegungen zum Ausfillen des Wahrscheinlichkeitsbaums:
e Am Anfang sind 6 Kugeln in der Urne; davon sind 4 rot und 2 schwarz.

e Wurde im ersten Zug eine rote Kugel gezogen (Ereignis A), so sind noch 5 Kugeln in
der Schachtel. Davon sind 3 rot und 2 schwarz.

e Wurde im ersten Zug eine schwarze Kugel gezogen (Ereignis A), so sind noch 5 Kugeln
in der Schachtel. Davon sind 4 rot und 1 schwarz.

Das Baumdiagramm ist in Abbbildung [8.2] gezeichnet.

B W(ANB)=W(A)-W(B|A)

_43_12
-6 o 30

B W(ANDB) =W(A)- W(B|A)
_4.2_8
—6 5 30

§ : 21
1. Zug 2. Zug — 65

Abbildung 8.2: Baumdiagramm fiir das Ziehen zweier Kugeln aus einer Urne mit 4 roten
und 2 schwarzen Kugeln ohne Zuriicklegen: Langs jedes ,,kompletten® Zweiges nutzt man
den Multiplikationssatz.

Wir lernen nun zwei weitere Charakterisierungen von stochastischer Unabhéngigkeit ken-
nen. Zur Erinnerung (vgl. Definition [8.3)): Per Definition sind zwei Ereignisse A und B
(eines Zufallsexperiments) stochastisch unabhéngig, wenn gilt:

W(AIB)=W(4) und  W(B|A) = W(B).
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Satz 8.8. (Alternative Charakterisierung 1 von ,stochastisch unabhingig*)

Seien A und B zwei Ereignisse eines Zufallsexperiments mit W (A) # 0, W(A) # 0,

W(B) # 0 und W(B) # 0. Die FEreignisse A und B sind genau dann stochastisch
unabhdngig, wenn qilt

W(A|B) = W(A|B) und W(B|A) = W(B|A).

Satz 8.9. (Alternative Charakterisierung 2 von ,stochastisch unabhingig*)

Zwei Ereignisse A und B eines Zufallsexperiments mit W (A) # 0 und W(B) # 0 sind
genau dann stochastisch unabhdngig, wenn gilt

W(ANB) =W(A) - W(B). (8.1)

Beachten Sie die Analogie von (8.1)) in Satz zu der alternativen Charakterisierung
unabhéngig verteilter Merkmale (siehe Satz [5.11)):

fij=F  fj firalle:=1,2,...,kund alle j =1,2,..., (.

Beachten Sie in Sétzen und , dass es sich um ,genau dann, wenn“-Aussagen (also
sogenannte Aquivalenzen) handelt. Dieses bedeutet, dass die Aussage zwei Folgerungs-
richtungen hat. So muss man beim Beweis von Satz zeigen, dass die folgenden beiden
Aussagen gelten:

,=: Sind A und B stochastisch unabhingig, so gilt W (A|B) = W (A|B) und W (B|A) =
W (BJA).

,<=“: Gilt W(A|B) = W(A|B) und W(B|A) = W(BJ|A), so sind A und B stochastisch
unabhéngig.

Satz beweisen wir auf einem Ubungszettel.

Satz ist etwas schwieriger zu beweisen, und wir fithren den Beweis nun durch.

Beweis von Satz 8.8t

Als Vorbereitung fiir den Beweis zeigen wir, dass die folgenden Aussagen fiir beliebige
Ereignisse A und B gelten:

W(A)=W(ANB)+W(ANB), (8.2)
W (B) = W(B N A) + W(BnA). (8.3)

Wir brauchen nur eine der beiden Aussagen zu zeigen — die andere folgt dann durch
Umbenennung von A in B und umgekehrt.

Beweis von und : Es gelten BN B = () und BU B = S. Daraus folgt
A=ANS=AN(BUB)=(ANB)U(ANB)

und

(ANB)N(ANB)C BNB=.

N
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Nach dem Axiom 3 einer Wahrscheinlichkeit gilt somit
W(A)=W((ANB)U(ANB)) = W(ANB) + W(ANB),

und wir haben (8.2)) gezeigt. O

Beweis von ,<=“: Es gelte W(A|B) = W(A|B) und W(B|A) = W(B|A). Nach der
Definition der bedingten Wahrsscheinlichkeiten gilt

W(ANB) W(ANB)

= )

W(B)  W(B)

W(A|B) = W(A[B)

und wir multiplizieren auf beiden Seiten mit W(B) und W (B):
W(ANB)-W(B)=W(ANB)-W(B).

Nun ersetzen wir W (B) = 1 — W (B) und erhalten

W(ANB)-[1-W(B)] =W(ANB)-W(B)
<~  W(ANB)-W(ANB) -W(B)=W(ANB)-W(B)
— W(ANB)=W(ANB) - W(B)+W(ANB)-W(B)
<~  W(ANB)= [W(AmB) +W(A )} W(B)
7W(AOS)7W( )
—  W(ANB)=W(A)-W(B), (8.4)

wobei wir im letzten Schritt (8.2)) genutzt haben. Nun teilen wir in (8.4) durch W (B)
bzw. W (A) und erhalten

W(AN B)
W(B)
=W (A|B)
W(AN B)
W(A)

=W (B|A)

— W(A) — W(A|B) = W(A),

— W(B) — W(B|A) = W (B),

d.h. die Ereignisse A und B sind stochastisch unabhéngig. 0J

Beweis von < “: Seien A und B stochastisch unabhéngig, d.h. es gelte W(A) = W (A|B)
und W(B) = W(BJ|A). Nach der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit W (A|B)
folgt aus W(A) = W(A|B), dass

W(ANB)

W(A) = W B

Mittels Ersetzen von W (B) durch (8.3) folgt

W(A) - [W(BNA)+W(BNA)| =W(ANB)
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11

=
=
=
S
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=)
I

=
=

!

— W(B

Analog kann man herleiten, dass W (A|B) = W (A|B) gilt. O

8.2 Theorem der totalen Wahrscheinlichkeit

Wir leiten das sogenannte Theorem der totalen Wahrscheinlichkeit her:

Ay, Ay, .. A, seien sich gegenseitig

ausschliefende Ereignisse, die den Er-
eignisraum S ganz ausfiillen, d.h.

mit 7,7 =1,2,...,n,
und A1UA2UUAn:S

Wir nennen Aj, Ag, ..., A, dann auch
eine ,,Einteilung® (oder ,,Partiti-

on*) des Ereignisraums S.

Eine Einteilung (oder Partition) von
S ist in der Skizze rechts oben veran-
schaulicht. Dabei stellt der Inhalt des
Rechtecks den ganzen Ereignisraum S

dar.

Fiir ein beliebiges Ereignis E gilt nun:
E=(ENA)U(ENA)U...U(ENA,).

(Siehe die Skizze rechts zur Veran-

schaulichung.)

Es gilt fiir alle 2,7 =1,2,...,n

(ENA)N(ENA;) CANA;

=0

wenn ¢ # j,
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d.h. die Ereignisse ENA;, i = 1,2,...,n, schlielen sich gegenseitig aus. Nach dem Addi-
tionssatz fiir die sich gegenseitig ausschlieBenden Ereignisse E N A;, i = 1,2, ..., n, folgt
nun

W(E)=W(ENA)+W(ENA)+...+ W(ENA,). (8.5)
Nach dem Multiplikationssatz gilt

W(ENA)=W(A) W(E|A)  firi=1,2...,n (8.6)

Einsetzen von in liefert
W(E)=WI(A;) -W(E|Ay) + W(Ay) - W(E|A2) + ...+ W(A,) - W(E|A,).

und wir haben das Theorem der totalen Wahrscheinlichkeit hergeleitet.

Satz 8.10. (Theorem der totalen Wahrscheinlichkeit)

Seien Ay, Ao, ..., A, sich gegenseitig ausschlieflende Ereignisse, die den Ereignisraum S
ganz ausfillen (d.h. A;,NA; =0 firi,j=1,...,n mit i # j und A;UAsU...UA, =5).
Dann gilt fir ein beliebiges Ereignis E

W(E) =Y W(A)-W(E|A)

— W(AL) - W(E|A) + W(As) - W(E|As) + ... + W(A,) - W(E|A,).

Betrachten wir ein Beispiel fiir die Anwendung des Theorems der totalen Wahrscheinlich-
keit.

Beispiel 8.11. (Qualitdtskontrolle bei der Stofistangenzulieferung)

Ein Automobilhersteller bezieht jeden Monat 1000 StoBstangen iiber einer Zulieferer. Fiir
diesen Zulieferer arbeiten drei Betriebe B, By und Bj, in denen die Stoflstangen angefer-
tigt werden. Die 1000 Stoflstangen teilen sich wie folgt auf die drei Betriebe auf:

e Betrieb By produziert 300 Stiick mit einem Ausschussanteil von 2%.
e Betrieb By produziert 500 Stiick mit einem Ausschussanteil von 4%.

e Betrieb B3 produziert 200 Stiick mit einem Ausschussanteil von 3%.

Aus der monatlichen Lieferung von 1000 Stolstangen wird eine Stofistange zufillig ent-
nomimen.

Frage: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass die entnommene Stofistange defekt ist?
Modellierung: Wir fiithren die Ereignisse Ay, As, A3 und E ein:
E = Die zufillig entnommene Stoflstange ist defekt.*

A; = ,Die zufillig ausgewihlte Stofistange wurde von Betrieb B; produziert.“ (wobei
J=1,2.3)
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Danngilt: A1UA2UA3:S und AlﬂAnggﬂAnglﬂAgzﬂ

(Erklarung: Jede Stofistange wurde von einem der drei Betriebe Bi, By, B3 produziert,
also A; U Ay U A3 = S. Eine Stofistange kann immer nur von einem Betrieb produziert

werden, also A N Ay = Ay N A3 =4, NA;=10.)
—> Die Voraussetzungen des Theorems der totalen Wahrscheinlichkeit sind erfiillt.
Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit W (E).

Aus der Aufgabenstellung wissen wir:

300 3 500 5 1 200 2 1
W A - " = /= = —= — = — = — = — = —
(A1) 1000 10’ (42) 1000 10 2’ (4s) 1000 10 5’
2 4 3
W(E’Al) - 100’ W(E‘AZ) = 100’ W<E|A3) = 1—00

Nach dem Theorem der totalen Wahrscheinlichkeit berechnen wir nun:

W(E) = W(Ar) - W(E|A1) + W(Az) - W(E|Az) + W (A3)W (E|As)

3 2 5 4 2 3 32
-2 . 2 42 2 422 22 _ 2.
10 100 i 10 100 i 10 100 1000 0,03

Also betrigt die Wahrscheinlichkeit, dass die zufallig ausgewéhlte Stofistange defekt ist,
0,032 (d.h. 3,2%).

8.3 Theorem von Bayes

Wir leiten das sogenannte Theorems von Bayes her:

Aj, As, ... A, seien sich gegenseitig ausschliefende Ereignisse, die den Ereignisraum S
ganz ausfiillen, d.h.

ANnA;=0firallei,j=1,2,...,nmiti#j und A UAU...UA,=S5.
Nach dem Multiplikationssatz gilt fiir jedes Ereignis E:
W(A; N E) = W(E) - W(A|E) (8.7)
W(A;NE)=W(ENA;)=W(A;) - W(E|A;) (8.8)
Gleichsetzen von und ergibt

W(A;) - W(E|A)

W(E) - W(A;E) =W(A;) - W(E|4;) < W(AE) = W(E) :

(8.9)

wobei wir die Umformung nur fiir W(E) > 0 durchfithren kénnen. Nach dem Theorem
der totalen Wahrscheinlichkeit gilt

W(E) = zn:W(Ai) W (E|A,). (8.10)
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Einsetzen von (§8.10)) in liefert
W(A;)) - W(E[A;)

n )

;W(Ai) - W(E|A;)

W(4,|E) =

und wir haben das Theorem von Bayes hergeleitet.

Satz 8.12. (Theorem von Bayes/Bayessche Regel)

Seien Ay, Ao, ..., A, sich gegenseitig ausschlieffSende Ereignisse, die den Ereignisraum S
ganz ausfillen (d.h. AiNA; =0 firi,j=1,...,n miti# j und A;UA,U...UA, =5).
Dann gilt fir ein beliebiges Ereignis E mit W (E) > 0

W(4;) - W(E|4;)

; W(A;) - W(E[A)

W(A;|E) = fir alle j =1,2,...,n.

Verstidndnis /Interpretation des Theorem von Bayes: Ist ein Ereignis £ eingetreten,
so kann man mit dem Theorem von Bayes die Wahrscheinlichkeiten W (A,|E) berechnen,
dass gleichzeitig mit £ das Ereignis A; eingetreten ist. Man nennt daher W (A,|E) auch
die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit und W (A;) die a-priori-Wahrscheinlichkeit
(a-priori = im Voraus/vorher, a-posteriori = im Nachhinein/nachher).

Betrachten wir ein Beispiel zur Anwendung des Theorems von Bayes.

Beispiel 8.13. (Qualitdtskontrolle bei der Stofistangenzulieferung)

Ein Automobilhersteller bezieht jeden Monat 1000 StoBstangen iiber einer Zulieferer. Fiir
diesen Zulieferer arbeiten drei Betriebe B, By und Bs, in denen die Stofistangen angefer-
tigt werden. Die 1000 Stofstangen teilen sich wie folgt auf die drei Betriebe auf:

e Betrieb By produziert 300 Stiick mit einem Ausschussanteil von 2%.
e Betrieb By produziert 500 Stiick mit einem Ausschussanteil von 4%.

e Betrieb B3 produziert 200 Stiick mit einem Ausschussanteil von 3%.

Aus der monatlichen Lieferung von 1000 Stolstangen wird eine Stofistange zufillig ent-
nommen. Diese ist defekt.

Frage: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die defekte Stolstange von Betrieb B,
By, bzw. Bj gefertigt wurde?

Modellierung: Wir fithren die Ereignisse A;, As, A3 und E ein:
E = Die zufillig entnommene Stoflstange ist defekt.*

A; = ,Die zufillig ausgewéhlte StoBstange wurde von Betrieb B, produziert.“ (wobei
Jj=1 73)

Danngilt: A1UA2UA3:S und AlﬂA2:A2ﬂA3:A1ﬂA3:@
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(Erklarung: Jede Stofistange wurde von einem der drei Betriebe Bi, Bs, B3 produziert,
also A1 U Ay U A3 = S. Eine Stofistange kann immer nur von einem Betrieb produziert
werden, also A; N Ay = AN A3 =A,NA;=10.)

—>  Die Voraussetzungen des Theorems von Bayes sind erfiillt.
Gesucht sind nun die Wahrscheinlichkeiten W (A;|E), W(A3|E) bzw. W (As|E).

Nach dem Theorem von Bayes gilt
W(4;) - W(E|A;)

W(A|E) =

W(Ay) - W(E|Ay) + W(Az) - W(E|A) + W(A3) - W(E|A3)
_ W4, )ngEIA ) . j=1,2,3, (8.11)

wobel wir in der zweiten Zeile den Nenner mit dem Theorem der totalen Wahrscheinlich-
keit vereinfacht haben.

W (FE) wurde bereits in Beispiel mit dem Theorem der totalen Wahrscheinlichkeit
berechnet:

32
ZW W(E|A;) = 1505 = 0,082

Aus der Aufgabenstellung wissen wir:

300 3 500 5 1 200 2 1
A - == = = - A = ——-- 0 — = -
W) = 1000 10’ (42) 1000 10 2’ W(As) 1000 10 5’
2 4 3
W(E|A;) = 100 W(E|Ay) = 00 W (E|Ay) = =

Einsetzen in (8.11)) liefert

W(A)-W(E|A) 51 _ 6 _ 3
W (A |E) = 00—~ -2 —1
( 1| ) (E) 13(2)0 32 ]_6 0, 875,
W (Az) - W(E|Ay) % i 130 20 5
W(As|E) WE) A 25— 5 = 002,
W (As)-W(E|As) 515 6 _ 3
W (As|E) = 000 — — — 2 — 1875,
(A3|E) WE) 7 25 = 16 = 01875

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,1875 bzw. 0,625 bzw. 0,1875 (also ca. 19% bzw. 63%
bzw. 19%) wurde die defekte Stofistange von Betrieb By bzw. By bzw. Bjs hergestellt.



KAPITEL 9

Kombinatorik

In diesem Kapitel lernen wir die Grundlagen der Kombinatorik kennen und wenden diese
an, um Wahrscheinlichkeiten zu berechnen.

9.1 Kombinationen n-ter Ordnung

Wir betrachten das folgende Problem: Von N Objekten/Elementen eq,es, ..., en wer-
den n mit oder ohne Zuriicklegen (d.h. mit oder ohne Wiederholung) zufillig
ausgewihlt. Wir erhalten eine sogenannte Kombination n-ter Ordnung.

Frage: Wie viele Kombinationen n-ter Ordnung gibt es jeweils, wenn wir die Anord-
nung/Reihenfolge der Objekte beriicksichtigen bzw. ignorieren?

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

Beispiel 9.1. (Zufillige Auswahl von 2 von insgesamt 3 ObjektenED

Wir betrachten drei Objekte e;, ey, es und ziehen nacheinander zufillig zwei dieser drei
Objekte. Ein gutes Modell ist hier immer eine Urne, in der sich die Kugeln ey, e, e3 befin-
den. Es macht einen Unterschied, ob wir nach dem ersten Zug aus der Urne die gezogene
Kugel zuriicklegen. Wird diese zuriickgelegt, so spricht man von Ziehen ,mit Wiederho-
lung“. Weiter spielt es eine Rolle, ob wir nach dem Zug der zweiten Kugel beriicksichtigen,
in welcher Reihenfolge, die beiden Kugel gezogen worden sind oder nicht. Man spricht
von Ziehen ,mit Berticksichtigung der Anordnung“ bzw. ,ohne Beriicksichtigung der An-
ordnung“. Wir unter untersuchen nun fiir die vier moglichen Félle fiir die ,, Kombinationen
2-ter Ordnung aus 3 Elementen®:

Fall 1: Auswahl mit Zuriicklegen/Wiederholung mit Beriicksichtigung der Reihenfolge /An-
ordnung

!Dieses Beispiel orientiert sich an einem Beispiel in [B12, Kapitel 9].

111



112 9. Kombinatorik

(e1,€1) (€2, €1) (es,€1) Wir schreiben die Elemente systematisch auf, indem
(e1,e2) (€3, €2) (es, €2) wir die von den Indices gebildeten Zahlen der Grofle
nach aufsteigen lassen (spaltenweise zu lesen).

Wir erhalten 9 = 3? Kombinationen 2-ter Ordnung mit Wiederholung und mit Beriick-
sichtigung der Anordnung.

Fall 2: Auswahl ohne Zuriicklegen/Wiederholung mit Beriicksichtigung der Reihenfol-
ge/Anordnung

(e2,€1) (e3,€1) Gegeniiber dem Fall 1 mit Zuriicklegen/Wieder-
holung werden alle Kombinationen mit zwei gleichen

(er,€2) (€3, €2) Objekten gestrichen. Diese sind im Fall 1 blau mar-
(e1,€3) (e, €3) kiert.
Wir erhalten 6 = (33—'2), Kombinationen 2-ter Ordnung ohne Wiederholung und mit

Beriicksichtigung der Anordnung.

Fall 3: Auswahl mit Zuriicklegen/Wiederholung ohne Beriicksichtigung der Reihenfol-

ge/ Anordnung Wir schreiben die Elemente systematisch auf, indem

wir die von den Indices gebildeten Zahlen der Grofie

(e, e1) nach aufsteigen lassen. Dabei verlangen wir, dass die

(e1,e2) (e2,€2) Indices nicht abfallen, also nur (e;, e;) mit ¢ < j, denn

(ex, e3) (e, €3) (e, 3) dieses gewihrleistet, dass wir alle Kombinationen nur

’ ’ ’ einmal auflisten. Im Fall 1 sind die wegfallenden Kom-
bination violett markiert.

Wir erhalten 6 = 2?—'2, = % Kombinationen 2-ter Ordnung mit Wiederholung und

ohne Beriicksichtigung der Anordnung.

Fall 4: Auswahl ohne Zuriicklegen/Wiederholung ohne Beriicksichtigung der Reihenfol-
ge/Anordnung

Gegeniiber dem Fall 3 mit Zuriicklegen/Wiederho-
lung werden alle Kombinationen mit zwei gleichen

(€1, €2) Objekten gestrichen. Alle in Fall 1 farbig (also in blau
(e1,e3) (€2, e3) oder violett markierten Kombinationen entfallen.
Wir erhalten 3 = ﬁl—z' = (3) Kombinationen 2-ter Ordnung ohne Wiederholung und

ohne Beriicksichtigung der Anordnung.

Was wir im vorigen Beispiel bereits gesehen haben, funktioniert allgemein: Um alle Kom-
binationen n-ter Ordnung (von N Objekten) ohne Anordnung zu bestimmen, ordnet
man zweckméfBigerweise die Indizes/Nummern der Objekte (in jeder Kombination) auf-
steigend.

Wir wollen gleich allgemein bestimmen, wie viele Kombinationen n-ter Ordnung von N
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Objekten es in jedem der vier moglichen Fille gibt. Vorher betrachten wir zunéchst einige
Beispiele, um uns klar zu machen, warum diese Frage interessant ist.

Beispiel 9.2. (Kombintionen n-ter Ordnung aus N Elementen)

(a)

(b)

Dreimaliges Werfen mit einem Wiirfel, wobei beriicksichtigt wird, in welcher Reihen-
folge die Augenzahlen gewiirfelt werden.

Modell: N = 6, n = 3, mit Wiederholung und mit Beriicksichtigung der Anordnung

Dreimaliges Werfen mit einem Wiirfel, wobei nicht beriicksichtigt wird, in welcher
Reihenfolge die Augenzahlen gewiirfelt werden.

Modell: N = 6, n = 3, mit Wiederholung und ohne Beriicksichtigung der Anordnung

Lottospiel ,,6 aus 49“, d.h. es werden aus den natiirlichen Zahlen von 1 bis 49 sechs
Zahlen (ohne Wiederholungen) ausgewéhlt. Es spielt keine Rolle, in welcher Reihen-
folge diese Lottozahlen gezogen werden.

Modell: N = 49, n = 6, ohne Wiederholung und ohne Beriicksichtigung der Anordnung

Ein Post-Kurier-Service im Groffiraum Sydney erhélt gleichzeitig 5 neue Auftrige. Er
hat gerade 10 freie Kuriere, von denen jeder maximal einen Auftrag abholen soll. Wie
viele Moglichkeiten gibt es, die 5 neuen Auftrige auf die 10 Kuriere zu verteilen, so
dass jeder maximal einen Auftrag erhélt?

Modell: N = 10, n = 5, ohne Wiederholung und mit Beriicksichtigung der Anordnung

(Die Anordnung wird beriicksichtigt, da es eine Rolle spielt, welcher Kurier welchen
Auftrag bekommt.)

Der folgende Satz hélt fest, wie viele Kombinationen n-ter Ordnung es fiir jeden der vier
moglichen Fille gibt.

Satz 9.3. (Anzahl der Kombinationen n-ter Ordnung aus N Elementen)

Die Anzahl der Kombinationen n-ter Ordnung aus insgesamt N Elementen
ist fiir die verschiedenen Fille mit/ohne Wiederholung und mit/ohne Beriicksich-
tigung der Anordnung in der folgenden Tabelle angegeben:

mat Beriicksichtigung
der Anordnung

ohne Beriicksichtigung
der Anordnung

_ N! N N!
ohne Wiederholung m (n) = TN N =)
- N+n-—1 (N+n-—1)!
[ N — (N 1
mit Wiederholung ( n ) nl (N —1)!

In den Formeln fiir die Kombinationen n-ter Ordnung aus N Elementen kommen Fa-

kultiten und Binomialkoeffizienten vor.
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Definition 9.4. (Fakultit und Binomialkoeffizient)
(1) Fiirn € Ny ist n!, genannt n-Fakultdt, definiert durch

ol=1 und nl=1-2-3-...-n firnéeN.
(2) Fir n,N € Ng mit 0 < n < N ist der Binomialkoeffizient (]Z) (sprich ,N

iiber n“) definiert durch
N N
n) nl(N-—n)

Betrachten wir eine Beispiel.

Beispiel 9.5. (Fakultiten und Binomialkoeffizienten)
(a) Fakultiten: 11=1, 20=1.2=2 3/=1.2-3=6,

(b) Binomialkoeffizienten:

Wir bemerken:

b2_2 2ab b2_ 2 2 2 b 2b2 & 2 Z—nbn
(a+)—a—|—a+—0a+1a—|—2 Zka

n=0

Wir halten einige wichtige Eigenschaften der Binomialkoeffizienten fest.
Lemma 9.6. (Eigenschaften der Binomialkoeffizienten)
(1) Die Binomialkoeffizienten sind die Koeffizienten in der binomischen Formel:

N Y N N—-n1n ..
(a+0)N =>" a¥ b fiir alle N € Ny.

n
n=0

(2) Firn, N € Ng mit 0 <n <N gelten

()= ()

(N)_(N—n+1)«(N—n+2)-...~(N—1)'N
1-2-...-(n—1)-n '

n

(8) Firn, N € Ng mit 0 <n < N gilt
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Lemmaﬂ sollte bekannt sein. Lemma und Lemma beweisen wir auf

einem Ubungszettel.

Wir kommen nun noch einmal auf Beispiel zuriick und bestimmen die Anzahl der
Kombinationen n-ter Ordnung aus N Elementen mit Hilfe von Satz[9.3]

Beispiel 9.7. (Anzahl der Kombintionen n-ter Ordnung aus N Elementen)

(a) Dreimaliges Werfen mit einem Wiirfel, wobei beriicksichtigt wird, in welcher Reihen-
folge die Augenzahlen gewiirfelt werden.

Modell: N = 6, n = 3, mit Wiederholung und mit Beriicksichtigung der Anordnung

Anzahl: N™ = 63 = 216 Kombinationen 3-ter Ordnung aus 6 Elementen mit Wieder-
holung und mit Beriicksichtigung der Anordnung

(b) Dreimaliges Werfen mit einem Wiirfel, wobei nicht berticksichtigt wird, in welcher
Reihenfolge die Augenzahlen gewiirfelt werden.

Modell: N = 6, n = 3, mit Wiederholung und ohne Beriicksichtigung der Anordnung
N+n—1>  (N+n-1)! (6+3-1)! 8!

26,

Anzahl: 8
e ( Al (N—1)!  31(6-1)  3I5!

n

also 56 Kombinationen 3-ter Ordnung aus 6 Elementen mit Wiederholung und ohne
Beriicksichtigung der Anordnung

(c¢) Im Lottospiel ,,6 aus 49 werden aus den natiirlichen Zahlen von 1 bis 49 sechs Zahlen
(ohne Wiederholungen) ausgewihlt. Es spielt keine Rolle, in welcher Reihenfolge diese
Lottozahlen gezogen werden.

Modell: N = 49, n = 6, ohne Wiederholung und ohne Beriicksichtigung der Anordnung

N N 49! 49! 44-45-...-49
Anzahl: - - - - — 13.983.816
e <n> nl(N—n)l  6/(49—6)]  6!43l 720 ’

also fast 14 Millionen Kombinationen 6-ter Ordnung aus 49 Elementen ohne Wieder-
holung und ohne Beriicksichtigung der Anordnung

Bei fast 14 Millionen Kombinationsméglichkeiten ist die Chance, im Lottospiel ,,6 aus
49* den Jackpot zu gewinnen, extrem gering!

(d) Ein Post-Kurier-Service im Grofiraum Sydney erhélt gleichzeitig 5 neue Auftriage. Er
hat gerade 10 freie Kuriere, von denen jeder maximal einen Auftrag abholen soll. Wie
viele Moglichkeiten gibt es, die 5 neuen Auftrige auf die 10 Kuriere zu verteilen, so
dass jeder maximal einen Auftrag erhélt?

Modell: N =10, n = 5, ohne Wiederholung und mit Beriicksichtigung der Anordnung
10!
Anzahl: 5—0| =10-9-8-7-6 =30.240

Es gibt also 30.240 Moglichkeiten, die Auftrdge so zu verteilen, dass jeder der 10
Kuriere maximal einen Auftrag erhalt.
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9.2 Herleitungen der Formeln fiir die Kombinationen
n-ter Ordnung von N Elementen

Wir werden nun die Formeln in Satz[9.3 herleiten bzw. beweisen. Dabei schreiben wir eine
Kombination n-ter Ordnung als n-Zeilenvektor der N Elemente ey, ey, ..., ey, also

(€j1s€jas---1€5) mit ji,72,.. .70 € {1,2,..., N}. (9.1)

Als gedankliches Modell kann man sich gut das Ziehen von Kugeln aus einer Urne
vorstellen: In der Urne befinden sich N Kugeln ey, es, ..., ey, die mit den den Ziffern
1,2,..., N beschriftet sind (also e; ist mit der Ziffer i beschriftet). Um die Notation zu
vereinfachen, identifizieren wir dabei in den Beweisen die Kugel e; mit ihrer Nummer ¢

und schreiben somit statt (9.1])

(J1: G20+ - Jin) mit j1, 2, ., € {1,2,..., N}. (9.2)

Wir sollten uns dariiber klar sein, dass in (9.2)) nicht die Kugeln sondern die Nummern
der Kugeln notiert sind. Da die Kugeln und deren Nummern einander aber ein-eindeutig
zugeordnet sind, diirfen wir hier diese Vereinfachung vornehmen.

Beweis der Formel in Satz fiir den Fall ,,mit Wiederholung und mit Beriick-
sichtigung der Anordnung*“: Da mit Zuriicklegen (also mit Wiederholung) gezogen
wird, gibt es jeweils N Moglichkeiten beim Ziehen der ersten, der zweiten, ...und der
n-ten Kugel. Weiter erfolgt die Auflistung in der Reihenfolge, in der die Kugeln
gezogen werden, da mit Berticksichtigung der Reihenfolge/Anordnung gezogen wird. Also
finden wir

(j17j27--'7.jn)7 mit j17j27~--7jn € {17277N}

Pt
jeweils N Moglichkeiten
J1y 725+« Jn Zu withlen

Es kann jeweils jede der N Kugeln gezogen werden. Also gilt

Anzahl der n-ten Kombinationen =N -N-...- N = N",
—
n—mal
und wir haben die gesuchte Formel hergeleitet. 0

Beweis der der Formel in Satz fiir den Fall ,,ohne Wiederholung und mit
Beriicksichtigung der Anordnung*: Die Kugeln bzw. deren Nummern werden auch
hier in der Reihenfolge aufgelistet, in der sie gezogen werden (da ,,mit Beriicksichtigung
der Anordnung*). Allerdings wird nicht zuriickgelegt (da ,,ohne Wiederholung®), d.h. die
Nummer jeder Kugel kann nur einmal in der Auflistung vorkommen. Wir betrachten also

(j17j27 s 7]71)
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mit ji,J2,...,7n € {1,2,..., N}, wobei die ¢;, €, ..., ¢e;, alle verschieden sind (da ohne
Wiederholung).

Es gibt N Moglichkeiten, j; in {1,2,..., N} zu wihlen.

Es gibt N — 1 Moglichkeiten, jo in {1,2,..., N} \ {j1} zu wihlen.
Es gibt N — 2 Moglichkeiten, j3 in {1,2,..., N} \ {j1, 72} zu wéhlen.
Wir setzen den Prozess fort und finden als Letztes:

Es gibt N — (n — 1) Moglichkeiten j,, in {1,2,..., N} \ {1, 72, .., Jn-1} zu wihlen.

Also folgt
Anzahl der Kombinationen n-ter Ordnung = N - (N —1)- (N —=2)-...- (N — (n — 1))
=(N—-n)!
N (N=1)-(N=2)-...-(N=(n=1)) - (N=n)- (N=(n+1)-...-2-1
B (N —n)!
N!
(N =)’
und wir haben die gesuchte Formel hergeleitet. O

Wollen wir den Fall ,ohne Wiederholung und ohne Beriicksichtigung der Anordnung*
betrachten, so miissen wir in der Anzahl im vorigen Fall ,ohne Wiederholung und mit
Berticksichtigung der Anordnung* noch alle bis auf die Anordnung identischen n-ten Kom-
binationen identifizieren. Als Vorbereitung dafiir betrachten wir die folgende Frage:

Wie viele Moglichkeiten gibt es n Kugeln ey, es,...,¢, bzw. deren Nummern
1,2,...,n unterschiedlich anzuordnen?

Betrachten wir als Beispiel zunéichst 3 Elemente eq, es, e3 und ordnen deren Nmmern auf
alle moglichen Varianten an:

(1,2, 3)

(1, 3,2)

(2, 1, 3) 6 = 3! Anordnu.ngen
(oder Permutationen)

227 3, 1; der Elemente ey, es, €3

3,1, 2

(3’ 2’ 1) Y,

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall:
(jl,jg, e ,jn), wobei ji, jo, ..., Jn € {1,2,...,n} alle verschieden sind.

j1 kann beliebig in {1,2,...,n} gewéhlt werden (n Moglichkeiten).
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Jo kann beliebig in {1,2,...,n} \ {j1} gewéhlt werden (n — 1 Méglichkeiten).
Wir setzen den Prozess fort:

Jn—1 kann beliebig in {1,2,...,n} \ {j1,72,- -, Jn_2} gewdhlt werden (n — (n — 2) = 2
Moglichkeiten).

jn wird das noch iibrige Element in {1,2,...,n}\ {j1,72, -, Jn-2,Jn_1} (1 Moglichkeit).
Es gibt also

n-n—1)-(n—=2)-...-2-1=nl
Anordnungen, d.h. n! Permutationen von 1,2 ... n bzw. der Kugeln ey, e, ..., e,.

Nach dieser Vorbereitung konnen wir nun leicht den Fall ,ohne Wiederholung und ohne
Beriicksichtigung der Anordnung® behandeln.

Beweis der Formel in Satz fiir den Fall ,,ohne Wiederholung und oh-
ne Beriicksichtigung der Anordnung®: Fiir den Fall ,,ohne Wiederholung und mit
Beriicksichtigung der Anordnung® hatten wir

N!
(N —n)!

Kombinationen n-ter Ordnung.

Jede Kombination n-ter Ordnung im Fall ,,ohne Wiederholung und ohne Beriicksichtigung
der Anordnung* kann auf n! Arten angeordnet werden

Teilen die also die Anzahl n-ter Kombinationen

N!
(N —n)!

im Fall ,ohne Wiederholung und mit Beriicksichtigung der Anordnung® durch n!, so
identifizieren wir alle bis auf die Anordnung identischen Kombinationen n-ter Ordnung
und erhalten somit

|
Anzahl der n-ten Kombinationen = L = N )
(N —n)!In! n

Damit ist die gesuchte Formel hergeleitet. O

Nun beweisen wir die Formel fiir den Fall ,mit Wiederholung und ohne Beriicksichtigung
der Anordnung* mit einem cleveren Trick.

Beweis der Formel in Satz fir den Fall ,,mit Wiederholung und ohne
Beriicksichtigung der Anordnung®: Da ohne Beriicksichtigung der Anordnung ge-
zogen wird, kénnen wir unsere n gezogenen Kugeln bzw. deren Nummern in aufsteigender
Reihenfolge notieren:

(1. g2y dn)  mit j1 <jo<...<jp und i, Jo,....00 € {1,2,...,n}
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Wir definieren nun eine Funktion 7', die unsere Kombination n-ter Ordnung von N Kugeln
mit Wiederholung (und ohne Beriicksichtigung der Anordnung) auf Kombinationen n-ter
Ordnung von N + n — 1 Kugeln ohne Wiederholung (und ohne Beriicksichtigung der
Anordnung) bijektiv abbildet:

T(jl)j27j37"‘7jn) = (]1+07 j2+]-7 ]3+27jn+(n—1))

—_—
=k =ko =k3 =kn
Dann gilt
J+0,jo+1, js+2, ..., jnt+(n—1) €{1,2,.... NN+1,...,N+n—1}
N e e —
=k1 =k2 =k3 =kn
und

j1+0<j2—|—1<j3+2<...<jn+(n—1),
S~ S—~— S~ ———
=k — ko = ks —ky,
d.h. es liegen Kombinationen n-ter Ordnung aus N +n — 1 Elementen ohne Wiederholung
und ohne Beriicksichtigung der Anordnung vor. Mit der zugehorigen Umkehrabbildung

Tﬁl(k'l,k'g,k':;,...,kn) = (kl—O,kQ—l,k3—2,kn—(n—l))

=J1 =J2 =73 =jn

wird umgekehrt jede Kombinationen (kq, ko, k3, . . ., k,,) n-ter Ordnung aus N +n — 1 Ele-
menten ohne Wiederholung (und ohne Beriicksichtigung der Anordnung) auf eine Kombi-
nationen n-ter Ordnung aus N Elementen mit Wiederholung (und ohne Beriicksichtigung
der Anordnung) abgebildet. Also ist 7" in der Tat eine Bijektion von der Menge aller Kom-
binationen n-ter Ordnung aus N Elementen mit Wiederholung und ohne Beriicksichtigung
der Anordnung auf die Menge aller Kombinationen n-ter Ordnung aus N +n — 1 Elemen-
ten ohne Wiederholung und ohne Beriicksichtigung der Anordnung. Beide Mengen haben
also die gleiche Anzahl von Elementen und wir wissen aus dem vorigen Fall bereit, dass

(N+n—1) _ (N4+n-1)

n (N —1)!
die Anzahl Kombinationen n-ter Ordnung aus N + n — 1 Elementen ohne Wiederholung
und ohne Beriicksichtigung der Anordnung ist. O

9.3 Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Kom-
binatorik

Wir erinnern uns zunéchst an die Definition der Wahrscheinlichkeit nach Laplace

(siehe Definition [7.21)):

Wir betrachten ein Zufallsexperiment mit einem endlichen Ereignisraum S mit gleich-
wahrscheinlichen Elementarereignissen. Die Wahrscheinlichkeit W (A), dass bei die-
sem Zufallsexperiment das Ereignis A eintritt, ist

_ Angzahl der fiir A giinstigen Falle  h(A)

~ Anzahl aller gleichméglichen Fille  h(S)’

W (A)
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wobei h(A) bzw. h(S) die absolute Haufigkeit (oder Anzahl) der Elementarereignisse in
A bzw. S ist.

Wir kénnen nun unsere neu erworbenen Kombinatorik-Kenntnisse nutzen, um mit Hilfe
der Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsdefinition in vielen spannenden und iiberraschenden
Anwendungsproblemen die Wahrscheinlichkeiten zu berechnen.

Achtung: Die Laplacesche Wahrscheinlichkeitsdefinition setzt gleichwahrscheinliche Ele-
mentarereignisse voraus! Kombinationen mit Beriicksichtigung der Anordnung sind
gleichwahrscheinlich! Kombinationen ohne Beriicksichtigung der Anordnung sind
im allgemeinen aber nicht gleichwahrscheinlich! (Ausnahme: Im Fall johne Wieder-
holung und ohne Beriicksichtigung der Anordnung® sind die n-ten Kombinationen auch
gleichwahrscheinlich, weil jede n-te Kombination ohne Wiederholung genau n! mogliche
verschiedene Anordnungen hat.)

Betrachten wir drei Beispiele.

Beispiel 9.8. (Pizza-Lieferservice)

Ein Pizza-Lieferservice hat 20 neue Auftrage bekommen, die er auf seine zwei Auslieferer
verteilen mochte. Dabei soll jeder der beiden Auslieferer 10 Auftrige iibernehmen.

Frage 1: Wie viele Moglichkeiten hat der Pizza-Lieferservice seine Auftrige auf die beiden
Auslieferer zu verteilen? Dabei wird nicht beriicksichtigt, in welcher Reihenfolge jeder
Auslieferer seine 10 Auftréige abarbeitet, d.h. die Reihenfolge der Zuordnung der Auftrige
wird nicht beriicksichtigt.

Wir iiberlegen uns zunéchst, dass wir uns nur {iber einen der beiden Auslieferer Gedanken
machen miissen, denn hat Auslieferer 1 seine 10 Auftrige bekommen, so erhélt Ausliefe-
rer 2 automatisch die restlichen 10 Auftrage.

Modell: N =20 (Auftrige insgesamt), n = 10 (Auftrige fiir Auslieferer 1)

Fall: ,ohne Wiederholung® (jeder Auftrag kann nur einmal vergeben werden) und ,,0h-
ne Beriicksichtigung der Anordnung“ (es spielt keine Rolle, in welcher Reihenfolge die
Auftrage abgearbeitet werden).

Also gibt es

N\  [20\ 20! ~20-19-18-17-16-15-14-13-12-11
n) \10)  10!(20 — 10)! 10-9-8:7-6-5-4-3-2-1
19-17-14-13-12- 11

= =19-17-13-4-11 = 184.756
7-6

Méglichkeiten die Auftrage auf die beiden Zulieferer zu verteilen.

Frage 2: Wir betrachten nun 10 fest vorgegebene Auftréige, die einer der beiden Auslieferer
bekommen hat. Darunter befinden sich zwei unabhéngige Auftrage von Studentinnen der
Uni Paderborn. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass die beiden Studentinnen zuerst
(also als erste und zweite Person) beliefert werden? Da uns keine geographischen Informa-
tionen iiber die Zustellorte vorliegen, nehmen wir an, dass jede mogliche Zustellreihenfolge
gleichwahrscheinlich ist.
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Seien eq, e, . .., e1g die 10 Auftrige. Jede Anordnung ohne Wiederholung (aber mit Beriick-
sichtigung der Reihenfolge)

(ejl, €y Cgs - - - ,ejm)
stellt eine Reihenfolge der Zustellung dar. Wir haben 10! solcher Anordnungen, denn:
Wir konnen fiir e, jeden der 10 Auftrége wéhlen, aber fiir e;, dann nur noch jeden der 9
tibrigen Auftrége, fiir e;, dann nur noch jeden der 8 iibrigen Auftrége, usw.. Also haben

wir
10-9-8-...-2-1=10!

Moglichkeiten fiir die Reihenfolge der Zustellung der 10 Auftriage. Alle Reihenfolgen sind
gleichwahrscheinlich.

Seien nun die Auftridge der beiden Studentinnen e; und ey. Dann werden die beiden
Studentinnen zuerst beliefert, wenn die folgenden Zustellreihenfolgen vorliegen:

(61, €2, €3, Cigy - -+ Eng ) mit €;,,...,€5, € {63, e ,610},
~~ g
8! mogliche
Anordnungen
(62, €1, €5, €jsy -y Ejig ) mit e;,,...,€5, € {63, e 7610},
N g

8! mt;gliche

Anordnungen
wobei man sich die 8! moglichen Anordnungen wie oben im Fall der Gesamtzahl der Zu-
stellreihenfolgen iiberlegt. Insgesamt finden wir also 2 - 8! giinstige Zustellreihenfolgen fiir
den Fall, dass die beiden Studentinnen zuerst beliefert werden. Daher ist die Wahrschein-
lichkeit (nach der Wahrscheinlichkeitsdefinition von Laplace) fiir das Ereignis

E =, Die beiden Studentinnen werden als erste und zweite beliefert.“

2.8 2 1
W(E)=""=_—""_= — ~0,022
E)=Tor =g.10 ~ 15~ 002

also ca. 2%.

Beispiel 9.9. (Geburtstage im gleichen Monat)

Frage: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter 5 zuféllig ausgewéahlten Personen
mindestens 2 Personen im gleichen Monat Geburtstag haben? Wir nehmen dabei an, dass
sich die Geburtstage gleichméfig iiber die Monate verteilen.

Wir listen die Geburtsmonate der 5 Personen in der Stichprobe als geordnetes 5-Tupel
auf:
(xl, To, T3, Tyq, m5) mit x; = Geburtsmonat der i-ten Person.

Unser Ereignisraum ist dann
S = {(a:l,xQ,xg,x4,x5) ‘ x; € {Jan,Feb,Méir,Apr,Mai,Jun, Jul, Aug, Sep, Okt,NOV,DeZ}}

mit h(S) = N™ = 125 = 248.832 gleichwahrscheinlichen Elementarereignissen (Fall:
N = 12 (Monate), n = 5 (Personen), mit Wiederholung und mit Beriicksichtigung der
Anordnung).
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A = ,Mindestens zwei der fiinf Personen haben im gleichen Monat Geburtstag.*

A = Keine zwei (oder mehr) der fiinf Personen haben im gleichen Monat Geburtstag.*
=, Alle fiinf Personen haben in verschiedenen Monaten Geburtstag.

Die Anzahl der fiir A giinstigen Félle ist

_ N1 12! 12!
A — — = —
M) = N ~ e~ T

= 95.040.

(Fall: N =12 (Monate), n = 5 (Personen), ohne Wiederholung und mit Beriicksichtigung
der Anordnung)

Nach der Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsdefinition finden wir

h(A) 95040  121/7!

A) = = = ~ 0,38.
W(4) h(S) 248832 125 0,38
Es folgt
— 121/7!
WA =1-W(A)=1- 12/5 ~ 0,62.

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,62 (also 62%) haben mindestens 2 der 5 Personen im
gleichen Monat Geburtstag.

Beispiel 9.10. (Lottospiel ,,6 aus 49%)

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit W beim Lottospiel Lottospiel ,,6 aus 49“, mit einmal
Tippen zu gewinnen?

In Beispiel haben wir bereits das Lottospiel ,,6 aus 49“ betrachtet und uns iiberlegt,
dass es

_ - _ = 13.983.816
nl (N —n)l  61(49—6)] 643l 720 ’

(N)_ N! 49! 49! 44 -45-...-49
n

mogliche Kombinationen 6-ter Ordnung gibt (Modell: N = 49, n = 6, ohne Wiederholung
und ohne Beriicksichtigung der Anordnung). Da hier zwar ein Fall ohne Beriicksichtigung
der Anordnung aber auch ohne Wiederholung vorliegt, sind auch hier alle auftretenden
Kombinationen 6-ter Ordnung gleichwahrscheinlich. Die Wahrscheinlichkeit, mit einmal
Tippen zu gewinnen, ist also

1

R~ 2.
13.983.816 0,00000007



KAPITEL 10

Zufallsvariablen

Bisher haben wir nur Experimente und deren Elementarereignisse betrachtet. fiir , kom-
pliziertere“ Experimente, wie zum Beispiel die Summe der Augenzahlen zweier Wiirfe mit
einem klassischen Wiirfel, haben wir dazu einen neuen Ereignisraum eingefiihrt, dessen
Elementarereignisse in dem Beispiel die moglichen Summen der Augenzahlen waren, also
S ={2,3,...,12}, waren. Mit dem in diesem Kapitel neu eingefiihrten Begriff einer Zu-
fallsvariablen kénnen wir solche Experimente einfacher beschreiben, indem wir einfach
den ,natiirlichen“ Ereignisraum des Experiments betrachten und auf diesem das Ergebnis
des Experiments als Funktion auf dem Ereignisraum definieren. Diese Funktion ist dann
eine Zufallsvariable. Fiir das Beispiel der Summe der Augenzahlen zweier Wiirfe ist der
ynatiirliche” Ereignisraum

S={(i,j)]i,j=1,2,3,4,56},

und wir beschreiben die Zufallsvariable X =, Summe der Augenzahlen der beiden Wiirfe“
durch die Funktion

X:S—={23,...,12}, X(i,5) =14+ 7.
Aufbauend auf den Begriff einer Zufallsvariablen kénnen wir deren Verteilung untersu-
chen (wie verteilt sich die Wahrscheinlichkeit auf die Werte der Zufallsvariablen?) und

analog zum arithmetischen Mittel und der Varianz bei Haufigkeitsverteilungen den Er-
wartungswert und die Varianz einer Zufallsvariablen einfiihren.

10.1 Einfiihrung: Zufallsvariablen

Sind die Ergebnisse eines Zufallsexperiments numerische Gréfien, so arbeitet man mit
Zufallsvariablen.

123
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Definition 10.1. (Zufallsvariable)

(1) Eine Zufallsvariable ist eine Funktion X, die den Elementen des Ereignisraums
S ={ey,eq,...} eindeutig Werte aus einer reellen Bildmenge B C R zuordnet:

XS%BQR, X(ei):ai

(2) X ist eine diskrete Zufallsvariable, wenn X nur endlich viele verschiedene
oder abzdhlbar unendlich viele verschiedene Werte (oder Realisationen oder
Auspragungen) annimmit.

(3) X ist eine stetige (oder kontinuierliche) Zufallsvariable, wenn X in einem Be-
reich der reellen Zahlen (z.B. in einem Intervall) jeden beliebigen Wert annehmen
kann.

Betrachten wir einige Beispiele fiir Zufallsvariablen.
Beispiel 10.2. (Zufallsvariablen)
(a) Augenzahl beim Wiirfeln mit einem perfekten Wiirfel: Dann ist der Ereignisraum
S={i|i=1,2,3,4,56},
und die diskrete Zufallsvariable ist die gewiirfelte Augenzahl

X:8—5{1,2,3,4,5,6}, X(G)=i firi=1,23,4,5,6.

(b) Summe der Augenzahlen beim Wurf mit zwei perfekten Wiirfeln: Dann ist der (natiirli-
che) Ereignisraum

S={(i,j)|i=1,2,...,6 und j=1,...,6},
und die Zufallsvariable X = | Summe der Augenzahlen der beiden Wiirfe“
X:5—={23,..., 12}, X(i,j) =1i+7,

ist eine diskrete Zufallsvariable.

(c) Die Zufallsvariable X = | Brenndauer einer Gliihbirne*

X:5—= Rg, wobel S = Menge der G‘rh'ihbirnen7
X(e;) = ,,Brenndauer der Glithbirne e;“,

ist eine stetige (oder kontinuierliche) Zufallsvariable. Hier ist das Elementarereignis
des Ziehens der Gliihbirne e; die gezogenen Gliihbirne e;.

Betrachten wir ein weiteres Beispiel, das uns in diesem Kapitel begleiten wird.
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Beispiel 10.3. (Zufallsvariable Anzahl Zahlseiten beim dreimaligen Werfen ei-
ner idealen MﬁnzeE[)

Unser Zufallsexperiment ist das dreimalige Werfen einer idealen Miinze mit den Seiten

Kopf (K) und Zahl (Z). Als Zufallsvariable X betrachten wir die ,, Anzahl der geworfenen
Zahlseiten®.

Hier ist der Ereignisraum (mit Beriicksichtigung der Reihenfolge der Miinzwiirfe)

S={(K,K,K),(K,K,Z),(K,Z,K),(Z,K,K),(K,Z,2),(Z,K,Z),(Z,Z,K),(Z,Z,Z)}.

Die Werte der Zufallsvariable fiir die einzlnen Elementarereignisse sind also
X(K,K,K)=0, X(K,K,Z) =1, (K, Z,K) =1, X(Z,K,K) =1,
X(K,Z,7) =2, X(Z,K,Z) =2, X(Z,Z,K) =2, X(Z,Z,7) = 3.

Abschlielend betrachten wir ein aufwendigeres Beispiel einer Zufallsvariable.

Beispiel 10.4. (Stichprobenmittelwert als Zufallsvariable)
Mit einer statistischen Erhebung soll das durchschnittliche Einkommen der Vollzeitbeschéaftig-
ten der BRD bestimmt werden. Dazu geht man wie folgt vor:

Nach einem System (Stichprobenplan) werden Stichproben aus der Menge der Vollzeit-
beschéftigten gezogen. Die jeweilige Stichprobe ist das Ergebnis des Zufallsprozesses, und
wir ordnen ihr als Zufallsvariable das arithmetische Mittel der Einkommen der Vollzeit-
beschéftigten in der Stichprobe zu.

Aus den arithmetischen Mitteln verschiedener Stichproben kann dann mit dem Erwar-
tungswert (siehe Teilkapitel [10.4]) ein Wert fiir das durchschnittliche Einkommen der
Vollzeitbeschéftigten der BRD bestimmt werden.

10.2 Wahrscheinlichkeitsfunktion und Verteilungsfunk-
tion einer diskreten Zufallsvariablen

Wir betrachten zunéchst diskrete Zufallsvariablen, denn hier sind alle neu einzufithrenden
Begriffe analog zu Haufigkeitsverteilungen, so dass beim Verstdndnis keine Hiirde auftritt.

Definition 10.5. (Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen)

Sei S = {ey,eq,...} der Ereignisraum eines Zufallsexperiments und X : S — B C R eine
diskrete Zufallsvariable mit den Werten v1 < x9 < 13 < ....

(1) Die Wahrscheinlichkeit, mit der X den Wert x; annimmt, ist

WX =)= Y W)

X(ej)=;

!Dieses Beispiel ist durch ein Beispiel des dreifachen Miinzwurfs in [B12, Kapitel 7] inspiriert und
orientiert sich in seiner Darstelllung an diesem Beispiel.
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(Wir summieren also tiber die Wahrscheinlichkeiten alter Elementarereignisse e;,
denen von X der Wert x; zugeordnet wird, d.h. X(e;) = x;.)

(2) Die Wahrscheinlichkeitsfunktion (oder Wahrscheinlichkeitsverteilung) der
Zufallsvariablen X mit den Werten (oder Ausprigungen) 1 < xo < x3 < ... ist

/R —10,1],

W(X =ux;) wenn x=ux; firi=1,2,3,...,
flz) =

0 wenn  x & {x1,x2,T3,...}.

(Interpretation: f(x) ist die Wahrscheinlichkeit, mit der X den Wert x annimmt.)

In der nédchsten Bemerkung halten wir zwei wichtige Beobachtungen zu den neuen Begrif-
fen fest.

Bemerkung 10.6. (Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten Zufallsvaria-
blen)

(1) Da f(x) eine Wahrscheinlichkeit ist (ndmlich die Wahrscheinlichkeit, mit der X den
Wert x annimmt), gilt immer

0< f(z) <1 fir alle x € R.

Zf(fb’z) IZW(X::Q):L

(2) Die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen ist analog zur re-
lativen Hdufigkeitsverteilung bei nicht-klassifizierten Daten eines diskreten me-
trisch skalierten Merkmals.

Weiter gilt

(8) Man kann eine Wahrscheinlichkeitsfunktion bequem mit einem Stabdiagramm (s.u. in

Beispiel [10.7 und Abbildung veranschaulichen.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 10.7. (Wahrscheinlichkeitsfunktion — dreimaliges Werfen einer idealen

Mﬁnzeﬂ)

Unser Zufallsexperiment ist das dreimalige Werfen einer idealen Miinze mit den Seiten

Kopf (K') und Zahl (7). Als Zufallsvariable X betrachten wir die ,, Anzahl der geworfenen
Zahlseiten®.

Hier ist der Ereignisraum (mit Beriicksichtigung der Reihenfolge der Miinzwiirfe)
S ={(K. K K),(K,K,2),(K, 2,K),(2,K,K),(K, 2,2),(2, K, Z),(Z, Z, K),(Z, 2, Z) },

und wir bestimmen zunéchst fiir jedes Elementarereignis die Wahrscheinlichkeit. Dabei
haben wir die Elementarereignisse bereits in Gruppen mit der gleichen Anzahl Zahlseiten

2Dieses Beispiel ist durch ein Beispiel des dreifachen Miinzwurfs in [B12, Kapitel 7] inspiriert und
orientiert sich in seiner Darstelllung an diesem Beispiel.
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gruppiert. Jedes dieser Elementarereignisse ist gleichwahrscheinlich mit der Wahrschein-
lichkeit (1/2)% = 1/8 = 1/2% (Fall: ,mit Wiederholung und mit Beriicksichtigung der
Anordnung“, N =2 und n = 3).

£l ¢ o Wahrschein- »Anzahl Wahrscheinlichkeits-
ementarereigiis lichkeit 7.ahl“ funktion
i W) : fla) = W(X =)
1
61:(K7K7K) W<€1):1/8 x1 =0 f(ml):§207125
er = (K, K, 7) Wi(ey) =1/8
1 3
€3I(K,Z,K) W<€3)21/8 Ig—l f($2)23§:§:0,375
es = (4, K,K) Wiey) =1/8
65:(KaZ7Z) W<€5):1/8
1 3
GGZ(Z,K,Z) W<€6)21/8 I3:2 f($3)23§:§:0,375
er=(4,Z,K) Wi(e;) =1/8
1
€8 = (Z, Z, Z) W(eg) = 1/8 Ty = 3 f($4) = g = 0,125

Damit erhalten wir die folgende Wahrscheinlichkeitsfunktion:

f:R—10,1],

(

fx) =

S 0|l o|lw |lw |

\

= 0,125

= 0,375

= 0,375

= 0,125

wenn

wenn

wenn

wenn

wenn

z =0,
r=1,
T =2,
T =3,
xR\ {0,1,2,3}.

Wir haben die Wahrscheinlichkeitsfunktion in Abbildung als Stabdiagramm gezeich-

net.

Nun kommen wir zu dem Begriff der Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen.
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Stabdiagramm der
Wahrscheinlichkeitsfunktion der Anzahl
Zahlseiten beim dreifachen Minzwurf
o 0375 | 0375
[ ] — @y
0.35
0.3
0.25 et —— . E——— R —— e———
0.2 -
0.15 5125 |1 | | o1z
p | | ]
0.1 T— = f
| | E
; 0
! 0 1 2 3

Abbildung 10.1: Stabdiagramm der Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariable X =
»Anzahl der geworfenen Zahlseiten“ beim dreifachen Miinzwurf (siehe Beipiel [10.7]).

Definition 10.8. (Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen)

Sei S der Ereignisraum eines Zufallsexperiments, und set X : S — B C R eine diskre-
te Zufallsvariable mit den Werten vy < xo < x3 < .... Die Verteilungsfunktion
von X,

F:R-[0,1, Fa)=WX<z)=Y_ f(w),

gibt die Wahrscheinlichkeit W (X < z) dafir an, dass X hdchstens den Wert x
annimmt.

In der nachfolgenden Bemerkung halten wir einige wichtige Eigenschaften der Verteilungs-
funktion einer diskreten Zufallsvariablen fest.
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Bemerkung 10.9. (Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen)

(1) F ist eine monoton wachsende/steigende Treppenfunktion, und es gilt immer

lim F(z)=0 und lim F(z) = 1.

T——00 T—00
(2) Die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert von X im Intervall (a,b] liegt, ist

W(a<X<b)=F@b)—Fla)= Y f(z).
a<z;<b
(3) f(zit1) = F(xiz1) — F(x;) fir allei=1,2,... und f(x1) = F(xy).

(4) Die Verteilungsfunktion ist analog zur relativen Summenhdufigkeitsfunktion
(bei nicht-klassifizierten Daten) eines diskreten metrisch skalierten Merkmals.

Betrachten wir wieder unser Beispiel des dreifachen Miinzwurfs.

Beispiel 10.10. (Verteilungsfunktion — dreimaliges Werfen einer idealen MﬁHZ(ﬂ)

Wir betrachten wieder das Zufallsexperiment des dreimaligen Werfens einer idealen Miinze
mit den Seiten Kopf (K) und Zahl (Z). Unsere Zufallsvariable ist X = ,Anzahl der ge-
worfenen Zahlseiten®“. Die Verteilungsfunktion

able X hochstens den Wert x annimmt

Flz) = W(X <) = ( Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvari- >

[ Wabhrscheinlichkeit, dass héchstens
N x Zahlseiten geworfen werden

ist gegeben durch F': R — [0, 1],

(0 wenn 1z < 0,
1
W(X:O):§:0,125 wenn 0 <z <1,
1 3 4
W(X:O)+W(X:1):§+§:§=0,5 wenn 1<z <2

wenn 2 <z <3,

1 ] wenn x> 3.
(8 8 8 8 8

3Dieses Beispiel ist durch ein Beispiel des dreifachen Miinzwurfs in [B12, Kapitel 7] inspiriert und
orientiert sich in seiner Darstelllung an diesem Beispiel.
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Wir haben den Graphen der Verteilungsfunktion in Abbildung gezeichnet.
Wir sehen an dem Beispiel: Die Verteilungsfunktion ist eine Treppenfunktion mit

lim F(x)=0 und lim F(z) = 1.

T—r—00 T—00

Verteilungsfunktion der Anzahl Zahlseiten beim dreifachen Minzwurf
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Abbildung 10.2: Graph der Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X = ,Anzahl der
geworfenen Zahlseiten“ beim dreifachen Miinzwurf (siehe Beipiel [10.10)).

10.3 Verteilungsfunktion und Wahrscheinlichkeitsdich-
te einer stetigen Zufallsvariablen

Nun betrachten wir stetige Zufallsvariable, die in einem Bereich B von R (z.B. einem
Intervall) alle reellen Zahlen als Auspridgungen annehmen koénnen.

Definition 10.11. (Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen)

Sei S der Ereignisraum eines Zufallsexperiments, und sei X : S — B C R eine stetige
Zufallsvariable mit Werten in B. Die Verteilungsfunktion F' von X ist definiert
durch

F:R —[0,1],
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F(z) = W(X < z) = Wahrscheinlichkeit, dass X hochstens den Wert x annimmt.

(Erklirung: Die Werte der Verteilungsfunktion F miissen im Intervall [0,1] liegen, weil
F Wahrscheinlichkeiten angibt.)

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

Beispiel 10.12. (Brenndauer einer Gliihbirne)
Wir betrachten die stetige Zufallsvariable X = | Brenndauer einer Glithbirne®, also

X:S >Ry, wobei S = Menge der Gliihbirnen,
X(e;) = ,,Brenndauer der Glithbirne e;“.

Dann beschreibt die Verteilungsfunktion F(z) = W (X < ) die Wahrscheinlichkeit, dass
die Gliithbirne héchstens eine Brenndauer von x hat.

In Abbildung sind die Graphen dreier Beispiele fiir eine Verteilungsfunktion ge-
zeichnet. Die gezeichneten Verteilungsfunktionen gehoren jeweils zu einer (Gaufischen)
Normalverteilung.

—— Graph von % + % erf[% ﬁx] —— Graphen von % + % erf[%ﬁxj —— Graphen von % + % erf(V2 x)

1,

0.8

0.6

-4 -2 0 2 4

X
Abbildung 10.3: Graphen der Verteilungsfunktion einer normalverteilten stetigen Zufalls-
variablen mit Erwartungswert 0 und Standardabweichung ¢ = 1 (schwarz), ¢ = 2 (rot)

bzw. o = 0,5 (blau).

Wir halten nun einige Eigenschaften der Verteilungsfunktion einer stetigen (oder konti-
nuierlichen) Zufallsvariablen fest.
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Lemma 10.13. (Eigenschaften der Verteilungsfunktion einer stetigen Zufalls-
variablen)

Die Verteilungsfunktion F : R — [0,1] einer stetigen Zufallsvariablen X : S —
B C R hat die folgenden Eigenschaften:

(1) F(z) ist monoton wachsend/steigend, d.h. fir x <z gilt F(z) < F(T).
(2) Es gelten die Grenzwerte lim F(z)=0 wund lim F(z)=1.
T—00

T—r—00

(3) F(x) ist tiberall stetig und bis auf hdchstens endlich viele Stellen differen-
zierbar.

Die Entsprechung der Wahrscheinlichkeitsfunktion im Fall diskreter Zufallsvariablen ist
bei einer kontinuierlichen Zufallsvariablen die Wahrscheinlichkeitsdichte

Definition 10.14. (Wahrscheinlichkeitsdichte einer stetigen Zufallsvariablen)

Sei S der Ereignisraum eines Zufallsexperiments, und sei X : S — B C R eine stetige
Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F' : R — [0,1]. Die Wahrscheinlich-
keitsdichte (oder Dichtefunktion) f von X ist die Ableitung F' der Verteilungsfunk-
tion F', also

[TR—=RS | f(z)=F(z).

(Anmerkung: Wir bemerken, dass die Werte der Wahrscheinlichkeitsdichte > 0 sein miissen,
da F' monoton wachsend/steigend ist und seine Ableitung f = F’ daher nur Werte > 0
annimmt. Es gilt aber nicht f(z) € [0, 1].)

In Abbildung sind die Graphen dreier Beispiele fiir eine Wahrscheinlichkeitsdich-
te gezeichnet. Es sind die zu den in Abbildung gezeichneten Verteilungsfunktio-
nen gehorigen Wahrscheinlichkeitsdichten (gleiche farbige Kennzeichnung). Bei allen drei
Wahrscheinlichkeitsdichten handelt es sich um eine (Gaufische) Normalverteilung.

In der néchsten Bemerkung halten wir wichtige Eigenschaften der Wahrscheinlichkeits-
dichte fest.

Lemma 10.15. (Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsdichte)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte f : R — R{ eciner stetigen Zufallsvariablen
X : S — B CR hat die folgenden Figenschaften:

(1) Die Verteilungsfunktion ist eine Stammfunktion der Wahrscheinlichkeitsdichte:
F(x) = / f(t)de

(2) Die Wahrscheinlichkeitsdichte hat nur nicht-negative Werte:

f(x) >0  firalle xe€R.
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Graph von % €

-4 -2 0 2 4

X
Abbildung 10.4: Graphen der Wahrscheinlichkeitsdichte einer normalverteilten stetigen
Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und Standardabweichung o = 1 (schwarz), o = 2

(rot) bzw. o = 0,5 (blau).
(3) Normierung: / flz)dx =1 (Fliche unter dem Graphen von f ist 1.)

Wwasx<y= [fa@a

= Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert im Intervall [a,b] annimmt

= Fldche unter dem Graphen der Wahrscheinlichkeitsdichte von x = a bis x = b

(siehe Abbildung

(5) Fiir jeden Wert x € R gilt W(X = z) = 0, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass ein
einzelner Wert x angenommen wird, ist tmmer Null.

(Anschauwung: Fir einen einzelnen Wert a von X haben wir keinen Flicheninhall,
also [ f(z)daz=0.)

Achtung: Die Werte f(x) der Wahrscheinlichkeitsdichte sind keine Wahrscheinlichkeiten
und kénnen daher beliebig grofl sein! Es gilt nur f(x) > 0 aber nicht f(z) < 1.

Betrachten wir nun ein Beispiel.
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1,
2

e J2

Graph von % + L erf(%ﬁxj

Graph von % 2

4 2 0 2 a4

Abbildung 10.5: Graphen der Wahrscheinlichkeitsdichte (rot) und der zugehorigen Ver-
teilungsfunktion (blau) einer normalverteilten Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und
Standardabweichung o = 1.

YAZAGA SRS AN
'<b
¥ /)/ \

-4 2 a o b 2 4
X

Abbildung 10.6: Die Wahrscheinlichkeit W (a < X < b) als Fldche unter dem Graphen
der Wahrscheinlichkeitsdichte.
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Beispiel 10.16. (Wahrscheinlichkeitsdichte und Verteilungsfunktion — Abwei-
chungen der Fahrzeit eines Airport-Shuttle-Trains)

Ein Airport-Shuttle-Train verbindet Terminal A und Terminal B eines Flughafens. Die
vorgesehene Fahrzeit von einem Terminal zum néchsten ist 15 Minuten. Die stetige Zufalls-
variable X = ,Abweichungen von der vorgesehenen Fahrzeit (in min)“ habe die folgende
Wahrscheinlichkeitsdichte:

~

0 fir < -1

2 2

§+§l’ fir —1<z<0,
f:R—=R, f(z) = 9 1

g—g-x fir 0<2 <2,

0 fir x> 2.

Ve

Wir haben den Graphen der Wahrscheinlichkeitsdichte in Abbildung gezeichnet. Wir

0 x< -1
%-I—%x -1<xand x<0
= Graph von f(x) =} 5 ]
§—§x O<xand x<2
0 2 <X
I I T T I T I 1
-2 -1 0 1 2 3

X

Abbildung 10.7: Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariable X = ,, Abweichungen von
der vorgesehenen Fahrzeit (in min)“ aus Beispiel [10.16

iiberpriifen, dass f eine zuldssige Wahrscheinlichkeitsdichte ist, indem wir iiberpriifen, ob
die Eigenschaften f(x) > 0 fiir alle z € R und [ f(z) dz = 1 gelten. Wir haben

f(z) >0 furalle z € R,
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(20205202 (=0 fir —1<z<0
ST =255 (—1)= ur - T
33 —3 3 - ’
2 1 2 1
denn g_g.ng_g.zzo fir 0<uz<2,
[ f(z) =0 fir o < —1oder x> 2,

/_:f(a:)dx:/_ol (§+§x) da:+/02<§—%-x) de

Also ist f(z) in der Tat eine Wahrscheinlichkeitsdichte.

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dass die Abweichung von der vorge-
sehenen Fahrzeit hochstens eine halbe Minute ist. Wir suchen also W( — % <X < %)

1 1 1/2 0 /9 2 12 79 14
W(——§X§—>: (x)dx:/ <—+—-x>dx—|—/ (———-x)dx

{2 1 2]0 {2 1 2]1/2
=|zrt+z-w +lzr—=-x
3 3 12

=0 2 L +
B 3 2
1 1 1 1 2 1 13
3 12 * 3 24 3 8 24 0.5
Also betrégt die Wahrscheinlichkeit, dass die Abweichung von der vorgesehenen Fahrzeit

hochstens eine halbe Minute ist, W( - % <X < %) = 5 ~ 0,542.

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dass die Abweichung von der vorge-
sehenen Fahrzeit mehr als eine Minute ist. Wir suchen also W(X < —1)+ W (X > 1). An
der Dichtfunktion sieht man direkt, dass gilt W (X < —1) =0 (denn es gilt f(x) = 0 fiir
alle x < —1).

1
- = 0,167
6 )

2 1 2 1 4 4 2 1 2 1
—Z2.9-Z2.2? |2 1-2.1*| =-——-—-Z2 ===
3 6 3 6 3 2

Also betrégt die Wahrscheinlichkeit, dass die Abweichung von der vorgesehenen Fahrzeit
mehr als eine Minute ist, W(X < —1) + W(X > 1) =0+ ; ~ 0,167.
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Wir berechnen nun die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X = | Abweichungen von
der vorgesehenen Fahrzeit (in min)“:

Fa) = [ ro,
— 00
und wir miissen nun mehrere Falle unterschieden: Wir wissen bereits

F(:L‘):/f(t)dt:/ 0dt =0 wenn r < —1,

F(a:):/xf(t)dt:/jf(x)dtzl wenn > 2.

Fir z € [—1,0) finden wir

o o (et

2 1,1 2 1 J 2 1, 1
2 o+ 2 -2 =)+ (=1 =2 .04 = -
{3 T+ g :r;} {3( )+ 5 ( )1 T+goetyg

Fir z € [0,2) finden wir

roy= [awar= [ (22 [((2-10)a

—2t+1t20+2t 1t2x
IE 3 1., I3 6,

=0- [g-(—l)jt%-(—l)Q] +[2-x—1-x2} -0

3 3 6
1 n 2 1,
= — — X — =X
3 3 6
Also ist die Verteilungsfunktion gegeben durch
(0 wenn 1z < —1,
1 2 1
§+§.x+§-x2 wenn —1 <z <0,
F:R—[0,1], F(z) = 1 9 1
3 g-m—g-xQ wenn 0 <z <2,
(1 wenn T > 2.

Wir kénnen nun die Wahrscheinlichkeit, dass die Abweichung von der vorgesehenen Fahr-
zeit hochstens eine halbe Minute ist, auch mit der Verteilungsfunktion berechnen:

v(exed)- [ r()-r()
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Wir kénnen nun die Wahrscheinlichkeit, dass die Abweichung von der vorgesehenen Fahr-
zeit mehr als eine Minute ist, auch mit der Verteilungsfunktion berechnen:

WX<-1)=W(X<-1)=F(-1)=0 und

~ 0,167,

Pl=1-141=1
B 6 6

2

1
6
1
- =~ 0,167.
6 )

1
also W(X<—1)+W(X>1):0+6:

Der Graph der Verteilungsfunktion F ist in Abbildung gezeichnet.

0 X< -1
1 2 1 5
§+§x+§x -1<xand x<0
Graph von f(x) = ; ] 5 ]
1, 1 2
3-|—3x 6X O<xand x<2
1 2<X
1~
0.8 -
0.6 -
0.4
I 1 T T I T I T 1
-2 -1 0 1 2 3

Abbildung 10.8: Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X = , Abweichungen von der
vorgesehenen Fahrzeit (in min)“ aus Beispiel [10.16]

Wir halten noch wichtige Eigenschaften von stetigen Zufallsvariablen fest.
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Bemerkung 10.17. (Wahrscheinlichkeitsdichte einer stetigen Zufallsvariablen)

Wollen wir iiberpriifen, ob eine Funktion f : R — R eine Wahrscheinlichkeitsdichte
(einer geeigneten stetigen Zufallsvariablen) ist, so miissen wir die Figenschaften

(1) f(x) >0 fir alle x € R, und
@) [ fade=1

tberprifen. Sind diese beide erfiillt, so ist f eine Wahrscheinlichkeitsdichte.

Ist eine (oder sind beide) dieser Eigenschaften verletzt, so ist f keine Wahrscheinlich-
keitsdichte.

Bemerkung 10.18. (Wahrscheinlichkeiten bei einer stetigen Zufallsvariablen)
Fiir eine stetige Zufallsvariable gilt immer

W< X<bh)=Wa<X<b)=Wh<X<b=W(<X<b),

weil W(X = a) = W(X = b) = 0 ist. Dieses wird auf einem Ubungszettel gezeigt.

10.4 Erwartungswert und Varianz einer diskreten Zu-
fallsvariablen

Analog zu einer Héaufigkeitsverteilung kénnen wir auch Zufallsvariable durch geeigne-
te Kennzahlen charakterisieren, ndmlich dem Erwartungswert (dieser entspricht dem
arithmetischen Mittel einer Haufigkeitsverteilung) und die Varianz (diese entspricht der
Varianz einer Haufigkeitsverteilung) als Streuungsmas.

Definition 10.19. (Erwartungswert und Varianz einer diskreten Zufallsvaria-
blen)

Sei S der Ereignisraum eines Zufallsexperiments, und set X : S — B C R eine diskrete
Zufallsvariable mit den Werten x1 < x9 < x3 < ... und der Wahrscheinlichkeitsfunkti-
on f:R—[0,1].

(1) Der Erwartungswert E(X) von X ist definiert durch

E(X) = Zx7 WX =x;) = le () = Zf(‘T’) -2 (10.1)

(2) Die Varianz Var(X) von X ist definiert durch

Var(X) = Z (ZI}L—E(X))QJ‘(EL) = ZJ(E,)(QL’Z—E(X))2 = Z)‘(:{L)xlz—(E(X))Q
Z z Z (10.2)
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(3) Die Standardabweichung ist definiert durch ox = \/Var(X).

Dass die letzte Formel fiir die Varianz den gleichen Wert wie die beiden vorhergehenden
liefert, wird auf einem Ubungszettel nachgerechnet.

Wir beobachten die Analogie zwischen dem Erwartungswert ((10.1) und dem
arithmetischen Mittel = eines Merkmals X, welche durch die Farben gekennzeichnet

ist: ;
TZZfzJ%:Z%%

Wir beobachten die Analogie zwischen der Varianz ([10.2)) und der Varianz eines
Merkmals X, welche durch die Farben gekennzeichnet ist:

Var=o® =3 fi- (=7 =3 fiaf =7

Dabei entsprechen die Wahrscheinlichkeiten f(x;) = W(X = ;) jeweils den relativen
Héufigkeiten f; = h;/N der Merkmalswerte ;.

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

Beispiel 10.20. (Erwartungswert und Varianz — dreimaliges Werfen einer idea-
len Mﬁnzeﬁ)
Unser Zufallsexperiment ist das dreimalige Werfen einer idealen Miinze mit den Seiten
Kopf (K) und Zahl (Z), und als Zufallsvariable X betrachten wir X =  Anzahl der ge-
worfenen Zahlseiten“. In Beispiel hatten wir die Wahrscheinlichkeitsfunktion f von
X berechnet:

(1
s~ 0,125 wenn r = x1 = 0,
3
g =087 wemz = =1,
. — 3
fR%[Oa]-]v f(l’)— §:O’375 Wennx:x:g:?,
1
s~ 0,125 wenn r = x4 = 3,
L 0 wenn = € R\ {0, 1,2,3}.

Damit finden wir fiir den Erwartungswert

4

B(X)=> af(x:) =0-f0)+1-f(1)+2- f(2)+3- f(3)

=1
=0-0,125+1-0,375+2-0,375+3-0,125
=04 0,375+ 0,750 + 0,375 = 1,5.

4Dieses Beispiel ist durch ein Beispiel des dreifachen Miinzwurfs in [B12, Kapitel 7] inspiriert und
orientiert sich in seiner Darstelllung an diesem Beispiel.
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Dieses Ergebnis ist nicht {iberraschend, denn wegen des symmetrischen Stabdiagramms
(vgl. Abbildung [10.1)) erwarten wir das arithmetische Mittel von x5 = 1 und x3 = 2, also
1,5 als Wert von E(X).

Fiir die Varianz finden wir
4
2
Var(X) =Y f(x) - ] — (B(X))
i=1

= f(0)- 0%+ f(1) - 1* + £(2) - 2* + f(3) - 3% — (15)
=0,125-0+0,375- 1+ 0,375 -4 + 0,125 -9 — 2,25
— 0+ 0,375+ 1,5+ 1,125 — 2,25 = 3 — 2,25 = 0,75.

Der Erwartungswert fiir die Anzahl der Zahlseiten beim dreimaligen Werfens einer perfek-
ten Miinze ist also E(X) = 1,5 Zahlseiten, und die Varianz ist Var(X) = 0,75 Zahlseiten®.
Die Standardabweichung betrigt o = /0,75 = 0,87 Zahlseiten.

10.5 Erwartungswert und Varianz einer stetigen Zu-
fallsvariablen

Bei einer stetigen (oder kontinuierlichen) Zufallsvariablen kénnen wir ebenfalls der Er-
wartungswert und die Varianz definieren. Die Formeln sind analog zu der Situation bei
einer diskreten Zufallsvariablen, wobei aus den Summen nun Integrale werden und
die Wahrscheinlichkeitsfunktion durch die Wahrscheinlichkeitsdichte ersetzt werden muss.

Definition 10.21. (Erwartungswert und Varianz einer stetigen Zufallsvariablen)

Seir S der Ereignisraum eines Zufallsexperiments, und sei X : S — B C R eine stetige
Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeitsdichte (oder Dichtefunktion) f : R — R{.

(1) Der Erwartungswert E(X) von X ist definiert durch

B0 = [ sl da,

o0

und falls f(x) =0 fir x € R\ [z, z,] ist, gilt
E(X) = / v flo)de.

(2) Die Varianz Var(X) von (X) ist definiert durch

o0

o0

2 [() dx) —(BX))

oo

und falls f(x) =0 fir x € R\ [z, z,] ist, gilt

Var(X) = / (x = B(X))?- f(2)da = (/ 2 f(2) dx) — (B(xX))
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(3) Die Standardabweichung ist definiert durch ox = \/Var(X).

Um die Analogie zum Fall einer diskreten Zufallsvariablen deutlich zu machen,
sind die entsprechenden Terme analog zu Definition [10.19| eingefarbt.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 10.22. (Erwartungswert und Varianz — Abweichungen der Fahrzeit
eines Airport-Shuttle-Trains)

Ein Airport-Shuttle-Train verbindet Terminal A und Terminal B eines Flughafens. Die
vorgesehene Fahrzeit von einem Terminal zum néchsten ist 15 Minuten. Die stetige Zufalls-
variable X = ,,Abweichungen von der vorgesehenen Fahrzeit (in min)* habe die folgende
Wahrscheinlichkeitsdichte:

~

0 fir z< -1
2 2

f:R—R, f(z) = 5 1
g—g-x fir 0<z<2,
0 fir x> 2.

Ve

Wir berechnen den Erwartungswert:

1 2 0 1 1 2
— |22 2,8 ST Dt B
3 9 13 9 .
1 2 1 1
=0— |- (=124 = (-1 —.22 - — .23 —0
IS NG
B 1+2+4 8 | 2 1
39 3 9 3 3

Der Erwartungswert der Abweichungen von der vorgesehenen Fahrzeit ist E(X) = 1/3 ~
0,333 Minuten.

Nun berechnen wir die Varianz:

me):/wa@mm—(mx»zzfiﬁf@ﬁu—<%y

0 2
2 2 2 1 1
= 2. (24 2. d 2. (Z2_Z. de — =
/_lﬂv (3+3 m) ac+/0x ;73 ¢)dr—g
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—0— [g.(_1)3+3.(_1)4l+F.23_i.24] _O_é

34-27 7
=g = g ¥ 03%.

Die Varianz (Streuung) betrigt Var(X) = 7/18 = 0,389 Minuten?, und die Standardab-
weichung betragt ox = /7/18 ~ 0,624 Minuten.
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ANHANG A

Summen-Notation und Rechnen mit
Summen

Hier erklaren wir die Summen-Notation und das Rechnen mit Summen.

Definition A.1. (Summen-Notation)

Die Summe der Zahlen ay,as, ..., a, € R schreibt man mit dem Summenzeichen:

n

Zak:a1+a2+...+an. (Al)
k=1

Wir nennen k den sogenannten Summationsindex, und der kleinste Wert des Sum-
mationsindezes (also 1 in [A.1)) wird als untere Grenze des Summationsindezes und
der grofte Wert des Summationsindezes (also n in ([A.1)) wird also obere Grenze des
Summationsindexes bezeichnet. Der Summationsindez ist frei wdhlbar und hat keine Be-
deutung fir den Wert der Summe, d.h.

Y=Y
k=1 j=1
Wir kénnen mit dem Summenzeichen auch Teile der gewdhlten Zahlen aufsummieren:

Zak:ag%—agﬂ—l—...jtam mit 1 </l<m<n.
k=t

Eine Summe, deren obere Grenze des Summationsindezes kleiner ist als deren untere
Grenze, wird leere Summe genannt. Wir definieren die leere Summe als Summe ohne
Summanden und setzen formal

n

Zak:O fiirn < m.

k=m

145
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Verdeutlichen wir uns die Summennotation an zwei Beispielen.

Beispiel A.2. (Summen-Notation)

Seiena; =1, a,=2, ..., a, =k, ..., a, =n. Dann gilt:
dar=) k=14+2+...+n,
k=1 k=1
4 4
dap=) k=1+2+3+4=10,
k=1 k=1
5 5

ap = k=24+3+4+5=14.
k=2 k=2

Beispiel A.3. (Summen-Notation)
Sei aj, = k? fiir alle k € N. Dann gilt:

5
S =Y K12 43 A5 = 1449+ 16425 = 55,

10

Z a, = aj;p = 10 = 100.
k=10

Indem man die Summen in dem nachfolgenden Lemma ausschreibt (und dies sollte man
zur Ubung wirklich tun!), erhélt man die folgenden Rechenregeln fiir Summen.

Lemma A.4. (Rechenregeln fiir Summen)
Es gelten folgende Rechenregeln fiir Summen:

Zak—i-Zbk— Z ak+bk), (AQ)

k=m k=m

Zak—Zbk— Z ak—bk), (A3)

ank:cZak fiir jedes ¢ € R,

Zak—i— Z ay = Zak, wenn m < n < p. (A.4)
k=m

k=n-+1
Formel besagt, dass wir die Summe in zwei Teilsummen zerlegen konnen. Man kann

bei einer Summe auch den Summationsindex um p nach rechts oder links verschieben:

n+p
Z ai = Z ap—p (Indexverschiebung nach rechts), (A.5)
{=m-+p
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Z ap = Z Aot (Indezverschiebung nach links). (A.6)

f=m—p

Formal werden die Indexverschiebungen bzw. durchgefiihrt, indem man den
neuen Summationsindex ¢ = k + p (Indexverschiebung nach rechts) bzw. ¢ = k — p
(Indexverschiebung nach links) einfiihrt und damit & = ¢ — p (Indexverschiebung nach
rechts) bzw. k = £+ p (Indexverschiebung nach links) erhilt und entsprechend ersetzt. In
(A.5)) erhdlt man fiir den neuen Summationsindex ¢ = k + p die neue untere bzw. obere
Grenze m + p bzw. n + p, und der Index k in a; wird durch k£ = ¢ — p ersetzt. Bei (A.6)
geht man analog vor.

Betrachten wir zwei Beispiele, in denen die Rechenregeln fiir Summen aus Lemma
angewendet werden.

Beispiel A.5. (Rechnen mit Summen)

n n

SLED TSI DRI SR

k=1 k=1 k=1

Wie man sieht, ist die Berechnung durch die Regel (A.3)) fiir die Subtraktion von Summen
erheblich vereinfacht worden.

Beispiel A.6. (Rechnen mit Summen) Beim Berechnen von
> - 3
k=1

bemerken wir zuerst, dass die Terme hinter dem jeweiligen Summenzeichen durch das
Ersetzen von k durch k£ + 1 ineinander iiberfithrt werden konnen. Daher fithren wir in der
zweiten Summe die Indexverschiebung ¢ = k+1 (vgl. (A.5)) durch und erhalten die neue
untere Grenze 1 + 1 = 2 bzw. die neue obere Grenze n + 1. Anschliefend benennen wir ¢
wieder in k um.

n+1 n+1

Zk2 ikﬂ Zk2 Zﬁ ZkQ Z/g2

Der Unterschied zwischen den beiden Summen besteht nun nur noch in den Grenzen fiir
den Summationsindex. In der ersten Summe wird iiber £ = 1,2,...,n summiert, und in
der zweiten Summe wird iiber k = 2,...,n,n+1 summiert. Intuitiv ist damit klar, dass bei
der Subtraktion beiden Summen genau der erste Term der ersten Summe und der letzte
Term der zweiten Summe iibrig belieben. Wir nutzen (A.4), um aus der ersten Summe
den Term fiir £ = 1 und aus der zweiten Summe den Term mit & = n + 1 herauszuziehen,
und erhalten

n+1

Zz& Zk? (1%21&’) (Zkﬂ n+1>
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:12+ik2_ik2_(”+1>2
k=2 k=2

:1—(n+1)2+zn:(k2—k2)

=1-(n+1)

=—n?>—2n.

Insgesamt erhalten wir also

n

ikQ—Z(k%—l)Q: —n®—2n.
k=1

k=1
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