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Die Grundlage fiir dieses Skript bildeten die handschriftlichen Aufzeichnungen zur
,Hoheren Mathematik C fiir Elektrotechniker” (kurz: HM C) von Frau Dr. Cor-
nelia Kaiser aus dem Wintersemester 2014/15, die von der Autorin im Winterse-
mester 2015/16 zu einem Skript (mit gemeinsamer Autorenschaft von Frau Hesse
und Frau Kaiser) ausgebaut wurden.

Das Skript vom Wintersemester 2015/16 wurde im Sommer 2017 von Frau Hesse
iiberarbeitet und ergénzt. Dabei wurde die gemeinsame Autorenschaft aufgeho-
ben, und Frau Kaiser und Frau Hesse werden basierend auf dem urspriinglichen
gemeinsamen Skript fiir weitere HM C-Durchgénge jeweils ihre eigene Version
des Skripts zur Verfiigung stellen. Die Version von Frau Hesse ist das vorliegende
Skript.

Paderborn, September 2023

Kerstin Hesse
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Einleitung

Als Studierende/r der Elektrotechnik miissen Sie die Vorlesungen ,,Héhere Mathe-
matik A (HM A)“, ,Hohere Mathematik B (HM B)“ und ,Héhere Mathematik C
(HM C)* horen, um das notige mathematische Wissen fiir Thren Studiengang zu
erwerben.

Warum sollten Sie die Zeit investieren, um die mathematischen Inhalte
und Techniken dieser Kurse zu lernen und verstehen?

Mathematik ist die Sprache der Naturwissenschaften, denn physikalische und
technische Phénomene lassen sich nur mit der Sprache der Mathematik sauber
beschreiben und modellieren. So wird der Zerfallsprozess einer radioaktiven Sub-
stanz durch eine Differentialgleichung beschrieben, und die physikalischen Gesetze
des Elektromagnetismus werden durch die Maxwellschen Gleichungen, ein System
partieller Differentialgleichungen, beschrieben. Dabei spielen Vektorfelder und die
Integralsidtze von Gaufs und Stokes eine zentrale Rolle. Warmeleitung, Wellen
und Schwingungen und Elektromagnetismus konnen nur mit Mathematik formal
beschrieben werden.

Diese Beispiele machen deutlich, dass die Mathematik eine unverzichtbare ,Spra-
che fiir jede/n Ingenieur/in und Naturwissenschaftler/in ist. Ohne die nétigen
Mathematikkenntnisse werden Sie auch in den Fachvorlesungen Thres Studien-
gangs meist wenig verstehen konnen. Sie sollten daher von Anfang an die nétige
Zeit investieren, um die Inhalte der Vorlesungen HM A, HM B und HM C richtig
zu verstehen und systematisch zu lernen.

Was wird in der HM C besprochen?

In Teil VII ,Vektoranalysis® beschaftigen wir uns mit Kurvenintegralen, Vek-
torfeldern und Potentialen, sowie der Divergenz, dem Laplace-Operator und der
Rotation.

Kurvenintegrale (auch sogenannte Wegintegrale) sind Integrale einer Funktion
mehrerer Variablen (also mit einem Definitionsbereich im R") entlang eines Weges
im R". Wir schranken also die Funktion auf den Weg ein und integrieren léngs
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dieses Weges. Da der Weg selber unterschiedlich parametrisiert sein kann, ist es
wichtig, dass wir das Wegintegral oder Kurvenintegral so definieren, dass es von
dieser Parametrisierung unabhéngig ist.

Vektorfelder kennen Sie bereits aus der HM B. Dieses sind vektorwertige Funktio-
nen f definiert auf ciner Teilmenge D von R™. Diese heften also jedem Punkt X
in D den Vektor (X) an. Denken Sie beispielsweise an ein Magnetfeld im dreidi-
mensionalen Raum. Dieses ist ein Vektorfeld, bei dem jedem Punkt im dreidimen-
sionalen Raum als Vektor aus R? die magnetische Feldstirke angeheftet wird. Bei
einem Vektorfeld kann es sich um ein sogenanntes Potentialfeld handeln. Dieses
ist beim Gravitationsfeld und beim Coulombfeld der Fall. Vereinfacht ausgedriickt
ist ein Potentialfeld der Gradient einer reellwertigen Funktion. Das Coulombfeld
ist also der Gradient des Coulombpotentials.

Bei der Divergenz, dem Laplace-Operator, der Rotation und dem Gradienten han-
delt es sich um sogenannte Differentialoperatoren. Diese bilden mittels eines Diffe-
renzierungsprozesses Funktionen auf Funktionen ab. Wendet man den Gradienten
auf eine reellwertige Funktion an, so erhalt man ein Vektorfeld. Wendet man die
Divergenz auf ein Vektorfeld an, so erhélt man eine reellwertige Funktion; wendet
man die Rotation auf ein Vektorfeld F: D — R?mit D C R? an, so erhilt man
wieder eine vektorwertige Funktion; und der Laplace-Operator einer reellwertigen
Funktion liefert wieder eine reellwertige Funktion. Diese Differentialoperatoren
spielen bei den Integralsidtzen von Gaufs und Stokes eine zentrale Rolle.

In Teil VIII ,Integration in mehreren Variablen* lernen wir das mehrdimen-
sionale Riemann-Integral kennen und lernen wie man tiber Oberflachen integriert.
Weiter lernen wir die wichtigen Integralsidtze von Gaufs und Stokes kennen.

Bei dem mehrdimensionalen Riemann-Integral handelt es sich um eine Verallge-
meinerung des eindimensionalen Riemann-Integrals, also des iiblichen Integrals,
welches Sie aus der Schule und der HM A kennen. Der Unterschied besteht darin,
dass wir nun auch iiber (Ober-)Flichen und Volumina integrieren wollen.

Ein wichtiger neuer Begriff ist hier die sogenannte Nullmenge. Bei dem eindi-
mensionalen Riemann-Integral, spielten einzelne Punkte keine Rolle: So ist das
Integral [ f(z)dz immer Null, und bei fabf(x) dz spielt es keine Rolle, ob wir
dieses als Integral von f iiber das offene Intervall ]a,b[ oder das abgeschlossene
Intervall [a, b] auffassen, denn die Werte des Integranden f in den einzelnen Punk-
ten a und b tragen nichts zu dem Wert des Integrals bei. In der neuen Terminologie
ist {a,b} eine Nullmenge in R. Integrieren wir eine Funktion f : R® — R {iber
ein Volumen im R3, z.B. eine Vollkugel, so ist dessen Rand, also die Kugeloberfla-
che, eine Nullmenge, und die Werte von f auf diesem Rand tragen nichts zu dem
Wert des Integrals bei. Betrachten wir Volumina, so sind Oberflichen Nullmengen;
betrachten wir Oberflichen, so sind Randkurven oder Wege Nullmengen.

Die Integralsitze von Gauls und Stokes haben Sie vermutlich schon gelegentlich in
der Elektrotechnik verwendet. Diese erlauben es, von einem Volumenintegral zu
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einem Oberflichenintegral iiber den Rand des Volumens, bzw. von einem Ober-
flichenintegral zu einem Kurvenintegral {iber den Rand der Flache iiberzugehen.
Dabei muss der Integrand natiirlich passend ,,umgewandelt® werden; dabei kom-
men die Differentialoperatoren Divergenz und Rotation ins Spiel. Wir lernen auch
die physikalische Interpretation dieser Integralsétze kennen.

In Teil IX ,,Partielle Differentialgleichungen‘ betrachten wir nun sogenann-
te partielle Differentialgleichungen, bei denen es sich um Differentialgleichungen
handelt, in denen die partiellen Ableitungen mehrerer Variablen, z.B. drei Raum-
variablen und die Zeit, vorkommen. Beispiele fiir partielle Differentialgleichungen
sind die Warmeleitungsgleichung, die Wellengleichung und die Maxwellschen Glei-
chungen. Wir werden die Grundlagen der allgemeinen Losungstheorie partieller
Differentialgleichungen kennenlernen und einige der klassischen partiellen Diffe-
rentialgleichungen als Beispiele untersuchen.

Was fiir mathematisches Wissen wird vorausgesetzt?

Die HM C baut ganz wesentlich auf die Inhalte der HM A und HM B auf. Wenn
Sie bei den Inhalten der HM A oder HM B Defizite haben sollten, so miissen
Sie diese unbedingt beheben. Aus der Schule werden ansonsten eine solide Be-
herrschung der Rechentechniken der Mittelstufe vorausgesetzt: Klammersetzung,
Vorzeichenregeln, binomische Formeln, Assoziativ-, Kommutativ- und Distribu-
tivgesetz, Bruchrechnung, ... .

Wie sollte man dieses Skript verwenden, und wie
sollte man fiir den Kurs lernen?

¢ Kommen Sie immer zu den Vorlesungen und nehmen Sie aktiv
an diesen teil: Bringen Sie die Beamer-Folien in die Vorlesungen mit, und
schreiben Sie die Beispiele mit, oder machen sie sich zumindest Notizen,
damit Sie die Vorlesung nacharbeiten konnen. Wenn Sie das Skript dabei
haben, dann konnen Sie dieses natiirlich auch mit Anmerkungen versehen.
Denken Sie mit, und versuchen Sie moglichst viel bereits in den Vorlesungen
zu verstehen.

e Lassen Sie sich in den Vorlesungen nicht durch Ihr Smartphone,
Tablet oder Handy ablenken! Nur wenn Sie sich ganz auf die Vorlesung
konzentrieren, haben Sie eine Chance, die mathematischen Inhalte direkt in
der Vorlesung zu verstehen.
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e Gehen Sie immer zu Ihrer Ubungsgruppe und bearbeiten Sie die

Prisenziibungen (diese werden im Tutorium bearbeitet) und die Haus-
tibungen (diese sollten Sie nach dem Tutorium zu Hause bearbeiten).
Schauen Sie die Ubungszettel vor dem Besuch der Ubungsgruppe an, und
versuchen Sie die Prisenzaufgaben bereits vor dem Besuch der Ubungsgrup-
pe zu rechnen, so dass Sie dort, wo Sie Probleme haben, konkret nachfragen
konnen und von der Tutorin oder dem Tutor Hilfe bekommen. Der Umfang
der Présenziibungen ist manchmal so grof, dass Sie es in der Regel nicht
schaffen konnen, alle Prisenziibungen in der 90-miniitigen Ubungsgruppe
zu rechnen. Wenn Sie unvorbereitet in die Ubungsgruppe kommen, ziehen
Sie nur einen sehr geringen Nutzen aus Ihrer Ubungsgruppe. Mathematik
lernt sich nur durch Ubung, d.h. indem man die mathematischen
Techniken fiir Beispiele und Ubungsaufgaben anwendet. Daher ist
es unerlisslich, dass Sie die Ubungsaufgaben bearbeiten.

Wenn Sie die Ubungsaufgaben 16sen, dann sollten Sie parallel da-
zu das zugehorige Material aus der Vorlesung nacharbeiten. Dieses
passiert ganz ,natiirlich, denn die Ubungsaufgaben sind so konzipiert, dass
Sie mit ihnen den Vorlesungsstoff anwenden und iiben. Das Nacharbeiten
kann mit den Beamer-Folien und Thren handschriftlichen Notizen und/oder
diesem Skript erfolgen. Das Skript ist dabei wesentlich ausfiihrlicher als die
Folien und der Tafelanschrieb und somit als Thre handschriftlichen Notizen.
Im Skript finden Sie weitere und teilweise andere Beispiele und zusétzliche
Erklarungen. Das Skript kann wie ein Lehrbuch verwendet werden.

Was machen Sie, wenn Sie etwas nicht verstehen? Wichtig ist vor
allem, zu wissen, dass dieses bei mathematischen Themen vollig normal ist

und allen Studierenden hin und wieder passiert! Was konnen Sie tun, um
das Problem zu beheben?

— Geben Sie nicht auf, sondern befassen Sie sich weiter mit dem Material.
Manche mathematischen Themen muss man mehrfach studieren, bis
,der Groschen fallt".

— Fragen Sie IThre Kommilitonen danach, und diskutieren Sie mit ihnen
dariiber.

— Fragen Sie die Dozentin in den Vorlesungen oder die Tutorin bzw. den
Tutor in den Ubungen.

— Schauen Sie die zu dem Material gehorigen Beispiele an: Mathematik
lernt sich durch das Verstandnis der Beispiele. Wenn Sie das Beispiel
verstehen, dann wird die mathematische Technik klarer. Konnen Sie
nun vielleicht ein dhnliches Beispiel selber durchrechnen? Wenn ja,
dann sind Sie einen Schritt weiter gekommen.

— Lesen Sie ein Thema, mit dem Sie Probleme haben, in einem Lehrbuch
nach, um eine alternative Darstellung zu bekommen.
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e Nutzen Sie die Gelegenheit, und trauen Sie sich, in den Vorlesungen
und in den Ubungen Fragen zu stellen. Es gibt keine dummen Fragen,
sondern dumm ist nur, wenn man nicht fragt und ignorant bleibt. Die Vor-
lesungen und die Ubungen sind dazu da, Sie beim Lernen zu unterstiitzen
— also machen Sie von der Gelegenheit, Fragen zu stellen, Gebrauch.

e Gruppenarbeit: Gruppenarbeit ist niitzlich und kann sehr produktiv sein.
Ubungsaufgaben sind oft leichter zu 16sen, wenn verschiedene Personen ihre
Ideen beisteuern. Indem Sie sich von anderen etwas erkldaren lassen, lernen
Sie etwas dazu. Wenn Sie anderen etwas erklaren, so lernen Sie auch etwas
dazu und gewinnen grofsere Klarheit iiber das bereits verstandene Material.
Wichtig ist aber, dass Sie nach der Gruppenarbeit nun auch in der Lage
sind, dhnliche Aufgaben eigenstandig zu rechnen, denn in der Klausur
sind Sie auf sich alleine gestellt und haben keine Gruppe zur Hand.

¢ Klausurvorbereitung: Wenn Sie wihrend des Semesters die Vorlesungen
gut nachgearbeitet haben und die Ubungsaufgaben erfolgreich gelost haben,
dann sind Sie bereits gut vorbereitet. Wiederholen Sie den Stoff noch einmal,
rechnen Sie zu allen Themen passende Ubungsaufgaben, und lernen Sie das
notige Wissen. (Es gibt in der Klausur keine Formelsammlung und keinen
Taschenrechner!)

Zum Schluss noch eine Warnung: Mathematische Themen bauen aufein-
ander auf! Man kann sich als gutes Modell den Bau einer Mauer vorstellen. In
der HM A legen Sie die ersten drei Reihen Ziegelsteine der Mauer, und in der
HM B legen Sie die néchsten drei Reihen Ziegelsteine der Mauer, also die vier-
te bis sechste Reihe Ziegelsteine. Wo Sie Wissens- und Verstéandnisliicken haben,
fehlen Ziegelsteine. Die Mauer kann bereits hier lokal eingebrochen sein. Mit der
HM C legen Sie die siebte bis neunte Reihe Ziegelsteine der Mauer. Wo bereits
Liicken in den ersten sechs Reihen der Mauer sind, konnen die siebte bis neunte
Reihe Ziegelsteine nicht stabil aufgelegt werden und brechen eventuell sogar ein.
Erst wenn Sie Thre Wissens- und Verstdndnisliicken aus der HM A und HM B
geschlossen haben, konnen Sie alle Inhalte der HM C richtig verstehen. Daher ist
es ganz wichtig, dass Sie die Inhalte der HM A und HM B nicht vergessen; auch
wenn Sie die zugehorige Klausur schon bestanden haben.

Ich freue mich sehr auf Thre Teilnahme an der HM C!

Kerstin Hesse Paderborn, September 2023
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KAPITEL 18

Kurvenintegrale

In diesem Teilkapitel lernen wir, wie man eine reellwertige Funktion f:D—R
bzw. eine vektorwert1ge Funktlon F:D— R", definiert auf einer Menge D C R",
lings eines C'-Weges 7 : [a, b] — D integriert. Dabei verwenden wir die folgende
bereits aus der HM A und HM B bekannte (aber hier zur Erinnerung noch einmal
aufgefithrte) Notation.

Notation 18.1. (Standardskalarprodukt und Standardnorm im R")
Fiir die Vektoren

4o U1
X = . 9 y — :
I Yn

in R™ schreiben wir:

(1) X'y = (X|¥) =21 y1+2292+. . .+2, 9, (Standardskalarprodukt)
2) X=X =vX -X=+y/a?+a5+...+22 (Standardnorm)

18.1 Wege im R”

Wir beginnen mit einer Wiederholung der Definition eines C'-Weges (siche Kapitel
im Skript der HM B).
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Zur Erinnerung: Eine Funktion f : D — R bzw. F:D — R auf einer offene_n)
Menge D C R" ist eine C!-Funktion, wenn die Ableitung f' = df bzw. F/ = OF
auf ganz D existiert und stetig ist.

Definition 18.2. (C'-Weg)
Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall.

heifst ein Ct-Weg in R", wenn 5 stetig differenzierbar ist, also wenn v €
CHI,R").

Y1 (t)

v:I=R, F() = ()

Yn(t)

Betrachten wir einige Beispiele fiir C'-Wege.

Beispiel 18.3. (C!'-Wege)

(a)

Seien P, V € R" mit ¥ # 0 und I = [a, b]. Der Weg
~:I—R" ~Y({t) =P +tV,

durchléduft ein Stiick der Geraden
im R” mit Stiitzvektor p und Rich-
tungsvektor V. 7 ist ein C!'-Weg
mit 7'(t) = V. Auf (dem Stiick)
der Geraden lauft man also mit dem
konstanten Geschwindigkeitsvektor
V entlang.

Der Weg

~ :[0,27] — R?, ~v(t) := [

cos(t)]

sin(t)

durchlduft die Kreislinie um (0,0) mit Radius 1 genau einmal gegen den
Uhrzeigersinn. Dabei starten wir im Punkt (1,0).
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~ ist ein C-Weg mit

— sin(t)

cos(t)

- |

Der Geschwindigkeitsvektor ~’(t) ¥

ist immer tangential zur Kreislinie, /
zeigt in die Laufrichtung und hat
den Betrag

T = /(= sin(®)* + (cos(t))’
—\/sm ) 4+ cos?(t) =1 = 1.

(c) Der Weg
cos(t)

~:R — R ~(t) := |sin(t) |,
" 124
10
beschreibt eine Schraubenlinie im 8-
R3. Auch hier liegt ein C*-Weg vor, ﬁ:
denn die Ableitung i

— sin(t)
F'(t) = | cos(t)
1

existiert und ist eine stetige Funkti-
on auf R.

In der nachsten Bemerkung halten wir die geometrische und die physikalische
Interpretation der Ableitung eines C'-Wegs fest.

Bemerkung 18.4. (geometrische und physikalische Interpretation der
Ableitung eines C!-Wegs)

(1) Geometrische Interpretation der Ableitung: Sei 5 ein C'-Weg.
~'(t) kann man als Tangentialvektor im Punkt ¥ (t) interpretieren.




18.1. Wege im R"

6 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

Man denkt sich 47 (¢) oft als Pfeil, der an den Punkt 5 (¢) angeheftet ist.

(2) Physikalische Interpretation der Ableitung: Ist 4 ein C'-Weg, so
kann man ¥'(t) als Geschwindigkeitsvektor interpretieren. Da die
Ableitung, also der Geschwindigkeitsvektor, stetig ist dndert sich die
Geschwindigkeit kontinuierlich und nicht abrupt.

Abbildung 18.1: Veranschaulichung der Ableitung eines C!'-Wegs als Tangential-
vektor oder Geschwindigkeitsvektor.

Die Menge der von einem C-Weg im R” durchlaufenen Punkte nennt man die
Spur (des C1-Weges)“. Wir halten dieses als Definition fest.

Definition 18.5. (Spur eines C'-Weges)
Seien I = [a,b] und 5 : I — R" ein C'-Weg. Die Menge

Spur(¥) := {5 () : tel} CR"

heifst die Spur von 7.

Betrachten wir auch hier einige Beispiele, um uns den Begriff der Spur eines C!-
Wegs klar zu machen.

Beispiel 18.6. (Spur eines C!-Wegs)
(a) Seien p, Vv € R" mit vV # 0. Die beiden C!-Wege

~ :[0,1] = R", Y(t): =P +1tV,
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30,1 — R", Bt) =P +7,
sind verschieden, also 4 # B, aber sie haben dieselbe Spur,
Spur(¥) ={p+tv : t€0,1]} = {§+t2 vV i te0,1]} = Spur(,g),

da #* fiir t € [0, 1] genau alle Werte aus [0, 1] durchliuft.
Die drei C'-Wege

~ :[0,27] — R?, ~(t) := cos(f) :
| sin(t)
B Bo- |9,
_sin(t)_
L, ) Lo [eos(ty
a : [0,37] — R, a(t) = _sin(t)_ :

sind verschieden (denn sie haben unterschiedliche Definitionsmengen), also
~¥ # B, #aund a # B, aber sie haben dieselbe Spur, genauer

cos(t)

in (1) cte [0,2%]}
={(z,y) eR? : 2*+y* =1}

Spur(a) = Spur(ﬁ) = Spur(¥) = { [

Der Weg B durchlduft die Kreislinie um (0,0) mit Radius 1 gegen den
Uhrzeigersinn genau zweimal, wogegen der Weg 4 die Kreislinie um (0, 0)
mit Radius 1 genau einmal gegen den Uhrzeigersinn durchlauft. Der Weg
a durchliuft diese Kreislinie gegen den Uhrzeigersinn dagegen eineinhalb
mal.

Betrachten wir die vier Beispiele von C'-Wegen aus Beispiel [18.6], so sehen wir
noch einen wichtigen Unterschied zwischen den verschiedenen Wegen. Bei den
Wegen 4 und B aus Beispiel [18.6]|(b)| sind der Anfangspunkt des Weges (also
~(0) bzw. B(O)) und der Endpunkt des Weges (also 7 (27) bzw. 3(477)) derselbe
Punkt. Es handelt sich um sogenannte , geschlossene” Wege. Bei dem Weg o aus

Beispiel [(b)] und den beiden Wegen aus Beispiel ist dieses nicht der

Fall.
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Definition 18.7. (geschlossener C!'-Weg)
Ein C1-Weg 7 : [a,b] — R" heifit geschlossen, wenn 7 (a) = ~(b) gilt.

Betrachten wir auch hierzu noch einige Beispiele.

Beispiel 18.8. (geschlossene C!-Wege)
(a) Seien p, Vv € R" mit vV # 0. Die beiden C!-Wege

5 :[0,1] = R", () =P +tV.
B 0,1 - R", Bt) =B +7,

sind nicht geschlossen, da gilt
FO)=B#31)=B+v baw. BO)=B£B(1)=B+7.

(b) Die beiden C'-Wege

0,27 SR, A1) =

B:0,47] 5 R2,  B(t) =

sind geschlossen, denn es gilt

cos(0) 1 cos(2)
sin(0) 0 sin(27)

Der C'-Weg
a : [0,37] — R?, a(t) = [

ist dagegen nicht geschlossen, denn es gilt

N cos(0) 1 —1 cos(3) N
o(0) = [sin(())] N H 7 [ o] N [sin(?ﬂr)] = a(3m).
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(c) Der C-Weg

cos(t)
~ :[0,87] — R?, ~(t) := |sin(t) | ,
t
ist nicht geschlossen, weil
cos(0) 1 1 cos(8)
~(0) = [sin(0)| = (0| # [ 0 | = |sin(87) | = ~v(8n).
0 0 87 87

18.2 Die Weglange

In diesem Teilkapitel lernen wir, wie man die Linge eines C'-Weges berechnet.
Dazu treffen wir zunéchst die folgenden motivierenden Voriiberlegungen:

Sei I =[0,1] und 4 : I — R" ein C'-Weg. Wir zerlegen das Intervall [0,1] in N
gleiche Teile mit den Zwischenstellen

=0, = b= PO e
0 -.-— 3 1_N’ Q—N, ceey N—1 -— N y N—N— 3
wobei also die N gleich langen Teilintervalle [ty_1, ], K = 1,2,..., N, betrachtet
werden. Die Weglange lasst sich angenédhert durch die Lange des Streckenzuges
von 7 (to) iiber ¥ (t1), ¥ (t2), ..., ¥ (ty_1) bis ¥ (ty) annihern:

(tp — tr-1)
— b — -1
N | >
B v (tr) — ¥ (te-1)
= Z (tr — tr-1)
b — trp—1

Lasst man N gegen oo gehen, d.h. man macht die Teilintervalle immer schmaler
mit dem Grenzwert 0 fiir die Teilintervalllinge, so erhélt man die Weglinge als
Integral

L(7) = / 7(0)]
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Definition 18.9. (Linge eines C'-Weges)
Sei 4 : [a,b] — R™ ein C1-Wey.

b
L) = [ 170

heif$it die Léinge von ~ .

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 18.10. (Linge eines C!-Wegs)
(a) Seien P,V € R" mit V # 0. Der Cl-Weg
~ :[0,1] — R", Y(#):=Pp +tV,
hat die Ableitung
Yt =v = [YOI=IV]

und somit die Lange

LW):/01\7’<t>|dt=/01h‘f’|dt= 1911]

In der Tat liuft man auf dem Weg 4 auf der Gerade durch p mit dem
Richtungsvektor vV von P bis P + V eine Distanz von | V]| ab.

(b) Der C'-Weg

=1
= |Vv].
t=0

L ) N cos(t)
~ : 10,27 — R, ~(t) := sn(t)|

hat die Ableitung

— sin(t)
cos(t)

—)/(

] — 7' ()| = \/( — Sin(t))2 + (Cos(t))2 =1,
und somit die Lange

2w 21
L(Ty’):/() |7’(t)\dt:/0 1dt = 2.

Dieses ist nicht iiberraschend, da die Kreislinie um (0, 0) mit Radius 1 ein-
mal durchlaufen wurde, und diese Kreislinie die Linge 27 (= 27 - 1 nach
der Formel fiir den Kreisumfang).



18. Kurvenintegrale
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 11

(c) Der C-Weg

cos(t)
~ :[0,87] = R3  F(t):= |sin(t) |,
t
hat die Ableitung
— sin(t)
7'(t) = | cos(t)
1

— 70 = /(~sin()” + (cos(t)’ + 12 = VIT 1= V2

und somit die Lénge

M%=AWVW&:

t=8m

8W\/§dt={\/_t} =82,

0 =0

Betrachten wir nun die verschiedenen Wege aus den Beispielen und

(@), bzw. [(b)] und (D) die jeweils die gleiche Spur hatten aber

unterschiedliche Wege waren. Wir werden sehen, dass hier sowohl gleiche wie un-
terschiedliche Weglédngen auftreten kénnen

Beispiel 18.11. (Lange und Spur eines C!-Wegs)
(a) Seien p, Vv € R" mit V # 0. Die beiden C'-Wege
Y0, =R F({t)=P+tV,
B:0,1] »R",  B():=p+E7,

aus Beispielen [18.6|[(a)| und [18.8)|(a)|sind verschieden, aber sie haben dieselbe
Spur. Aus Beispiel [18.10][(a)] wissen wir bereits, dass L(7) = | V]| ist. Fiir
B finden wir

Bt)=2tv =  |B(t)=2t¥|=2t|¥] (datel0,1))

und somit
1

1 1
L(B) |,§(t)\dt:/0 2t|v\dt:\v|/0 2¢dt
t=1
2] =R a—0 =¥

Also gilt hier L(7) = L(B)

0

<
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(b) Die drei C'-Wege

. ) o |cos(t)
oo A= | 0]
| sin(t) |
L ) N [cos(t)]
a :[0,37] — R, a(t) = _sin(t)_ ;

aus Beispielen (18.6[[(b)|und [18.8]|(b)|sind verschieden, aber sie haben dieselbe
Spur. Aus Beispiel [18.10][(b)] wissen wir bereits, dass L(7) = 27 ist. Es gilt

B =an - !_ Sm“)]

cos(t)

—  BOI=18®)] = /(= sin@)’ + (cos(t))’ = 1,

und somit sind die Weglangen

Z(B)::AMWE%ﬂhﬁziéhldt:[4ﬁﬂﬂ:4m

t=0

3 3 t=37
ua;/y&wm:/1wzﬁ P
0 0

t=0

Hier liegen also trotz gleicher Spur unterschiedliche Wegléngen vor.

18.3 Aquivalente Wege

Wann kann man zwei C!-Wege ,identifizieren“? Es sollten zumindest die Weglinge
und die Spur gleich sein, und die beiden Wege sollten in der ,gleichen Richtung®
durchlaufen werden. Diese Idee fiihrt uns zu dem Begriff dquivalenter Wege.

Definition 18.12. (iquivalente C'-Wege)
Seien I und J kompakte Intervalle. Zwei C'-Wege 7¥ : I — R™ und
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E . J — R" heiffen dquivalent, wenn es eine bijektive C'-Funktion
w: I — J gibt mit o'(t) >0 fir allet € I und

—

Be(t) =7() fir allet € 1. (18.1)

Aus (18.1) folgt mit der C'-Umkehrfunktion ¢~ : J — I dann 7 (¢ '(s)) = B(s)
fiir alle s € J.

Betrachten wir zunachst zwei Beispiele fiir dquivalente Wege.

Beispiel 18.13. (dquivalente C'-Wege)
(a) Seien p, Vv € R" mit V # 0. Die beiden C'-Wege

B[4 =R  B(t)=B+tV,
~ :[1,2] = R, ~N(t) =P +t*V,

sind dquivalent, denn mit der bijektiven C'-Abbildung ¢ : [1,2] — [1,4],
o(t) =12, gilt ©'(t) =2t > 0 fiir alle t € [1,2] und

B(p(t) =B =B+12¥ =7() firallete[1,2].
(Erklirung: ¢ ist injektiv, da ¢ wegen ¢'(t) = 2t > 0 fiir alle t € [1, 2]
1 —

streng monoton ist. ¢ ist surjektiv, denn ¢([1,2]) = [1,4]. Also ist ¢ bijek-
tiv.)

Beide Wege haben die gleiche Spur

Spur(8) = {B+tV : te[1,4} ={B+£7 : t€[1,2]} = Spur().

(b) Die beiden C*-Wege

B:0,27] 5 R2,  B(t) =

¥ ¢ [0, 7] = R?, Yt) = )] :
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sind dquivalent, denn die C*-Abbildung ¢ : [0, 7] — [0, 27], o(t) := 2, ist
bijektiv und erfiillt '(t) = 2 > 0 fiir alle ¢ € [0, 7] und

] =~(t) firallete[0,n].

(Erklirung: Dass ¢ : [0, 7] — [0, 27], @(t) = 2t, bijektiv ist, sieht man wie
folgt: Wegen ¢'(t) = 2 > 0 ist die Funktion streng monoton wachsend und
damit injektiv, und aus ¢([0,7]) = [0, 27| folgt, dass ¢ auch surjektiv ist.
Also ist ¢ bijektiv.)

Wir beobachten, dass beide Wege die gleiche Spur haben:

Spur(v) = Spur(ﬁ) = { [ : t e |0, 2#]}

= {(z,y) eR* : 2*+y* =1}

cos(t)
sin(t)

Die néchste Bemerkung hélt einige wichtige Eigenschaften dquivalenter Wege fest.

Bemerkung 18.14. (Eigenschaften dquivalenter C'-Wege)

Seien ¥ : I — R" und 3 . J — R" dquivalente C'-Wege. Weiter sei

LN
B(
(1) Aus Definition [18.12] folgt, dass die Umkehrfunktion ¢! : J — I eben-

: I — J eine bijektive C'-Funktion mit ¢'(¢t) > 0 fiir alle ¢ € I und
¢(t)) = ~(t) fir alle ¢t € I. Dann gelten:

falls stetig differenzierbar ist (siche Satz im Kapitel [7]im Skript der
HM A) mit
“1y/ 1 )
()(s) = ———< >0 fiir alle s € J,

' (¢7(5))
und durch Ersetzen von ¢(t) =s < t = o 1(s) in (18.1) folgt

—

B(s)=7(p '(s)) fiiralleseJ

Wir sehen also, dass bei der Definition aAquivalenter Wege die Rol-
len der beiden Wege austauschbar sind.

(2) Die Spuren sind gleich, also Spur(,g) = Spur(7).
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~(t) fiir alle t € I und

Erkldrung: Dieses folgt direkt aus E(ap(t))
der Bijektivitit von . Genauer gilt

() : tel}={B(pt) : tel}

~ ist geschlossen. <= B ist geschlossen.

Erklarung: Seien I = [a,b] und J = [c, d]. Dann gilt mit der bijektiven
C'-Funktion ¢ : I — J, dass ¢(a) = ¢ und ¢(b) = d. Aus B(p(t)) =
¥ (t) fiir alle t € I folgt dann insbesondere B(c) = B(p(a)) = ¥ (a)

und B(d) = B(@(b)) = ~(b). Ist einer der beiden Wege geschlossen, so
muss der andere also auch geschlossen sein.

Die Langen der beiden Wege sind gleich, also L(B) L(7).
Erklarung: Seien I = [a,b] und J = [c,d]. Aus ,6( (t)) = 7 (¢) fiir alle
t € I folgt mit der Kettenregel

B (o) &(t)=F'(t) firallet el

Somit folgt

L(7) = /\ t)| dt = /\B ()| dt = /\B dt,

wobei wir ¢/(t) > 0 fiir alle ¢t € I genutzt haben. Mit der Substitution

s = p(t) — % = '(t) — ds = ¢/(t) dt

folgt also mit den neuen Grenzen ¢ = ¢(a) und d = ¢(b)

L(7) = /!6 N dt/\ﬁ s = L(B).

—

Also gilt in der Tat L(¥) = L(8).

Identifiziert man alle zu einem gegebenen C'-Weg 7 dquivalenten Wege,
so spricht man von der von 7 erzeugten ,,Kurve* I' = [¥].

Betrachten wir ein weiteres Beispiel.
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Beispiel 18.15. (nicht dquivalente C!-Wege)
Die beiden C!-Wege

7021 5B, 7= |0
| sin(t) |

Booaro®. Bey= |0
_sin(t)

aus Beispielen [18.6][(b)], [18.8[(D)| und [18.11][(b)| haben dieselbe Spur, aber es gilt fiir
die Langen L(7¥) = 2m # 47 = L(3). Also sind die beiden Wege nach Bemerkung

18.14{((4)| nicht Aquivalent, denn wiiren sie dquivalent, so miisste L(7) = L(3)
gelten.

Die néchste Bemerkung befasst sich mit der Situation, dass ein gegebener Weg in
umgekehrter Richtung durchlaufen wird. Dieser Vorgang liefert einen neuen Weg.

Bemerkung 18.16. (Richtungswechsel)
Sei ¥ : [a,b] — R" ein C-Weg. Wir definieren
Y- ila, )] >R, F_(t) :=F(a+b-1).

Der Weg 7 _ ist ebenfalls ein C'-Weg und ist der zu ¥ gehorende ,Riick-
weg“. Dann gelten:

(1) Spur(¥-) = Spur(¥)
Erkldrung: Dieses ist anschaulich klar und folgt direkt aus der Definition
von v _.

(2) ¥.(t) = —5"(a+b—1t) fiir alle t € [a, b]

Erklirung: Dieses folgt beim Differenzieren von 4 _ mit Hilfe der Ket-
tenregel.

(3) L(¥-) =L(7)
Erklirung: Wir berechnen die Lange von 4 _ und finden

b b
LW_):/ W’_(tndt:/ |~ F(a+b— 1) dt

b
_ / (a+b— 1) dt.
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Mit der Substitution s = a +b—t und damit ds = —dt erhalten wir also

a+b—b

b
LW_):/ |7’<a+b—t>\dt:/ F(s)] (~1)ds

+b—a
u b
_ /b|'y(s)|ds:/a 7'(s)] ds = L(7),
)

dh. L(7_) = L(7).

(4) Die beiden Wege 7¥_ und 7 sind aber nicht dquivalent, denn die C!-
Funktion ¢ : [a,b] — [a,b], p(t) := a + b — t, ist zwar bijektiv und
erfiillt

F-(t)=F(@+b—1t) =7 (et)) fur alle t € [a, b],

aber es gilt ¢/(t) = —1 < 0 fiir alle t € [a, b].

Betrachten wir auch zum Richtungswechsel eines Weges zwei Beispiele.

Beispiel 18.17. (Richtungswechsel eines C!-Wegs)
(a) Seien p, Vv € R" mit V # 0. Der zum C'-Weg

~ :[1,4] — R, Y(t):=Pp +tV,
gehorende ,Riickweg™ ist

T L4 R, (O =76-t)=DB+ -1V

(b) Der zum C'-Weg

B:[0,2r] - R, B(t):= [

gehorende | Riickweg” ist

B_:0,21] R, B_(t):= B(2n—t) = [COS(%_t>] — [COS(_t)] .

sin(2m — t)
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18.4 Glatte Wege

Wir lernen nun sogenannte glatte Wege kennen. Dieses Konzept ist geometrisch

motiviert.

Definition 18.18. (glatter C'-Weg)

wenn gilt ¥'(t) # 0 fir allet € I.

Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall. Ein C1-Weg v : I — R™ heifit glatt,

Bevor wir Beispiele betrachten halten wir zwei Uberlegungen zu glatten Wegen

fest.

Bemerkung 18.19. (glatter C!-Weg)
Sei I = [a, b] ein kompaktes Intervall.

(1)

Geometrische Anschauung: Fiir einen C'-Weg 7 : I — R" bedeutet
~'(t) # 0 fiir alle ¢ € I, dass der Geschwindigkeitsvektor niemals der
Nullvektor ist, d.h. lauft man den Weg ab, so kommt die Bewegung nie
zum Stillstand.

~ € CY(I,R") ist glatt genau dann, wenn wenn gilt |7'(¢)| # 0 fiir alle
tel.

Erklirung: 5'(t) # 0 fiir alle ¢ € I ist dquivalent zu |5'(t)] # 0 fiir alle
t € I, denn ein Vektor V ist genau dann der Nullvektor, wenn | V| = 0
ist.

Ist ¥ € CY{I,R") glatt und ist ﬁ € CY(I,R") dquivalent zu =, so ist
auch B glatt.

Erklarung: Ist B : J — R"™ dquivalent zu 4 : I — R", so gibt es eine
bijektive Cl-Funktion ¢ : J — I mit ¢/(t) > 0 fiir alle t € J und
B(t) = 7 (¢(t)) fir alle ¢ € J. Mit der Kettenregel folgt dann

Bt = (o) =7 (elt) ¢1t)#
e >0

fir alle t € J.

Also ist der Weg E ebenfalls glatt.
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Betrachten wir zwei Beispiele zu glatten Wegen.

Beispiel 18.20. (glatte C-Wege)
a) Seien P,V € R" mit v 6 Betrachten wir die beiden C'-Wege
< ) pu g

¥ :[0,1]=R",  F(t):=PB+tV,
B:0,1] »R", B(t)=B+7

7/(,5) =V#0 fir alle ¢ € [0, 1];

also ist & ein glatter C'-Weg. Andererseits gilt aber
und fiir t = 0 gilt B’(O) = 0. Also ist B kein glatter C1-Weg.
(b) Der Weg

~:[-1,1] — R?, F(t) = [

hat die stetige Ableitung

0.5

3¢
—>/ £ —
() [2 t]
und ist somit ein C'-Weg.

Wegen ~'(0) = 0 ist der Weg nicht glatt. Das Bild der Spur des Wegs in
der Abbildung zeigt, wo das Problem liegt. Im Nullpunkt (0, 0) hat der Weg
einen , Knick".

Als Néchstes lernen wir den Begriff eines nach Bogenlédnge parametrisierten Weges
kennen.

Definition 18.21. (nach Bogenlinge parametrisierter C'-Weg)

Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall. Ein C'-Weg 7 : I — R™ heifit nach
Bogenlinge parametrisiert, falls gilt |7'(t)] = 1 fiir allet € I.
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Bemerkung 18.22. (nach Bogenlinge parametrisierter C!-Weg)
Seien I = [a,b] und 7 : I — R" ein C}-Weg.

(1) Ist ¥ nach Bogenlinge parametrisiert, so bedeutet dieses anschaulich,
dass man mit der betraglich einheitlichen Geschwindigkeit mit
Betrag |47(t)| = 1 auf der Spur des Wegs entlang liuft.

(2) Ist ¥ nach Bogenlinge parametrisiert, so folgen
(i) 7 ist glatt.
(ii) L(_’ = b — a, denn:

/\ |dt /bldt:[t}zl;:b—a

Betrachten wir einige Beispiele fiir nach Bogenldnge parametrisierte Wege.

Beispiel 18.23. (nach Bogenlinge parametrisierte C'-Wege)
(a) Seien P,V € R" mit vV # 0 und I = la, b]. Fiir den C!'-Weg
~:I—R", Y(t):=Pp +tV,
gilt ¥'(t) = V. Also ist ¥ genau dann nach Bogenlinge parametrisiert,
wenn gilt |V] = 1.
(b) Der C'-Weg

o ) o cos(t)
~ : [0, 27] — R~ Y (t) := :

sin(t)
hat die Ableitung

Also gilt

F/(0)] = /(= sin(t)* + (cos(t))” = \/sin(¢) + co(t) = 1
fiir alle ¢ € [0, 27]. Also ist ¥ nach Bogenlinge parametrisiert.
(c) Der C'-Weg

cos(t)
~ :[0,87] — R?, ~(t) ;= |sin(t) |,
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beschreibt eine Schraubenlinie im R? und hat die Ableitung

— sin(t)

Y'(t) = | cos(t)
1

Es gilt also

F(1)] =/ (—sin(®)* + (cos(t)* + 12
—\/sm ) + cos*( )‘1‘12:\/1—1—1:\/5 fir alle ¢ € [0, 87].

Somit ist 4 nicht nach Bogenlinge parametrisiert.

Der zu v #quivalente Weg

cos (= ¢
R L o= (75)
B:10,8V27] —» R, B(t) =~ Et = sm(ﬁt) :
L ¢
V2

fiir alle t € [0,8v27].

Was wir in Beispiel [18.23][(c]] gesehen haben, funktioniert allgemeln Zu einem
glatten C'-Weg (also einem C'-Weg mit Ableitung iiberall # ) gibt es einen
aquivalenten nach Bogenlange parametrisierten Weg.

Hilfssatz 18.24. (zu ¥ Aquivalenter nach Bogenlinge param. Weg)

Sei 7 : la,b] — R™ ein glatter C*-Weg. Dann existiert ein zu 5 dquivalenter
Weg, der nach Bogenlinge parametrisiert ist.
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Beweis von Hilfssatz|18.24]: Sei 7 : [a, b] — R" der glatte C!-Weg. Wir definieren

s:la,b] = R, s(u / |7 (1) dt.

Die Funktion s : [a,b] — R gibt die Linge des Weges ¥ eingeschrinkt auf das
Intervall [a,u] an, d.h. wir laufen auf der Spur des Wegs 4 nur bis zum Punkt
~ (u). Die Funktion s ist stetig differenzierbar mit der Ableitung

s'(u) = |7"(w)| >0  fiir alle u € [a, b). (18.2)

In (18.2)) wissen wir, dass die Ableitung s’ stetig und echt grofer als Null ist, weil
~ ein glatter C1-Weg ist. Wegen ((18.2)) ist s streng monoton wachsend, und die
Bildmenge ist s([a,b]) = [0, L(7)], da

/| Hldt=0  und /\ | dt = L(7).

Daraus folgt, dass s : [a,b] — [0, L(7)] bijektiv ist, und die zugehérige Umkehr-
funktion s7! : [0, L(¥)] — [a,b] existiert. Weiter ist s~! ebenfalls stetig diffe-
renzierbar (vgl. Satz im Kapitel [7] im Skript der HM A) mit der Ableitung

(s7Y() = —— Lo (18.3)

S(s1 )~ [7 ()]
(Erklirung: Aus der Gleichung s(s™(t)
tion s und ihrer Umkehrfunktion s~1

) = t, welche die Beziehung einer Funk-
beschrelbt folgt durch Ableiten mit der

Kettenregel
d -1 d 1 —1 —1
&S(S (t)) &t < S (5 (t)) ( ) (t) =1

:s(s 1())7&0

Fiir die Details siche Satz im Kapitel [7] des Skripts der HM A.)

Nach diesen Vorbereitungen definieren wir nun den neuen Weg
B:0,LAN =R B() =7 (s (1).

Es folgt mit der Kettenregel und (18.3)

B't)=7"(s 1) - (s)() "

k3
&)

Y'(s7H(1)) -

FE0)

Also folgt \E( ) =1 fur alle t € [0,L(%)], d.h ,6 ist nach Bogenldnge pa-
rametrisiert. (Der Weg ,8 ist per Konstruktion zu 5 #quivalent, denn es gilt
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B(t) = F(s7'(t)) fiir alle t € [0,L(¥)] und st : [0,L(¥)] — [a,b] ist eine
bijektive C*-Abbildung mit (s~1)'(¢) > 0 fiir alle ¢ € [0, L(¥)] wegen (18.3).) O

Wie findet man einen zu einem gegebenen Weg édquivalenten Weg, der nach Bo-
genlédnge parametrisiert ist” Dieses verrat uns der Beweis von Hilfssatz [18.24] und
wir halten dieses als Methode fest.

Methode 18.25. (Wie findet man einen dquivalenten nach Bogenlin-
ge parametrisierten Weg?)

Sei v : [a,b] — R™ ein glatter C*-Weg. Dann berechnen wir die bijektive
Cl-Funktion

s lab] > 0LF) st = [ F0]d
und bestimmen deren Umkehrfunktion
[0, L(F)] = [,
welche ebenfalls eine bijektive C1-Funktion ist. Per Konstruktion gilt fiir s und
s, dass s'(u) > 0 fiir alle u € [a,b] bzw. (s™1)(t) > 0 fiir alle t € [0, L(7)]

ist. (Dieses folgt aus s'(u) = "7’(u)} > 0 fiir alle w € [a,b] mit Satz|7.10 im
Kapitel [ im Skript der HM A.) Der Weg

B:0,L(A) =R, B(t):=7F(s'(t),

ist dann ein nach Bogenlinge parametrisierter glatter Ct-Weg und ist zu v
aquivalent.

Betrachten wir zwei Beispiele fiir die Berechnung eines dquivalenten nach Bogen-
lange parametrisierten Weges.

Beispiel 18.26. (dquivalenter nach Bogenlinge parametrisierter Weg)

(a) Betrachten wir zunichst noch einmal den in Beispiel [18.23[(c)| nach Bogen-
lange umparametrisierten Weg. Dort war der nicht nach Bogenlédnge para-
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metrisierte C'-Weg

cos(t)
~ :[0,87] — R3, ~(t) ;= |sin(t) |,
t
mit der Ableitung
— sin(t)
Y'(t) = | cos(t) = 7' =v2
1

gegeben. Wir finden nun
/| \dt/\/_dt \/_t}o—Qu

und insbesondere L(7) = s(87) = 827, d.h. s : [0,87] — [0,8/27],

s(u) :== v2u. Wegen

t=s(u) =V2u =

I
]
I
g

4

ist die Umkehrfunktion
1

11 [0,8v27] — [0, 8], sH(t) = ﬁt.

Also ist ein nach Bogenlinge umparametrisierter und zu 4 #dquivalenter
glatter C'-Weg gegeben durch

) .

COSs (

B:0,8V27] =R B(t):=7(s7'(t)) = |sin(

2

SIH EIH

~

b) Wir betrachten den glatten C-We
(b) g g
o2
5 :[0,3] — R, v (t) = [2 €2t] :

Da die beiden Komponentenfunktionen jeweils C!-Funktionen sind, handelt
es sich um einen C'-Weg. Wir berechnen die Ableitung und finden

_)/t B 26215
7()_ 4€2t :
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Wegen ef # 0 fiir alle t € R gilt ¥ (¢) # 0 fiir alle t € [0, 3]. Also handelt
es sich auch wirklich um einen glatten C!-Weg.

Als Vorbereitung zur Berechnung eines nach Kurvenldnge parametrisierten
dquivalenten glatten C!'-Weges berechnen wir nun

P~ 2¢” 2t) 2 2t) 2
RAGIES g2t | = (2¢2)” + (4e*)
= det + 166t = V20 et =252,

Damit finden wir

s(u) = /O 7(6)] dt = /Ouz\/ge% dt = |V5e*|
=V5e? — V5 =5 (e —1)
und L(7) = s(3) = v/5 (¢® —1). Also ist die gesuchte bijektive C'-Funktion
s:[0,3] = [0, V5 (€8 — 1], s(u) := V5 (e® —1).

Wir berechnen ihre Umkehrfunktion:

t=s(u) =V5(e*—1)

t=u

p—
— L t+1=e —
- = e
V5
Also ist die Umkehrfunktion

s [0,vV5 (e —1)] = 10,3, sl(t) = % In (%H 1) .

Ein nach Bogenlinge parametrisierter und zu ~ dquivalenter glatter C1-Weg
1st somit

8:[0,V5(e —1)] - R?,

sy | @ GED)] [
B =7 (7)) = yexp (n (1)) [Fi+2

Was passiert, wenn man einen Weg stiickweise aus glatten C 1—Wegen ,zusamimen-
setzt'? Damit beschéftigt sich die nachste Definition.
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Definition 18.27. (stiickweise glatter (stetiger) Weg)

EsseimeNund a=t) <t <teo<...<t,—1 <t, =>b Wirschreiben
Iy = [to,t1], s = [ti,ta], ..., Im = [tm_1,tm]. Fulls die glatten C'-Wege
N L, =R k=1,2,...,m, die ,Anschlussbedingungen‘

ﬁ(tk) :PYk—i—l(tk)ﬂ k= 1727"-am_17
erfillen, dann ist durch

( ~1(t) firt € I,
() firt € I,

N (t)  firt € I,
\

ein stetiger Weg 7 : [a,b] — R" definiert.
Schreibweise: ¥ =41 DY D ... DA,,.
Es gilt:  L(¥)=L(;) + L(v3) +...+ L(7,).

Im Allgemeinen ist 5 nicht glatt. Da die Teilwege 41,7+, - - -, ., alle als glatt
vorausgesetzt sind, sagt man, v ist stiickweise glatt.

Bemerkung 18.28. (stiickweiser C!-Weg)
Liasst man in Definition [18.27 die Voraus-

setzung, dass die Wege 4, : I, — R", i)
k=1,2,...,m, glatt sind, weg und fordert

nur, dass v, : I, — R", k= 1,2,...,m,

C!'-Wege sind und die ,,Anschlussbedingun- -
gen* erfiillen, so nennen wir V3(t)

Y=V, D...®7,,

cinen stiickweisen C'-Weg.

Betrachten wir ein Beispiel fiir einen stiickweise glatten C!-Weg.
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Beispiel 18.29. (stiickweise glatter Weg)
Sei v : [0,3] — R? definiert durch

~1(t)  fiirt € [0,1],
F(t) = (1) fiirt € [1,2],
~5(t)  fiirt € [2,3],

mit 1-
R 2 R [t '
Y1 [07 1] — R ) ’Yl(t) = O] ) 0.8+
, Ty 0.6
RS S e P N
- 0.4
—> 2 —> K ]
RER [273] — R ) 73(75) = 1! 0.2 -
Der Weg 7 ist nebenan visualisiert. e 3 1

Dann ist 4 ein stiickweise glatter C-Weg, denn es gilt

() = H ¥ [8] T = H ¥ [8} ) = H ¥ [8] ,

d.h. 47, 745 und 73 sind jeweils glatte C'-Wege, und die ,, Anschlussbedingungen®

T =[o] =m0 wd e - [} =we

sind erfiillt.

18.5 Skalares Kurvenintegral iiber ein Skalarfeld

Nun wollen wir skalarwertige (d.h. reellwertige) Funktionen léngs einer Kurve
integrieren.

Definition 18.30. (skalares Kurvenintegral iiber ein Skalarfeld)
Sei D CR" mit D # (. Sei v : [a,b] — R™ ein C'-Weg mit Spur(v) C D.
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Sei f: D — R stetig. (Man sagt auch, [ sei ein stetiges Skalarfeld in D.)
Wir definieren

[ras= [ r@®) Fola (18.4)

~

(Wir sprechen von einem skalaren Kurvenintegral iber ein Skalarfeld.)

Warum reicht es nicht iiber f('—y)(t)) (also ohne die Multiplikation mit
|7'(t)|) zu integrieren?

Dieses kann man sich so erkliren: Die betragliche Geschwindigkeit |¥”(¢)| muss
beriicksichtigt werden, denn wird dieselbe Kurve schneller durchlaufen, so soll-
te das skalare Kurvenintegral denselben Wert haben. Wir werden weiter unten
sehen, dass der Wert des skalaren Kurvenintegrals iiber ein Skalarfeld fiir alle
dquivalenten C1-Wege derselbe ist.

Betrachten wir zunachst ein Beispiel.

Beispiel 18.31. (skalares Kurvenintegral iiber ein Skalarfeld)
Wir betrachten das stetige Skalarfeld f : R*? — R, f(x1,22) := z? und den

C'-Weg
cos(t)]

~ :[0,27] — R?, y(t) = in(t)

Nach Beispiel |18.23 ist dieser C'-Weg nach Bogenlinge parametrisiert, also
|7 (t)| = 1 fiir alle t € [0,27]. Also gilt

!fds:/o FEO) 170 dt:/o £ (cos(t), sin(t)) dt

=1

21 2 1 2T 1 1
:/ cos?(t) dt :/ = (1 + cos(2t)) dt :/ (— 1= Cos(2t)> dt
0 0 2 0 \2 2

B L ) L] in(47) — |0+ = sin(0)| =
= |5+ sin =7+ sin(dr , Sin =,

t=0

wobei wir in der zweiten Zeile cos*(f) = 1 (1 + cos(2t)) genutzt haben. Dieses
folgt aus

cos(2t) = cos(t) — sin®*(t) = cos®(t) — (1 — cos®(t)) = 2 cos(t) — 1.
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Bevor wir weitere Beispiele betrachten, halten wir zunéchst einige Uberlegungen
zum skalaren Kurvenintegral {iber ein Skalarfeld in einer Bemerkung fest.

Bemerkung 18.32. (skalares Kurvenintegral iiber ein Skalarfeld)
Seien die Voraussetzungen und die Notation wie in Definition [18.30]

(1) Der Spezialfall f(X) =1 fiir alle X € D ergibt

/&@—/ m (1) dt = /| Hldt = L(7).

(2) Ist ¥ nach Bogenlinge parametrisiert, so gilt

b b
/#@:/fwwﬂwmw:/fwwmt

(3) Ist 3 Aquivalent zu v, so gilt

!fds[!fds

Dieses rechnet man analog zu Bemerkung [18.14 nach. Wir zeigen
dieses auf einen Ubungszettel.

Ein skalares Kurvenintegral iiber ein Skalarfeld hangt also nur von der
Kurve I' = [¥] ab (sieche Bemerkung fiir den Begriff , Kurve®),
nicht aber von dem konkreten Weg 7, der bei der Berechnung
des Integrals verwendet wurde. Daher ist der Begriff ,Kurvenintegral®
sinnvoll.

(4) Fiir den zu v gehorenden Riickweg v~ gilt

!fdslfds.

Dieses zeigt man analog zu Bemerkung [18.16][(3)], und wir rechnen dieses
auf einem Ubungszettel nach.

— >

(5) Ist ¥ nur stiickweise ein C1-Weg, also ¥ = 4] & Y2 D ... D7, fiir
C-Wege 41,93, - - - » Y., dann definieren wir

/fds _Z/fds.

k1—>
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Betrachten wir ein weiteres Beispiel fiir ein skalares Kurvenintegral iiber ein Ska-
larfeld.

Beispiel 18.33. (skalares Kurvenintegral iiber ein Skalarfeld ldngs eines
stiickweise glatten Weges)

Wir betrachten das stetige Skalarfeld f : R? — R, f(x1,z9) := €%t ¥ = g1t
und den stiickweise glatten Weg aus Beispiel [18.29]

~1(t)  fiirt €0,1],
~ :[0,3] = R?, ~(t) =< ~A5(t)  fiirt €[1,2],
~v5(t)  fiirt € [2,3],

mit
_, s t
TSR T = ||
—> —> t
Y2 [172] — RQa 72(t) = t — 1] )
R — [t
TR R 0= ]
Dann gilt

—> _1 —>

Y1 (t) = 0 — AT (t) = V12 +02 = V1=1,
—> _1 —>

’72,(t) ~ |1 - ’72/(75” =V1I2+12= \/§;

—> -1 —>
¥5 (t) = = 7)) =V1I2+02=V1=1

Also finden wir

/fds:/olf(')_/l’(t)) ﬁ’(t)\dt:fet*o-1dt:/016fdt

J 0
Y1
kan 10
:{e] =e —e =¢e—1,
t=0

2 2 2
_[fds:/l F(¥3(t)) |~7§’(t)\dt:/1 et+t_1-\/§dt:\/§e_1/1 et dt
Y2
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\/_—112tt:2 gLy 1,
=V2e 56 =2e 56——6 =

5l
()
/N
™
w
|
™
N——"

t=1 2
(PPN —>/ ’ t+1 ’ t =3
[ras= [s@oyFzona = [feaae [Cea= e[
3
26[63—62]264—63.

Damit ist das skalares Kurvenintegral iiber f

/deZ/fds+/fds+/fds
2l ol ¥s Y3
1

:(e—l)+—(63—e)+(e4—63)

V2
1—4/2 2—1
4 \/_€3+\/_ e

NG 2 — 1.

=€

18.6 Skalares Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld

Wir lernen nun, wie man iiber ein Vektorfeld langs einer Kurve integrieren kann.
Entgegen der Erwartung passiert dieses nicht komponentenweise sondern mit Hilfe
des Skalarprodukts. Nach der Definition geben wir eine anschauliche Erklarung,
warum das Kurvenintegral {iber ein Vektorfeld so definiert ist.

Definition 18.34. (skalares Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld)
Sei D CR" mit D # 0. Sei 4 : [a,b] — R" ein C1-Weg mit Spur(¥) C D.

Sei
Fy

F=|:|:DoR"
F,

stetig. (Man sagt auch F sei ein stetiges Vektorfeld in D.) Wir definieren

—> b—>
F - ds ::/ F(F(t)-7'(t)dt,

=

wobei ﬁ('_y’(t)) -~'(t) das Skalarprodukt der Vektoren F(V(t)) und ' (t) ist.
(Wie sprechen von einem skalaren Kurvenintegral tiiber ein Vektorfeld.)
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Zunéchst machen wir uns dariiber Gedanken, warum in Definition [18.34] ein Ska-

larprodukt vorkommt.

Bemerkung 18.35. (skalares Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld)

Mit dem skalaren Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld wollen wir ein Vektorfeld
langs eines Weges integrieren. Dabei sollte nur die ,,Komponente* des Vek-
torfeldes in Richtung des Wegs (1), also in Richtung des Geschwin-
digkeitsvektors 7'(t) des Wegs, eine Rolle spielen. Diese Komponente ist

aber

F(F(t)) -

0

wenn

schwindigkeit und erhalten

—>/

v'(t)
7' (1)]

s = F(7(t)) -

[

(1) £ T ist,

F'(t) = 0 ist.
Wie in Definition [18.30] multiplizieren wir nun noch mit dem Betrag der Ge-

ﬁ(j’(i))'%%"’—f’“)' wenn ¥ A£G | L
= F(7(1) - 7'(1), e =F(F(1) - 7'(®).
0, wenn 7’(15) =0 )

Ist ¥ glatt (d.h. () # O fiir alle ¢ € [a, b]), so gilt also

) 170

Betrachten wir nun zunéchst ein Beispiel und eine Anwendung aus der Elektro-

technik.

Beispiel 18.36. (skalares Kurvenintegral iiber
Wir betrachten den geschlossenen glatten C!'-Weg

F(t) =

~ : [0,27] — R,

|

ein Vektorfeld)

cos(t)

|

sin(t
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mit der Ableitung P10 3 55 S5 B SR N - NS NN
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Y1) = 17
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I 77
Pt
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Das Integralzeichen ¢ mit dem Kreis durch das Integral wird verwendet, wenn
wir langs eines geschlossenen Weges integrieren, wie dieses in Beispiel
der Fall ist. Sie konnen aber genauso ein ,normales* Integralzeichen [ verwenden.
Das Integralzeichen § betont lediglich, dass es sich um einen geschlossenen Weg
handelt; an der Berechnung andert sich nichts.

Physikalische Anwendung 18.37. (Arbeit lings eines Weges)

Sei E ein elektrisches Feld (als Funktion des dreidimensionalen Raumes). Fiir die
Bewegung einer Punktladung @ lings eines Weges ¥ : [a, b] — R? muss in dem
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elektrischen Feld E die folgende Arbeit aufgewendet werden
— b —
W:/QE- ds:/ QE(F(t) - v'(t)dt.
7 a
(Im GET A Skript steht stattdessen
B —>
W = / QE - dX.
A

Dabei ist A = 7(a) der Startpunkt von ¥ und B = 7(b) der Zielpunkt von 7.
Dieses driickt aus, dass es in dem elektrischen Feld egal ist, welchen Weg man von
A nach B zuriicklegt, also, dass die Arbeit fiir die Bewegung der Punktladung
von A nach B immer die gleiche ist, egal, auf welchem Weg die Punktladung von
A nach B gebracht wird. Wir lernen in Kapitel [[9 unter welchen Voraussetzungen
an das Vektorfeld dieses richtig ist.)

Wir halten einige wichtige Eigenschaften des skalaren Kurvenintegrals iiber ein
Vektorfeld fest.

Bemerkung 18.38. (skalares Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld)
Seien die Voraussetzungen und die Notation wie in Definition [18.34]

(1) Ist E : [c,d] — R"™ Aquivalent zu 7 : [a,b] — R", so gilt

f‘)-(ﬁ: ﬁ-ds.

B
A

Also ist das skalare Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld nur von der ,,Kur-
ve T' = [v] abhiingig und die Bezeichnung ,, Kurvenintegral* macht Sinn.

Erklirung: Sei o : [a,b] — [c, d] eine bijektive C'-Funktion mit ¢'(¢) > 0
fiir alle ¢ € [a,b] und B(p(t)) = ¥(¢) fiir alle ¢ € [a,b]. Dann gilt mit
der Kettenregel

F'(t) = B' (1)) £(1),

und somit durch Ersetzen

/ﬁ. (ﬁ:/abﬁ(v(t)) () dt
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Mit der Substitution
u=et),  —=¢1) = du=¢)d

folgt mit den neuen Grenzen ¢ = p(a) und d = (b)

b d
/ F(B(e(t))-B'(et) ¢'(t)dt = / F(B(u))-B'(u)du= [ F-ds.
3
In der Tat ist also das Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld fiir A4quivalente
C'-Wege dasselbe.

(2) Fiir den Riickweg v~ : [a,b] — R" A”(t) := F(a + b —t), von
v : [a,b] — R" gilt

—

l

%l
Qi\
=

%l

—>

Y-

Erklirung: Wir haben mit der Kettenregel 4_'(t) = —5"(a + b —t) und
somit

/F- ds = /abf('y—_’(t)) () dt

- / F(Fa+b—1)- (- (a+b—1t))dt

Mit der Substitution v =a+b—t, du/dt = -1 < —du = dt mit
den neuen Grenzen u(a) = b und u(b) = a folgt

/_’ :/bf (a+b—1) - (=F'(a+b—t))dt
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wobei wir das Minus-Zeichen im letzten Schritt durch das Vertauschen
der Integralgrenzen bekommen.

(3) Ist ¥ ein geschlossener Weg, so schreibt man auch

ﬁ- (Is) statt ﬁ (I';

R~e_
Ql\

Wir haben dieses bereits in Beispiel [18.30] gesehen.

—>

(4) Ist 4 nur ein stiickweiser C1-Weg, also ¥ =4, @75, D ... B 7, fiir
CL-Wege 47,92, - - - » Y, S0 definieren wir

f.a;’::z/f.a;
=13,

Ql\

(5) In manchen Biichern findet man auch die folgende Schreibweise

—

/(Fldx1+F2da:2+...+Fndxn) ::/f- ds.
2l 5

Dabei kann die syntaktisch notwendige Klammer links auch durchaus
fehlen.

Betrachten wir noch ein weiteres Beispiel.

Beispiel 18.39. (skalares Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld lings eines
stiickweise glatten Weges)

Wir betrachten das stetige Vektorfeld

F» ) RQ N R2 F»( L [6171+x2]
. 3 xq, $2> = )

Tr1—x
el 2

und den stiickweise glatten Weg aus Beispiel [18.29
~1(t)  fiirt € [0,1],
7 :[0,3] = R% ()= Yt firte[l,2],
~5(t)  fiirt € [2,3],
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mit
—> 2 — [t —>/ 1
Y1 [07 1] — R ) 71(t) = 0 — 71 (t) - 0l
—> 2 — [t —>/ 1
72:[172]_>R7 72(t) = t—1 — Y2 (t): 11’
—> 2 —> _t —>/ —1

Also finden wir

SN
!
&l
I

B_‘
2
2|
=
=|
=
o,
~
I
c\’_‘
m@t- mﬁ-
| +
o o
1
S =
1
o,
~
I
c\’_‘
Q
o,
~

t=1
:[et} :el—eoze—l,

|
| — |
l\DIH
L\B
,_.
+
o)
~
I—I
l\D
I
1
DO |
[
+
[\
| I
|
1
DO |
o)
+
[
| I |
I
DN | —
/N
Q)
+
[
N——"

3 3 et—H 1
t)dt = .
PO RO A R
/ 1 g — t+1r3 A3
t=2 '

Damit ist das skalare Kurvenintegral iiber das Vektorfeld F

/ﬁ-cﬁ:/ﬁ

ol

Rl
el
&l
I

e
&l
+

R
&l

=

:(6—1)+%(63+6)+(64—6)264—1€3+§6—1.

w

2 2

Die Spur des Weges und das Vektorfeld sind unten gezeichnet. Man sieht an der
Ausrichtung des Vektorfeldes und der Laufrichtung der Kurve, dass das Kurven-
integral einen positiven Wert haben muss.
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KAPITEL 19

Vektorfelder und Potentiale

In diesem Kapitel interessieren wir uns fiir Vektorfelder und insbesondere fiir sol-
che, die der Gradient eines Potentials sind, sogenannte ,Gradientenfelder oder
Jkonservative Vektorfelder. Aus der Physik und Elektrotechnik bekannte konser-
vative Felder sind das Gravitationsfeld und das elektrische Feld. Wir werden sehen,
dass solche Felder wunderbare Eigenschaften haben: Ein Kurvenintegral {iber ein
konservatives Vektorfeld hangt nicht von dem zuriickgelegten Weg ab, sondern
nur vom Anfangspunkt und Zielpunkt des Weges. Physikalisch gesprochen: In
dem Feld verrichtete Arbeit bei der Bewegung einer Masse in Gravitationsfeld
bzw. einer Ladung im elektrischen Feld ist nicht vom Weg sondern nur von dem
Startpunkt und Zielpunkt abhéngig.

Wir benutzen die bereits in der HM B eingefiihrten Notationen und Bezeichnun-
gen weiter. Studierende, die nicht an der zugehoérigen HM A bzw. HM B Vorle-
sung teilgenommen haben, seien bei Unklarheiten auf die zur Verfiigung gestellten
Skripten dieser Vorlesungen verwiesen.

19.1 Der Gradient

Zur Erinnerung sei kurz die Notation der partiellen Ableitungen und der Ableitung
noch einmal eingefiihrt: Ist  C R™ offen und f : 2 — R eine in & € ) partiell
differenzierbare Funktion, so bezeichnete fiir ¢ = 1,2,...,n

Of)(@) = (@)

39
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die partielle Ableitung von f nach der i-ten Variablen im Punkt X
Die Jacobi-Matrix in X = a ist die Matrix der partiellen Ableitungen in
a, also

INE) = [(0/)(@) (G6)() -+ (9uf)(@)].

Ist f nicht nur partiell differenzierbar in X = @ sondern sogar (total) differen-
zierbar in (2, so ist

F(X) = (0f)(X) == IN(EX) = [(ON)F) (Rf)(X) - (0af)(X)]

die Ableitung von f. Wir haben gelernt, dass aus der Existenz und Stetigkeit
der partiellen Ableitungen die (totale) Differenzierbarkeit folgt.

Zunachst fithren wir den Gradienten ein.

Definition 19.1. (Gradient)
Sein € N und Q C R"™ offen. Sei f: Q — R (total) differenzierbar in & € 2.

[(OLf)(2)
(01)(2)

(VF)(QA) := (gradf)(A) :=

| (0nf)(2)

heifst der Gradient von f in a.

Bevor wir einige Beispiele betrachten, halten wir noch einige wichtige Beobach-
tungen iiber den Gradienten fest.

Bemerkung 19.2. (Eigenschaften des Gradienten)

(1) Der Gradient ist nur fiir (total) differenzierbare Skalarfelder definiert.
(2) Es gilt
(VAE) = (0)@)" = (IHE)".
d.h. der Gradient V f ist die Transponierte der Ableitung von f.
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(3) Fiir v € R" gilt:

(VH(@)) -V =

Ist v.e R"\ {6}, S0 ist

(VA@)) - ¥ = (0f)(&) - ¥ = (Dvf)(A),

d.h. es liegt die Richtungsableitung von f in a in Richtung Vv vor.

(4) Ist f in ganz Q) (total) differenzierbar, so ist Vf : @ — R" ein Vektor-
feld.

Betrachten wir nun einige Beispiele.

Beispiel 19.3. (Gradient)
(a) Sei f:R? = R, f(z,y) = 2*y>. Dann ist der Gradient

2xy3] 23:y3]

(VN0 = | g = [0

(b) Sei f:R* =R, f(z,y,2) =sin (2% + 2y — 2*). Dann ist der Gradient

2 cos (22 + 2y — 2°)
(V)(z,y,2) = 2 cos (x2 +2y — 23)
—32% cos (22 4+ 2y — 2%)

(c) Sei h :]0, 00] = R stetig differenzierbar und

FiR"\ {0} >R, f(?(’):zh(\?ﬂ):h(\/x%+az§+...+x%).
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Dann gilt mit der Kettenregel

— — 1 —
@R =W () -5 (@ +a3+...+a2) Y29,
:h/ — €T :h/ — {ij
(1) Vi +as+ . +a? (|XD\X|
t=1,2,...,n, dh der Gradient ist
_h/(|§:’\) %- -
N , R (X R (1X]) . o X
wow=| | =M DS gy X
W (|R]) = Tn
I X1

Die nachste Bemerkung befasst sich mit der geometrischen Bedeutung des Gra-
dienten.

Bemerkung 19.4. (geometrische Bedeutung des Gradienten)

Seien die Voraussetzungen wie in Definition [19.1] Ist (Vf)(&) # 0, so zeigt
(Vf)(@) in die Richtung des ,steilsten Anstiegs* von f.

Genauer: Ist (Vf)(d) # 0 und

so gilt

Erklirung: Es gilt

(Daf)(B) = (VA(E) & = (V(E) =t (VI)(3)

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt fiir ¥ mit |V]| =1

(Def)(@) = (VA(A) -V < (V@) - V] < [(VHE@)]- V]
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= |(VNH(@)] = (De/f)().
Da |d| = 1 ist folgt

Zuletzt halten wir die Rechenregeln fiir den Gradienten fest, welche direkt aus

den Rechenregeln fiir Ableitungen aus der HM B (siehe Teilkapitel und
des Kapitels [16] des Skripts der HM B) folgen.

Satz 19.5. (Rechenregeln fiir den Gradienten)

Sei 8 C R™ offen, und seien f,g : Q — R (total) differenzierbar in @ € .
Dann gelten:

(1) (V(f+9) (@)= (V)(A)+ (Vg)(A).
(2) (V(af))(B) =a(VFNR) firalleacR.
(3) (V(f-9)(@)=g(@)(VI(A)+ f(A) (Vg)(A).

19.2 Konservative Vektorfelder und Potentiale

Wir kommen nun zu dem Begriff eines sogenannten ,Gradientenfeldes” oder ,kon-
servativen Vektorfeldes"”.

Definition 19.6. (Gradientenfeld /konservatives Vektorfeld)

Sei Q C R" offen. Ein Vektorfeld F:Q - R heifit konservativ (oder
ein Gradientenfeld) in Q, wenn es ein (total) differenzierbares Skalarfeld

®: Q0 — R gibt mit
F(X) = (VO)(R) firalle ® € Q.

o hezﬁt dann ein (skalares) Potential von F (oder eine Stammfunktion
von F )
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Betrachten wir zunachst ein Beispiel.

Beispiel 19.7. (Gradientenfeld /konservatives Vektorfeld)

Sei F : R — R" konstant, d.h. ﬁ(?{’) = ¢ fiir einen (festen) Vektor € € R".
Dann ist F konservativ in R"™ mit dem Potential

®:R" - R, P(X)=C - X=c1o1+coro+...+cpay,
denn
1
(VO)(X)=|: | =C=F(X) fiir alle X € R".
Cn

Wir bemerken, dass allerdings auch
U :R" — R, \I/(Fc’)::E’-?(’—i—17:clx1+02x2+...+cna:n—|—17,

ein Potential von F ist. Der Nachweis ist analog.

Was wir im vorigen Beispiel bereits beobachtet haben, gilt allgemein.

Bemerkung 19.8. (Potential eines Gradientenfelds ist nicht eindeu-
tig bestimmt)

Seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Definition [19.6 Ist F
konservativ (also ein Gradientenfeld) in €2, dann ist ® nicht eindeutig be-

stimmt. Genauer: Ist ® ein Potential von f, 80 ist jedes W := @ + ¢ mit einer
beliebigen Konstante ¢ € R ebenfalls ein Potential von F'.

Unsere nachsten beiden Beispiele befassen sich mit sogenannten ,Zentralfeldern®.

Beispiel 19.9. (Zentralfeld)
Sei g :]0, 00[ — R stetig, Q :=R"\ {6} und

F:Q—R" F()_c)) = g(||_}><‘\) X =g(|X])
X
Ist h :]0, 00[ = R eine Stammfunktion von g (d.h h'(t) = g(t) fiir alle t €0, 00])
und

o0 — R, (X) := h(|X]),
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so gilt nach Beispiel [(c)], dass

(VO)(R) = XD & :9(|XD§:§(§).

X X

Alsoist F konservativ in €2, und @ ist ein Potential von F. Wir nennen das konser-
vative Vektorfeld F auch ein Zentralfeld, weil das Potential ® (und alle anderen

Potentiale von F) nur von |X|, also vom Abstand zum Nullpunkt, abhiingt.

Fin wichtiger Spezialfall ist das Newtonsche (oder auch Coulombsche) Potential.

Beispiel 19.10. (Newtonsches Potential und Coulombsches Potential)
Sein>2, Q:=R"\ {0}, K € R und

ﬁ:Q—)R", f(?{’) = —=— X.
x|
Nach Beispiel [19.9|ist F dann ein Zentralfeld mit
K
g:]0,00[— R, g(r) = i
Wir finden
K In(r)+c¢ wenn n = 2,
h(r) = / dr—/—dr— K .
T +c¢ wennn > 3.
2—n
Also ist ein Potential von F gegeben durch
K In(]X]) wemnn=2,
IX[*"™ wenn n > 3.
2—n

Dieses Potential @ heifst Newtonsches Potential oder Coulombsches Poten-
tial. Fiir n = 3 mit einer passenden Konstanten K handelt es sich hierbei um
das Newtonsche Potential bzw. das Coulombsche Potential, welches Sie aus der
Physik kennen.

Das néachste Beispiel zeigt, wie man untersuchen kann, ob ein Vektorfeld konser-
vativ ist oder nicht. Dabei wird gleichzeitig ein Potential berechnet.
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Beispiel 19.11. (Berechnung eines Potentials)
(a) Wir betrachten das Vektorfeld

Bl = 1) e

Falls F in R? ein Potential ® besitzt, so muss fiir alle (z,1y) € R? gelten:

(01®)(2,y) = Fi(z,y) =y +cos(z) (I)
(02®)(,y) = Fi(z,y) = v —sin(y) (II)

Aus (I) folgt durch unbestimmte Integration bzgl. z:

(VO)(z,y) = F(r,y) {

b(x,y) = / (y + cos(z)) dz = zy + sin(z) + c(y), (19.1)

wobei die Integrationskonstante ¢ = ¢(y) im Allgemeinen von y (aber nicht
von z) abhdngt. Partielles Ableiten von ((19.1)) nach y ergibt

(0:®)(2,y) = =+ c(y).
Wir vergleichen mit (II) und erhalten
d(y) = —sin(y), also  c(y) = cos(y) +d
mit einer Konstante d € R. Einsetzen in ((19.1]) ergibt, dass
d:R* - R, ®(x,y) = 2y + sin(x) + cos(y) + d,

fiir jedes d € R ein Kandidat fiir ein Potential von F ist. Particlles Ablelten
von ® nach x bzw. y bestéitigt, dass dies tatséchlich so ist. Also ist F
konservativ in R2

(b) Wir betrachten das Vektorfeld

Flo)= 1200 e

Falls F in R? ein Potential ® besitzt, so muss fiir alle (z,y) € R? gelten:

(019)(z,y) = Fi(x,y) =y +cos(y) (I)
(0o®)(x,y) = Fi(z,y) =z —sin(x) (1)

Aus (I) folgt durch unbestimmte Integration bzgl. z:

(VO)(x,y) = F(z,y) {

O(x,y) = / (y + cos(y)) dz = zy + x cos(y) + c(y), (19.2)
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wobei die Integrationskonstante ¢ = ¢(y) im Allgemeinen von y (aber nicht
von x) abhéngt. Partielles Ableiten von ((19.2)) nach y ergibt

(02®)(z,y) =z — wsin(y) + '(y).
Ein Vergleich mit (II) liefert
r—xsin(y)+d(y) =z —sin(z) <= d(y) = —sin(z) + zsin(y).

Das ist aber ein Widerspruch, denn die rechte Seite dieser Gleichung héngt
von x und y ab, die linke aber nur von y.

Also kann F in R? kein Potential besitzen, d.h. F ist in R? nicht konservativ.

Wir betrachten das Vektorfeld

F(z,y) =

— 2x e + xy ey
r3e™

] : (z,y) € R%

Falls F in R? ein Potential ® besitzt, so muss fiir alle (z,y) € R? gelten:

(01®)(z,y) = 22 e + 22ye™ (1)

Vo) (x, ZF)%
(VO)(z,y) = Flz,y) {(ag@)(x,y)_:ci’)ew (IT)

Aus (IT) folgt durch unbestimmte Integration bzgl. y:
O(x,y) = /x?’ew dy = 2%e™ + c(z), (19.3)

wobei die Integrationskonstante ¢ = ¢(z) im Allgemeinen von z (aber nicht
von y) abhéngt. Partielles Ableiten von ((19.3]) nach z ergibt

(0,®)(w,y) = 2™ + 2%y ™ + (7).
Ein Vergleich mit (I) liefert:
2xe™ + x*ye™ + d(x) = 2z ™ 4 2Py e™
— d(x)=0 — c(r)=d
mit einer Konstante d € R. Einsetzen in ((19.3)) ergibt, dass
d:R* - R, d(x,y) = 2% 4 d,

fiir jedes d € R ein Kandidat fiir ein Potential von F ist. Partielles Ableiten
von ® nach x bzw. y bestétigt, dass dies tatsdchlich so ist. Also ist F
konservativ in R2.
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Wir haben in diesem Beispiel (II) verwendet und unbestimmt nach y inte-
griert. Natiirlich héitte man im Prinzip genauso gut (I) unbestimmt nach z
integrieren konnen, also

b(x,y) = / (22 €™ + 2’y e™) du,

aber es ist deutlich anspruchsvoller dieser Integral zu berechnen! — Man
sollte sich also gut iiberlegen, mit welcher der Gleichungen aus V® = F
man beginnen will, wenn man versucht ein Potential zu berechnen.

19.3 Kurvenintegrale uiber konservative Vektor-
felder

Was passiert, wenn man ein Kurvenintegral iiber ein konservatives Vektorfeld
berechnet? Der néchste Satz zeigt, dass man das Kurvenintegral dann sehr einfach
mit Hilfe des Potentials berechnen kann.

Satz 19.12. (Kurvenintegral iiber ein konservatives Vektorfeld)

Seien 0 C R" offen und F:Q — R cin stetiges, in € konservatives
Vektorfeld mit einem C'-Potential ® : Q — R, also F = V& auf Q. Sei
~ : la,b] = Q ein C1-Weg. Dann gilt

[F & =a@70) - 2(70).

=

Beweis von Satz|19.15: Es gilt V& = F, also

R b_, b
[F- &= [[FEO)-F0u= [ vo)Fm) 7o

- [@oFyma=[@omm] " = o7 0) - o(7).

t=a

wobei wir im dritten Schritt die Kettenregel genutzt haben:

(VO)(F (1) - F'(t) = (I2)" (F(1) - 7'(t) = (JO)(F (1)) - () = (P o 7)'(1),
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wobei das Produkt im vorletzten Schritt das Matrizenprodukt ist. ]

Bemerkung 19.13. (Verallgemeinerung von Satz [19.12)

Satz[19.12] gilt auch, wenn man statt eines C!'-Wegs einen stiickweisen C!-Weg
betrachtet.

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 19.14. (Kurvenintegral tiber ein konservatives Vektorfeld)

(a) Sei F : R" — R" konstant, d.h. F(i’) ;= ¢C fiir einen (festen) Vektor
¢ € R”. Dann ist F konservativ in R” mit dem Potential ® : R” — R,
P(X) = ¢ - X. Also gilt fiir jeden C1-Weg

F.-ds= [ - ds=a(F(b) —®(F(a))

2

Qi\

!

I
Oi, ‘%\

Y(b)—€-F(a) =< (V) — ¥(a)).

(b) Seien g :]0,00[ — R stetig, 2 :=R"\ {6} und

g(IX])

— X,
|X

F:Q—R", f(i’) =

das Zentralfeld aus Beispiel [19.9] Mit einer Stammfunktion A :]0, co[ — R
von g ist ® : Q — R, ®(X) := h(|X]), ein Potential von F (vgl. Beispiele
19.9 und [19.3)|(c)]). Also gilt fiir jeden C1-Weg 7 in R™ \ {6}

—>

F-ds=o(F(1) - o(F() =h(F0)) - (|7 ().

4¢\

Wir halten einige wichtige Folgerungen aus Satz [19.12] fest.
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o0

Folgerung 19.15. (aus Satz (19.12))
Seir 0 C R" offen, und sei F:Q— R ein stetiges Vektorfeld, das konser-
vativ in Q) ist mit einem C'-Potential ®. Dann gelten:

(1) Ist 5 : [a,b] — Q ein geschlossener (stiickweiser) C1-Weg, so gilt
JF- &0
,7

(2) Sind v und ﬁ zwei (stiickweise) Ct-Wege in Q von & nach b, so0 gilt

Wir zeigen die einfachen Beweise der Folgerungen.

Beweis von Folgerung|19.15:
(1) Da ~ geschlossen ist, gilt ¥ (a) = 7(b). Da F konservativ in  ist, folgt
mit Satz 19.12

F.ds=®(F0b)—®(F(a) =0.

VS

A~s_

(2) Da v(a) = E(a) =a und y(b) = ﬁ(b) - b folgt die Behauptung durch
zweifache Anwendung von Satz [19.12;

@

/ﬁ- ds = (7)) - #(7(a) = 2(B(1) — (Ba)) = [ F- as.

Damit sind beide Folgerungen bewiesen.

Betrachten wir ein Beispiel fiir die Anwendung von Folgerung [19.15][(1)]
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Beispiel 19.16. (Anwendung von Folgerung [19.15(|(1)))
Aus Beispiel [18.36| wissen wir, dass fiir den glatten geschlossenen C'-Weg

cos(t)]

~ :[0,27] — RZ, ~y(t) := [Sin(t)

und das Vektorfeld

gilt

F. s = 2w #0.

Rl~g_

in R? nicht konservativ sein.

Daher kann F nach Folgerung [19.15]|(1

Ne—

Die nachfolgende Definition ist uns bereits in Kapitel (16| (siehe Definition [16.48)
der HM B begegnet. Zur Erinnerung ist sie hier noch einmal aufgefiihrt.

Definition 19.17. (Gebiet)

Sei € Q_}R” mit Q # (. Q ist ein Gebiet, wenn ) oﬁen_)ist und wenn es fir
alle A, b € Q einen Ct-Weg in Q ¢ibt, der von & nach b fiihrt.

@‘@@

Abbildung 19.1: Bei allen drei Mengen €2y, 25 und €23 gehore der Rand nicht mit
zur Menge, so dass die Mengen offen sind. €2; und €25 sind jeweils ein Gebiet. (23
ist dagegen kein Gebiet.
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Die Bilder in Abbildung illustrieren den Unterschied zwischen offenen Men-
gen, die Gebiete sind, und offenen Mengen, die keine Gebiete sind.

Mit dem Begrift eines Gebiets konnen wir einen ersten niitzlichen Satz {iber Po-
tentiale eines konservativen Vektorfeldes formulieren.

Satz 19.18. (Poteniale auf Gebiet unterscheiden sich nur um Konst.)

Zwei Potentiale eines konservativen Vektorfelds auf einen Gebiet unter-
scheiden sich hochstens um eine Konstante.

Beweis von Satz|19.18: Sei  C R" ein Gebiet, und sel F : Q — R” konservativ
mit Potentialen ® und ¥, d.h. F = V® = VU auf (.

Seien & und b € Q zwei beliebige Punkte in Q, und sei 7 : [a, b] — Q ein C-Weg
mit ¥ (a) = @ und ¥ (b) = b. (Ein C'-Weg 4 mit diesen Eigenschaften existiert,
weil 2 ein Gebiet ist.) Da F konservativ ist, mit den Potentialen ® und ¥ gilt
nach Satz[19.12] dass

®(b) — (F) = ¢(F (b)) — 2(F(a)) = /f ds

®»

Also ist
o(b)-®(@)=U(b)-TU(R) <« B(b)-U(b)=2(7)- V(7).

Da a, beQ beliebig gewahlt waren, ist damit gezeigt, dass & — ¥ auf (2 konstant
ist. ]

Nun lernen wir den Hauptsatz fiir Kurvenintegrale kennen.

Satz 19.19. (Hauptsatz fiir Kurvenintegrale)
Sei ) C R" ein Gebiet, und sei

Fy
F=]:]:09-R"
F,

ein stetiges Vektorfeld. Dann sind dquivalent:




19. Vektorfelder und Potentiale
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 53

(1) F ist konservativ in .

(ii) Fiir alle geschlossenen stiickweisen C'-Wege v in Q gilt

—

ﬁ- ds = 0.

R ~a_

Wir beweisen diesen zentralen Satz.

Beweis von (i) = (i) in Satz |19.19: Dieses ist die Aussage von Folgerung

19.15 (T 0

Beweis von (ii) = (i) in Satz[19.19: Sei p € Q fest gewihlt. Zu jedem Z €
wihlen wir einen C'-Weg Y.z in  von p nach Z und definieren

QR B(Z) = / F - ds. (19.4)

e

78,72

oy

® ist unabhingig von dem gewihlten C!-Weg 4= 2, denn fiir einen anderen C!-

B,
Weg Bz z in {2 von p nach z ist v5 7z @ (,83 >)_ ein geschlossener stiickweiser

C'-Weg. Also gilt nach Voraussetzung 7

0 — jq{ f.a;:/ﬁ.om / ﬁ.a;:/f.ds_/ﬁag,

— —_— — —

m@(,@}—i?)_ V.7 (ﬁf{j’)— TE.7 Bs.z
also
- —> - —>
F.-ds= F S
8.2 Bg.z

Wir zeigen nun, dass ® in {2 partiell differenzierbar ist und dass gilt
0p® = F}, fir alle k =1,2,...,n.

Sei Z € € beliebig, und sei r > 0 so klein, dass die offene Kreisscheibe
U(Z)={XeR" : |X-7Z|<r}

ganz in € liegt. (Ein solches r existiert, weil 2 als Gebiet offen ist.)
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Mit e7, €5, ..., e, € R" bezeichnen wir die Standardbasisvektoren von R".

Fiir h €]0,7[ und k € {1,2,...,n} liegt die Strecke (also Verbindungslinie) &
von Z nach Z + he;, ganz in . Daher ist der Weg

—> —_ 5

— > —
Y =A5z2P 0 OVzrha.5 = V5.2 D 0 ® (V5. z147)-

geschlossen, d.h. nach Voraussetzung gilt

Also gilt:

— / ﬁa’_/ﬁ:/f* (19.5)
5.7 o

VB, Z+hef

Die linke Seite von (19.5)) kénnen wir mittels ((19.4)) mit Hilfe von ® ausdriicken,

also

/ ﬁ-ds—/f-£:¢(?+h€;§)—<b(2’). (19.6)

ey

VB, Z+hél e, 2

Auf der rechten Seite von ([19.5)) parametrisieren wir & durch

g:[0,h]—=Q, &t)=Z+tey,

—>

und erhalten mit &'(t) = e,

h
/F- ds:/ F(d(t)) o'(t)dt
0
o h
:/ F<z’+te—,;)-e7dt:/ Fu(7 4 t&)) dt. (19.7)
0 0

Einsetzen von ((19.6) und (19.7)) in (19.5)) und durch A Teilen liefert:

h
%(@(EHL her) - 0(7)) = %/0 Fi(Z +tep) dt. (19.8)
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Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (vgl. Kapitel 8 der HM A) gibt es
ein £ € [0, h] (welches von h abhéngt) mit

h
/Fk(E’the_;:)dt:Fk(E’Jrfe_i:)-(h—O):Fk(E’JrfGTl;)h
0
1 h
— E/ F.(Z +tep)dt = Fi(Z + £ ey).
0

Einsetzen in ((19.8) liefert

%(@(2’4_ hef) = (7)) = Fiu(7 + £ &),

Bilden wir nun den Grenzwert h — 0, so erhalten wir

(02)(7) = lim 1+ (9(Z + h?) — B(2)) = lim Fy(7 +£&) = Fi(7),

wobei wir nutzen, dass fiir h — 0 die Zwischenstelle £ € [0, h] gegen 0 strebt.
Damit haben wir gezeigt, dass ® in Z nach der k-ten Variablen partiell diffe-
renzierbar ist mit der partiellen Ableitung (0;®)(Z) = Fx(Z). Da Z € Q und
k € {1,2,...,n} beliebig waren, folgt, dass ® auf € partiell differenzierbar ist
mit den partiellen Ableitungen 0, ® = Fj, k =1,2,....n.

Da F stetig ist, sind alle partiellen Ableitungen von @ stetig. Somit ist ¢ auch
stetig differengi)erbar und es gilt V& = F auf ganz (2, d.h. ® ist ein Potential von
F. Daher ist F konservativ in ). ]

Methode 19.20. (Potential eines konserv. Vektorfelds berechnen)

Weifs man, dass ein stetiges Vektorfeld F:Q = R" in cinem Gebiet Q CR”
konservativ ist, so kann man die Formel

- >

d:0— R, (I)(E))::/F-ds,

e

V8.7

—
aus dem vorigen Beweis zur Berechnung eines Potentials ® von F verwenden,
—

wobei P ein beliebiger fest gewdhlter Punkt aus Q) ist und Y.z €in beliebiger
C'-Weg in Q von p nach Z. Wir werden in Tez’lkapitel sehen, wie dieses
genau funktioniert.
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19.4 Die Integrabilitatsbedingung

Wann ist ein Vektorfeld konservativ? Im nachsten Satz lernen wir eine notwen-
dige (aber nicht hinreichende) Bedingung.

Satz 19.21. (Integrabilitdtsbedingung fiir Vektorfelder)
Sei €2 C R" offen, und sei

Fy
F=]:]:Q9-R"
F,

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Ist F konservativ in Q, so qilt in )

0;F), = O, F; fir alle i,k € {1,2,...,n}. (19.9)

Beweis von Satz |19.21: Da F konservativ in €2 ist, gibt es ein Potential ¢ von
F mit V® = F auf ganz 2. Da F c CL(Q,R") ist folgt, dass ® € C%(Q, R) ist.

Nach dem Satz von Schwarz (vgl. Satz[16.52)in Kapitel [16] des Skripts der HM B)
gilt somit in €2

0; F). = 0,0, ® = 0.0, = O F; fir alle 1, k € {1, 2,... ,n}.

Damit ist der Satz bewiesen. ]

Wir machen uns zunéchst Gedanken iiber die Aussage und Anwendung von Satz

9.2

Bemerkung 19.22. (zu Satz [19.21)

(1) Mit Hilfe von Satz[19.21] kann man manchmal nachweisen, dass ein gege-
benes stetig differenzierbares Vektorfeld F in einer offenen Menge
nicht konservativ ist. Erfillt F nimlich in Q die Integrabilitatsbedin-
gung (19.9)) nicht, so kann F nach Satz[19.21]in Q nicht konservativ
sein.

Dies ist durch Beispiel [19.23| unten illustriert.
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(2) Achtung: Erfiillt ein stetig differenzierbares Vektorfeld F die Integrabi-
litatsbedingung in einer offenen Menge €2, so kann man daraus im
Allgemeinen nicht schliefsen, dass F in O konservativ ist. Die Integrabi-
litdtsbedingung ist nicht hinreichend (sondern nur notwendig)
fiir die Existenz eines Potentials.

In Beispiel [19.24] unten sehen wir ein stetig differenzierbares Vektorfeld,
welches in R? \ {O} nicht konservativ ist, aber die Integrablhtatsbedm-
gung ((19.9) in R?\ {0} trotzdem erfiillt.

Nun betrachten wir mehrere Beispiele.

Beispiel 19.23. (nicht konservatives Vektorfeld)
Wir betrachten das stetig differenzierbare Vektorfeld

F:R? 5 R?, f(:p,y) = [ . -
sin(z + y)
Dann gilt
(O Fy)(z,y) = (% sin(x + y) = cos(x + y), (O FY)(z,y) = % e = xe™.

Da Oy Fy # 09 F ist, kann F nach Satz[19.21]in R? nicht konservativ sein.

Beispiel 19.24. (nicht konservatives Vektorfeld, welches die Integrabi-
lititsbedingung erfiillt)

Seien © =R2\ {0} und

— —> 1 J—
: 2 — Y
F:Q— R F(x’y)'_aﬁ—l—y?[x]'

Dann ist F stetig differenzierbar in 0 = R?\ {6} und erfiillt die Inegrabilitéts-
bedingung, denn

B y (Pt —2yy
22— 2 B y? — 2

- (xz +y2)2 - (:c2 n y2)2 ’
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T (2?2 +y*) —2zx y? — 22
F , = — — a F , = = .
2(£E y) 2 + yz 1 Q(x y) (1'2 + y2)2 (.%'2 + y2)2

Also gilt O Fy = 0, F) in ganz Q = R?\ {6}

Um zu sehen, dass F in R \ {6} nicht konservativ ist, betrachten wir den
geschlossenen Weg

- S cos(t)
v : [0, 27] — Q, ~(t) := sint) |

Wenn F in R \ {6} konservativ ist, so muss nach Folgerung |19.15]|(1)| des Kur-
venintegral iiber den geschlossenen Weg & Null sein. Wir finden aber

j{f ds = /o 7rf‘)(cos(t),sin(t)) : [_::Slg] dt

_ 27 1 — sin(t) |- sin(t)

B /0 cos?(t) + sin®(t) [ cos(t) [ cos(t) ] «
27 1 , 2

- /o cos2(t) + sin’(t) [ sin?(t) + cos?(t)] dt

:/0 1dt:[t}t:0 =21 #£ 0.

Also kann das Vektorfeld F in Q = R \ {0} nicht konservativ sein.

Beispiel 19.25. (konservatives Vektorfeld)
Seien ) := {(z,y) € R* : y >0} ein Gebiet und

S~ _, 1 _
: 2 - Yy
F:Q—RY F(x,y).—x2+y2[x].
Wir betrachten also von der Funktionsvorschrift her das gleiche Vektorfeld wie in
Beispiel |19.24] aber mit einer anderen Definitionsmenge €). Dieses Vektorfeld ist
nun konservativ in €2, denn

~

d: 0 — R, ¢ (z,y) ;== — arctan <£> ;

Y
ist ein Potential von F. In der Tat: Fiir alle (z,y) € Q gilt
1 1 Y Yy
OP)@,y)=-—5 -~ =—5 5 =——5 ="y,

2 2 2 2 2
1+(§) Yy Y-+ e +y
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(0,) (x.y) (- 5) - e
gj’ = - - . _ = = = :]j) .
2 Yy T (5)2 2 P2 24y 2\, Y

Also gilt V& = F in ganz, fl, und wir haben gezeigt, dass F in O konservativ ist.

Warum funktioniert die Argumentation mit dem geschlossenen Weg ~ aus Bei-
spiel [19.24] hier nicht? Dieser Weg 7 ist kein Weg in €2, denn €2 ist die obere
Halbebene, aber 54 beschreibt die Kreislinie um (0,0) mit Radius 1.

An den letzten beiden Beispielen sieht man bereits deutlich, dass die Frage, ob
ein stetig differenzierbares Vektorfeld (in seiner Definitionsmenge) konservativ ist,
auch von der Definitionsmenge des Vektorfeldes abhéangt. Ist die Integrabili-
tatsbedingung allerdings nicht erfiillt, so kann das Vektorfeld aber nie
konservativ sein.

19.5 Integrabilitatskriterium fir offene Kugeln und
sternformige Gebiete

Im vergangenen Abschnitt haben wir gesehen, dass die Integrabilitdtsbedingungen
im Allgemeinen nicht ausreichen, um zu garantieren, dass ein Vektorfeld konser-
vativ ist. Ist das Vektorfeld aber auf einer offenen Kugel definiert, dann kann man
folgenden Satz beweisen.

Satz 19.26. (Lemma von Poincaré)

Sei Q eine offene Kugel in R"™. Das C*-Vektorfeld F:0 >R erfille in €}
die Integrabilititsbedingungen

0;F), = O F; fir alle ik € {1,2,...,n}.

Dann 1st F) konservativ in ().

Beweis von Satz|19.26: Sei Q="U,(@):={X eR" : |X—a|<r} diec offene
Kugel um a € R" mit Radius r > 0

Wir betrachten zuniichst den Fall @ = 0. Zu p p € () betrachten wir die Strecke
von O nach B P, parametrisiert durch

vg(t) =tP, t €10,1],
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und setzen
- — 1 — 1 —
d(p) = F-ds:i/ F(vg@ﬂ-v%@ﬁﬂ:i/ F(tp)- p dt.
0 0
ok
Man kann beweisen, dass fiir alle k = 1,...,n gilt:
1 a s
@)@ = [ - [Fep) 5] a
0 OPk

Wir berechnen

Z Ei(tP) pi]

= F.(tp) + Z(akﬂ)(tl_;) tpi

=1

= F,(tp) +t Z(@'Fk)(tﬁ) Di
d

= F.(tp)+t—F.(tp
i ( p)+—(ﬁ L(tP)

d —
= [ F(tB)].

Dabei wurde im dritten Schritt die Integrabilitatsbedingungen genutzt und im
nachfolgenden Schritt die Kettenregel. Es folgt

00)B)= [ o [Fu) ] ar= [ R a
= [treB)] = (B

Also ist @ ein Potential von F, d.h. F ist konservativ in .

Ist @ € R" beliebig, so geht der Beweis analog: Man betrachtet dann fiir p €
die Strecke von Mittelpunkt @ der offenen Kugel nach p, parametrisiert durch

vg(t):=a+t(p—2a),tel01l] O

Eine genaue Analyse des Beweises zeigt, dass das Lemma von Poincaré nicht nur
auf offenen Kugeln, sondern sogar etwas allgemeiner auf sogenannten sternférmi-
gen Gebieten gilt.
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Definition 19.27. (sternférmiges Gebiet)
(1) Ein Gebiet Q C R"™ heifit sternformig bzgl. Xo € S, wenn mit jedem

(2) Ein Gebiet Q C R" heifit sternformig, wenn ein Xy € ) existiert, so

Punkt X € Q auch die Verbindungsstrecke von X zu Xy ganz in §)
enthalten ist.

dass Q) sternformig bzgl. X ist.

Betrachten wir einige Beispiele, um uns mit dem neuen Begrift | sternformig” ver-
traut zu machen.

Beispiel 19.28. (sternférmiges Gebiet)

(a)
(b)

R™ ist sternformig, da R™ bzgl. jedes beliebigen festen Punktes x5 € R”
sternfoérmig ist.

Jede offene Kugel im R",
U (a)={XeR" : |X-3a|<r},

mit Radius 7 > 0 um den Mittelpunkt @ € R" ist sternférmig, denn sie ist
z.B. sternférmig bzgl. ihres Mittelpunktes a.

Konvexe offene Mengen 2 in R" (vgl. Definition (16.57 in Kapitel im
Skript der HM B fiir den Begriff , konvex*) sind sternférmig bzgl. jedes be-

liebigen Punktes X € €2, denn fiir alle Punkte X € € liegt die Verbindungs-
strecke von X nach X ganz in .

R™\ {6} ist nicht sternformig.

Nachweis: Um dieses zu sehen, betrachtet man einen beliebigen Punkt
xo € R"\ {0}. Wir zeigen nun, dass R" \ {0} nicht sternformig bzgl. xp
sein kann. Da X # 0 ist, ist =X # 0. Wire R*\ {0} sternformig bzgl. Xg,
so miisste die Verbindungsstrecke von —xg nach xj, also

SRR - (-R) = @t-D®, e 0]

ganz in R" \ {6} liegen. Fiir ¢ = 1/2 erhalten wir aber (23 — 1) %) =
0x) = 0, und dieser Punkt liegt nicht in R” \ {6} Also ist R™\ {6} nicht
sternférmig bzgl. X;. Da Xg € R™\ {0} beliebig gewiihlt war, ist R"\ {0}
nicht sternférmig.

Die Kugelschale {X € R" : r < |X| < R}, wobei 0 < r < R, ist nicht
sternformig.
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Nun konnen wir das Lemma von Poincaré fiir sternformige Gebiete formulieren.

Satz 19.29. (Lemma von Poincaré fiir sternférmige Gebiete)

Sei Q C R” ein sternférmiges Gebiet. Das C'-Vektorfeld F:Q > R" erfiille
in Q0 die Integrabilitdtsbedingungen

0;F), = O F; fir alle ik € {1,2,...,n}.

Dann ist F konservativ in Q.
Ist 2 € Q ein Punkt bzgl. dessen S sternformag ist, so kann man ein Potential
®: Q) — R von F mit der folgenden Formel berechnen:

O(R)i= [ F-ds mit Fz:[0,1] 5 R", Fz(t):=a+t(X—32).

3
TR

(19.10)

Beispiel 19.30. (Anwendung des Lemmas von Poincaré fiir sternférmige
Gebiete)

(a) Ist das Vektorfeld

Tz

ze
F: RS R3, F(:U,y, z):=1| 1 |,

konservativ? Wenn ja, dann soll ein Potential mit der Formal aus dem Lem-
ma von Poincaré fiir sternférmige Gebiete bestimmt werden.

Die Definitionsmenge R? von F ist ein sternformiges Gebiet. Wir iiberpriifen
nun die Integrabilitatsbedingung:

(OLF2) (2, y,2) = 0, (02 F1) (2, y,2) = 0,
(O F3)(z,y,2) = e +x 2™, (OsF1)(x,y,2) = € + xze™,
(82F3)(I’,y, Z) =0, (83F2)($7y7 Z) =0,

und wir sehen, dass (0;F})(z,y,2) = (OpF})(x,y, 2) fiir alle (z,y,2) € R3
und alle 7,k = 1,2, 3 gilt. Also ist die Integrabilitdtsbedingung erfiillt, und
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nach dem Lemma von Poincaré fiir sternformige Gebiete (Lemma [19.29)) ist
F konservativ auf R3.

Als Punkt @ € Q in (19.10) verwenden wir (0,0,0) € R3. Dann ist

o OO
I
~

N e R

0 T
Vwgs) 01 2R Fynt) = 0] +| y| -
0 z

mit der Ableitung

T
7/(Ty2) (1) =1y
z

Mit der Formel ((19.10)) finden wir ein Potential von F.

1
vy = [ Fodis [ F(Fu00) 0

Y @.2)
tz etzxz
1 x 1 ,
:/ 1 Ny dt:/ [thzetm—i—y] dt
Ut o ’
1 1 t=1 t=1
2 2
:/ thzetmdtJr/ ydt:[etm} +[yt] =e*—1+y—0,
0 0 t=0 t=0

wobei das erste Integral mit der Substitution u = t? 22 = du = 2tz 2z dt
berechnet wird. Also ist

P :R> — R, O(x,y,2) = — 14y,

ein Potential von ﬁ
Ist das Vektorfeld

F:R - R3, f(x,y, z):=| e |,

konservativ? Wenn ja, dann soll ein Potential mit der Formal aus dem Lem-
ma von Poincaré fiir sternformige Gebiete bestimmt werden.

Die Definitionsmenge R? von F ist ein sternformiges Gebiet. Wir iiberpriifen
nun die Integrabilitdtsbedingung:

(O Fy)(x,y,2) = 2", (o FY)(x,y,2) = ze**,
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(O F5)(z,y,2) =ye™ +axyze™, (O3F1)(z,y,2) =ye +xyze,
(82F3)($,y,2) = xel‘Z} (83F2)($,y72) :xexza
und wir sehen, dass (0;F})(z,y,2) = (OpF})(x,y, 2) fiir alle (z,y,2) € R3

und alle 7, k = 1,2, 3 gilt. Also ist die Integrabilitdtsbedingung erfiillt, und
nach dem Lemma von Poincaré fiir sternformige Gebiete (Lemma [19.29)) ist

F) konservativ auf R3.

Als Punkt & €  in (19.10) verwenden wir (0,0,0) € R3. Dann ist

0 T 0 x
7(1",%2’) - [07 1] — R3, ’_Y)(x,y,z)(t) = 10| +¢ Yyl — 0 =1 yl,
0 z 0 2
mit der Ableitung
x
TY’,(x,y,z) (t) = |Y
z

Mit der Formel ([19.10]) finden wir ein Potential von F.

1
ooy = [ Fodi= [ F(Fu00) Vo ®d

Y (2,9.2)
, tozetzxz . ,
2 2, 2
:/ et2zz . y dt:/ |:t2xyzet$Z+yet£2+t2xyzetx2:| dt
0 thyetsz zZ 0
1 2 2 1 8 2 2 t=1
:/ (2t :Uyz+y) el mdt:/ —(tyet m) dt = [tyet “} =ye'”,
0 0 ot t=0

wobei die Stammfunktion durch geschicktes Inspizieren gesehen wurde. In
der Tat gilt namlich

0
En (ty etzm) =y o7 +ty22txz et'7* = Y et'7? +92¢%¢ Yz etez
Also ist

P :R® - R, O(x,y,2) :=ye*?,

ein Potential von ﬁ

19.6 Integrabilitatskriterium fur offene Quader

In diesem Teilkapitel interessieren wir uns fiir den Spezialfall eines stetig diffe-
renzierbaren Vektorfeldes in einem sogenannten ,offenen Quader* (). Fiir diesen
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Q =la,b] x]c,d]

y

a b

Abbildung 19.2: Ein (achsenparalleler) offener Quader im R?. Der Rand des Qua-
ders gehort dabei nicht zum (achsenparallelen) offenen Quader dazu.

Sonderfall werden wir zeigen, dass ein solches Vektorfeld konservativ in ) ist,
wenn es in () die Integrabilitatsbedingung erfiillt. Zusatzlich erhalten wir eine
Formel, mit der wir das Potential leicht berechnen konnen.

Definition 19.31. (offener Quader)
Seien I, I, , ..., I, C R offene Intervalle.

Q=LxI,x...xI,
:{(xl,xg,...,:cn)ER” : xy € Iy fiir allek:1,2,...,n}

heif$t ein (achsenparalleler) offener Quader in R".

Die Intervalle I; in der vorigen Definition eines offenen Quaders diirfen auch
unbeschrankt sein. In diesem Sinne ist €2 aus Beispiel [19.25| ein offener Quader
in R?) genauer =] — 00, 00[ % ]0,00[. Ebenso ist auch R" selbst ein offener
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Quader, ndmlich

R" = ]—oo,oo[x]—oo,oo[x...x]—oo,ooL.

NS

TV
n-mal

Offene Quader sind konvex und damit sternformig.

Satz 19.32. (Integrabilitatskriterium fiir offene Quader)

Sei () ein offener Quader in R™, und sei

Fy
F=|:]:Q—>R"
F,

ein stetig differenzierbares Vektorfeld, das in QQ die Integrabilitdtsbedingung

0, Fy, = O F; fir alle i,k € {1,2,...,n} (19.11)

erfillt. Wahlt man einen festen Punkt (a1,as,...,a,) € Q, so liefert die fol-
gende Formel ein Potential von F:

n Tk
q)(xl,xg,...,xn) :Z/ Fk(xl,...,xk_l,tk,ak+1,...,an) dtk (19.12)
k=1 "%

X1 X9

:/ Fl(tl,ag,...,an)dt1+/ FQ(I’l,tQ,Cbg,...,an)dtQ
1 . 2
+...+/ Fo(xy,...,xh1,t,)dt,

fir alle (z1,x9,...,x,) € Q. Insbesondere ist F konservativ in Q.

In Beispiel haben wir bereits ein in einem offenen Quader konservatives
Vektorfeld gesehen. Dabei war die Formel fiir das Potential aber vorgegeben und
wir haben nur durch Berechnen der partiellen Ableitungen iiberpriift, dass es sich
um ein Potential fiir das gegebene Vektorfeld handelt. Zur Ubung wollen wir im
nachsten Beispiel mit diesem Vektorfeld starten und mit Hilfe von Satz das
Potential selber ausrechnen.
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Beispiel 19.33. (Integrabilitiatskriterium fiir offene Quader)
Betrachten wir das stetig differenzierbare Vektorfeld aus Beispiel [19.24] und Bei-
spiel [19.25]

— — 1 —X
F . R? F == 2
Q — ) (xlaxQ) x%_i_x% [351 ] )
auf dem offenen Quader
Q=0 :=]— 00,00[x]0, 00[= {(z1,20) ER® : 29> 0}.

Dabei haben wir lediglich « in #; und v in 25 umbenannt, um eine bessere Uber-
einstimmung mit_der Notation in Satz zu haben. Aus Beispiel [19.25 wissen
wir bereits, dass F' in @ die Integrabilitatsbedingung erfiillt. Nach Satz[19.32] wis-
sen wir daher schon, dass F konservativ in @) ist. Wir wollen nun das Potential
mit der Formel aus Satz [19.32 berechnen:

Wir wéhlen (aq,a9) = (0,1) in @ und berechnen

@(331,:132) =/ Fl(tl,a2> dtl —f—/ FQ(ZL‘l,tz) dtg

az

X 1 T2 .131
= — ——dt +/ —— dto.
/0 g+ ) 3+

Ist 21 = 0, so folgt ®(z1,x2) = P(0,22) = 0 fiir alle x5 > 0, da

0 x
1 20
D0, z9) = 5 di —l—/ dty, = 0.
(0, 22) \/0 t2+ i\l 0+ t3 i

-~ -~

=0 =0

Wir betrachten nun den Fall x; # 0: Aus der HM A (siehe Kapitel 8 im Skript
der HM A) wissen wir, dass

1 1
/—d:c:—arctan< >+c fiir a £ 0

a? + x? a

mit einer beliebigen Integrationskonstante ¢ ist. Also finden wir
X1 1 Xro .CU]_
D (21, = dt ———dt
(@1, 22) /0 ESE 1+/ R
1 0\ 1 ta\ 172"
= |— — arctan | — + |x1 - — arctan [ —
1 1 t1=0 ! L1 to=1

x 1
= —arctan(x1) + arctan(0) 4 arctan <—2) — arctan (—)
L1 T
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) 1
= arctan ( — | — arctan(x;) — arctan | — | .
L1 L1

Es gilt (dieses wird in einer Ubungsaufgabe gezeigt)

fiir alle z > 0,

1
arctan(z) 4 arctan (—) =
x

(19.13)
fur alle z < 0.

2
-
2

Nutzt man (19.13)) jeweils fiir z = x; bzw. © = x9/x1, so folgt fir x; # 0 (und
Ty > 0)

1
®(x1,z9) = arctan <ﬁ> — arctan(x;) — arctan <—>

T Iy
( )
T_ arctan n)_r fiir 1 > 0,
2 I9 2 T
= < > = — arctan <—> )
Y T 7 . L2
— — —arctan [ — | — (— —) fir z; <0
2 T 2 )

\
Also finden wir das Potential

0, fiir z; = 0,

O:Q >R, D(xy,29) = 1 = — arctan (ﬂ> ,
— arctan (—), fir x;, # 0. L2
L2

weil arctan(0) = 0 ist.

Wir halten noch einige niitzliche Beobachtungen zu Satz [19.32] fest, bevor wir
diesen beweisen.

Bemerkung 19.34. (zu Satz [19.32)
(1) Fiir n = 2 lautet die Formel ((19.12))

X1 €2
(I)(SCl,SUQ) = / Fl(tl,CLQ) dtl—l—/ Fg(xl,tg) dtg,
al az
bzw., wenn wir alle Integrationsvariablen in £ umbenennen, noch einfa-
cher

@(331,332) =/ Fl(t,ag)dt—l—/ FQ(SBl,t>dt.

az
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(2) Fiir n = 3 lautet die Formel ((19.12)

@(I’l, X, 333)

€3

:/ Fi(t1, a2, as) dt1+/ Fy(xq,tg, a3) dt2+/ F3(x1, 29, t3) dts,

a1 ag as

bzw., wenn wir alle Integrationsvariablen in ¢ umbenennen, noch einfa-
cher

(I)(Qfl, o, 'CU3)

T T2 €3
= / Fl(t,ag,ag) dt+/ Fz(xl,t,ag) dt-i—/ F3($1,.’L'2,t) dt.
aq az as

(3) Die rechte Seite der Formel ((19.12) fiir ® kann als Kurvenintegral

/f.cﬁ
~

aufgefasst werden, wobei der stiickweise C1-Weg 5 gerade der Strecken-
zug ist, der die Punkte Py = (a1, a9, ...,a,), PL = (x1,a9,...,a,), Py =
(x1,T9,a3, ... an), -, Pooy = (21, ..., 2 1, ay), Pp = (21,22, ...,2,)
aus dem nachfolgenden Beweis von Satz in der angegebenen Rei-
henfolge durch Geradenstiicke verbindet.

Beweis von Satz|19.3%: Wir zeigen, dass die durch (19.12) gegebene stetig diffe-

renzierbare Funktion in () die Bedingung
0,9 = F; firalle:i=1,2,...,n
erfiillt.

Seien X € Q und i € {1,2,...,n} jeweils beliebig. Dann gilt:

n a Tk
(@CID)(xl,xg,...,xn) :Zax/ Fk(xl,...,:Uk_l,tk,akﬂ,...,an) dtk.
k=1 "%

(19.14)

Zur Berechnung der Ableitungen betrachten wir die drei Félle k < ¢, £ = ¢ und
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k > 1 separat.

. a [™
k<i: . Fi(xy, ... o1, tg, agat, - - . apn) At = 0,
(3 a
unabhéngg von x;
g [
k=i: 8x-/ Fi(xy, ... om0, t, Giga, - - ., ap) dE;
1 a;
= Fk(xl, e L1, X4, Qg1 - - - ,Cln),
0

Ty
k> / Fk‘(xb"'7xk’—17t]€7a/€+17"'7an)dtk

ag

61’2'

T
:/ @Fk(:pl,...,xk_l,tk,ak+1,...,an) dty,
a

Tk
(119.11)
= 8]€E(.T1,...,xk_l,tk,ak+1,...,an)dtk
ag

tk:xk
= |:F;‘<.I'1,...,xk_l,t]{;7a/k+17...’an):|
tr=ay
= Fi(x1, ., Tp1, Thy Qi 1y - - -5 Ap)
— Fi(xy, ..., Tk, Gy Qpa1s - - - ).
Mit den n + 1 Punkten Py := (a1,a9,...,a,), P = (x1,a9,...,a,), Py =

(T1,@2,a3,...,an), ..., Poo1:= (x1,29,...,Tp_1,0a,), P := (21,29, ...,2,) lie-
fert Einsetzen in ((19.14))

(0:®) (w1, w2, .- 0) = F(P) + Y (F(B) — Fi(Pia))
k=i+1

= Fy(Po) = Fi(wy, 2, .., ),

d.h. wir haben 0;® = F; fiir alle i = 1,2,...,n in ganz {2 nachgewiesen. [

Betrachten wir noch ein weiteres Beispiel.

Beispiel 19.35. (Integrabilitatskriterium fiir offene Quader)
Gegeben sie das stetig differenzierbare Vektorfeld

y e + 22
F:R®— R’ F(x,y,2) = x e

212
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Es gilt R3 =] — 00, 00[ X ] — 00, 00[ X ] — 00, 00, d.h. R? ist ein offener Quader.
Wir iiberpriifen zunéchst die Integrabilitdtsbedingungen:

0 0
(O F2)(z,y,2) = %Fg(x,y, z) = pp (xe™)=e" +axye™,
0 0
(O F1)(2,y, 2) = a—yFl(x,y, z) = 3y (ye™ +2°) = e +xye™,
0 0
(81F3)($7y72) = %F?)(x)i%z) - % (2513’2) =2z,
0 0
(aSFl)($7yvz) - @Fl(xaya Z) - a_ (y e’ + 22) - 227
0 0
(82F3)($7y72) = 8_yF3($7yaz) - 8_y (Q:EZ) =0,
0

0
(83F2)($7y72) = &FQ(I,y, Z) -

Wir sehen, dass gilt

(O F) (2, y, 2) = (BaF))(2,y,2)  fiir alle (2,y,2) € R?,
(81F3)(x7 Y, Z) - (83F1)(x7 Y, Z) fiir alle (I, Y, Z) S RS)
(O F3)(x,y, 2) = (03F%) (2, vy, 2) fiir alle (x,y, z) € R®.

Also sind die Integrabilititsbedingungen in R? erfiillt, und nach Satz|19.32]ist F
konservativ in R3.

Nun berechnen wir mit (19.12) ein Potential von F: Wir wahlen (a1,a9,a3) =
(0,0,0) € R? und finden

T Yy z
O(x,y, 2) :/ Fi(t,0,0) dt+/ Fy(z,t,0) dt+/ F3(x,y,t)dt
0 0 0

x y z
:/ Odt+/ xextdt—l—/ 2xtdt
0 0 0

t=
=0+ [eﬂ ! + [xﬂ
t=0 t=0

I |

t=z

Also finden wir das Potential ® : R® — R, ®(z,y,2) := €™ + 2 2% — 1, von F.
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19.7 Homotopieinvarianz des Kurvenintegrals

Sei £ C R" offen. In diesem Teilkapitel betrachten wir Kurvenintegrale tiber ein
C'-Vektorfeld F : Q — R", welches in € die Integrablhtatsbedmgungen erfiillt.
Wir untersuchen, welche Forderungen wir an zwei Wege B und 5 in ©Q mit dem
gleichen Anfangspunkt und dem gleichen Endpunkt stellen miissen, damit gilt

B Y

Definition 19.36. (homotope Wege)

Sei 0 C R"™ offen. Zwei stetige Wege B la,b) = Q und 5 :La,b] — Q
mit gemeinsamem Anfangspunkt & und gemeinsamem Endpunkt b (also mit
B(a) = v(a) = & und E(b) =~() = g) heiffen homotop in 2, wenn es
eine stetige ,Deformationsfunktion”

h:fa,b] x[0,1] - Q
qibt, die folgende Figenschaften erfiillt:

(i) D(t,0) = B(t) und B (L, 1) = F(t) fir alle t € [a,b)],
(ii) H(a, s)=a und l_{(b, s) = b fiir alle s € [0, 1].

Anschauung: Anschaulich bedeutet Homotopie, dass man den Weg B stetig
in den Weg 7 deformieren kann. Dabei miissen der Anfangs- und Endpunkt fest
bleiben und die Menge () darf nicht verlassen werden. D1e Deformatlon wird durch
die Funktion h beschrieben: Fiir jedes s € [0, 1] ist h s(t) == h(t s), t € |a,b],
ein stetiger Weg) in Q mit Anfangspunkt @ und Endpunkt b. Dies folgt aus der
Stetigkeit von h und Eigenschaft (ii).

Eigenschaft (i) besagt, dass wir die Deformation fiir s = 0 mit dem Weg B starten

und fiir s = 1 mit dem Weg 5 beenden. Jeder Weg E)S stellt ein Zwischenstadium
des Deformationsprozesses dar.

Beispiel 19.37. (homotope Wege)
Die Wege
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sind homotop in R?. Als Deformationsfunktion kann man beispielsweise

—>

Bt = ] o ebx D

wahlen.

Satz 19.38. (Invarianz unter Homotopie)

Seien €2 C R" offen und F:Q R cin Cl—_)Vektorfeld, das in Q) die Integra-
bilititsbedingungen erfillt. Weiter seien 3 : [a,b] — Q und 7 : [a,b] —
zwei (stiickweise) C1-Wege in Q mit gemeinsamem Anfangspunkt @ und ge-
meinsamem Endpunkt b.

Falls E und ¥ homotop in Q) sind, so gilt

F-ds— | F-ds.

El\
Ql\

Sind die beiden Wege B und 5 geschlossen, so kann auf den gemeinsamen Anfangs-
und Endpunkt verzichtet werden. Wir definieren dazu den Begriff der freien Ho-
motopie.

Definition 19.39. (frei homotope, geschlossene Wege)

Sei Q C R" offen. Zwei stetige, geschlossene Wege B) : la,b] = Q und
5 : [a,b] = Q heifen frei homotop in Q, wenn es eine stetige ,Deformati-
onsfunktion* R

h :a,b] x[0,1] = Q

qibt, die folgende Figenschaften erfillt:
(i) h(t,0) = B(t) und h(t,1) = F(t) fiir alle t € [a,b],
(ii) (a,s) = h(b,s) fir alle s € [0,1].

Anschaulich bedeutet freie Homotopie, dass man den geschlossenen Weg B stetig
in den geschlossenen Weg & deformieren kann. Dabei darf die Eigenschaft , ge-
schlossen nicht verloren gehen und die Menge €2 darf nicht verlassen werden. Wie
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bei der Homotopie wird die Deformation durch die Funktion h beschrieben: Fiir

—

jedes s € [0, 1] ist Hs(t) = h(t,s), t € [a,b], ein stetiger, geschlossener Weg
in . Dies folgt aus der Stetigkeit von h und Eigenschaft (ii). Eigenschaft (i)
besagt, dass wir die Deformation fiir s = 0 mit dem geschlossenen Wg:_g B starten
und fiir s = 1 mit dem geschlossenen Weg 5 beenden. Jeder Weg h stellt ein
Zwischenstadium des Deformationsprozesses dar.

Beispiel 19.40. (frei homotope Wege)

Die geschlossenen Wege

o= o] wa Fo- ol repoa

sind frei homotop in R?\ {6} Als Deformationsfunktion kann man beispielsweise

(s + 1) cos(t)

h(t,s) = {(sﬂ)sm(t)]’ (t,5) € [0,27] x [0, 1],

wahlen.

Fiir den Sonderfall frei homotoper Wege liefert Satz[19.3§| die folgende Aussage.

Satz 19.41. (Invarianz unter freier Homotopie)

Seien €2 C R" offen und F:Q = R"ein Cl—_)Vektorfeld, das in §) die Integra-
bilititsbedingungen erfillt. Weiter seien 3 : [a,b] — Q und 5 : [a,b] — Q
zwei geschlossene (stiickweise) Ct-Wege in .

Falls B) und 4 frei homotop in Q) sind, so gilt

il ~

Beispiel 19.42. (Invarianz unter freier Homotopie)
Nach Beispiel [19.24] erfiillt das Vektorfeld

R R R 1 -
. R2 2 . Y
F:R°\{0} - R", F(x,y).—x2+y2{x],
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die Integrabilititsbedingung auf R? \ {6}, aber dieses Vektorfeld ist nicht kon-
servativ auf R?\ {0}. Die geschlossenen Wege

70,20 SR\ {G),  A0) = [:,Zfsgm re]0, o0l

sind alle frei homotop, denn fiir 0 < r; < 7y iiberfiihrt die ,,Deformationsfunktion

(r1+s(ra —11)) cos(t)]

(rl + 5 (ry — 7"1)) sin(t)

—>

h:[0,27] x [0,1] - R*\ {0},  h(s):=

den Weg 'y_rl’ in den Weg 'f; Nach Satz [19.41] sollte das Integral
JF-&
¥r

fir alle r €10, 0o denselben Wert haben. Dieses ist in der Tat der Fall, denn fiir
alle 7 €0, oo[ finden wir mit

(%,1(15))2 + (%,2(13))2 = (r cos(zf))2 + (r sin(t))2 _ 2

fiir das skalare Kurvenintegral entlang 4. iiber das Vektorfeld F

F.ds— /0% F(F(1) - 7(t)dt = /02712 [—r sin(t)] _ [—7“ sin(t)] 4t

r2 | v cos(t) r cos(t)
gl

2 1 t=2m

:/O = {(—rsin(t))Q—I— (r cos(t))Ql dt:/O%ldtz Mto = 2.

\ .

=72 [sin® (t):—rcos2 ()] =r?

19.8 Das Integrabilitatskriterium fiir einfach zu-
sammenhangende Gebiete

Als Vorbereitung fiir das Integrabilitdtskriterium fiir eine allgemeinere Klasse von
Gebieten (als offene Kugeln und offene Quader) brauchen wir noch zwei neue
Begriffe.
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Definition 19.43. (nullhomotoper Weg; einfach zshgd. Gebiet)
Sei ) CR" ein Gebiet.
(1) Ein geschlossener (stiickweiser) C'-Weg 7 : [a, b] — Q heifit nullhomo-

top in €, wenn es einen Punkt p € Q gibt mit der Eigenschaft, dass v
und der durch B(t) :== P gegebene konstante Weg frei homotop sind.

(2) Q heifit einfach zusammenhdngend, wenn jeder geschlossene stiick-
weise Ct-Weg in 0 nullhomotop ist.

Ein geschlossener (stiickweiser) C1-Weg ¥ ist nullhomotop in €2, wenn sich 7
innerhalb von Q ,auf einen Punkt p €  zusammenziehen lisst“. Dabei muss p
nicht auf/in Spur(7) liegen.

Anschauung: Ein Gebiet ist einfach zusammenhangend, wenn es keine , durch-
gehenden Locher hat, die dem Zusammenziehen im Weg stehen. Dieses wird
durch die Beispiele weiter unten erlautert.

Betrachten wir einige Beispiele, um uns den Begriff eines einfach zusammenhéan-
genden Gebietes zu veranschaulichen.

Beispiel 19.44. (einfach zusammenhingendes Gebiet)

(a) Sein =2, dh. Q CR%

Das Gebiet €21 im linken Bild oben ist einfach zusammenhéngend, denn
hier sind alle geschlossenen stiickweisen C!'-Wege nullhomotop, d.h. sie kon-
nen jeweils auf einen Punkt zusammengezogen werden. Das Gebiet {25 im
rechten Bild oben ist nicht einfach zusammenhédngend denn alle geschlos-
senen kreisformigen Wege in diesem Gebiet mit Zentrum im Zentrum des
Kreisrings konnen nicht auf einen Punkt zusammengezogen werden.
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(b) R%\ {(0,0)} ist nicht einfach zusammenhingend, denn alle geschlossenen
C1-Wege, die (0,0) einmal umlaufen, sind nicht nullhomotop.

R?\ {(z,0) : * < 0} ist einfach zusammenhiingend, denn alle geschlossenen
stiickweisen C'-Wege konnen auf einen Punkt zusammengezogen werden.
(Erklirung: Dieses Gebiet ist R? ohne die nicht-positive 2-Achse.)

(c) Alle offenen Quader sind einfach zusammenhéngend.

(d) Sei n = 3, d.h. Q C R3. Das Innere einer Vollkugel ist einfach zusam-
menhingend, denn hier sind alle stiickweisen C'-Wege nullhomotop, d.h. sie
konnen auf einen Punkt zusammengezogen werden.

Das Innere eines Torus (oder eines ,Doughnut®) ist nicht einfach zusam-
menhingend, denn C!-Wege auf den Innenkreis oder auf dem Aufenkreis
des Doughnut kénnen nicht auf einen Punkt zusammengezogen werden.

(e) R3\ {(0,0,0)} ist einfach zusammenhingend, da das Loch (0,0,0) kein
Zusammenziehen eines stiickweisen C!'-Weges verhindern kann.

(f) R*\ {(0,0,2) € R® : 2 € R} ist nicht einfach zusammenhiingend, da
die fehlende z-Achse das Zusammenziehen eines stiickweisen C'-Weges, der
einmal die z-Achse umlauft, verhindert.

Nach dieser Vorbereitung konnen wir das Integrabilitatskriterium fiir einfach zu-
sammenhéangende Gebiete formulieren.

Satz 19.45. (Integrabilitatskriterium fiir einfach zshgd. Gebiete)
Fin stetig differenzierbares Vektorfeld
F
F — Q=R
F,
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auf einem einfach zusammenhdngenden Gebiet () C R" ist genau dann
konservativ in €2, wenn die Integrabilitditsbedingungen

0; F), = O, F; in Q fir allet,k =1,2,....,n

erfullt sind.

Beweis von Satz[19.43: Die Richtung ,,=" haben wir bereits in Satz[19.21] bewie-
sen. Wir zeigen noch die Riickrichtung , <=

Sei ,6 ein beliebiger geschlossener stiickweiser C'-Weg in €. Da ) einfach zusam-

menhangend ist, ist ,6 frei homotop zu einem konstanten Weg 7, definiert auf
einem Intervall [a, b]. Nach Satz [19.41] gilt

wobei 7' (t) = 0 ist, weil &4 ein konstanter Weg ist. Nach dem Hauptsatz iiber

Kurvenintegrale [19.19)ist F' konservativ in 2. [

19.9 Berechnung von Potentialen

In diesem Teilkapitel betrachten wir die folgende typische Aufgabenstellung:

Aufgabe: Gegeben sei ein Cl-Vektorfeld F : © — R™ auf einer offenen Menge
) C R". Zeigen Sie, dass F in Q konservativ ist und bestimmen Sie ein Potential.

Losungsweg 1: Man verwendet die in Beispiel [19.11] demonstrierte Methode der
unbestimmten Integration, um einen Kandidaten fiir ein Potential ® zu finden
und tberpriift, dass V& = F in ganz € gilt. Damit ist auch gezeigt, dass F in Q
konservativ ist.

Losungsweg 2: Ist § einfach zusammenhéngend, so weist man zuerst mit Hilfe
der Integrabilitdatsbedingung nach, dass F in Q konservativ ist. Dann berechnet
man ein Potential mit Hilfe der in Methode [19.20] beschriebenen Vorgehensweise
iiber geeignete Wegintegrale Dazu muss man einen festen Punkt p € Q und zu
jedem X € € einen Weg 43 2 Y% in 2 von p nach X wihlen, und zwar mdoglichst
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so, dass das Wegintegral fm F - ds einfach zu berechnen ist. Dieses liefert eine
P,X

Formel fiir das Potential ® im Punkt X:

P(X) 1= / F - ds.
Im Allgemeinen kann diese Vorgehensweise sehr mithsam sein. Es gibt jedoch zwei
Standardvarianten:

Beachten Sie, dass sowohl bei Variante 2a als auch bei Variante 2b unten _zuerst
mit Hilfe der Integrabilitdtsbedingungen nachgewiesen werden muss, dass F in 2
konservativ ist!

Variante 2a (fiir sternférmige Gebiete): Aus (19.10) in Satz erhalten
wir: Sei € sternformig bzgl. @. Zu X € Q ist ¥z(t) .= & +t(X — &), t € [0, 1],
die Verbindungsstrecke von @ nach X, die ganz in Q liegt, da € sternférmig bzgl.
a ist. Dann ist durch

—

1
@(z);:/ F. s:/o F(R11X-3)- (X-F)dt, e
YR

ein Potential von F gegeben.

Variante 2b (fiir offene Quader): Sei 2 ein offener Quader, also von der Form

Q=1 xIyx---x1I, wobei I, I, ..., I, offene Intervalle in R sind. Wir wéahlen
einen geeigneten festen Punkt @ € Q. Zu X € Q wihlen wir dann einen Weg
von a = (ay,...,a,) nach X = (x1,...,x,), der aus folgenden achsenparallelen

Strecken zusammengesetzt ist:

Strecke von (ay, as,as...,a,) nach (x1,as,as,...,a,) parallel zu x1-Achse
Strecke von (z1, as, as, . .., a,) nach (x1,x9,as, ..., a,) parallel zu xo-Achse
Strecke von (z1, X9, ..., %, 1,a,) nach (x1, 9, ..., z,_1,x,) parallel zu x,-Achse

Dies ergibt eine Formel der Form

n Tr
D(x1,09,...,2,) = E / Fi(z1, ..., 251, tk, Qg - - -, Q) Aty
k=1

Fir n = 2 bzw. n = 3 lautet die Formel:

x y
n=2. @(x,y):/ Fl(t,ag)dtJr/ Fy(a. ) dt

ai a2
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x Y z
n=3: @(m,y,z):/ Fl(t,ag,ag)dt—l—/ F2(a:,t,a3)dt—|—/ Fs(z,y,t)dt.

ay a2 ag

Losungsweg 3: Man errét ein Potential ¢ von F und weist nach, dass Vo = F
in ganz €2 gilt. Hieraus folgt, dass F in Q konservativ ist.

Beispiel 19.46. (Berechnung des Potentials fiir konserv. Vektorfeld)
Wir betrachten das stetig differenzierbare Vektorfeld

z
F:R - R3, F(x,y,z) = z
rT+y

R3 ist ein sternformiges Gebiet, ein offener Quader und ein einfach zusammen-
héngendes Gebiet, so dass Losungsweg 1, Losungsweg 2a und Losungsweg 2b
angewendet werden kénnen.

Losungsweg 1: Ist ® ein Potential von ﬁ, so gilt Vo = ﬁ, d.h.

(O1®) (2, y, 2) =F1(2,y,2) = 2, ()
( )(:U Y,z ) FQ(x7y7Z) =% (II)

Unbestimmte Integration von (I) liefert

O(2,y,2) =wz+g(y,2).
Wir leiten diese Gleichung nach y ab und vergleichen mit (II):

(00)(,9,2) = (0,9)(1,2) % (9,9)(y,2) =

Unbestimmte Integration nach y ergibt g(y, z) = y 2z + h(z), also
O(x,y,2) =x2z+yz+ h(z).

Wir leiten diese Gleichung nach z ab und vergleichen mit (III):

(3P)(x,y,2) =x+y+ h'(2) ] h'(z) =0

Also ist h(z) = c fiir ein ¢ € R. Insgesamt erhalten wir als Kandidaten fiir ein
Potential

d: R = R, Q(z,y,2) =xz+yz+c=(x+y)z+c, mit ¢ € R.
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Durch partielles Ableiten {iberpriift man, dass ® tatséchlich ein Potential von F
ist. In der Tat finden wir fiir alle (z,y, z) € R3

(81(1))(377 Y Z) =< = Fl(x,y, Z);

((92@)(:5‘, Y, Z) =z = FQ(xv Y, 2)7

(83@)(.%, Y, Z) =T+y= FS('ra Y, Z)
Insbesondere ist damit auch gezeigt, dass F in R? konservativ ist.

Losungsweg 2: F erfiillt die Integrabilitéitsbedingungen, denn in ganz R? gilt

0 0
(O1F2)(2,y,2) = 52 =0 (0oF7) (2, y,2) = 0y 0,
OF)ey2)= @ty =1  @F) oy = oz=1
103)\ X, Y, 2 _(91]1: Yy) = 3L )\, Y, 2 _azz_ )
0 0
(0:13)(,y, 2) = a—y(x +y) =1 (0sF3)(2,y, 2) = @Z =1

Also gilt 0;F), = 0, F; fiir alle i,k = 1,2,3 in ganz R3. Auferdem ist R? ein ein-
fach zusammenhéngendes Gebiet. Nach dem Integrabilitdtskriterium fiir einfach
zusammenhingende Gebiete (in Satz [19.45) ist F also konservativ in R? (und
damit auch in jeder offenen Teilmenge von R?). Wir berechnen ein Potential von
F mit Hilfe geeigneter Wegintegrale.

Variante 2a: R? ist ein sternférmiges Gebiet bzgl. @ = (0,0,0) € R3. Die
Verbindungsstrecke in R? von @ = (0,0,0) nach p = (z,y, 2) ist

x tx T
T 0SB, Fe =t |y = |ty]. mit T - |y
z tz z
Dann erhalten wir
—> g 1—) 1 tZ x
‘P(I,y,Z):/F- ds:/ F('_y’(f)’t))-'_y’f)”(t)dt:/ tz |- |y| dt
0 0 ltx+ty z

1
[tzz+tzy+ (tx+1y) 2] dt:/ 2t (v +y) zdt
0 0

Pty =@y

Damit ist
d: R = R, O(z,y,2) = (z+vy) 2,
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ein Potential von ﬁ

Variante 2b: R? ist ein offener Quader. Wir wihlen den Punkt (a1, as,a3) =
(0,0,0) im offenen Quader R3. Dann erhalten wir

T Y z
d(x,y, z):/ Fi(t,0,0) dt—|—/ Fy(z,t,0) dt—|—/ Fs(z,y,t)dt
0 0 0

t=z

:/OdetJr/OyOdtJr/OZ(quy)dt:0+0+[(az%—y)t} = (x4 y) 2.

t=0

Damit ist
d: R — R, O(x,y,2) = (v +vy) 2,

ein Potential von F.

Variante 3: Mit etwas Erfahrung kann man bei diesem Beispiel erraten, dass
PR3- R, O(x,y,2) = (z+vy) 2,

ein Potential von F ist. Tatsiichlich gilt in R?

z
(V) (x,y,2) = z =
Tty

2

(@, y, 2).

Beispiel 19.47. (Berechnung des Potentials fiir konserv. Vektorfeld)
Wir betrachten das stetig differenzierbare Vektorfeld

oh
— 9 — X
F :]0,00[ x |0, 00[ = R?, F(z,y) := |
—g—

Q :=10,00[ x ]0,00[ ist ein sternformiges Gebiet, ein offener Quader und ein

einfach zusammenhangendes Gebiet, so dass Losungsweg 1, Losungsweg 2a und
Losungsweg 2b angewendet werden kénnen.

Losungsweg 1: Ist ® ein Potential von f, so gilt V& = ﬁ, d.h.
(alq))(x7y) - Fl(x7y) = (I)

. (1)

LS|I= 8|

(an))(x?y) = Fz(l’,y) -
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Unbestimmte Integration von (I) ergibt

®(z,y) = In(z) + g(y).

Wir leiten nach y ab und vergleichen mit (II):
(I1) 1
@)y =g) =  dW=_
Hieraus folgt g(y) = In(y) + ¢ mit ¢ € R. Also ist
¢ :]0,00[ x]0,00[ = R, @(z,y,2) :=In(z)+In(y) +c=In(zry) +¢, ceR,

ein Kandidat fiir ein Potential. Durch partielles Ableiten sieht man, dass @ tat-
siichlich ein Potential von F ist. In der Tat gilt fiir alle (z,y) €]0, oo[ 10, o0

OD)ay) =7 = Filey)  wmd (@O)wy) = 1 = Fr)

Insbesondere ist damit auch gezeigt, dass F konservativ ist.

Losungsweg 2: F erfiillt die Integrabilitatsbedingungen, denn

01 01

(O F2)(z,y) = =0,  (OF1)(,y) = =0,

ox y oy

und somit 0y Fy = 0, F7 in ]0, 00[ x |0, 00[. Aukerdem ist |0, co[ X ]0, 00| ein ein-
fach zusammenhéngendes Gebiet. Nach dem Integrabilitatskriterium fiir einfach
zusammenhéngende Gebiete (in Satz|19.45) ist F konservativ in |0, co[ x ]0, 0ol .

Wir berechnen nun ein Potential von F mit Hilfe geeigneter Wegintegrale.

Variante 2a: ]0,00[ x]0,00[ ist ein sternformiges Gebiet bzgl. des Punkts
= (1,1) €]0,00[ x ]0,00[. Die Verbindungsstrecke von & = (1,1) nach p =
(z,y) €]0,00[ x 0, 00[ ist

N AR R =]

Dann erhalten wir

:/01 (1+f5(;1—1)+1+%5(_y1—1)> dt
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t=1

[ln (I+t(@—1)+In(1+¢t(y— 1))L_0

[ln(w) —l—ln(y)} — [ln(l)—l—ln(l)} = In(zy).
> 7

Dabei berechnet sich das Integral mit den Substitutionen
s=1+t(x—1) bzw. s=1+t(y—1)

fiir den ersten bzw. den zweiten Summanden des Integranden. Also ist
® 110, 00[ x |0, o[ — R, O(x,y) :=In(xy),

ein Potential von f

Variante 2b: ]0,00[ x]0,00[ ist ein offener Quader. Wir wihlen den Punkt
(a1,a9) = (1,1) €]0,00[ x |0, 0o[ und erhalten fiir (z,y) €0, 0o[ x |0, 00|

1 Y1
1 1 1 1

Also ist
®:]0,00[x]0,00[— R,  ®(z,y) :=In(zy),

. . _>
ein Potential von F.



KAPITEL 20

Divergenz, Laplace-Operator und
Rotation

In diesem Teilkapitel lernen wir die wichtigen Differentialoperatoren Divergenz
und Rotation sowie den Laplace-Operator kennen. Mittels der Divergenz kénnen
wir quellenfreie Vektorfelder definieren und mit der Rotation wirbelfreie Vektor-
felder. Weiter werden wir mit Hilfe der Rotation auch Wirbelfelder einfithren, und
wir erhalten weitere Resultate iiber konservative Vektorfelder. Die Differentialope-
ratoren Divergenz und Rotation, sowie ihre physikalische Interpretation, spielen
spater eine ganz wichtige Rolle, wenn wir die Integralséitze von Gauk und Stokes
kennenlernen. Dann wird auch die Anschauung hinter den Begriffen ,quellenfrei
und ,wirbelfrei noch klarer.

20.1 Die Divergenz

Wir lernen zunéchst den Differentialoperator Divergenz kennen.

Definition 20.1. (Divergenz; quellenfreies Vektorfeld)
Seien n € N und Q2 C R" offen. Sei

Fy
F=|:]:Q—-R"
F,

85
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ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
(1) Das Skalarfeld

diVﬁZ: Z@ZE:81F1+62F2—|—+8HF”Q—>R

1=1

hez’ﬁt die Divergenz von F.

(2) F hezﬂt quellenfrei, wenn divF = 0 auf Q gilt (also, wenn
(div F)( X) =0 fiir alle X € Q).

Bemerkung 20.2. (Divergenz)

(1) Mit der Spur einer Matrix (vgl. Kapitel [13] der HM B) kann man die
Divergenz eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes F auch als die Spur
der der Ableitung(smatrix) OF auffassen, also div F = Spur(@F)

(2) In der Literatur findet man manchmal die Bezeichnung V- F statt div F.
Dabei steht V (,Nabla“) fiir den formalen ,Differentialoperator

2

V=]:
On

und ,,-“ steht fiir das Standardskalarprodukt in R", also

o Fy

v . F — . .

: : = Z 8ze

On F, i=1

(3) Hinter dem Begriff ,,quellenfrel steckt eine physikalische Anschau-
ung: Beschreibt das Vektorfeld F das Geschwindigkeitsteld elner Fliis-
sigkeitsstromung, so bedeutet (div F)( ) = 0, dass im Punkt X keine

Quelle (Fliissigkeit tritt aus) und keine Senke (Fliissigkeit wird abge-
leitet) vorliegt.

Betrachten wir zwei Beispiele.
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Beispiel 20.3. (Divergenz)
Die Divergenz des stetig differenzierbaren Vektorfeldes

y ey + 2*
F:R®>— R’ F(x,y,2):= x e ,

2x 2
1st
(le ﬁ)(l‘,y, Z) — (alFl)(x7y7 Z) + (82F2)(Z’,y, Z) + (83F3)(I,y, Z)

— S lre+ ) £ - (we) + (20

Ox 0y 0z
=2 + 2% e™ + 21
Beispiel 20.4. (quellenfreies Vektorfeld)
Sein>2 Q:=R"\ {0} und K € R. Das Zentralfeld
— K —
F:Q—R", F(X) := 5 X
X n

n n K
_ 22 1
__Z|X‘n+2 i Z‘§’|n

\‘,_/
= &
n
- ’X‘n ‘X|n+2 Z:c
n K nkK . =
= \i’\”_\ﬂ”“.‘m?:o fiir alle X € R"\ {0}.

Bei der Anwendung der Produktregel haben wir genutzt, dass gilt

K K o
| X]| (Val+a3+...+a2)
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und somit

9 (K
oz; \[R|" "

—(n+1)

2x; K
2z} +xi+.. +a2 |X]
TURP R TR

Als Letztes halten wir die wichtigsten Rechenregeln fiir die Divergenz fest.

Satz 20.5. (Rechenregeln fiir die Divergenz)
Seten n € N und 0 C R" offen, und seien f‘),(_}) Q>R und ® : Q - R
jeweils stetig differenzierbar und o € R. Dann gelten:

(1) div(ﬁ+§) —divF +divG

(2) div(aF) = adivF

—

(3) div(®F) = @ (divF) + (V®) - F

Beweis von Satz [20.5: Satz [20.5] [(1)] und Satz [20.5 [(2)] folgen direkt aus den
iiblichen Rechenregeln fiir Ableitungen. Wir beweisen daher nur Satz [20.5/[(3)}

div (¢ F) Za ¢ F) Z(aié)ﬂ+<1>(8iﬂ)

zn:(acp F+<I>Z (8,F)

1=1 1=1
= (V®)-F + @ (div F),
womit Satz bewiesen ist. O

20.2 Der Laplace-Operator

In diesem Teilkapitel lernen wir den Laplace-Operator kennen. Dieser kommt in
wichtigen partiellen Differentialgleichungen vor, z.B. der Wellengleichung und der
Wirmeleitungsgleichung.
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Definition 20.6. (Laplace-Operator; harmonisch)
Seien n € N, Q CR"” offen und f : 2 — R zweimal stetig differenzierbar.

(1) Wir schreiben
Af :=div(Vf) = Za2f QO — R.

A heifst der Laplace-Operator.

(2) f heifst harmonisch, wenn Af =0 in Q gilt, d.h. wenn V f quellenfrei
15t.

Bemerkung 20.7. (Laplace-Operator)

In der Literatur findet man auch die Bezeichnung V? fiir A, denn

Af =div(Vf)=V- (V).

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 20.8. (Laplace-Operator)

Fiir das zweimal stetig differenzierbare Skalarfeld
f:R® =R, f(z,y, z) =",

liefert die Anwendung des Laplace-Operators

3

(A y.2) = S (02 (2, y,2)

=1
5?2 5 2
= 52/ (0 0:2) + o 502 @ 1,2) + 55 f(@y,2)

ax(yzey)Jra—y(a:zey)Jr%(a:yey)
(y2)2 xyz+(xz)2 eatyz_'_(xy)Q TYZ

= (y z +x222+x2y2) eV,



20.3. Spezialfall n = 3: Die Rotation
90 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

Beispiel 20.9. (harmonisches Potential)
Sien € N, n > 2 und

KIn(|X]) wemnn=2,
o:R"\{0} =R, OX)={
IX[*™ wenn n > 3,

2—n

das Newtonsche Potential oder Coulombsche Potential aus Beispiel [19.10]

Nach Beispiel [19.10] gilt
K _
Vb =—5—X

X[
und nach Beispiel ist V& quellenfrei. Also gilt
A® =div(VP)=0 aufR"\ {0},

d.h. ® ist harmonisch.

Der néchste Satz hélt die Rechenregeln fiir den Laplace-Operator fest.

Satz 20.10. (Rechenregeln fiir den Laplace-Operator)

Seienn € N, Q CR" offen und f,g : Q@ — R jeweils zweimal stetig differen-
zierbar und o € R. Dann gelten:

(1) A(f+g)=Af+Ag
(2) Ala f) = aAf
(3) A(fg)=(Af)g+2(Vf)-(Vg)+ f(Ag)

Beweis von Satz|20.1(1: Wir beweisen diesen Satz in einer Ubungsaufgabe. O

20.3 Spezialfall n = 3: Die Rotation

Der Begriff der Rotation ist nur fiir Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge von
R3 mit Werten in R3 erklirt.
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Definition 20.11. (Rotation; wirbelfreies Vektorfeld)
Sei Q C R? offen und
— Fl
F=|Rl:Q-R
F3
ein stetig differenzierbares Vektorfeld.

(1) Das Vektorfeld

0ol — O3 1%
rot F) = 83F1 — (91F3 Q) — RS
O Fy — 0o Fy

heifst die Rotation von F.
(2) F heifit wirbelfrei, wenn rot F =0 inQ ist

Bemerkung 20.12. (Rotation)

(1) In der Literatur findet man auch die Bezeichnung V x F fiir rot F, denn
formal gilt

O Fi
V xF = 82 X F2 =rot F
03 F3

(2) Die englische Bezeichnung fiir ,Rotation ist ,curl”.

(3) Auch die Rotation und der Begriff ,wirbelfrei“ haben eine physika-
lische Anschauung:

Ist (rot f‘))(i’) £ 0, so gibt (rot F)(i’) die Richtung der Rotations-
achse fiir lokale Wirbel um den Punkt X an, wobei die Rotationsachse

im Sinne der Rechten-Hand-Regel orientiert ist. Die Winkelgeschwindig-
keit der Rotation ist um so groker, je grofer |(rot F)(X)] ist.

[st (rot ﬁ)(?{’) = 0, so hat F im Punkt ¥ keinen lokalen Wirbel.

Ist rot F = O auf ganz (1, so hat F in keinem Punkt von € einen lokalen
Wirbel und ist somit wirbelfrei.

Betrachten wir zwei Beispiele.
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Beispiel 20.13. (Rotation)
Die Rotation des stetig differenzierbaren Vektorfeldes

e’y
F):R3_>R37 F)(:U,y,z) = Y ’
T+ z
1st
 (ot2) -5 (9) |
(0,9, 2) = (sF) e,y 2)] | )
(rot F)(x,y,2) = | (0sF1)(x,y, 2) — (01 F3)(z,y,2) | = g(exy) — 6—x(x + 2)
(81F2)(£C7 Y, Z) o (62F1>($7y7 Z) 8 8 .
] 5 W) — a—y(e ) |
0—0 0
— 0—1 = —1
0—xe" —x e

Das Vektorfeld f‘) ist also nicht wirbelfrei.

Beispiel 20.14. (wirbelfreies Vektorfeld)
Die Rotation des stetig differenzierbaren Vektorfeldes

yexy + 2:2
F:R - R3, f(m, Y, z) = x ey :
2x 2

1st

(o F3)(x,y, 2) — (03F2)(,y, 2)
(O3F1) (2, y, 2) — (O F3)(2, Y, 2)
(O F2)(z,y,2) — (O2F1)(2, Yy, 2)

(rot F)(:{:, Y, 2)

0

dy

0z
0

ox

(z

(ye™ + 2°)

0

(21’2) 5

(™)

0
— %(23:2)

— %(y e + 27)

emy)
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0—-0 0
= 22 -2z =10
exy—kxyewy—(exy—kxyel’y—FO) 0

fiir alle (z,y, z) € R3. Also ist das Vektorfeld F wirbelfrei.

Wir halten die Rechenregeln fiir die Rotation in einem Satz fest.

Satz 20.15. (Rechenregeln fiir die Rotation)
Sei Q C R3 offen, und seien F:0Q— R3, G QR undd: Q>R jeweils
stetig differenzierbar und o € R. Dann gelten:

(1) rot(f‘>+(_}>) — 1ot F + 10t G

(2) tot (a F) = arot F

(3) rot (P _)) (VD) x F+ &rot F

(1) div(F x G) = (1ot F)- G — F - (rot G)

(5) 1ot (F x G) = (divG) F — (divF) G + (9F) G — (0G) F

(6) Ist F 2weimal stetig differenzierbar, so gilt

— — AFl
rot (rot F) = V(divF) — |AF,
AF;

Beweis von Satz|20.15: Wir beweisen die meisten dieser Formeln in Ubungsauf-
gaben. ]

20.4 Die Integrabilitatsbedingung im Fall n=3

In diesen Teilkapitel sei ebenso wie im vorigen stets n = 3 und £ C R3? offen.
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Satz 20.16. (Integrabilitdtsbedingung erfiillt <= wirbelfrei)

Seien 2 C Rioﬁ‘en und F = Q — R ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann erfillt F die Integrabilitdtsbedingung

0;Fy = O F; fir alle i,k =1,2,3 (20.1)

auf ganz 2 genau dann, wenn F wirbelfrei ist.

Beweis von Satz|20.16]: Nach der Definition der Rotation gilt:

82F3 — (93F2 0
rotF =0 <= |&F—0F| = |0] <« Ferfillt (20.1). O
OFy — 0, Fy 0

Mit Hilfe dieses Satzes kdnnen wir weiter Folgerungen ziehen.

Satz 20.17. (wirbelfreie Vektorfelder)
Sei Q C R? offen.

(1) Ist & : Q — R zweimal stetig differenzierbar, so ist das Vektorfeld
Vo : Q — R3 wirbelfres.

(2) Ist F:Q— R stetig differenzierbar und konservativ, so ist F wir-
belfrex.

Beweis von Satz[20.177:

(1) Da & zweimal stetig differenzierbar ist, gilt nach dem Satz von Schwarz
(siche Satz [16.52] im Skript der HM B)

0;0L P = 0,,0;® fir alle 7, k € {1,2,3} in ganz €.

Damit erfiillt V® in Q die Integrabilitdtsbedingung (20.1)), und nach Satz
R0.16] ist V& wirbelfrei.

(2) Da F stetig differenzierbar und konservativ ist, hat F cin zweimal stetig
differenzierbares Potential & mit V& = F. Die Aussage folgt nun direkt

aus Satz . O]
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Insbegondere kénnen wir nun ein spezielles Integrabilitdtskriterium fiir Vektorfel-
der F : Q — R3 formulieren.

Satz 20.18. (Integrabilitdtskriterium fiir n = 3)

FEin stetig differenzierbares Vektorfeld F:Q > R auf einem einfach zu-
sammenhdngenden Gebiet Q@ C R? ist genau dann konservativ, wenn es

wirbelfrei ist.

Beweis von Satz|20.18: Der Satz folgt, indem man die Aussagen von Satz [20.10),
Satz [20.17] und Satz [19.45 kombiniert. Genauer gilt:

o Beweis von = Ist F konservativ, so ist F nach Satz[20.17 (2)| wirbelfrei.

o Beweis von <=: Ist F wirbelfrei, so erfiillt F nach Satz[20.16 die Integra-
bilitatsbedingung. Da €} ein einfach zusammenhéngendes Gebiet ist, folgt
nach Satz (19.45| dass F konservativ ist. [

Mit Hilfe von Satz [20.18 konnen wir nun direkt weitere Beispiele wirbelfreier
Vektorfelder angeben.

Beispiel 20.19. (wirbelfreie Vektorfelder)
(a) Das stetig differenzierbare Vektorfeld

2z
F:R - R3, f(x,y, z) = z |,
r+y

ist nach Beispiel [19.46] konservativ. Also wissen wir nach Satz [20.17][(2)]

dass F wirbelfrei ist.
(b) Das stetig differenzierbare Vektorfeld

e’
F: R - R3, f(az,y, 2= vy |,
T+ z
aus Beispiel hat nach Beispiel die Rotation
0 0
(rot f)(x, y,z)=1| —1 | # (0],

—x ety 0
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d.h. F ist nicht wirbelfrei. Also ist F nach Satz[20.17 (2)| nicht konservativ.
(c¢) Das stetig differenzierbare Vektorfeld

ye™ 4 22
F :R® — R’ F(z,y,z2):= x ey ,
2x 2

ist nach Beispiel [20.14] wirbelfrei. R? ist ein einfach zusammenhingendes
Gebiet. Also ist F nach Satz 20.18 konservativ.

Zur Ubung berechnen wir ein Potential von F mit der Formel (siche Satz
und Bemerkung fiir die Berechnung des Potential auf offenen
Quadern (R3 ist ein offener Quader): Sei @ = (0,0,0) € R3. Dann gilt nach
Bemerkung

T Y z
O(x,y, 2) :/ Fi(t,0,0) dt—l—/ Fy(z,t,0) dt+/ Fs(z,y,t)dt
0 0 0

T Y z
:/ Odt+/ xemtdt+/ 2xtdt
0 0 0

t=y
+ {x tﬂ

t=z
=0+ [e“}

t=0 t=0

2

—eW V=Wt —1.

20.5 Der Spezialfall n = 3: Wirbelfelder und Vek-
torpotentiale

In diesen Teilkapitel sei ebenso wie im vorigen stets n = 3 und Q C R? offen.

Wir konnen nun mit Hilfe der Rotation sogenannte Wirbelfelder einfiihren.

Definition 20.20. (Wirbelfeld)

Sei Q C R3 offen. Ein stetiges Vektorfeld F . Q— R3 heift ein Wirbelfeld,
wenn es ein stetig differenzierbares Vektorfeld G : 0 — R? gibt mit

rot(_}):_].f‘) in €.

G heifst dann ein Vektorpotential von F.
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Betrachten wir zunachst ein Beispiel.
Beispiel 20.21. (Wirbelfeld)
Das stetige Vektorfeld

2y
F: R - R3, f‘)(a:,y,z) = |—2z]|,
0

ist ein Wirbelfeld, denn das stetig differenzierbare Vektorfeld

G: R R3, a(x,y, z) = 0 :
z? + 2

ist ein Vektorpotential von f‘), da gilt:

[(0:G3)(@,y, 2) — (03G2) (2,9, 2)
(rot 6)(3:,3;, z) = |(05Gh)(z,y,2) — (01G3)(z,y, 2)
| (01Ga)(2,y, 2) — (82Gh)(2,y, 2)
(29 — 0 2y
=|0-2z| = |-22| = f(x,y,z)
0 0

fiir alle (z,y, z) € R3.
Beispielsweise ist aber auch das stetig differenzierbare Vektorfeld

x
H:R® - R3, ﬁ(:z:,y, z) = Y :
2ty + 2

ein Vektorpotential von F, wie man durch Berechnen von rot H leicht tiberpriift.

Das Beispiel hat gezeigt, dass ein stetiges Wirbelfeld mehrere Vektorpotentiale
haben kann. Tatséchlich gibt der nachfolgende Satz.
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Satz 20.22. (Vektorpotentiale und konservative Vektorfelder)
Seien Q C R3 offen und F:Q RS ein stetiges Wirbelfeld. Dann gelten:
(1) Ist G cin Vektorpotential von F und ist K irgendein in §) konservatives
Cl-Vektorfeld, dann ist auch G + K ein Vektorpotential von F.

(2) Ist Q emfach zusammenhangend und sind G und H 2wei Vektorpoten-
tiale von F in Q, dann ist G — H ein in Q konservatives Vektorfeld.

Beweis von Satz[20.23:

(1) Da K in Q konservativ ist, gilt rot K = 0 in Q nach Satz [20.17 (2)} Also
erhalten wir in €2

—>

rot (G + K) =10t G + ot K=F + 0 = F,

dh. G + K ist ein Vektorpotential von F.
(2) Es gilt in Q

- o

rot(a—ﬁ):rota—rotﬁ:F—Fzﬁ,

d.h. (3 — ﬁ ist in Q) wirbelfrei. Nach Satz erfillt é’ — ﬁ dann die
Integrabilitatsbedingungen in 2. Da {2 einfach zusammenhéngend ist, kann
das Integrabilitdtskriterium (siehe Satz angewendet werden und es
folgt, dass G — H in O konservativ ist. ]

Als Néchstes zeigen wir, dass Wirbelfelder notwendigerweise quellenfrei_gein miis-
sen. Dazu erinnern wir uns, dass ein stetig differenzierbares Vektorfeld F quellen-
frei heifst, wenn div (F) = 0 gilt.

Satz 20.23. (Wirbelfeld = quellenfrei)

Sei Q C R3, und sei F:0 > R stetig differenzierbar. Dann qilt: Ist E
ein Warbelfeld mit zweimal stetig differenzierbarem Vektorpotential, so ist F
quellenfres.

Beweis von Satz[20.29: Sei G : Q — R3 ein C%-Vektorpotential von F. Mit
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f = rot (_3: erhalten wir

hGy — 3G
div F) = div (rot (_i) = div agGl - 31G3
81G2 — 82G1

— 0, (0,G5 — 3G + 05(05Gy — 01G3) + O5(01Go — D, Gh)
= 8182G3 — 6183G2 + 8283G1 — (‘9281G3 + 6381G2 — 8382(;1
= (8182G3 — 8281G3) + (62836?1 — (9382G1) + (61(93G2 — 6381612) =0

in ganz €2, denn nach dem Satz von Schwarz (vgl. Satz im Skript der HM B)
gilt 0;0xf = Ox0;f, wenn die Funktion f: Q — R zweimal stetig differenzierbar
ist. Nach Voraussetzung sind aber G und damit G, Go, G3 zweimal stetig diffe-
renzierbar in 2. [

Wenn wir zuséatzlich voraussetzen, dass das zugrundeliegende Gebiet () stern-

formig ist, dann konnen wir auch die Umkehrung der Aussage von Satz [20.23
formulieren und beweisen.

Satz 20.24. (auf sternférmigen Gebiet: quellenfrei —- Wirbelfeld)

Seien Q C R? ein bzgl. @ € 2 sternformiges Gebiet und F:.:0Q R’ stetig
differenzierbar. Dann gilt: Ist ' quellenfrei, dann ist F ein Wairbelfeld.

In diesem Fall ist ein Vektorpotential von F gegeben durch

1
G0 R, G(B)::/ tF(E+t(B - 7)) x (B-8)do
0

(Dabei ist das Integral komponentenweise zu berechnen.)

Beweisskizze von Satz|20.24): Wir setzen voraus, dass F quellenfrei ist, und zeigen,

dass E dann ein Vektorpotential besitzt. Dazu betrachten wir zuerst den Fall
a = 0. Sei also

1
G(P) ::/0 tF(tp) x pdt, P = c Q.

N e R
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Wir zeigen, dass rot G=FinQ gilt.

Man kann zeigen, dass es auf Grund der Voraussetzungen erlaubt ist, die Rotation
in das Integral zu ziehen:

(rot G)(P) = /0 ' trot (F(tﬁ) x f)’) dt. (20.2)

Mit der Rechenregel aus Satz [20.15 erhalten wir mit

T T 1 00
divp =div |y| =1+1+1=3 und op=0 |yl =101 0| =E;,
z z 001
dass gilt
rot (ﬁ(tﬁ) x 3) —3F(P) — t (divF)(tB) B + t OF)(tP) B — Es F(tP)
=2F(tp) +t(OF)(tP) P,

wobei wir im zweiten Schritt genutzt haben, dass F quellenfrei ist, also div F=0
Einsetzen in (20.2)) ergibt

(rot G)(B) = /O [2tﬁ(t3)+t2 (OF)(tD) 3} dt

- [ a(eFem) a= [eFe)] ] - Fe)

t=0

und wir haben gezeigt, dass G ein Vektorpotential von F ist.

Ist & # 0, so setzt man

1 x
CB)i= [ tFE@HE-D)xBF-)d, B |y] 0
0 2
und rechnet analog. ]

Betrachten wir nun ein Beispiel fiir die Berechnung eines Vektorpotentials eines
gegebenen quellenfreien stetig differenzierbaren Vektorfelds auf einem sternférmi-
gen Gebiet.
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Beispiel 20.25. (Vektorpotential berechnen)

Betrachten wir

z
F : R — R3, F(z,y,z):= z
r+y

Dann ist F ein stetig differenzierbares Vektorfeld, und R? ist ein sternférmiges
Gebiet bzgl. 0. Wegen
0 0

i 0 :
(div F)(z,y,2) = %(z) +a—y(z) —I—a(x—i—y) =0+0+0=0 inganz R’

ist B quellenfrei in R3?. Nach Satz [20.24] ist das Vektorfeld ein Wirbelfeld.

Wir berech)nen nun mit der Formel aus Satz [20.24] ein Vektorpotential G von F.
Mit @ = 0 ist G : R? — R? gegeben durch

1 x
G(x,y,2) = / tF(ta:,ty,tz) x [yl dt.
0 z
Wir vereinfachen zunéchst den Integranden:
R T tz T 22 —zy—y?
tF(tx,ty,tz)x yl =t tz X |yl =t* 2>+ 2y — 22
& te+ty < Yz—1x2
Einsetzen in das Integral liefert
. (22 — 2y — 7]
a(x,y,z) :/ |2 +zy— 22| dt
! yz—1xz
2 —ay -y F—zy—y’
L3l o 2 L] s 2
= §t r+ry—=z =3 r+rxy—=z
| yz—xz ], yz—1xz
Ein Vektorpotential von F ist also durch
| 22 —xy— 1y’
G:R® = RS a(x,y,z) =3 oy — 22,
yz—axz

gegeben.
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20.6 Krummlinige orthogonale Koordinatensyste-
me

Wir erinnern uns zunéichst an das, was wir in der Linearen Algebra (siehe Kapitel
im Skript der HM B) iiber Basen, Koordinaten und Basiswechsel gelernt haben:

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum und B = (by, bs, ..., b,) eine Basis von
V. Dann hat jeder Vektor x € V eine eindeutige Darstellung bzgl. der Basis
B:

r=8b+&by+ ...+ & by,

und wir nennen &1, &, . .., §, die (eindeutig bestimmten) Koordinaten von

x bzgl. der Basis B und
&1
£:2 e R"

Xp =
&n
den (eindeutig bestimmen) Koordinatenvektor von z bzgl. der Basis B.

Ist D = (dy,ds,...,d,) eine andere Basis von V', so hat x € V ebenfalls eine
eindeutig bestimmte Darstellung bzgl. der Basis D,

x=Cd +CGdo+ ...+ Gdp,

mit den (eindeutig bestimmten) Koordinaten (i, (s, ...,(, und dem (eindeutig
bestimmten) Koordinatenvektor

G
)_()D: C:Q e R".

Cn

Wir haben gelernt, dass man mit der Transformationsmatrix Ap p € R
fiir den Basiswechsel von der Basis B zur Basis D mittels

— —
Xp=AppXp

aus dem Koordinatenvektor von x bzgl. der Basis B den Koordinatenvektor von x
bzgl. der Basis D berechnen kann. Das bedeutet, dass die bijektive Abbildung

? R — Rn, ?()_()) = AD,B )_(),

gerade den Basiswechsel fiir die Koordinatenvektoren von der Basis B zur
Basis D durchfiihrt.
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Diese Idee wollen wir nun verallgemeinern.

Definition 20.26. (Diffeomorphismus/Koordinatentransformation)

Seien D, ) C R" offen. (3 : D — Q heift ein Diffeomorphismus oder eine
Koordinatentransformation, wenn

(1) Q: D — Q bijektiv ist,
(2) (3 in D unendlich oft differenzierbar ist und
(3) det ((0Q)(R)) # 0 fiir alle W € D ist.

Auf die Voraussetzung in Satz [20.26] dass ,,D offen ist”, kann in der Praxis ver-
zichtet werden, sofern Q auch auf einer offenen Obermenge vom D definiert und
dort unendlich oft differenzierbar ist.

Die ,jiblichen Koordinaten* fiir R™ bzgl. der Standardbasis (e7,es, ..., e,) mit
(1] (0] (0]
0 1 0
e |0, e |0], ;e |
: : O
0] 0] 1

werden als kartesische Koordinaten bezeichnet.

Betrachten wir als Beispiele die wichtigsten Koordinatensysteme fiir R? und R?
aufser den kartesischen Koordinaten.

Beispiel 20.27. (Polarkoordinaten fiir R?)
Ebene Polarkoordinaten fiir R? sind wie folgt definiert:

0>0, ¢e€l0,2nr].

Seien D : =10, 00[ x [0,27] und € := R?\ {(0,0)}. Dann gelten:
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A
(1) Q: D — Q ist bijektiv.

(2) Q ist unendlich oft differen-
zierbar (sogar auf ]0, co[ xR).

(3) Die Ableitung ist 0
o Jeos() —osin(o)
e me) gcos(qs)]’ )

und somit gilt

det ((0Q)(e,0)) = 0 cos*(9) + o sin*(9) = 0 £0  dag>0.

y=osin(@) |- * (2,y)

Also ist (3 eine Koordinatentransformation.

Beispiel 20.28. (Zylinderkoordinaten fiir R?)

X = pCcos o

y=psing

tan ¢ =

p=+22+y?
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Zylinderkoordinaten fiir R? sind wie folgt definiert:

0 cos(o)
Qo.6,2) == |osin(¢)|, 0>0, ¢e[0.2r], 2€R.
<

Seien D :=10, 00[ x [0, 27[ xR und © :=R*\ {(0,0,2) : z € R}. Dann gelten:
(1) Q: D — Q ist bijektiv.
(2) Q ist unendlich oft differenzierbar (sogar auf |0, 00[ xR x R).
(3) Die Ableitung ist

cos(¢) —o sin(p) 0
(0Q)(0,¢,2) = |sin(¢) o cos(¢) 0],
0 0 1

und somit gilt (mit Entwickeln nach der dritten Zeile)

R e cos(¢) —o sin(¢)
det ((9G)(0.6.2)) = (-1 1“(Lm<¢> @cos<¢>]>

=g cos*(¢) + osin*(¢) =0 #0  dapo>0.

—)
Also ist Q eine Koordinatentransformation.

Beispiel 20.29. (Kugelkoordinaten fiir R?)
Kugelkoordinaten fiir R? sind wie folgt definiert:

R r sin(f) cos(¢)
Q(r,0,¢) := | r sin(f) sin(¢) | , r>0, 0€l0,n[, ¢e€]l0,2n].
r cos(0)

Seien D :=10,00[ x |0, 7[ % [0,27[ und @ := R*\ {(0,0,2) : z € R}. Dann
gelten:

(1) Q: D — Q ist bijektiv.
(2) Q ist unendlich oft differenzierbar (sogar auf |0, 00[ x ]0, [ xR).
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(3) Die Ableitung ist
sin(f) cos(¢) 7 cos(f) cos(¢)  —r sin(f) sin(¢)
((9(3)(7”,9,@ = |sin(0) sin(¢) 7 cos(@) sin(¢)  r sin(6) cos(¢)
cos(0) —r sin(6) 0
In einer Ubungsaufgabe zeigen wir, dass gilt

det ((0Q)(r, 6, ¢)) = r* sin(6) # 0
fur alle (1,0, ¢) €10, 00[ x ]0, 7| x [0, 27].

=
Also ist Q eine Koordinatentransformation.

V4

= rsin 6 cos ¢
= rsinfsin ¢
= rcos 0

(\ ~ 7 e rsin6 cosd
rsin0 sing

Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten lassen sich jeweils auch fiir R"” mit
n > 4 passend definieren. Kugelkoordinaten fiir R? sind die Verallgemeinerung

der Polarkoordinaten fiir R2.
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Bemerkung 20.30. (orthogonale Koordinatentransformation)
Seien D, ) C R" offen und (_fj : D — () eine Koordinatentransformation.

(1) Wegen det ((36)(?1’)) # 0 fiir alle 0 € D ist (66)(?1’) fiir jedes U € D
invertierbar, und die Spaltenvektoren

by (1) := (01Q)(W), ba(W) := (%Q)(W), ..., by(U):=(3,Q)(1),
bilden eine Basis von R". Beachten Sie, dass diese Basis im Allgemeinen

von U abhingt.

(2) (3 heifst eine orthogonale Koordinatentransformation, falls die
Vektoren by (W), by(d),. .., b, (1) fiir jedes U € D paarweise ortho-
gonal sind. Wir setzen dann

ej(u) = _1,(2) , e(u) = _2,(1_{) y e, () = _,(i) :
by ()| [by()| by, ()]
Dann ist (e7(d),e3(U),...,e,(d)) fir jedes d € D eine Orthonor-

malbasis (ONB) von R".

Betrachten wir einige Beispiele fiir orthogonale Koordinatentransformationen.

Beispiel 20.31. (orthogonale Koordinatentransformationen)

(a) Fiir die Polarkoordinaten fiir R? aus Beispiel [20.27]

, 0>0, ¢e€l0,2n],

haben wir bereits die Ableitung berechnet:

cos(¢) —o sin(gb)] |

e Linw) o cos(0)

Es gilt also

b = Bl(0.6) = [COSW] B

— by (0, ¢) = [_Q Sin(d))] :

o cos(¢)
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und 171) il E;, d.h. (3 ist eine orthogonale Koordinatentransformation. Es
gilt . .
by| =1 und |ba| = o.

Wir setzen

L

o = _ [cos(9)
e, = €,(0,¢) :=bi(0, ) [sin(¢)] ,

— sin(¢)
cos(@)|

Dann ist ist (e_g, E;) eine Orthonormalbasis fiir R2.
Fiir die Zylinderkoordinaten fiir R? aus Beispiel [20.28]

o cos(¢)
Q(o,0,2) == |osin(¢)|, 0>0, ¢e[0,2r], zeR,
y4

haben wir bereits die Ableitung berechnet:

cos(¢) —o sin(¢) 0
(8@)(@, ®,z) = |sin(¢) o cos(p) 0O
1

0 0
Also ist
cos(¢) —o sin(¢) 0
b= [sin(¢)|, ba=|ocos(®) |, bs=|0],
0 0 1

und l?l) 1 l?;, l;l) 1 E; und E; 1L Eg, d.h. (3 ist eine orthogonale Koordina-
tentransformatio_ri. Beg():hten Sie, iass (ie Vektoren jevze;ils von o, ¢ und z
abhéngen, also by = by(0, ¢, 2), by = ba(0, ¢, 2) und bs = bs(o, ¢, 2). Es
gilt

|b1| = 1, ‘bg‘ =0 und ‘b3| =1.
Wir setzen
cos(¢) . —sin(¢) 0
&=bi=sin(¢)|, &:=-by=|cos(¢) |, &=by=0
0 ¢ 0 1
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Dann ist (e_;, €, e_;) eine Orthonormalbasis fiir R?. Beachten Sie, dass die
Basisvektoren jeweils von g, ¢ und z abhéingen, also e, = €,(0, ¢, z), €, =

es(0,¢,2) und e: = e(0, ¢, 2).
(¢) Fiir die Kugelkoordinaten fiir R? aus Beispiel 20.29]

r sin(6) cos(¢)
(3(7",6,@ = | r sin(0) sin(¢) | , r>0, 0€l0,n[, ¢€]l0,2n],
r cos(6)

haben wir bereits die Ableitung berechnet:

sin(f) cos(¢) 7 cos(f) cos(¢) —r sin(f) sin(¢)
(8(3)(7’,3, ¢) = |sin(f) sin(¢p) 7 cos(f) sin(¢) 7 sin(f) cos(¢)
cos(6) —r sin(6) 0
Also ist
[sin(0) cos(¢)
1 =bi(r,0,¢) = |sin(0) sin(e) | ,
cos(f)

[ cos(0) cos(¢)
by — l;;(fr, 6,¢) = |r cos(d) sin(¢) | ,
—r sin(6)

[—r sin(6) sin(¢)
l?; = g;(r, 0,¢) = | rsin(f) cos(¢)
0

Wir rechnen in einer Ubungsaufgabe nach, dass gilt 171) 1L E;, El) 4 E;; und
l?; 4L E;, d.h. (3 ist eine orthogonale Koordinatentransformation. Beachten
Sie, dass die Vektoren jeweils von r, # und ¢ abhingen, also E = E(r, 0, ¢),
b, = E;(r, 0, ¢) und l?; = E;(r, 0, ). Es gilt (siche Ubungsaufgabe)

\171)] =1, |E;| =r  und \E;;] = r sin(0).

Wir setzen also

sin(f) cos(¢) cos(d) cos(o) — sin(¢)
e, := |sin(f) sin(¢) | , ey = | cos(f) sin(¢) . cos(¢)
cos(#) — sin(6) 0

e
I

Y
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Dann ist (5;, ey, e_gg) eine Orthonormalbasis fiir R3. Beachten Sie, dass die
Basisvektoren jeweils von r, 6 und ¢ abhingen, also e, = e,(r,0,¢), e, =
&(r,0,6) und &) = &3(r,0, 9).

Bemerkung 20.32. (,,krumme Koordinatenlinien‘)

Seien D, 2 C R" offen und Q D — ) eine Koordinatentransformation, und
sel ein Punkt P = Q(ul,u2, oo uy) € Q) fest gewdhlt. Dann gehen durch
p die n Wege (,krummen Koordinatenlinien“) Y1: a5 - - -5, gegeben
durch

~1(t) = Q(u1 + t,ug, Uz, . .., Up_1,Up),
= Qug, uo +t,usz, ..., Up_1, Up),

—

Yo (t) = Quy, ug, uz, . . ., Up—1,up + t).

Ist (3 eine orthogonale Koordinatentransformation, so schneiden sich

N1y Y2y - -3y in t = 0 im Punkt P = Q(ug,ug,...,u,) = 71(0) = ~45(0) =
.= ~,(0) paarweise orthogonal, d.h. dieTangentialvektoren

F(0)=bi (&), F0)=bs(X), ..., F,(0)=b,(T)

nt = 0im Punkt p = d(ul,ug,.. Ju) = 71(0) = 43(0) = ... =
( ) stehen paarweise senkrecht aufeinander. Dabei sind die Vekto-
n by (), bg( u),. ,l;:( ) die orthogonalen Basisvektoren aus Bemerkung
Vlllﬂl]

Betrachten wir die ,krummen Koordinatenlinien“ fiir einige Beispiele.

Beispiel 20.33. (,,krumme Koordinatenlinien®)

(a) Fiir die Polarkoordinaten fiir R? aus Beispiel [20.27]

o cos(¢)

0 sin(6) 0>0, ¢el0,2n],

éwﬁw—[
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sind die ,krummen Koordinatenlinien” durch den Punkt

L | oo cos(¢n)
p = Q(00, ¢0) = [Qo sin(¢0)]

die folgenden beiden Wege

[0+ 1) cos(é)
vi(t) = _(Qo 1) sin(gbo)] : oo +1t>0, (Halbgerade)
Yo (t) = 2o cos(¢o +1) , oo+t € |0,2n]. (Kreislinie)

| 00 sin(¢o + 1)

(b) Fiir die Zylinderkoordinaten fiir R? aus Beispiel [20.28]

0 cos(¢)
Qlo, 6, 2) == |osin(@)|, o0>0, ¢e0,2x], z€eR,
ya

sind die ,krummen Koordinatenlinien” durch den Punkt

00 cos(¢o)
P = Q(20, %0, 20) = | 00 sin(¢o)
<0
die folgenden drei Wege
[ (00 +1) cos(do)
~1(t) = | (0o + 1) sin(¢y) | , oo+1t>0, (Halbgerade)
[ 00 cos(¢o + 1)
Y5 (t) = | 00 sin(¢p + 1) | , o+t el0,2n], (Kreislinie)
[ 00 cos(¢)
~3(t) = | 00 sin(¢o) | , t eR. (Gerade parallel zur z-Achse)
zo+ 1
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(c) Fiir die Kugelkoordinaten fiir R? aus Beispiel [20.29]
r sin(#) cos(¢)
Gir.0.0) = |rsin@ sin(@)| . r>0, Gcloal, oe 2,
r cos(6)

sind die ,krummen Koordinatenlinien durch den Punkt

1o sin(6y) cos(¢yp)
B = Q(ro, 0. 00) = | ro sin(6h) sin(en)
ro cos(fp)
die folgenden drei Wege
[(ro +t) sin(6) cos(¢o)
N1(t) = | (ro +t) sin(6y) sin(¢g) | , 7o+t >0, (Halbgerade)
(ro +t) cos(6p)

[0 sin(fy +t) cos(¢y)]
N . ) halbe Kreislinie:
Y2(t) = | 7o sin(y + ) sin(eo) | , 6o+t €]0, 7, ( Langenkreis)

ro cos(fy + t)

g sin(6y) cos(pg + t)] :
o _ . Kreislinie:
Y3(t) = | ro sin(y) sin(pg +1t) |, ¢o+1t €0, 2m]. Breitenkreis)

ro cos(6p)

20.7 Vektoranalysis in Polarkoordinaten

In diesem Teilkapitel wollen wir Skalarfelder und Vektorfelder auf offenen Mengen
0 C R?\ {6} betrachten und diese ,in Polarkoordinaten parametrisieren“. Dieses
ist manchmal hilfreich, weil die Struktur der Funktion dann einfacher wird. Wol-
len wir mit der Funktion parametrisiert in Polarkoordinaten arbeiten, so miissen
wir fiir weitere Anwendungen auch wissen, wie man die Differentialoperatoren
Gradient, Divergenz und Laplace-Operator in Polarkoordinaten berechnet.

Methode 20.34. (Parametrisierung von Funktionen in Polarkoordi-
naten)

Sei Q C R?\ {6} offen.
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(1) Sei f: Q — R ein Skalarfeld. Dann kann f in Polarkoordinaten wie
folgt angegeben werden:

frx(0,¢) = f(0 cos(¢), o sin(e)).

Man sagt dann auch f wurde ,,in Polarkoordinaten parametrisiert®.
(Meist wird der Zusatz ,PK* weggelassen und einfach f(o,®) geschrie-
ben. Wir bleiben aber der Klarheit halber vorerst bei dieser Schreibweise. )

By

(2) Ein Vektorfeld F = [
Fy

} - ) — R? in Polarkoordinaten sieht so aus:

—

Fpi(0,¢) = F (0 cos(¢), 0 sin(¢)) =

Fi (o cos(e), 0 sin(qﬁ))]
F5(o cos(¢), o sin(¢))

(F1)px(o, 9)
(F2)px (o, 9)

:FQ‘;;+F¢G_<;>

woberl

F,=F,(o,¢) := f(g cos(¢), o sin(¢ ) e,

_ [Fec(e,0)] [eos(o)
(F)pi(o,0)] ~ [sin(0)

= (F1)pk(0, ®) cos(¢) + (F2)rk (0, ¢) sin(¢),

Fy = Fy(o,¢) = F (0 cos(¢), 0 sin(¢)) - &

(F1)px (o, ¢ )] . [— Sin(fb)]
(F2)pk (o, @) cos(¢)

= (F1)pk(0,¢) ( —sin(¢)) + (F2)pk (0, ¢) cos(¢)

und wobei

o e L s
% = &l0,9) = [sin(¢)] 7 ’ o(0:9) COS(gb)] '

die in Beispiel [20.31)[(a) eingefiihrten orthonormalen Basisvektoren von
R? sind. Dass man die Koeffizienten(funktionen) F, und Fy bzgl. der
Basis (55, e_g) so einfach berechnen kann, liegt daran, dass (GTE, e_@ eine
Orthonormalbasis ist (vgl. Satz[12.65 im Skript der HM B).
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Betrachten wir zunachst zwei Beispiele.

Beispiel 20.35. (Parametrisierung von Funktionen in Polarkoordinaten)

(a) Das Skalarfeld

fR2\ {0} >R,

flz,y) =In (Va2 +4?),

sieht parametrisiert in Polarkoordinaten wie folgt aus

fox(0.8) = In (/g2 cos?(6) + ¢ sin?(9)) = In (V/22) = In(o).

(b) Das Vektorfeld
x
y )

1 0 cos(¢)
0? cos?(¢) + 0% sin*(¢) | o sin(¢)
_ 1 [ecos(9)| _ | cos(e)
0* | o sin(¢) L sin(g) |

Bzgl. der des Basis (e_;, GT(;) der Polarkoordinaten finden wir die Komponen-

- 1

T -R2\ o 2 _

sieht parametrisiert in Polarkoordinaten wie folgt aus

FPK(Q? ¢) =

ten
B [Scos(@)] [eos(®)] 1, 1, 1
Fo=Fled) =11 50| sin(g)| o (@) sind) =7,
Lcos(p)] [—sin(¢)
F¢ = F¢(Q7 ¢) - 1 Sin(gb)_ i COS(¢)
= —% cos(¢) sin(¢) + % sin(¢) cos(¢) = 0.
Also gilt

=g —> —> 1—> —>
Frx(o,¢) =F,e,+ Fye, = Eeg+0e¢: Eeg.

1,

In beiden Beispielen ist die Darstellung der Funktion parametrisiert in Polarko-

ordinaten viel einfacher.
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Hilfssatz 20.36. (Gradient in Polarkoordinaten)
Sei Q C R?\ {6} offen. Ist f : Q — R stetig differenzierbar, so gilt

Ofrk - 1 0fpx

(Vf)rk = 90 €, Qﬁ—gb%' (20.3)

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

Beispiel 20.37. (Gradient in Polarkoordinaten)
Das Skalarfeld

[RAV{O) - R, flay) =In(VaP+ 7).
parametrisiert in Polarkoordinaten ist nach Beispiel [20.35

fri(0,¢) = In(o).
Sein Gradient ist nach Hilfssatz 20.36

0 - 1 0 -

(V)rk(o,0) = (a—glﬂ(9)> e, + <E 8_¢1n(g)> €y
oy Vg lg |l

T0 0" 0 o |sin(e)]

Zur Ubung berechnen wir den Gradienten auch noch in kartesischen Koordinaten
und parametrisieren erst danach in Polarkoordinaten: (Das Ergebnis ist selbstver-
stdndlich das gleiche.)

(Vf)(:):,y) - 1 y

. Y _y
\/x2+y2 \/x2+y2 x2+y?

Parametrisieren in Polarkoordinaten unter Nutzung von

1 x
* X
Va4 B [x2+y2]

liefert, dass

Py = 2 co(6) + o sint(8) =
2 cos(¢)
(Vrx(o, @) = [@

1 [eos(o)
22 o [sin(d)]

Die Berechnung mit Hilfssatz [20.36] war deutlich einfacher.




20.7. Vektoranalysis in Polarkoordinaten
116 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

Beweis von Hilfssatz [20.36: Wir berechnen die rechte Seite in (20.3]) explizit:
Partielles Differenzieren von

fex(0,0) = f (0 cos(¢), 0 sin(¢))
nach p bzw. ¢ liefert mit der Kettenregel

%fPK = (01 f)pk cos(¢) + (0o2f )pk sin(¢),

8—¢pr = (01f)px (— 0 sin()) + (92f )px 0 cos(¢).
Einsetzen in die rechte Seite von ([20.3)) liefert

%fPKe_E + 1 ngK e; = [(O1f)pk cos(¢) + (02f )pk sin(e)] Lm(@

— sin(gb)]
cos(¢)

cos(¢)
0 99

+ [_ (O f)pk sin(¢) + (02f)pk COS(?ZD)}

1

B cos(¢) + sin*(¢)
— (51f)PK [cos( ) s1n(gb) — s1n( ) COS(¢)]
sin(¢) cos(¢) — cos(¢) sin(¢)
+ (02 f )i [ 811’12(¢) ( ) ]
(@:f) (@) [(1)
@ )ex|
- [(@zf)PK = (Vi :

Hilfssatz 20.38. (Divergenz in Polarkoordinaten)
Sei Q C R?\ {6} offen. Sei F:Q R stetig differenzierbar. Dann gilt:

(v Flew =5 o (0 F) + - 5 F

20.4
T (20.4)
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Beweis von Hilfssatz|20.38 Dieses beweisen wir auf einem Ubungszettel. ]

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 20.39. (Divergenz in Polarkoordinaten)
Wir betrachten das Vektorfeld

— — — 1
F:R>\{0)! - R? F =
\{ } ) (xay) $2+y2

X
y )

das bereits in Beispiel [20.35 @ betrachtet wurde. Dort haben wir bereits berech-

net:

1
F,=F,(0,¢) = p und  Fy = Fy(p,¢) = 0.

Mit (20.4)) finden wir also

- 10 1 0
div F =—— (pF -—F
10 1 1 0 10
Q(‘M(Q@) 009 00o

Berechnen wir zur Ubung auch noch die Divergenz in kartesischen Koordinaten
und parametrisieren danach in Polarkoordinaten:

1@ +y*) —z22  1(2*+y%) —y2y

(2% + ¢?)? (2% +y?)?
2

(div F)(z,y) =

v — 22—

= =0.
@+ 22 @+ g

Also folgt in Polarkoordinaten (div f)PK(g, ¢) = 0.

Hilfssatz 20.40. (Laplace-Operator in Polarkoordinaten)

Sei ) C R?\ {6} offen. Sei f : Q — R zweimal stetig differenzierbar. Dann
qilt:
0 10 1 /0

2 2
(Af)pk = (8_Q> JPk + 0 a_QfPK + 2 (8_¢> Jrx (20.5)
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Betrachten wir zunachst ein Beispiel.

Beispiel 20.41. (Laplace-Operator in Polarkoordinaten)
Das Skalarfeld

FRA\{0} =R, fz,y) =In(Va?+42),

parametrisiert in Polarkoordinaten ist

frx (0, ¢) = In(o).
Mit (20.5) finden wir fiir Af in Polarkoordinaten

(Af)rx(0.6) = ((%)zln( )+ 2 1)+ & (a%)zln@)
0

0 0o 0
o1 11 1 1
"800 oo VT @ ™Y
Zur Ubung berechnen wir A f zunichst in kartesischen Koordinaten und parame-
trisieren danach in Polarkoordinaten: Mit den ersten partiellen Ableitungen aus

Beispiel [20.37| finden wir
0 x 0 Y
A Z 7
(Af)(z.y) = Oz 12 + 12 * Oy x% + y?
_@+y) 22z (@ +y7) —y2y
(22 + y2)?2 (22 + y2)2

_ y? — 22 ., 22— o2 .

(@ +y2)* (49>

und somit ist (Af)pk(0,¢) = 0.

Beweis von Hilfssatz|20.40: Es gilt Af = div (V f), und somit ist mit (20.4)) und
20.3)

: 0 0
(A= (@ (V) B S 2= (V1)) + = 52910
(20.3) 1 0 g 10 /1 0
~ 200 (Qa@fPK> a¢< a¢fPK>

:é%fPK ; (6) Fox + 1(1) Fox

2
= (88@) fPK+£ngK 012 ((%) frx. O
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KAPITEL 21

Das mehrdimensionale Riemann-Integral

Wir wollen jetzt Funktionen in mehreren Variablen integrieren. Als Spezialfall
werden wir das Volumen von beschrankten Teilmengen des R™ berechnen.

Ein physikalisches Beispiel fiir Mehrfachintegrale ist die Berechnung der Gesamt-
ladung eines Korpers (Volumens) V' mit der Ladungsdichte p:

Gesamtladung in V' = /// odV.
1%

In diesen Kapitel sei stets n € N.

21.1 Integrale iiber Quader
Wir starten mit einem motivierenden Anwendungsbeispiel aus der Elektrotechnik.

Physikalische Anwendung 21.1. (Gesamtladung in einem Quader)
Sei Q C R3 ein Quader und o : Q — R die Ladungsdichte in Q.

Aufgabe: Berechnen die Gesamtladung von ).

Idee: Finde eine Zerlegung von () in Teilquader 1, @Qs,...,QN, so dass p auf
jedem @; anndhernd konstant = ¢; ist. Dann ist die Gesamtladung ungefahr
gleich

N
Z%’ v3(Q;),
j=1

121
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wobei v3((Q);) das Volumen von @); ist. Macht man die Teilquader immer kleiner
(und verwendet damit auch immer mehr Teilquader), so erhélt man im Grenz-
libergang ein dreidimensionales Riemann-Integral.

Als Vorbereitung der Einfiihrung des (Riemann-)Integrals tiber Quader brauchen
wir einige Notation.

Notation 21.2. (n-dim Quader; Volumen und Durchmesser solcher
Quader)

Seien @ = (a1, as,...,a,) und b= (b1, bo,...,b,) in R™.

(1)

a < ggilt, wenn a; < b; fir allet =1,2,...,n.

a< ggilt, wenn a; < b; fir allei =1,2,...,n.
(Analog: @ > b gilt, wenn a; > b; fir allei =1,2,...,n. @ > b gilt,
wenn a; > b; fir allei =1,2,...,n.)

(2) Q= [5’,—b)] ={X eR" : _)SI)—C)SI_))}

= la1, b1] X [ag,bo] X ... X [ay, by]

heift ein n-dimensionaler (abgeschlossener) Quader. Das Innere
dieses Quaders bezeichnen wir mit

Q=] b ={XeR" : E<X<b}

:]alabl[ X ]ag,bz[ X ... X ]anabn['

falls @ < B, ist das n-dimensionale Volumen von [a, f;]

n 1/2
(4) diam ([, b]) = |b — &| = (Z(biai)2> :

1=1

falls @ < b heikt der Durchmesser von [&,b]. (,diam" steht fiir
,diameter”, das englische Wort fiir Durchmesser.)

Wir halten zunéchst einige Uberlegungen zu n-dimensionalen Quadern fest.
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Bemerkung 21.3. (n-dimensionale Quader und ihr Volumen)

(1) n = 1: Quader = abgeschlossenes Intervall;
Volumen = Intervalllinge = Durchmesser
(2) n = 2: Quader = Rechteck;
Volumen = Flacheninhalt;
Durchmesser = Lange der Diagonale

(3) Gilt nicht @ < b, so ist ES g] := (). (Die leere Menge ) ist also
ein abgeschlossener Quader fiir jedes n.) Wir definieren v,(0) := 0 und

diam(() := 0.
A
/S
Q = [&,b] = [a1, b1] X [ag, by)
N O —
| -
aj by

Betrachten wir nun einige Beispiele.

Beispiel 21.4. (n-dimensionale Quader und ihr Volumen)

(a) Seien & = (1,1) und b = (4,3). Dannist & < b (daa; = 1 < 4 = by und
as =1 < 3 =by). Es gilt also [@, b] = [1,4] x [1, 3]. Wir berechnen

w([&, b])=(4—-1)-3-1)=3-2=6,
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diam([&, b)) = /A — 12+ 3—1)2 = /32 + 22 = V13,

(b) Seien & = (1,0,—1) und b = (2,2,3). Dann ist @ < b (daa; = 1 <
2=1"0;,a0=0<2=10bund a3 = —1 < 3 = b3). Dann gilt [@, b] =
[1,2] x [0,2] x [—1,3]. Wir berechnen

vs([&, b)) =(2-1)-(2-0)-B3— (1)) =1-2-4=8,
diam([&,b]) = V(2= 12+ 202+ (3~ (1))
= V12 + 22+ 42 = V2L

—

(0,2,3). Dann gilt nicht @ < l—)), da a; =

(c) Seien @ = (1,0,—1) un = <
] =0 und v3(0) = 0 und diam()) = 0.

und
1>0=0. Also ist [a@, b

Nun kénnen wir die Vorbereitungen zur Definition des (Riemann-)Integrals iiber
Quader treffen.

Definition 21.5. (Zerlegung eines n-dimensionalen Quaders)

Sei Q = |a, }—;] ein n-dimensionaler Quader. Eine Zerlegqung Z =
{Q1,Qs,...,Qn} von Q ist eine Menge von Quadern Q1,Qs,...,Qn mit

(i) Q1,Q2,...,Qn C Q,
N
(i) Q:kL_Jle:QlUQzU-..UQN,

(1) onﬂég =0 fiir k # 4.

In Abbildung ist die Zerlegung eines n-dimensionalen Quaders veranschau-
licht.

Definition 21.6. (feinere Zerlegung; Feinheit einer Zerlegung)

Sei Q = [a, g] ein n-dimensionaler Quader.
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A
b2 P
]
Qo
| —
al b1

Abbildung 21.1: Zerlegung eines n-dimensionalen Quaders: Die Eigenschaft (iii)
bedeutet, dass sich @1, Qo, ..., QN nicht iiberlappen diirfen.

(1) FEine Zerlequng Z' = {Q},Q5, ..., Q\} von Q heifit feiner als Z =
{Q1,Qa, ..., Qur}, wenn jedes Q' in einem Q. enthalten ist. Wir schrei-
ben dann: Z2' < Z.

(2) Fiir eine Zerlegung Z2 = {Q1,Q2, ...,Qn} von Q nennt man

die Feinheit von Z.

Aus Z' < Z folgt immer §(Z’) < §(Z). Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Zur Erinnerung fiir die nachfolgende Definition: Eine Funktion f : D — R mit
D C R" heiftt beschrankt, wenn es eine Konstante C' € R gibt, so dass

f(X)|<C  fiiralle X € D.
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Definition 21.7. (Riemannsche Zwischensumme)

Seien Q = |[a, E)] ein n-dimensionaler Quader und f : Q — R eine be-
schrinkte Funktion. Sei Z = {Q1,Q2,...,Qn} eine Zerlegung von @ und
Xz ={x1,%X3,...,Xn} 50, dass X}, € Qp, k = 1,2,..., N. Dann heifst

N
S(f; 2,Xz) =Y f(XZ) va(Qr)
k=1

die Riemannsche Zwischensumme von [ bzgl. Z und Xz.

Die Idee ist nun in der Riemannschen Zwischensumme immer feinere Zerlegungen
zu wahlen und so fiir ,geeignete’ (d.h. integrierbare) Funktionen eine immer besse-
re Annaherung/Approximation des Integrals durch die Riemannschen Zwischen-
summen zu erhalten. Im Grenziibergang, wenn die Feinheit der Zerlegungen gegen
Null strebt, erhalﬁgn wir den Wert des Integrals von f iiber den n-dimensionalen
Quader Q = [a, b].

Fiir n = 1 stimmt Definition 1.7 mit der Riemannschen Zwischensumme aus
Kapitel [§ des Skripts der HM A {iberein.

Definition 21.8. (Riemann-Integral {iber Quader)

Seien Q = [&, g] ein n-dimenstonaler Quader und f : Q — R beschrinkt. f
heifst (Riemann-)integrierbar diber (), wenn es eine Zahl A € R gibt mit
folgender Eigenschaft: Zu jedem € > 0 existiert ein v- > 0, so dass fiir alle
Zerlegungen Z von Q mit §(2) < v. und alle passenden Xz gilt:

1S(f; 2, Xz) — A] <e.

A heifit dann das (Riemann-)Integral von f dber Q. Wir schreiben

/f(?(’) dxX oder /f(xl,xg,...,xn)d(azl,xg,...,xn)
Q Q

fiir A.

Bei der Notation dX ist zu beachten, dass es sich um ein skalares_\)/olumen—
element handelt, im Gegensatz zu dem vektoriellen Linienelement ds bei der
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Integration eines Vektorfeldes langs eines Weges.

Auch hier erhalten wir die aus der HM A (siche Kapitel |8 des Skripts der HM A)
bekannte Definition des Riemann-Integrals fiir Funktionen einer Variablen als Spe-
zialfall fiir n = 1: Ist n = 1, d.h. @ = [a, b] C Rist ein Intervall und f : [a,b] — R
ist (Riemann-)integrierbar tiber [a, b, so gilt

/ f(z)dx = /abf(:r:) dz
[a,b]

Weiter sei angemerkt, dass wir das (Riemann-)Integral einer Funktion f : Q — R
tiber einen n-dimensionalen Quader () (wenn es existiert) berechnen kénnen, in-
dem wir eine Folge von immer feiner werdenden Zerlegungen des Quaders betrach-
ten und dann das Integral als Grenzwert der Zwischensummen erhalten.

Mit der Definition des Riemann-Integrals iber Quader kann man direkt den fol-
genden Satz beweisen.

Satz 21.9. (Linearitit des Integrals)

Seien Q = [a, l?] ein n-dimensionaler Quader, A, ;u € R, und seien f,g :
Q@ — R (Riemann-)integrierbar dber (). Dann ist N\f +pug : Q@ — R
ebenfalls (Riemann-)integrierbar tiber @, und es gilt

/(Af(i’)Jr/«Lg dX—A/f dx+u/9(§’)d§’-

Q

Insbesondere liefert der vorige Satz fiir die Sonderfille A = =1 bzw. p = 0 die
Formeln

[+ g@)az = [ @)z + [ o34z,

Q Q Q
/Af(?c’) 4% = )\/f(?c’)dx
Q Q

Als Letztes lernen wir (ohne Beweis) einen niitzlichen Satz kennen, der die Inte-
grierbarkeit aller stetigen Funktionen iiber Quader garantiert.
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Satz 21.10. (stetige Funktionen sind iiber Quader integrierbar)

Seien Q = |4, l_))] ein n-dimensionaler Quader und f : (Q — R stetig. Dann
ist f (Riemann-)integrierbar tber ().

Ab jetzt werden wir der Einfachheit halber immer ,integrierbar* statt ,,(Rie-
mann-)integrierbar* sagen. Ebenso sprechen wir nun einfach vom ,Integral‘
statt vom ,,(Riemann-)Integral®.

Wie in Kapitel [§ der HM A werden wir in den nachfolgenden Teilkapiteln Sétze
und Techniken kennenlernen, die es uns erlauben Integrale einer Funktion tiber
n-dimensionale Quader und auch iiber allgemeinere Mengen zu berechnen. Dabei
wird unser Augenmerk zuerst der Verallgemeinerung des Integrals auf sogenann-
te Jordan-messbare Mengen gelten. Dabei lernen wir verschiedene Hilfsmittel zu
Berechnung des Integrals kennen, insbesondere den Satz von Fubini und die Tans-
formationsformel (fiir n = 1 ist dieses die bereits bekannte Substitutionsregel) fiir
die Parametrisierung eines Integrals mit einer geeigneten Koordinatentransforma-
tion.

21.2 Der Satz von Fubini

Der sehr wichtige gatz von Fubini ermoglicht es uns, Integrale iiber n-dimensionale
Quader Q = [&, b] = [a1,b1] X [ag,b2] X ... X [a,, b,] in nacheinander folgende
Integrale iiber die einzelnen Intervalle [a;, b;], i = 1,2, ..., n, zu zerlegen.

Wir beginnen mit dem Spezialfall n = 2, fiir welchen wir den Satz von Fubini
auch beweisen werden.

Satz 21.11. (Satz von Fubini fiir n = 2)
Seien Q = [a1,b1] X [ag, bs) € R* und f : Q — R integrierbar.

(1) Existiert
ba

F(r):= [ f(z,y)dy

az

fiir jedes x € |ay,by], so gilt

by pb2 b b
/f(xay)d(xay) 2/ f(z,y)dydx ::/ ( f(z,y) dy) dz.
O 1 Jag ai as
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(2) Euxistiert
by

Gy) = [ f(zv,y)dz

aj

fiir jedes y € [ag, ba], so gilt

by by by b1
/f(fc,y) d(z,y) =/ f(z,y)drdy :=/ ( f(z,y) dx) dy.
Q 2 ay az ay

Betrachten wir zunachst ein Beispiel.

Beispiel 21.12. (Satz von Fubini fiir n = 2)
Sei @ =1[0,1] x [0,2] und f: Q — R, f(z,y) := x. Dann ist f stetig und somit
iiber ) integrierbar. Wir konnen

[ @) dty) = [edtey)
Q Q

mit dem Satz von Fubini auf zwel Varianten berechnen:

Mit Satz [21.11 erhalten wir

12 1 =2 1 o
/:Ud(x,y):/ / xdydx:/ [azy} dx:/ 2xdx = [xﬂ = 1.
0o Jo 0 y=0 0 z=0

Q

Mit Satz 21.11 erhalten wir

2 rl 211 r=1 21 1 y=2
/:Ud(x,y):/ / xdxdy:/ [—xﬂ dy:/ —dy = [—y] = 1.

Satz 21.11] beweist man mit Hilfe der Riemannschen Zwischensummen. Wir skiz-
zieren den Beweis.

Beweisidee von Satz|21.11 .' Nach Definition des Riemann-Integrals tiber Qua-
der gilt

[ Han e = 305 fog ) @)
Q Jok
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wobel Z = {Q;:} eine geniigend feine Zerlegung von @ ist Q) = [rj_1,x;] X
[Yk—1,yx) und Xz = {(z;,yx)}. Fiir die rechte Seite finden wir

ZZf Tj, Yi) V2(Qj k) ZZf zj, yk) (T — 2j-1) (Yo — Yr-1)
= Z [Z F (@i, ye) (ye — ykl)] (zj —xj1).

Da das Integral

a2

fur jedes x € [ay, by] existiert, finden wir

by
DD ) (un —ym)] () —xj) = Z/ f@j,y) dy (25 — zj-1)
i L% - Ja
—ZF z;) (r; —x;-1)

by
~ / F(z)dx

by b

Lésst man die Feinheit §(Z) gegen Null gehen, so werden aus den ~ Gleichheits-
zeichen, und wir erhalten die gewiinschte Formel. [

Beweisidee von Satz[21.11[(2): Der Beweis geht analog, wobel man nur die Rollen
von x und y vertauschen muss. [

Nun formulieren wir die allgemeine Version des Satzes von Fubini fiir beliebiges
n € N.

Satz 21.13. (Satz von Fubini fiir n € N)

Seien Q = &, g] = [a1, b1] X [ag, ba] X ... X [an, by] € R" ein n-dimensionaler
Quader und f : Q — R integrierbar. Falls das n-fach Integral

b" b2 b1
/ -../ f(xl’xQ""vxn)dxlde"'dZUn
27 a2 ai
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ezistiert, so ist es gleich /f()_c)) dx.
Q

:/b ( (/b </bf(3:1a:2:l:n)dx1> dx2> ) dr,

Wir konnen den Satz von Fubini auch etwas allgemeiner wie folgt formulieren:

Satz 21.14. (Satz von Fubini)

Seien £,m € N mit £ +m = n, und seien ()1 ein L-dimensionaler Quader
und Qo ein m-dimensionaler Quader. Seien Q = Q1 X Q2 und f : Q — R

integrierbar.

(1) Existiert

Q Q1 Q2
- [| [1& 90 |z
Q1 Q2

(2) Euxistiert
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Unter den Voraussetzungen in Satz[21.14]ist ()1 X ()2 natiirlich ein n-dimensionaler
Quader.

Betrachten wir ein Beispiel zur Anwendung von Satz 21.13]

Beispiel 21.15. (Satz von Fubini fiir n € N)

Sei Q = [4, g] = [a1,b1] X [ag,bo] X ... X [an,b,] € R™ ein n-dimensionaler
Quader. Das Volumen von () ist dann

by, bo by
vn(Q):/ld)—f:/ / / 1dz; dzo - -+ dxp,
) an, ag a1

=bi—a;

by by
:/ / (b1 — ay) day - - - day,

= (b, —ap) ... (by—ag) (b1 —ay).

Natiirlich hat das Volumen des Quaders den Wert, den wir auch fiir n = 2 und
n = 3 elementar berechnet hatten, also den Wert aus Notation [(3)]

21.3 Integration uber beliebige Mengen

Sei M C R" eine beschrankte Menge und f : M — R eine beschrankte Funktion.
Wir wollen f {iber M integrieren, auch wenn M kein Quader ist. Zunéchst setzen
wir f auf ganz R” fort und definieren f; : R™ — R durch

f(X) wenn X € M,

fM(X):{ 0 wenn X € R™\ M.

Als Sonderfall der Funktion, die auf M den konstanten Wert 1 hat, erhalten wir

1 wenn X € M,

Iy :R" = R, 1y(X) = { 0 wemn XeRM\ M

Man nennt 1,; die charakteristische Funktion von M.
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Definition 21.16. (Jordan-messbare Menge M; Volumen von M; in-
tegrierbar iiber M)

Sei M C R"™ eine beschrankte Menge, und sei Q) ein n-dimensionaler Quader
mit M C Q.

(1) M heifit Jordan-messbar, wenn 1y, iber Q) integrierbar ist (im Sinne

von Definition [21.8).

on (M) = /1M('§) a2
Q

heifst dann das (n-dimensionale) Volumen von M.

(2) Ist fiir eine beschrinkte Funktion f : M — R die Funktion fy; integrier-

bar iber Q (im Sinne von Definition [21.8), so heifit [ integrierbar
tiber M. Dann definieren wir

[1edz= [ fu)ax
M Q

Warum macht es Sinn in Definition [21.16

(M) = /1M(>_<’)d>_<’ (21.1)
Q

als das Volumen von M zu definieren? — Dieses macht man sich leicht wie folgt
fiir den Fall n = 2 klar, wenn M also ein Flichenstiick in R? ist mit der Fliche
v9(M). Die Funktion 1j; hat auf M den Wert 1 und sonst den Wert 0. Stellen
Sie sich also vor, dass Sie das Flichenstiick M nun in ein Volumen (in R?) mit
der Hohe 1 umwandeln, indem Sie das Flachenstiick mit der ,Dicke 1 versehen.
Dieses Volumen hat dann den Wert vy(M) - 1 = v9(M), und dieses Volumen
ist gerade das Volumen unter dem Graphen von 1,7, welches wir in (21.1)) nach
unserem intuitiven Verstandnis eines Integrals ausrechnen.

Bemerkung 21.17. (zu Definition [21.16))
Seien die Notation und Voraussetzungen wie in Definition [21.16]
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(1) In Definition 21.16] kommt es nicht auf die spezielle Wahl des Quaders
() an, solange M C (@ gilt.

(2) Es gilt mit Definition [21.16

/1d>‘<’: /1M(>_<’)d>_<’,

M Q

und somit gilt in Definition [21.16 auch
v (M) = / 1dX.

M

(3) Quader sind Jordan-messbar. Ist M ein Quader, so stimmt Defi-

nition 21.16[|(2)| mit Definition tiberein, denn wir kénnen @ = M

wahlen.
(4) Das Volumen in Definition [21.16 hat die folgende geometrische In-
terpretation:

n = 1: Volumen = Léange
n = 2: Volumen — Flacheninhalt

(5) Jordan-messbare Mengen sind per Definition beschrankt.

Die meisten beschréankten Mengen, die Thnen in der Praxis begegnen sind Jordan-
messbar: Genauer kann man sagen, wenn der Rand von M hinreichend glatt
ist, z.B. wenn die Randkurve bzw. Randfliche bzw. der hoherdimensionale Rand
stetig und stiickweise C! ist, dann ist M Jordan-messbar. Dabei verstehen
wir unter dem ,Rand* von M (wir definieren diesen Begriff spéter in Teilkapi-

tel 21.5)) bei einer Menge in R? ganz anschaulich die Randkurve und bei einem
Volumen in R? die Oberfliche.

Betrachten wir einige Beispiele und Gegenbeispiele.

Beispiel 21.18. (Jordan-messbare Mengen)

(a) Quader sind Jordan-messbar, denn: Sei M ein Quader. Dann konnen wir
in Definition () = M wahlen, und 1, = 1g ist auf M = () konstant 1
und somit stetig. Wir wissen nach Satz 21.10] dass 1, iiber @) integrierbar
ist. v,(Q) in Definition liefert dann die Formel fiir das Volumen

des Quaders aus Notation [(3)]
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(b) Kreise K (also Vollkreise) in R? und Kugeln (also Vollkugeln) K
in R? (und R" mit n > 4) sind Jordan-messbar. Um dieses nachzuweisen
nimmt man zunéchst einen Quader, der den Kreis bzw. die Kugel enthélt.
Zerlegt man diesen nun in Teilquader mit immer feiner werdenden Zerle-
gungen, so kann man iiber die Definition des Riemann-Integrals fiir Quader

/ 1 (%) A
Q

berechnen und findet, so dass K Jordan-messbar ist.

(¢c) Zylinder im R? sind Jordan-messbar. Um dieses nachzuweisen, geht man
analog zum vorigen Fall vor.

Beispiel 21.19. (nicht Jordan-messbare Menge)
Seien M :=QnN[0,1] CR und @ := [0, 1].

Dann ist M nicht Jordan-messbar, d.h. das Integral
vi(M) = / Ly(x) de
[0,1]

existiert nicht! (Der Nachweis ist nicht-trivial.)

Obwohl M nicht Jordan-messbar ist, ist die Funktion f(X) := 0 fiir alle X € M
aber iiber M integrierbar mit

/f(af)dx: /f@m[()?l}(x)dx: /de:0,
M [0.1]

[0,1]

weil fonp)(z) = 0 fiir alle z € [0, 1] ist.

Wir halten die wichtigen Rechenregeln fiir das Integral fest.

Satz 21.20. (Rechenregeln fiir das Integral)

Seien M C R"™ beschrinkt und f,g : M — R dber M integrierbar. Dann
gelten:
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(1) Fira,B € Rist a f+ g dber M integrierbar und

(2) f-g ist iber M integrierbar.
(3) |f| ist iber M integrierbar und

(4) Gilt zusitzlich f(X) < g(X) fiir alle X € M, so ist

[ 134z < [0z

M M

Wir hatten analoge Eigenschaften bei dem Riemann-Integral fiir Funktionen einer
Variablen. Die Beweise der Eigenschaften in Satz 21.20] erfolgen unter Nutzung
von Definition analog zu den Beweisen fiir das Riemann-Integral fiir
Funktionen einer Variablen (siche Kapitel |8 im Skript der HM A), welches in dem
obigen Satz natiirlich als Sonderfall fiir » = 1 mit enthalten ist.

Bemerkung 21.21. (f integrierbar iiber M = f integrierbar iiber be-
liebige Teilmengen von M)

Ist f iiber M integrierbar und My, C M, so braucht f nicht tiber M, inte-
grierbar zu sein.

Beispiel: M =1[0,1], My = QnN[0,1] und f :[0,1] = R, f(x) := 1. Dann ist f
integrierbar iiber M, aber nach Beispiel 21.19|ist f nicht {iber M, integrierbar.

Es gilt allerdings der folgende Satz.
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Satz 21.22. (f integrierbar iiber M =- f integrierbar iiber Jordan—
messbare Teilmengen von M)

Ist f 1iber M integrierbar und M, C M Jordan-messbar, so ist f auch
uber M, integrierbar.

Beweis von Satz |21.22: Sei () ein n-dimensionaler Quader mit My C M C Q.
Nach Voraussetzung sind fj; und 1y, integrierbar iiber Q. Nach Satz 21.20
ist far - 1p, integrierbar tiber (). Da

Fu(3) Lo (2) = f(X) wenn X € M,, e (®)
. Mo 0 wenn € R"\ M, Mod =0
ist fag, Uber () integrierbar, d.h. f ist integrierbar iiber M. ]

21.4 Satz von Cavalieri und Integrale iiber Nor-
malbereiche

In diesem Teilkapitel lernen wir zwei verwandte aber nicht aufeinander aufbauende
Ideen kennen: den Satz von Cavalieri und sogenannte Normalbereiche in R? und
R3, welche in vielen Fillen eine bequeme Berechnung von Integralen erméglichen.

Der nachfolgende Satz von Cavalieri ermoglicht oft eine schnelle und elegante
Berechnung von Volumina.

Satz 21.23. (Satz von Cavalieri)

Sei M C R" eine Jordan-messbare Menge und Q@ = Qo X [an,b,] ein n-
dimensionaler Quader mit M C Q. (Qq ist ein (n—1)-dimensionaler Quader.)
Die ,Querschnitte”

M, = {(561,132,...,£Cn—1) € Qo : (331,5(32,...,:6”_1,15) € ]\4}7 t e [ambn],

seien ebenfalls Jordan-messbar. Dann gilt

vn(M) = /b Un_1 (M) dt. (21.2)
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Veranschaulichung des T2 4
Satzes von Cayvalieri:
Man kann (21.2) sich so
veranschaulichen, dass M
senkrecht  zur  x,-Koor-
dinatenachse in (n — 1)-
dimensionale ,Scheiben”
geschnitten wurde. Die In-
tegration iiber das Intervall
[a,, by] summiert” die Fla-
cheninhalte /Volumina dieser
Scheiben auf (siehe Bild). ' by

s Y

Beweis des Satz|21.25: Mit dem Satz von Fubini gilt
o (M) = / 13(%) AR
Q
by,
=/ /1M(SI}1,ZI$2,...,ZCn1,t)d($1,£€2,...,$n1)dt

" Qo
by,
=/ /1Mt(3}1,£€2,...,$n1,t)d(l‘1,£€2,...,$n1>dt
an
Qo

by
_ / vn 1 (M) d.

Zur besseren Anschauung des Satzes von Cavalieri betrachten wir den Fall
M C R3 und nutzen das ,Bierdeckel-Prinzip* (siche Bilder auf der nichs-
ten Seite): Wir schneiden unser Volumen senkrecht zur z-Achse (also parallel zur
(x,y,0)-Ebene) in beliebig diinne Scheiben (,passend geformte Bierdeckel*) Mj,
und summieren deren Flacheninhalte vy(My) auf. Wenn wir unser Volumen M
dabei senkrecht zur z-Achse durch Drehung oder Verschiebung zu einem Volu-
men M deformieren, so dass die Flacheninhalte vy(Mjy) sich dabei nicht dndern,
so haben M und M das gleiche Volumen. Als stetige Deformationen ist dabei
alles gestattet, was Sie mit dem ,Stapel der Bierdeckel“ anstellen kénnen. An der
Veranschaulichung mit den Bierdeckeln sieht man sofort, warum sich da Volumen

nicht andert.
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Betrachten wir einige Beispiele zur Anwendung des Satzes von Cavalieri.

Beispiel 21.24. (Satz von Cavalieri)

(a) Sei R > 0und M := {(z,y) e R? :

z? +y* < R*}. Gesucht ist va(M).

Wir wollen also das Volumen (d.h. hier den Flécheninhalt) des Vollkreises
um (0, 0) mit Radius R berechnen. Dieser ist nach Beispiel 21.1§|[(b)] Jordan-

messbar.

Ein ,Querschnitt” des
Kreises senkrecht zur y-
Achse durch den Punkt
t =y € [—R,R] ist gerade
die Lange der Linie von

—‘/R2—t2§$§‘/R2—t2
also v (M) = 2V R?> — 12

Solche  Querschnitte (mit
Léange ungleich Null) erhal-
ten wir fir —R < t < R.
Nach dem Satz von Cavalieri
finden wir also

v2(M)

Yy A

-+

R
/ 2+ R? —t2dt.
-R
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Mit der Substitution ¢ = R sin(u), dt/du = R cos(u), finden wir

1}2(M):/7T/22\/R2 R? sin®(t) R cos(u) du

/2 /2
= / 2/ R? cos?(u) R cos(u) du = / 2 R? cos*(u) du.
—7/2 —7/2
Mit
cos?(u) — sin?(u) = cos(2u)
= cos*(u) — (1 — cos®(u)) = cos(2u)
= 2 cos?(u) = 1 + cos(2u) (21.3)
finden wir

/2

vy (M) = R2/_

u=m/2
1

(14 cos(2u)) du = R? [u +3 sin(Qu)]
/2

T 1 ™ 1

= R? ([5 +5 sin(ﬂ)] - [— 5+5 Siﬂ(—ﬂ)]) =7 R%

(b) Sei R > 0 und M := {(z,y,2) € R® : 2 +y* + z* < R?}. Gesucht ist
Ug(M) .
Wir wollen also das Volumen der Vollkugel um (0, 0,0) mit Radius R be-
rechnen. Diese ist nach Beispiel [(b)] Jordan-messbar. Zerschneiden
wir diese Vollkugel ldngs der z-Achse in Scheiben, so erhalten wir fiir den
Schnitt durch ¢t = z € [— R, R] eine Kreisscheibe M; mit Radius v R? — t2.
Nach Beispiel |(a)| hat diese jeweils die Fliche va(M;) = 7 (VR? — t2)2 =
7 (R? — t?). Also finden wir nach dem Satz von Cavalieri

~—

v3(M):/_RW(RQ_ﬂ)dt:W/_R(RQ_t2)dt:7T [RQt—%t?’r:R

R R t=—R

1 1 4
- 3 L3 _p3 tp3| 3
—W[R 3R} W[R+3R] 37TR.

Was nun kommt, baut nicht auf das Prinzip von Cavalieri auf!

Wir fiihren zunichst den Begriff eines Normalbereichs in R? ein.



21. Das mehrdimensionale Riemann-Integral

(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 141
YA YA
B+

v(y)
u(y) M

o+

| — -

« ﬁ Zz T

Abbildung 21.2: Ein xy-Normalbereich im linken Bild und ein yz-Normalbereich
im rechten Bild.

Definition 21.25. (Normalbereich in R?)
Sei M C R? eine Menge.

(1) M heifit zy-Normalbereich, wenn es reelle Zahlen o, 5 € R und stetige
Funktionen u : [a, ] = R und v : |o, 5] = R gibt mit

M={(z,y) eR*® : a<z<pB, ulx)<y<ov()}.

(2) M heifst yz-Normalbereich, wenn es reelle Zahlen o, B € R und stetige
Funktionen u : [a, B] = R und v : [a, B] — R gibt mit

M= {(z,y) eR® : a<y<p, uly) <z<ovy)}

Bemerkung 21.26. (Normalbereich in R?)

(1) wy-Normalbereiche in R? sind Flichenstiicke, die einen stetigen Rand
haben, der aus den Graphen der stetigen Funktionen u(z) und v(x) mit
x € [a, B] und aus den Geradenstiicken (o, y) mit y € [u(a), v(a)] und
(B,y) mit y € [u(B),v(B)] besteht (siche das linke Bild in Abbildung
21.2). Analog kann man yz-Normalbereiche beschreiben.
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(2) xy-Normalbereiche sind Jordan-messbar. Dieses zeigt man mit Hilfe des

Riemann-Integrals in einer Variablen: u und v sind stetig und daher iiber
dem Intevall [o, 5] Riemann-integrierbar. Die zugehorigen Riemann-

Summen liefern eine Approximation des Flacheninhalts und damit die
Jordan-Messbarkeit (siche linkes Bild in Abbildung [21.2]). Auferdem gilt

B
vo(M) = / (v(v) — u(z)) dz.

Entsprechendes gilt fiir yz-Normalbereiche.

Betrachten wir einige Beispiele fiir Normalbereiche in R2.

Beispiel 21.27. (Normalbereiche in R?)

()

achsenparallele Rechtecke: Rechtecke mit achsenparallelen Seiten sind
xy-Normalbereiche und yxz-Normalbereiche, denn

Q = la1,by] x [ag, bo] = {(w,y) €R* : a1 <x < by, ap <y < by,

d.h. wir haben o = a1, 8 = by und u(x) = a9, v(x) = by bzw. a = aq,
B = by und u(y) = a1, v(y) = by.
Kreise, d.h. Vollkreise:

Kreise mit Mittelpunkt in (0,0) YA
und Radius R

M = {(z,y) € R* : 2’+y* < R*}

sind sowohl xy-Normalbereiche
als auch yx-Normalbereiche, denn 0,0)
mit « = —R, § = R und u(z) =
—VR?—2% v(x) = VR?— 22
bzw. o« = —R, f = Rund u(y) =
VR ) ~ V-7

gilt:

=Y

M

(z,y) ER* : 2° +y* < R*}

{
{(:U,y)ERQ . —R<z <R, —vVR?—22<y< \/R2—£C2}
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:{(””’?‘/)ERQ : —R<y<R —\/RQ—yQSxS\/RQ—QQ}.

(¢) Sei 0 < r < R. Der Ring
M={(z,y) eR* : r* <2”+y* < R*}

ist kein xy-Normalbereich und kein yx-Normalbereich.

Wir lernen nun, wie man iiber Normalbereiche integriert.

Satz 21.28. (Integration iiber zy-Normalbereiche)

Sei
M={(z,y) eR® : a<z<pB, ulx)<y<ov(x)}

ein xy-Normalbereich, und sei f : M — R integrierbar. Dann qilt:

/f(x,y)d(x,y) = /j /u:j)f(a:,y) dydx = /j (L?:)f(x,y) dy) dz.
M

Fiir yz-Normalbereiche gilt ein analoger Satz. Wir formulieren und beweisen die-
sen auf einem Ubungszettel.

Beweis von Satz |21.28: Sei Q = [a, B] X [y,d] mit M C @. Dann gilt nach dem
Satz von Fubini

[ ) = [ ) das) = [ ’ / " fae, ) dy do
M Q

B ru(x) B8 ru(x)
:/ /() fM<x,y>dydx:/ /() fa,y)dyde.  ©

Betrachten wir zwei Beispiele fiir die Integration iiber Normalbereiche.
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Beispiel 21.29. (Integration iiber Normalbereiche in R?)
(a) M:={(z,y) €R* : 0<2 <3, 0<y<cos(z)}

ist ein zy-Normalbereich.

Die Menge M ist links veranschaulicht. Mit Satz [21.28] finden wir

vo (M) = /1 d(z,y) [— Graph von y(x) = cos(x)|

w/2  pcos(z I
/ / 1dydz 0.8-
y=cos(x) 0.6 -

[
0 y=0 1

0.4
/2
= / cos(x) dz
0 0.2
x=7/2
= [sin(@)| ol ]
= 0 0.5 1 1.5
= sin(n/2) = 1. *
Y
(b) Seien
M= {(z,y) eR* : 2”+y* <1} V1i-a?
und
) L v
f:M—=R, f(z,y):=axsin(e).
M ist ein xy-Normalbereich, denn —V1—a?

M={(zyeR: —-1<2<1, —/1-22<y<V1-22},

und mit Satz R1.28 finden wir

V1—22
/f:L'y (z,y) // xsmey)dyda:.
V1—a2

Dieses Integral ist nicht elementar integrierbar.

M ist ein yz-Normalbereich

M={(z,y) eR* : -1<y<1, —\/1-¢2<az<1-92},
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und mit der Entsprechung von Satz 21.2§ fiir yx-Normalbereiche finden wir

/fxy (,9) // :Esmey)dxdy

2

1 ) \/1—y
:/ sin(e” )/ rdxdy
-1 —/1-?
! o [T ]V
:/ sin(e?") [— 5132] dy
-1 2 r=—1/1-y

:/_lsin(e?f) B( 1—y2)2—%(— 1—42)°| dy

1

1 1
:/ sin(e?’) - 0dy = / 0dy = 0.
-1 -1

Nun fithren wir Normalbereiche in R? ein.

Definition 21.30. (Normalbereiche in R?)

Sei M C R3 eine Menge. M heifit ein xyz-Normalbereich, wenn es einen
xy-Normalbereich B und stetige Funktionen s: B — R, t: B — R gibt mit

M ={(z,y,2) €R® : (2,y) € B, s(x,y) <z <t(z,y)}.

Bemerkung 21.31. (Normalbereiche in R?)

(1) Analog definiert man yxz-, xzy-, zzy-, yza- und zyz-Normalbereiche.
(2) Normalbereiche in R? sind Jordan-messbar.

(3) Ist M ein zyz-Normalbereich, so gilt

a<z<p,
M=1{(z,y,2) eR® . wu(z) <y <o), ;
s(z,y) <z < t(z,y)

wobei
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die Beschreibung des xy-Normalbereichs B ist. Analog zu Satz [21.28] gilt
fiir integrierbares f: M — R

/f(x’y’z) (29,2 // flz,y, 2) dzd(z, y)
// / f(z,y, 2)dzdyde. (21.4)

(4) Analoge Formeln zu (21.4) gelten fiir Integrale iiber yzz-, xzy-, zzy-,
yzx- bzw. zyx-Normalbereiche.

Betrachten wir drei Beispiele fiir Integrale iiber Normalbereiche in R3

Beispiel 21.32. (Normalbereiche in R?)
(a) M :={(z,y,2) €R? : 0<2<1,0<y<2? 0<z<z+y}

ist ein zyz-Normalbereich mit
B:{(x,y)€R2 . 0< 2 <1, O§y§x2}.

Fiir das Integral der iiber M integrierbaren Funktion f(x,y, z) :=2x—y—=2
finden wir

/(Zx—y—z (2,9, 2 // (22 —y— 2)dzd(z,y)

r 1 Z=T+Y
:/ 2xz—yz—§z2] d(z,y)

z=0

2x(x+y)—y(af+y)—%(fc+y)2—0] d(z,y)

3
é(x —y d(z,y) // x—y dydx
'3 1 3 1
[ v b e [ L]
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(b) Die Menge

M = {(x,y,z)€R3 0<2<1, x2—|—y2§22}

- R : = o
{(W’Z)E _mgygm}

ist ein zzy-Normalbereich. M ist ein auf der Spitze stehender Kegel. Wir
berechnen fiir die integrierbare Funktion f : M — R, f(x,y, 2) := z,

212*1'2 y_ /2:2_3:2
/zdxy, /// zdydxdz—// zy dxdz
I —zJ /222 y=—/22—22
// —x2 (—Z\/ZQ—$2)}d$dZ
://22\/22—x2d$d2.
0 —z

Mit der Substitution

: . (X
xr = z sin(u) = u = arcsin (—) ;
2
dx
— =z cos(u) — dz = z cos(u) du
du
finden wir mit den neuen Grenzen u(—z) = arcsin(—1) = —7/2, u(z) =

arcsin(1) = 7 /2

/zdxy, / / 2222 —2?2drdz
M
1 pr/2
= / / 22z \/22 — 22 sin*(u) z cos(u) du dz
0 J—m/2

/ / /722 cos?(u) cos(u) dudz
—m/2
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1 pr/2
= / / 232 cos®(u) dudz
0 J—-m/2

——
= 1+cos(2u)
nach (21.3)

/ / 1+ cos(2u)) dudz
—7/2
1 u=m/2
:/ 23 [qu — sm(2u)] dz
0 2

u=—m/2

/01 2 ([g + % sin(w)] _ {_ Tl Sin(_W)D "

2 2

(c) Der Durchschnitt der (unendlich langen) Zylinder

Zy = {(z,y,2) € R? : 2?4+ ¢y? < 1} und

Zy = {(z,y,2) ER’ :

.a:2+22§1}
ist die Menge
M::ZlﬂZQ:{(x,y,z)ERg C ot 4yt < 1, x2+22§1}
-1 <x <1,
= (2,y,2) €R? :

_Vl_ngys Vl_xz?
—V1—22<z< V1 —22

und diese ist ein xyz-Normalbereich. Das Volumen von M ist

Vi-a? V1-22 V1—z? z_m
3(M) / / / 1dzdydx—/ /
V1—22

V1—22

dyd:v
1= x2 Vi—a?
V1-z2 Vi-a?
// 2\/1—x2dydx—/ 2\/1—x2/ dy dz
V1—22

V1-2a2

y=v1—1z2
= / 21— a? [y} dr =
-1

ST — 293 /1 — 2
_—— 21x21xdx

1 A r=1
:/ 4(1—x2)dx:[4x——a}3]
» 3

r=—1
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4 4 8 16
:4————4 —| = _——_ = —,
)l eeaes

21.5 Exkurs: Topologische Grundbegriffe

Wir stellen nur einige topologische Grundbegriffe zusammen, die zum Teil schon
aus der HM B bekannt sind (siche Kapitel |16/ und (17 des Skripts der HM B). Es
ist vor allem wichtig, dass Sie ein intuitives Verstandnis fiir diese topologischen
Begriffe entwickeln und somit in der Regel durch ,Inspektion” bestimmen koénnen,
ob eine Teilmenge von R" offen oder abgeschlossen oder keines von beiden ist und
was ihr Rand, ihr Inneres und ihr Abschluss sind.

Definition 21.33. (offene Teilmengen und abgeschlossene Teilmengen
von R")

Ser M C R".
(1) M heifit offen, wenn es zu jedem X € M ein e > 0 gibt mit

U(X)={yeR" : |y —-X|<e} M.

(2) M heifst abgeschlossen, wenn R™ \ M offen ist.

Die Menge
U.(X)={yeR" : |y —X|<e}

. . —> . .
nennen wir die offene Kugel um x mit Radius ¢.

Die Begriffe ,offen” und ,abgeschossen” sind im linken Bild in Abbildung
illustriert und erkléart.

Bemerkung 21.34. (offene Teilmengen und abgeschlossene Teilmen-
gen von R")

Aus Definition 21.33| folgen mit R" \ (R"\ M) = M direkt:

(1) Eine Teilmenge M von R" ist genau dann offen, wenn R" \ M abge-
schlossen ist.
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o

OF

Abbildung 21.3: In beiden Bildern sehen wir eine Menge M, die innerhalb der
schwarzen geschlossenen Kurve liegt. Ist diese Menge M offen, so gehort der
,Rand”, also die Randkurve, nicht mit zu M, und man kann um jedem Punkt
in M eine kleine (offene) Kugel legen, die ganz in der Menge M liegt (linkes
Bild). Ist M abgeschlossen, so gehort der ,Rand®, also die Randkurve, mit zu M.
— Im rechten Bild ist eine typische Situation bei einem Randpunkt zu sehen. Ein
Teil jedes (offenen) Balls um den Randpunkt gehort zur Menge M und ein Teil
gehort zu R™ \ M.

(2) Eine Teilmenge M von R" ist genau dann abgeschlossen, wenn R™ \ M
offen ist.

Betrachten wir einige Beispiele zu offenen und abgeschlossenen Teilmengen von R”.

Beispiel 21.35. (offene bzw. abgeschlossene Teilmengen von R")

(a) R™ ist offen; die leere Menge ) ist abgeschlossen.
Erklirung: Fiir jedes X gilt mit jedem & > 0, das U.(X) C R"; also ist R"
offen. Folglich ist () = R™ \ R™ abgeschlossen.
Die leere Menge ) ist offen; R™ ist abgeschlossen.

Erklarung: Die leere Menge () enhalt keine Punkte. Also erfiillen alle Punkte
aus der leeren Menge () die Eigenschaft in der Definition einer offenen Menge,
und () ist offen. Folglich ist R" = R™ \ () abgeschlossen.

R™ und ) sind die einzigen Teilmengen von R", die sowohl abgeschlossen als
auch offen sind.

(b) Fiir jedes & € R™ und jedes r > 0 ist die offene Kugel U,.(2) offen.

Erklirung: Sei X € U,(@) beliebig. Wir zeigen nun, dass die offene Kugel
U:(X) mit € :=r — |X — &| ganz in U,(&) liegt.
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Sei dazu y € U.(X) beliebig.
Dann gilt |y — X| < ¢, und mit
der Dreiecksungleichung folgt

Y

also |y —a| <r,dh. y € U.(Q).
Da y € U.(X) beliebig war,
folgt, dass U.(X) C U,(&). Also
ist U,() offen.

Seien a, b € R" mit & < b. Der offene n-dimensionale Quader
ES g[: {($1,l’2,...,$n) eR" : q; <x; <bfur allei = 1,2,...,n}

ist offen, aber nicht abgeschlossen.

Erklarung: Dieses zeigt man analog zu (b), indem man nachweist, dass fiir
jedes X €]a, b[ die offene Kugel U.(X) mit

€ 1= Z:1?(121nn (min {\xz — Clz‘|7 |5Ez - bz‘})

ganz in |a, l_))[ liegt.
Der (abgeschlossene) n-dimensionale Quader

[z_f,f))] = {(z1,29,...,2,) ER" : @; <; < b firallei=1,2,...,n}

ist abgeschlossen, aber nicht offen.

Erklirung: Man zeigt, dass R"\ [&, l?] offen ist, indem man nachweist, dass
fiir jedes X € R™\ [@, b] die offene Kugel U.(X) mit

£:= min (min ({2 — ail, |z — bil} \ {0}))

i=1,2,...n

ganz in R"\ [&, g] liegt.
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(d) R"\ {0} ist offen.

Erklirung: Sei X € R™\ {6} beliebig. Dann ist X # 0 und somit 1X] > 0.
Wir zeigen nun, dass die offene Kugel U.(¥) mit ¢ := |%| ganz in R"\ {0}
liegt; damit folgt dann, dass R™ \ {6} offen ist.

Sei also ¥ € U.(X) beliebig. Dann gilt

— — —
Yy — X[ <e=|[X|.

Mit der unteren Dreiecksungleichung
folgt

> |1R] - ¥ - X

NE T
——
<e=|X]

> X = X[ =0,

also |[¥| > 0, d.h. ¥ € R"\ {0}. Da ¥ aus U.(X) beliebig war, haben wir
gezeigt, dass die offene Kugel U.(X) mit ¢ = |X| ganz in R" \ {0} liegt.
Also ist R™\ {0} offen.

(e) {6} C R" ist abgeschlossen.

Erklirung: {6} =R"\ (R"\ {6}), und R™\ {6} ist nach (d) offen. Also
ist {6} abgeschlossen.

{6} C R" ist nicht offen.

Erklirung (sieche Skizze neben- -
an):
Fiir jeden Radius e > 0 ist -

Ql

die offene Kugel U.(0) nicht in
{0} enthalten.

Also gibt es keine offene Kugel
U.(0) mit U.(0) € {0}, und
{6} ist nicht offen.

() My:={XeR" : |X|=1} und My :={X € R" : |X| <1} sind beide
abgeschlossen, aber nicht offen.
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Erkldrung: Um zu zeigen, dass beide Mengen abgeschlossen sind, betrachten
wir R" \ M; bzw. R"\ Ms, und zeigen, dass diese Menge offen ist. — Um zu
zeigen, dass M, und M, nicht offen sind, betrachten wir einen Punkt ¥ € R”
mit |X| = 1. Dieser gehort zu M7 und Ms. Wir zeigen nun, dass es fiir ein
solches X keine offene Kugel U.(X) gibt mit U.(X) € M; bzw. U.(X) C
M.

Die Teilmenge Q N [0, 1] von R! ist weder abgeschlossen noch offen.
Erklarung: Q N[0, 1] ist nicht offen, denn: Sei z € Q N[0, 1] und U.(z) =
|t — e,z + ¢[ mit € > 0 beliebig. Das Intervall |z — ¢,2 + ¢[ enthélt
immer irrationale Zahlen. Also kann nicht |z —e,z4+¢[C QN 0, 1] gelten,

d.h. Q N[0, 1] ist nicht offen. Dass Q M [0, 1] nicht abgeschlossen ist, zeigen
wir spater.

Wir lernen nun einen niitzlichen Satz iiber abgeschlossene Teilmengen von R"
kennen.

Satz 21.36. (Charakterisierung abgeschlossener Teilmengen von R")

Sei M C R"™. Dann sind dquivalent:

(i) M ist abgeschlossen.

(ii) Fiir jede Folge (Xz) in M gilt: Emistiert X = lim X, in R", so ist

k—o0

X e M.

Beweis von Satz[21.306:
e Beweis von (i) = (ii): Nach Voraussetzung ist M abgeschlossen, d.h. R™\ M

ist offen. Wir miissen zeigen, dass (ii) gilt.

Sei also (X)) eine beliebige Folge in M, so dass X := klim X; existiert. Wir
—00

. . —> .
miissen zeigen, dass X € M ist.

Wire X ¢ M, so wire X € R*\ M. Da X € R"\ M offen ist, giibe es dann
ein € > 0 mit U.(X) € R"\ M. Da x; € M fiir alle k € N gilt, wiirde
dann gelten |x; — X| > ¢ fiir alle ¥ € N. Dieses ist aber ein Widerspruch
zur Konvergenz von (X3) gegen X. 4 Also war die Annahme X ¢ M falsch,
und es folgt X € M.

Beweis von (ii) = (1): Es gelte (ii). Wir miissen zeigen, dass M abgeschlos-
sen ist, d.h. dass R™ \ M offen ist.
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Sei also X € R™\ M beliebig.

Angenommen, es gibe kein € > 0 mit U.(X) C R"\ M, d.h. fiir alle e > 0
wiirde gelten U.(X) N M # (.

Dann wiirde zu jedem & := 7 ein X; € M mit |x; — X| < &, existieren (weil
U, (X) N M # ( gilt). Damit ist (x;) eine Folge in M mit dem Grenzwert
X, aber X ¢ M. Dieses ist ein Widerspruch zu (ii). 4 Also war die Annahme
falsch, und es gibt zu jedem X € R"\ M ein € > 0 mit U.(X) C R"\ M,
d.h. R™\ M ist offen. O

Betrachten wir einige Beispiele zur Anwendung von Satz [21.36]

Beispiel 21.37. (Anwendung von Satz [21.36)
(a) Die ,abgeschlossene” Kugel

U () ={XeR": X-2A|<r}

ist abgeschlossen, denn:

Betrachten wir eine beliebige Folge (x7) in U,(?), die gegen X € R" kon-
vergiert, also

limx, =X — lim(f/;—z—f):)—f—z—f
k—o00 k—o0
. lm [G-R&|=|Z -3
k—o00

Weil x;, € U.(@) ist gilt |xz — @] < r und somit auch

— = 9. — —
|X —a| = lim |x; — a| <.
k— 00 N —r
<r

Also gehort X zu U,(&). Nach Satz [21.36|ist U,(@) somit abgeschlossen.

(b) K :={X € R" : |X| =1} ist abgeschlossen. Die Begriindung ist weitge-
hend analog zu (a):
Sei (x7) eine beliebige Folge in K, die gegen ein X € R" konvergiert. Dann
gilt
X = lim x;, — 1X| = lim |x;] =1,
k—r00 k—o00~ ~

d.h. ¥ € K. Also ist K nach Satz [21.36] abgeschlossen.
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(¢) QN 0,1] ist nicht abgeschlossen.

Sei (x1) eine Folge in QN [0, 1], die gegen die irrationale Zahl x := /2—1 €
[0, 1] konvergiert. Wir wissen, dass es eine solche Folge in Q N [0, 1] gibt,
weil wir alle irrationalen Zahlen als Grenzwerte von Folgen rationaler Zahlen
darstellen kénnen. Da & = v/2 — 1 nicht zu QN [0, 1] gehért, kann QN [0, 1]
nach Satz nicht abgeschlossen sein.

Wir lernen nun weitere Begriffe kennen.

Definition 21.38. (Rand, Inneres, Abschluss einer Teilmenge von R")
Ser M C R".

fiir jedes € > 0 enthilt U.(X)
(1) OM := { X € R" : mindestens einen Punkt von M und
mindestens einen Punkt von R" \ M

fiir jedes € > 0 gilt U.(X) N M # 0
und U.(X) N (R*\ M) #

heifit der Rand von M. Punkte aus OM nennen wir auch Randpunkte
von M.

(2) M= M \ OM heifst das Innere von M.
(8) M := M UOM heifit der Abschluss von M.

:{FEGR" :

Im rechten Bild in Abbildung ist die typische Situation eines Randpunktes
gezeichnet.

Beispiel 21.39. (Rand, Inneres, Abschluss einer Teilmenge von R"™)

Betrachten wir die Beispiele aus Beispiel [21.35/ und geben jeweils den Rand, das
Innere und den Abschluss an.

(a) Es gilt OR" = ), da fiir alle Punkte X in R” gilt, dass jedes U.(X) C R"
ist. Somit folgt auch ]1£" = R"” und R* = R™.
Da fiir alle Punkte X in R" gilt, dass jedes U.(X) C R" ist, folgt 00 = 0.
Somit finden wir auch (7) = und 0 = 0.
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(b) Fiir die offene Kugel U,(d)={X €R" : [X—d| <r} um & € R"” mit

Radius r > 0 gilt

oU,(A)={X eR" : |[X-3&A|=r}, (21.5)
U (ad)={XeR" : [X-3a|<r}, (21.6)
U (a)={XeR" : [X-3a|<r}. (21.7)

Erklirung: Wir zeigen nur (21.5)). (21.6) und (21.7)) folgen dann direkt aus
Definition 21.38

Sei X € R" mit |X — @] = r. Dann gilt fiir ¢ > 0 beliebig, dass U.(X)
Punkte aus U,.(&) und Punkte aus R™\U,. (@) enthilt, denn: Der Einfachheit
halber betrachten wir nur € < r. (Es ist klar, dass die gesuchte Eigenschaft
dann auch fiir 7 > ¢ gilt.) Die Punkte ¥ := @+ (1— %) (X — &) bzw. Z :=
a+ (1+ 5) (X — @) erfiillen jeweils

€
Yy — X| a+( 5 (X —a)—Xx
€ — _i —>_—>:§
= |75 X a)‘_Qrm 2

d.h. ¥ und Z sind beide in U.(X). Weiter gilt

2r 2r
:(1—25—7) \z—a:r—gw,

dh. ¥ € U(d) und Z € R"\ U,(a). Also ist X mit |[X — @| = r ein
Randpunkt von U,.(@).
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(c) Seien a, b € R” mit a < b. Fiir den offenen n-dimensionalen Quader
ﬁ n .o .
a,b[= {xl,xg,...,xn)ER :ai<:c@-<bifuralle7,:1,2,...,n}
gilt

f’i
||
/—/;\

]' xi:aiodera:i:bi }
: } ,

o5
(1, 22,...,2n) € [@, b fir ein 7 € {1,2 n
2,

E{,l_; :{xl,x o xy) ER™ ai<:U,'<bifﬁrallei:1,2,...,n}
12, b,

5’,1_; :{(:Ul,x s my) ERY gy <y <bifiirallei=1,2,...,n}
= [,D).

Seien a, b € R" mit @ < b. Fiir den (abgeschlossenen) n-dimensionalen
Quader

(@, b] = {(z1,29,...,2,) ER" : a; <z; < fiirallei=1,2,...,n}

gilt

- > xr; = a; oder x; = b;
8[&,1)] - {(Ilax%"-axn) < [anb] . ﬁireinie{l,Q,...,n} }7

[5’,1—))]: (x1,T9,...,xy) ER" 1 a; < x; < b fﬁralleizl,Q,...,n}

[5’,1—))] = {(xl,xz,...,xn) eR" : a; <uz; < fiir allei:1,2,...,n}

Erklarung: Dieses ist anschaulich klar, da der Rand des Quaders d1e Rand-
fiche/Oberfliche des Quaders ist. Beim Rand 9[a, b] und d]& b[ ist zu

beachten, dass ,,z; = a; oder x; = b; fireini € {1,2, ..., n}" bedeutet dass
fiir mindestens ein i € {1,2,...,n} die Bedingung z; = a; oder x; = b;
gilt.

Ein formaler Nachweis ist etwas rechenaufwendig.
(d) Fiir M :=R"\ {0} gilt OM = {0}, M =R\ {0} und M = R".

Erklirung: Es gilt R" \ M = {6} Fiir 0 gilt, dass fiir jedes ¢ > 0 die
offene Kugel U.(0) die Punkte (5,0,...,0) € R"\ {0} und 0 € {0}
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enthilt. Also ist O ein Randpunkt von R" \ {6} Da R" \ {6} offen ist,
kann kein Punkt aus R" \ { 0} ein Randpunkt von R™\ { O} sein. Also folgt

IR\ {0}) = {0}.
Fiir {0} CR" gilt 9{0} ={0}, {0} =P und {0} = {0}
Erklarung Fiir 6 gilt, dass fiir jedes € > 0 die offene Kugel Ug((_D die
Punkte 0 € {0} und (5,0,...,0) € R"\ {0} enthdlt. Also ist O ein

Randpunkt von {0} Da R™ \ {6} offen ist, kann kein X € R\ {6} ein
Randpunkt von {O} sein. Also folgt 0{ O} {O}

Fir My = {X eR" : |X| =1} bzw. My :={X € R" : |X| <1} gelten
aMlz{i’eR” : |§;’|:1}:M1,
My =0,
Mi={ZeR : R =1} =M,
bzw.
oM, = {FEER"’ X = 1} = M,
M, ={X eR" : |X] <1},
My = M.
Nachweis: Wir zeigen dieses in einer Ubungsaufgabe.

Fiir M := QN [0,1] gilt OM = [0, 1], M = 0 und M = [0, 1].

Erkldrung: Dieser Beweis ist nicht-trivial und nutzt, dass einerseits die ra-
tionalen Zahlen in den reellen Zahlen ,dicht liegen“, aber das andererseits
in jedem Intervall |z — e,z + ¢[ immer irrationale Zahlen enthalten sind.

Im néchsten Satz halten wir einige Beziehungen zwischen den Eigenschaften einer
Menge und ihren Inneren, ihrem Rand und ihrem Abschluss fest. Diese Eigen-
schaften sollten anschaulich klar sein.

Satz 21.40. (Rand, Inneres und Abschluss einer Teilmenge von R")
Ser M C R". Dann gelten:

(1) MNOM =0, M =MUdM
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(2) M ist offen; M ist abgeschlossen.

(8) M ist offen. <= M= M

(4) M ist abgeschlossen. <= M = M

(5) OM ist abgeschlossen.

(6) Wenn M C A ist und A C R™ abgeschlossen ist, dann ist M C A.

Beweis von Satz|21.40: Wir beweisen die Aussagen des Satzes in einer Ubungs-
aufgabe. ]

21.6 Jordansche Nullmengen

Wir lernen nun den neuen Begriff einer Jordanschen Nullmenge kennen. Als Vorbe-
reitung erinnern wir uns noch einmal daran, wie wir eine Jordan-messbare Menge

definiert hatten (siehe Definition [21.16]):

Eine beschrinkte Menge M C R”" heifst Jordan-messbar, wenn es einen n-
dimensionalen Quader () mit M C () gibt, so dass die charakteristische Funktion
von M,

1 wenn X € M,

1y :R" = R, 1y(X) =
M u(X) {O wenn X € R"\ M,

iiber () integrierbar ist. Wir bezeichnen dann

on(M) = / 1y (R) A=

Q

als das n-dimensionale Volumen von M.

Nun definieren wir Jordansche Nullmengen.
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Definition 21.41. (Jordansche Nullmenge)

Sei M C R"™. M heifit eine Jordansche Nullmenge, wenn es zu jedem & > 0
endlich viele n-dimensionale Quader QQ1,Q2,...,Qn C R" ¢ibt mit

E

N
M C U Qs und v (Qr) < €.
k=1

k=1

Das N (= Anzahl der n-dimensionalen Quader) in Definition 21.41{kann von ¢ > 0
abhéngen und wachsen, wenn € > 0 kleiner wird.

Betrachten wir zunéchst einige Beispiele fiir Jordansche Nullmengen, um uns De-
finition 21.41] klar zu machen.

Beispiel 21.42. (Jordansche Nullmenge)
(a) M :=[0,1] x {0} = {(z,y) € R? : z€[0,1]] undy =0}

ist als Teilmenge von R? eine Jordansche Nullmenge.

Erklirung: Fiir die 2-dimensionalen Quader

QE::{(QE,Q)ER2 :xE[O,l]undyE{—g,a}, e >0,

gilt M C Q. und

€ € 2

(@) =01-0-(5-(-3)) =3<<

Da ¢ > 0 beliebig klein werden kann, sind die Bedingungen aus Definition
21.41| erfillt (mit hier nur einem einzigen Quader), und M ist eine Jordan-
sche Nullmenge.

(b) M := {(:c,y) € R? : max{|z], |y|} = 1}
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Y
ist als Teilmenge von R? eine

Jordansche Nullmenge.

HH

Erklirung: Die Menge M ist
der Rand des Quadrats mit der
Seitenldnge 2 und dem ,Mittel-
punkt* in (0,0). Wir wihlen hier
analog zum vorigen Beispiel fiir

e > 0 die vier 2-dimensionalen
Quader (siehe Skizze):

R zel-Lludye |1-1+=]},
x,y) € re|[-1,1]]und y € 5 +18

18’

St
{:Ey c R? : xe[—l,l]undye[ 1—i—1+18}}
=

ry) €ER® : o [1—1—81+18] undye[—1,1]},

£
= R? . [ 1——,—1 ]
Dann gilt fiir jedes € > 0, dass M C Q1. U Q2. U Q3. U Q4. Weiter gilt

(@) =0 Que) = (1= (-1) - (<14 5 (-1 5)) =2 S=2¢

und y € [—1, 1]} :

(@) =@ = (1- (1) - (14 5 - (1-5)) =22 ==

und somit finden wir

4
2 8

ng(Qkﬁ) =4.—c=—-¢ec<e.

k=1

9 9
Da ¢ > 0 beliebig war, ist M nach Definition [21.41] eine Jordansche Null-
menge.

M :={(z,y) e R* : 2® +y? =1} ist in R? eine Jordansche Nullmenge.

Erklirung: M ist der Rand der Kreisscheibe um (0,0) mit Radius 1. Die-
sen konnen wir mit Rechtecken {iberdecken. Erhohen wir die Anzahl der
Rechtecke und machen diese immer kleiner, so ist wird der Summe der Fl&-
chen dieser Rechtecke beliebig klein. Die genaue Konstruktion der Rechtecke
kann mit Hilfe von in M einbeschriebenen und um M umbeschriebenen re-
gelméfkigen n-Ecken erfolgen. Dieses ist nicht schwierig aber technisch etwas
aufwendig, und wir gehen daher nicht in die Details.
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(d) M :={(z,y,2) eR® : 27 +y* <1und z =0} ist in R® eine Jordansche
Nullmenge.

Erklarung: Fir € > 0 wahlen wir den 3-dimensionalen Quader

Q- ={(z,y,2) eR’ : -1 <z<1, -1<y<lund — <z<&}

5
Dann ist M C Q. fiir jedes € > 0 und

€ € 8

)= )5 (-5) o<
(@) = (1= (1)) (1= (-1)) - (5= (=5)) =ge <
Nach Definition 21.41]ist M damit eine Jordansche Nullmenge.

(e) M :={x1,X3,...,Xn} (wobei die X; € R" sind) ist als Teilmenge von R"
eine Jordansche Nullmenge.

Erklirung: Sei € > 0. Wir wihlen fiir jeden der N Punkte X7,X3, ..., Xy
einen Quader mit Volumen £/(2N) der diesen Punkt enthélt. Die Vereini-
gung dieser N Quader enthalt dann M, und die Summe der Volumina der
N Quader ist N - ¢/(2N) = ¢/2 < €. Da € > 0 beliebig war, ist M nach
Definition eine Jordansche Nullmenge.

Wir sehen an den Beispielen, dass es sich bei Jordanschen Nullmengen in der
Regel um ein beschranktes Objekt in R"” von niedrigerer Dimension
handelt: eine beschrinkte Kurve in R?, eine beschrinkte Fliche in R?, endlich
viele Punkte in R", ein (n — 1)-dimensionales beschrénktes Volumen im R", .. ..

Bemerkung 21.43. (Jordansche Nullmenge)
Sei M C R" eine Jordansche Nullmenge. Dann gelten:
(1) M ist Jordan-messbar und v, (M) = 0.

Erklirung: Fir € > 0 seien Q1¢, Qag, ..., Qn. - die Quader aus der De-
finition einer Jordanschen Nullmenge mit

N. N,
M C U Qr.c und Zvn(Qk’g) <e.
k=1 k=1

Wir nehmen nun einen Quader @ mit M C @ und Ugil Qr: C Q, der
aber nicht von € abhéangt. ) kann mit einer Zerlegung

Zg = {leg, cen 7QK€’67 QKE—f—l,é) s 7@[/5,5}
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in Teilquader zerlegt werden, so dass die Teilquader @175, . ,CNQ K. die
Jordansche Nullmenge M iiberdecken und

K, N,
U Qk‘,a = U Qk,a-
k=1 k=1

Damit gilt fiir die Riemannsche Zwischensumme

K. N,
Sl 26, X2) € 0n(@Qre) € va(@re) <&
k=1 k=1

Mit Hilfe dieser Uberlegung kann man sich mit der Definition des Inte-
grals iiber die Riemannschen Zwischensummen klarmachen, dass

v (M) :/IM(¥)d§)<5 fiir alle € > 0
Q
gilt und das Integral somit Null ist.
(2) Ist A C M, soist A ebenfalls eine Jordansche Nullmenge.

Erklirung: Dieses ist klar von der Definition einer Jordanschen Null-
menge, denn die Quader fiir M in der Eigenschaft einer Jordanschen
Nullmenge konnen direkt fiir die Teilmenge A verwendet werden.

(3) Ist f: M — R beschrénkt, so ist f iiber M integrierbar und
Q/ﬂ?MQZO
M

Erklirung: Dies kann man sich analog zu [(1)] iiberlegen.

Der néchste Satz ist fiir uns sehr wichtig.

Satz 21.44. (M Jordan-messbar <= 0M ist Jordansche Nullmenge)

M C R" ist Jordan-messbar, genau dann, wenn der Rand OM wvon M
eine Jordansche Nullmenge ist.
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Diesen Satz beweisen wir nicht.

Wir ziehen direkt zwei wichtige Schlussfolgerungen aus diesem Satz.

Folgerung 21.45. (aus Satz [21.44))
Ser M C R" Jordan-messbar und ]\04 C A C M. Dann ist A Jordan-

messbar. Insbesondere sind M und M Jordan-messbar.

Beweisidee von Satz[21.45: Man zeigt, dass 0A = OM ist. Da M Jordan-messbar
ist, wissen wir dann aus Satz [21.44] dass OM = OA eine Jordansche Nullmenge
ist. Nach Satz 21.44! ist damit auch A Jordan-messbar. ]

Folgerung 21.46. (aus Satz [21.44))
Seien A, B C R" Jordan-messbar. Dann sind auch AUB, ANB und A\ B

Jordan-messbar.

Beweisidee von Satz[21.40: Es gilt 0(AUB),0(ANB),0(A\ B) C JAUIB. Da
A und B Jordan-messbar sind, sind A und 0B nach Satz Jordansche Null-
mengen. Man kann sich {iberlegen, dass 0 AUOB damit auch eine Jordansche Null-
menge ist. Nach Bemerkung sind somit auch 0(AUB), 0(ANB), 0(A\ B)
Jordansche Nullmengen, und nach Satz folgt, dass AUB, ANB und A\ B
Jordan-messbar sind. ]

Satz 21.47. (Integration iiber Jordan-messbare Mengen)

Seien A, B C R" Jordan-messbar und f : AU B — R dber A und tiber B
integrierbar. Dann ist f auch iber AUB, AN B und A\ B integrierbar, und
es qilt:

(z)/f;s a5 — /f?c’der/f di’—/f(?c’)dx

AUB ANB

(2) Ist BC A so gilt: /f(i’)di’:/ F(R)dR — B/f

A\B
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Beweis von Satz|21.47: Der Beweis erfolgt in drei Schritten:

o Schritt 1: Wir zeigen |(1)| fiir den Fall, dass AN B = 0.
Sei dazu () ein n-dimensionaler Quader mit A U B C (). Dann gilt

/f?dx+/f>‘<’dx_/ﬁ4 dx+/f3>_<’

:/(fA(§)+fB(¥))d¥

Q
~ [ fan(az = [ 12)d3
Q

AUB

o Schritt 2: Wir zeigen [(2)]
Sei BC A, dh. A=BU(A\ B)und BN (A\ B) = (. Also folgt aus

Schritt 1
/f; x_/fi’anL/f

A\B
und Umsortieren liefert [(2)]
o Schritt 3: Wir zeigen [(1)]

Es gilt A = (A\ B) U (AN B) mit (A\B)m(AmB) = und B =
(B\A)U(ANB) mit B=(B\A)N (AN B) = (. Nach Schritt 1 finden

wir somit
/f(i))di)Jr/f()_f) dX = / F(R)dX + / £(R)dR
A B (A\B)U(ANB) (B\A)U(ANB)
- /ﬂ’_")dﬂ/f'fdw/f di’+/f(;z)d;z.
A\B ANB B\A ANB

Wegen AUB = (A\B)U(ANB)U(B\ A) und (A\ B)N(ANB) =1,
(A\B)N(B\A)=0und (AnB)N(B\ A) = () kénnen wir nach Schritt

1 die ersten drei Integrale ,zusammenfassen” mittels

/f(:‘c’)d:‘c’/f(:‘c’)di’Jr/f(i’)di’: / £(R)dR

A\B ANB B\A AUB

Einsetzen in die obige Formel und Umstellen liefert [(1)] L]
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Wir ziehen aus dem Satz einige niitzliche Folgerungen.

Fiir den Fall, dass f(X) = 1 fiir alle X ist, erhalten wir als Sonderfall von Satz

21.47 die erste Folgerung.

Folgerung 21.48. (aus Satz [21.47))
Sind A, B C R" Jordan-messbar, so gilt:

(1) v,(AUB) = v,(A) +v,(B) —v,(AN B)
(2) Ist B C A, so gilt:  v,(A\ B) =v,(A) —v,(B).

Folgerung 21.49. (aus Folgerung 21.45| und Satz [21.47))

Set M C R" Jordan-messbar und ]\04 C AC M. Ist f M — R dber M
integrierbar, so ist f auch uber A integrierbar und

Beweis von Folgerung[21.49: Aus Folgerung 21.45 wissen wir bereits, dass A auch
Jordan-messbar ist und dass damit JA eine Jordansche Nullmenge ist. Weiter gilt
A=AU(ANOA) und AN (ANJA) = 0. Weiter sind A und A N JA nach
Folgerung [21.45) und nach Folgerung [21.46| Jordan-messbar. Nach Satz [21.47] gilt

somit

/f(:‘c’)di’:/f(i’)di’Jr / f(i’)di’:/f(i’)di’, (218)
A i i

ANoA

4

~~

o
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wobei das Integral iiber A N OA den Wert Null hat, weil A N 0JA als Teilmenge
der Jordanschen Nullmenge 0A ebenfalls eine Jordansche Nullmenge ist.

Da M Jordan-messbar und damit QM eine Jordansche Nullmenge ist, zeigt man
analog

/f(:‘c’)d?c’:/f(i’)di’+ / f(?c’)d:‘c’:/f(i’)di’. (219)

MnoM

~"

=0

Aus M C A C M folgt, dass M = A ist, und Gleichsetzen der rechten Seiten von

21.8) und (21.9)) liefert Aussage [(1)} Aussage [(2)]ist ein Sonderfall von Aussage
(D] mit f(x) = 1. O

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 21.50. (Integration iiber Jordan-messbare Mengen)

(a) Sei 0 < r < R und
M = {(z,y) € R* : r* <2’ +y* < R*} = Up(0,0) \ U,(0,0).

(M ist ein abgeschlossener Kreisring um (0, 0) mit Innenradius r und Au-
fenradius R.) Die Kreise Ug(0,0) und U,(0,0) sind Jordan-messbar. Nach
Folgerung [21.46|ist M = Ug(0,0) \ U,(0,0) ebenfalls Jordan-messbar.

Ist f: Ugr(0,0) — R integrierbar, so gilt nach Satz[21.47)|(2)[und Folgerung

| .40
/ F(.y) d(z,y) = / f(y) d(z.y)

UR(O7O)\UT (0’0)

UR(0,0) UT(O 0)
Ur(0,0) U-(0,0)

(b) Sei M :={(z,y) eR?* : (z—1)*+y> < Joder (z+1)*+3y*> <%} . Dann
ist M auch darstellbar als

M = {(x,y) eR” : (z—17+y" < ( )2 oder (z — (_1))2+92 < (%)2}

N0
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= Us2(1,0) U Us2(—1,0).

Die Kreise/Vollkreise Us/o(1,0) und Us/2(0,0) sind Jordan-messbar. Nach
Folgerung [21.46|ist M = Us/»(1,0) U Uso(—1,0) ebenfalls Jordan-messbar.

Ist f: Usja(1,0) UUs(—1,0) — R integrierbar, so gilt nach Satz [21.47]/(1)

[tenaen = [ sepdey

Us/2(1,0)UU3/2(—1,0)

= / f(z,y)d / f(x,y)d(z,y)

Us/2(1,0) Us2(—1,0)

- / [z, y) d(z, y).

Us;2(1,0)NUs/2(—1,0)

Usa(1,0) N Us/a(—1,0) ist ein Normalbereich, und wir kénnen das letzte
Integral relativ bequem parametrisieren.

Hier kann man allerdings das Integral iiber M = Us/5(1,0) U Us/o(—1,0)
auch direkt berechnen, weil M selbst bereits ein Normalbereich ist.

21.7 Die Transformationsformel

In diesem Abschnitt sei (3 : D — ) eine Koordinatentransformation von dem Ge-
biet D auf das Gebiet © (vgl. Kapitel 20.6]). Was passiert mit einem Integral einer
integrierbaren Funktion f iiber eine Jordan-messbare e Menge M C (), wenn man
das Gebiet mittels der Koordinatentransformation Q D — Q paramethlert‘?
Diese Frage beantwortet die sogenannte Transformationsformel.

Um uns klar zu machen, worum es im nachfolgenden Satz geht, betrachten wir
z.B. eine stetige Funktion f : U1(0,0) — R auf der Einheitskreisscheibe

Ui(0,0) = {(z,y) e R* : 2*+y* <1}

Da U;(0,0) Jordan-messbar und f stetig ist, existiert das Integral

/ f(z,y)d(z,y),

U1(0,0)
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und wir kénnen dieses mit unseren bisherigen Kenntnissen berechnen, indem wir
es als Normalbereich auffassen. Hangt der Integrand f aber nur von 22432 ab, also
wenn z.B. gilt f(z,y) := e” T 50 wiire es sicher viel geschickter Polarkoordinaten

zu nutzen:
[Q cos(¢)

Qo,¢) = 0 sin(o)

], 0>0, ¢€l0,2n],

denn dann ist
2

fr(o,¢) = F(Q(0, ) = ¢

und

M={Qo,¢) : 0€l0,1], p[0,2r]} =  Mpx=10,1] x [0, 27],

d.h. wir haben einen 2-dimensionalen Quader in den Polarkoordinaten (g, ¢). (Wir
miissen den Abschluss bilden, weil die Polarkoordinaten den Punkt (0, 0) nicht mit
erfassen.) — Wie aber ,transformiert”, man nun das Integral, wenn man
die Polarkoordinaten nutzt? Das ist der Inhalt des Transformationsformel!

Satz 21.51. (Transformationsformel)

Seien D Q C R" offen, M C Q Jordan-messbar und f : M — R stetig.
Seien Q D — Q eine Koordinatentransformation, und sei M C D mit
M = Q( ) Dann ist M Jordan-messbar und es qgilt:

/f}‘(’ x—/f Q(u)) }det(aQ( u))|dd. (21.10)

Die Transformationsformel ist die Verallgemeinerung der Substitutionsregel fiir
reellwertige Funktionen einer Variablen.

Auch hier kann in der Praxis darauf verzichtet werden, dass D, 2 C R" offen sind,
solange Q auf einer offenen Obermenge von D unendlich oft dlfferenmerbar ist.

Merkregel 21.52. (fiir die Transformationsformel)
Schritt 1: Ersetze X durch (_;2)(1_1))

Schritt 2: Ersetze dX durch | det ((9(3(?1’)) | dd.
Schritt 3: Ersetze M = (—Q)(M) durch M.
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Der Beweis der Transformationsformel ist sehr aufwendig und wird daher in dieser
Vorlesung nicht behandelt.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 21.53. (Transformationsformel)

Sei M Jordan-messbar, und seien & = (ay, as, . ..,a,) € R" und
M:=38+M:= {5’4—3{’ : 3{’6]\7} (Translation von M um a)

Gesucht ist v, (M) = v, (3 + M).

(, Translation” bedeutet ,Verschiebung“.) Wir erwarten bei einer Translation na-

tiirlich, dass das Volumen von v, (M) = v,(®& + M) gleich dem Volumen v, (M)
ist.

Setze (3 : R — R”, (j(ﬁ’) = a + u. Dann ist (3 : R” — R" eine Koordina-
tentransformation mit 0Q(U) = E,, d.h. det (9Q(U)) = det(E,) = 1 fiir alle
u € R Dass Q unendlich oft differenzierbar 1st 51eht man direkt, und als Trans—

1at1on ist Q auch bijektiv. (Erklirung: Wegen X = a + U < U =X-3a
ist Q : R” — R" bijektiv mit der Umkehrfunktion (3_1 : R" — R", (3_1(5_()) =
X —a. (‘3(3( ) = E,, sieht man durch Nachrechnen, und daraus folgt auch dass
alle hoheren partiellen Ableitungen 0 sind. Daraus folgt unmittelbar, dass Q be-
liebig oft differenzierbar ist. det ((9Q( )) = det(E,) = 1 folgt aus Hllfssatz 13.20
im Skript der HM B.)

Wir haben weiter (3(]\7) —a+M=M.

Ist f:R"” — R stetig, so gilt nach der Transformationsformel

/f(i’) :/f }det(vc_j( ))Jd :[f((;i(ﬁ’))dﬁ.

=1

Insbesondere gilt fiir f(X) = 1 fiir alle X € R

vn(M):/mf:/mﬁzvn(M).

M M

Wie erwartet ist das Volumen translationsinvariant.
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Beispiel 21.54. (Transformationsformel)

(a) m = 2: Seien & = {21] und b = {21] linear unabhéngig. Dann ist
2 2

Q
6(”1; Us) = up & + Us b= Uy [a1] + Uy [b1]

Uy a; + us b1
a9 b2 ’

U1 as -+ U9 bz

eine Koordinatentransformation mit

(0Q)(ur, us) = [al bl] —: A.

as bo

Da a, b linecar unabhingig sind, ist ((0Q)(u1,u2)) = det(A) # 0 fiir alle
u € R2 (3 ist bijektiv, da wir (3 als (3(1_1)) = A U schreiben koénnen und
da solche Funktionen mit det(A) # 0 immer bijektiv sind mit der Umkehr-
funktion (3_1 : R? —» R? (_):_1(5_5) = A1X (wegen X =AU < U=
A1X). Dass (3 unendlich oft differenzierbar ist, sieht man daran, dass alle
partiellen Ableitungen hoherer Ordnung 0 sind.

Seien M Jordan-messbar und M C R? mit (3(]\7) =M. Ist f: M - R
stetig, so gilt nach der Transformationsformel

dua

7

/f(xl,xg)d(xl,xg):/f((_j(ﬁ’))\‘det (0Q(W))

— | det(A)]

~ |det(a)] [ £(G() a

M

Insbesondere finden wir fiir f(z1,22) = 1, dass va(M) = | det(A)] va(DM).
Fiir M = [0,1] x [0,1] ist (siche Bilder)
M = Q)(]/\Z) = {ulg—Fqu_)) UL, U € [O, 1]}

das von @ und b aufgespannte Parallelogramm, und es gilt

(M) = | det(A)| vo(M) = | det(A)| (1 — 0)2 = | det(A)].



172

21.8. Ebene Polarkoordinaten

©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

oy

Q)

y
y

(b) Sei n € N beliebig und A € R™ " eine invertierbare n x n-Matrix, d.h. es

gilt det(A) # 0. Wir setzen
Q:R" — R", Q)(ﬁ)) = AT.

Bei Ci handelt es sich um eine sogenannte ,lineare Abbildung“. Wegen X =
AU < U = A !X ist diese offensichtlich bijektiv. Es gilt dann

(9Q)(T) = A,

und somit folgt det ((0Q)(d)) = det(A) # 0 fiir alle d € R?. Alle hoheren
partiellen Ableitungen sind 0, und damit ist (3 unendlich oft differenzierbar.
Damit zeigt man leicht, dass (3 eine Koordinatentransformation ist. Mit der
Transformationsformel folgt nun, dass fiir ein Gebiet M C R" und M C R"
mit (3(]\7) = M gilt

Ua(M) = | det(A)] v, (M).

Die Details des Nachweises arbeiten wir in einer Ubungsaufgabe aus.

In den néchsten drei Teilkapiteln werden wir untersuchen, wie sich die Trans-
formationsformel fiir die klassischen orthogonalen Koordinatentransformationen
Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten auswirkt.

21.8 Ebene Polarkoordinaten

In diesem Teilkapitel betrachten wir die Auswirkung der Transformationsformel

fiir die Parametrisierung eines Integrals mit ebenen Polarkoordinaten, welche wir
bereits aus dem vorigen Kapitel kennen (vgl. Beispiel [20.27)). Es sei also

Q(o,9) := 0>0, &€ [y do+2m].

0 cos(¢)
o sin(®) |’
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(Gegeniiber Beispiel haben wir hier das Definitionsintervall [0, 27| fiir ¢ um
den Winkel ¢ verschoben. Aufgrund der Periodizitat von cos und sin dndert dieses
aber nichts daran, dass eine orthogonale Koordinatentransformation vorliegt. Wir
starten bei der Parametrisierung lediglich mit einem anderen Winkel.)

Merkregel 21.55. (Transformation in Polarkoordinaten)
Fiir die Polarkoordinaten (PK) gilt

x = o cos(o),
y = o sin(9),
d(z,y) = 0 d(e, ¢),

d.h. fiir M C R? Jordan-messbar und Mpxg C R? mit M = Q(MPK) und fir
stetiges f: M — R qilt nach der Transformationsformel

/ f(z,y) d(z,y) = / £ (e cos(@), ¢ sin(6)) od(o, 6),

Mrpx

weil nach Beispiel |20.27 | det (((9(3)(@, )| = det ((8(3)(@, 9)) = o ist.

Bemerkung 21.56. (fehlender Punkt (0,0) in den Polarkoordinaten)

Enthélt M C R? den Ursprung (0,0), so ist die Transformation in Polarkoor-
dinaten nur fir M \ {(0,0)} moglich. Das ist bei der Integration tiber M aber
kein Problem, da {(0,0)} eine Jordansche Nullmenge ist.

Betrachten wir mehrere Beispiele.

Beispiel 21.57. (Transformation in Polarkoordinaten)

Sei
M::{(:zs,y)ER2 x>0, y>0, x2+y2§1}.

Es handelt sich bei M um einen Viertelkreis (siche Skizze unten).

Wir schreiben M (genauer die Menge M \ {(0,0)}) in Polarkoordinaten:
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Hilfsrechnung;: A
Y

x>0 <= pcos(p)

> < cos(¢) >0
y>0 <= psin(¢) > >0

< sin(¢)

~ oep]

P+’ <1l = (o cos(gzﬁ))2 + (o sin(qb))2 <1

= o<1 & eIl

Also gilt fiir die Parametrisierung Mpg von M in Polarkoordinaten

M ={(0.0) - 0<o<1,0<9< =01 x [0,7]

Wir haben dann G(MPK) = M\ {(0,0)}, und das Integral

/xd(w,y)

M

berechnet sich mit der Transformation in Polarkoordinaten wie folgt:

/xd(ﬂﬁ,y)z / rd(z,y) = / o cos(¢) od(e, ¢)
M M\{(0,0)} Mpxk
1 pr/2
_ / / ¢* cos() dg do
0 0
1

= /0 o’ [Sin(cb)}z:/? do

LS
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Beispiel 21.58. (Transformation in Polarkoordinaten)

Gesucht ist das Integral yA

frson %

Sy

M

wobei M der Kreis um (1, —2) mit Radius
1 1st.

Wir haben also
M =U(1,-2)
—{(z) €R® : (2- 17+ (y+27 <1},

Wir verschieden unsere Polarkoordinaten
so, dass der Ursprung (0,0) in den Punkt
(1, —2) iibergeht:

1+ o cos(o)
—2 4+ o sin(¢)

(Die Verschiebung oder Translation éndert nichts daran, dass eine orthogonale
Koordinatentransformation vorliegt.) Da eine Verschiebung als Ableitung die Ein-
heitsmatrix Es hat und da fiir die ,,normalen Polarkoordinaten det ((8(3)(@, qb)) =

o gilt, finden wir mit der Kettenregel und dem Multiplikationssatz fiir Determinan-
ten, dass fiir die verschobenen Polarkoordmaten ebenfalls det ((BQ))( ,O) = 0

gilt. Also gilt auch d(z,y) ‘det( 8Q )(0, ¢ )} d(o,¢) = 0 d(o, 9).

Qlo, ¢) ==

], 0>0, ¢el0,2n].

Hilfsrechnung;:
(z—17°+(z+2)?*<1
= (1+Qcos(gz5)—1)2+ (—2+Qsin(¢)+2)2 <1
— (g cos(qb))2+ (Q sin(gb))2 <1 <= <1 28 o< 0<1
Also gilt fiir
Mpk ={(0,¢) : 0<p<1,0<¢p<2r}= x [0, 27]
und (_;i (Mpk) = M\ {(1,—2)}. Damit finden wir nach der Transformationsformel

[ = / ed(e,y) / (1+ ¢ cos(6)) ed(e, ¢)

M\{(1.-2)} Mrc
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¢=27

_ /01 /0% (0 + 0® cos(¢)) dpdo = /01 {@aﬁ + 0 Sin(qﬁ)} do

$=0

- /1\[(27rg + ¢ sin(2m)) — (0 + o° sin(O))} do

7

Im néchsten Beispiel berechnen wir ein eindimensionales Integral mit einem Trick
mit Hilfe von Polarkoordinaten.

Beispiel 21.59. (Transformation in Polarkoordinaten)
Wir wollen das uneigentliche Integral

/ et dt
— 00

berechnen. Durch Inspektion oder Probieren iiberzeugt man sich leicht, dass sich
dieses mit den Methoden fiir das eindimensionale Integral nicht elementar berech-
nen lasst.

Seinun R > 0und Mp = {(z,y) € R? : 2®+y? < R?}. Mit Polarkoordinaten

r = 0 cos(¢),
y = o sin(¢),
d(7,y) = o d(o, ¢)

finden wir wegen
P+ <R = (o Cos(gb))2 + (o Siﬂ(gb))z < R?
— <R {%0) 0<o<R,
dass
Mppk = {(ng) 0< o< R 0<9p< 27r} =10, R] x [0, 27].

Dann gilt (_;Q)(M rrk) = Mg\ {(0,0)}, und mit der Transformationsformel finden

WI1r
2,2 PK 2 R p2m 2
/6_“ ) d(z,y) = / e ? @d(g,cb):/ / e odopdo
0 0

Mg Mg px
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2 p=2m R 2
:/[6_9 ng} dQ:/ 2me”? pdp
¢=0 0
o=R
= [—W@QQ] :—7T67R2+7T€0:7T(1—67R2).
0=0

Bilden wir nun den Grenziibergang fiir R — oo, so geht Mp in R? iiber, und wir
finden

/6—(3:2+y2) d(l’, y) — lim e—($2+y2) d(x7 y) = lim 7 (1 — G_RQ) = .
R—oo R—00
R2 Mg

Daraus folgt nun fiir unser urspriingliches eindimensionales Integral

00 2 a 2 a a
</ et dt) = lim </ et dt) = lim [(/ e dx) (/ eV dy)]
s a—00 —a a—00 —a —a

Fubin 1) et eV d(z,y) = lim e~ (@*+7) d(z,y)
a— 00 a—r0Q
[—a,a]? [—a,a]?
= /e_(x2+y2) d(z,y) =, also / e dt = /7.
R? >

Anwendung 21.60. (Flacheninhalt einer durch eine Kurve berandeten
Fléache)
Gegen sei eine geschlossene Kurve in
R? durch

N r(t) cos(t)
() = [r(t) sin(t)] o telo2m)

wobei die Funktion r : R —]0, 00|
stetig und 2m-periodisch ist. Wir (0,
berechnen den Inhalt der Flache M,

die von der Kurve 5 eingeschlossen

wird.

==
¥

=Y

Dazu beschreiben wir die Flache in Po-
larkoordinaten:

MA{(0,0)) = { (0 cos(@). o sin(9) : 0< o< r(), 0<¢<2r},
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also  Mpgx = {(0,¢) : 0<0<7(¢), 0< ¢ <2m}.

Damit berechnet sich die Flache mit der Transformationsformel wie folgt:

w0 = [1dey = | 1d<xy>=/@dg, // odods

M M\{OO
27 o=r(¢ 2w
1, 1
- - d
[ o] o= [ sentas

also v (M) = /0 W% [r(qﬁ)]ngb.

21.9 Zylinderkoordinaten

In diesem Teilkapitel betrachten wir die Auswirkung der Tansformationsformel
fiir die Parametrisierung eines Integrals mit den Zylinderkoordinaten, welche wir
bereits aus dem vorigen Kapitel kennen (vgl. Beispiel [20.28)). Es sei also

0 cos(¢)

6(@7 QZS, Z) = |0 Sln(¢) ’ 0> 07 ¢ € [QSO) Gbo + 27?'[, z € R.
Z

(Gegeniiber Beispiel haben wir hier das Definitionsintervall [0, 27| fiir ¢ um
den Winkel ¢y verschoben. Aufgrund der Periodizitat von cos und sin éndert dieses
aber nichts daran, dass eine orthogonale Koordinatentransformation vorliegt. Wir
starten bei der Parametrisierung lediglich mit einem anderen Winkel.)

Merkregel 21.61. (Transformation in Zylinderkoordinaten)
Fiir die Zylinderkoordinaten (ZK) gilt

x = g cos(¢),
y = o sin(9),
z =z,

d(z,y,2) = 0 d(0, ¢, 2),
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stetiges f : M — R gilt nach der Transformationsformel

/f(fv,y, z)d(z,y,2) = / f (0 cos(9), 0 sin(¢), z) 0d(o, ¢, 2),

Mz

schaulicht.

d.h. fir M C R?® Jordan-messbar und Mzx C R mit M = Q(MZK) und fir

weil nach Beispiel |20.28 !det( QQ) 0,0, %) )| = det (( 5’Q)(@, $,z)) = o ist.
Das Volumenelement d(z,y,z) = o d(o, ¢, z) ist in Abbildung [21.4 veran-

Bemerkung 21.62. (fehlende z-Achse in den Zylinderkoordinaten)
Enthilt M C R? einen Teil der 2-Achse (0,0, 2), z € R, so ist die Transform

Wert fiir das Integral haben.

a_

tion in Zylinderkoordinaten nur fir M\{(0,0, z) : z € R} moglich. Das ist bei

der Integration tiber M aber kein Problem, da M und M\ {(0,0,z) : z € R}
sich nur um eine Jordansche Nullmenge unterscheiden und somit den gleichen

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 21.63. (Transformation in Zylinderkoordinaten)
Berechnen Sie das Volumen von

M = {(x,y,z) eR? : 22 4+¢°<1,0<2< 1—:15}.
mittels Zylinderkoordinaten.
Hilfsrechnung;:

P+ <l = (o cos(¢))2 + (o sin(qﬁ))2 <1

= <1 £ 0<p<1
0<z<1l—2 <= 0<2z<1-ycos(d)

Also gilt

Mgk = {(0,0,2) : 0< o<1, 0<¢<2m, 0<2z<1-pcos(¢)}.
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AV= (p Ad) (Ap) (Az)
dV=pdpdddz

Abbildung 21.4: Veranschaulichung des Volumenelements der Zylinderkoordina-
ten.

Damit liefert die Transformationsformel

v3<M>:/1d<xy,z>: / 1d<xy,z>zi</MZK d(0.6.2)

M\{(0,0,2) : z€R}

/ /%/1 e dedgbdg—/ /% o] Z_l M G do
:/01/0%@(1—@cos(¢>)d¢da=/01/02ﬂ (0~ o cos(4)) ddo



21. Das mehrdimensionale Riemann-Integral
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 181

¢=27

1 -
— [ oo sin)] " ae
o

$=0

= /01 :(27rg — ¢’ sin(2m)) — (0 — ¢ Sin(O)” de

1 o=1
:/ 2modp = [77@2} = T.
0 0=0

Beispiel 21.64. (Volumen eines Rotationskorpers)

Seien o, € R mit a < B, und seien s,t : [o, 5] — R stetige Funktionen mit
0 < s(z) < t(z) fir alle z € [a, 5]. Sei

M ={(z,y,2) ER® : a<z<p, s(z) <Va2+y?<t(z)}.
Wie sieht M aus? Malen
Sie zunachst nur die z-Achse
und die y-Achse, und tra- i
gen Sie fir a < 2z < f 8
die Graphen von y = s(z)
und y = t(2) ein und schlie- t(z)
fsen die Fléache zwischen den s(2)
beiden Graphen unten bzw.
oben durch das Geraden- \ /
stlick von z = a bzw. z = (8
ab. Wir rotieren diese Flache
nun um die z-Achse und er-
halten so einen Drehkorper
oder Rotationskorper.

e \

y

Wir leiten nun die Formel fiir das Volumen v3(M) her und benutzen dazu Zylin-
derkoordinaten: Wegen s(z) < y/a? + y? < t(z) gilt

s(2) < /o2 cost(9) + o2 sin’(6) = 0 < (2),

und somit
s(2) <o < t(2),

MZK{(Q,¢,2;)  0< ¢ < 2m, \{(0,0,2:) : zER}
a<z<p

Damit finden wir

w0n = (1@ = [ e = [ edeos)

M\{(0,0,2) : zeR} Mzx
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B ptz) rom B rtz) =27
:/ / / ngbdgdz:/ / [ch} dodz
a Js(z) JO a Js(z) =0
B ri(z) B o=t(2)
= / / 2w ododz = / [77 QQ} dz
a Js(2) o 0=s(2)
B

_ W/a (1))~ (s(2))°] 2=

Als Anwendung berechnen wir
das Volumen eines Torus (eines
,2Doughnuts‘): Seien 0 < R < a
und a = —R, f = R, sowie

s(z) =a—VR? — 22,

t(z) =a+ VR?>— 22

<y

Dann ist das Volumen des Torus
nach dem den obigen Uberlegun- —R-
gen

v3(M) :F/_R [(a+ RQ—ZQ)Q— (a— \/R2—z2)2} dz

R
R

:77/ da/ R? — 22dz.
“R

Zur Berechnung des Integrals nutzen wir zunéchst die Substitution z = R sin(t)
mit t € [ — Z,Z2], also dz/dt = R cos(t) <= dz = R cos(t) dt, und erhalten

/2

R
7r/ 4a\/R2—z2dz:47ra/ \/RQ—R2 sin(t) R cos(t) dt
R .

— —7/2
=/ R? cos?(t) =R cos(t)

/2
= 477@/ R? cos?(t) dt.

—7/2
Aus den Additionstheorem fiir den Cosinus folgt

cos(2t) = cos”(t) — sin®(t) = cos®(t) — (1 — cos®(t)) = 2 cos(t) — 1
= 2 cos®(t) = cos(2t) + 1,
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und somit erhalten wir fiir das Volumen des Torus

/2 /2
v3(M) = 47ra/ R? cos?(t)dt = m R? a/ 2 cos(2t) + 2] dt
—/2 —m/2
=1 R%a [sin(Zt) - Qt} iﬂz/z =1 R%a [(Sin(ﬂ') + ) — (sin(—m) — W)}

=1 R*a2m = 21° R%a.

21.10 Kugelkoordinaten

In diesem Teilkapitel betrachten wir die Auswirkung der Tansformationsformel
fiir die Parametrisierung eines Integrals mit Kugelkoordinaten, welche wir bereits

aus dem vorigen Kapitel kennen (vgl. Beispiel 20.29)). Es sei also

r sin(f#) cos(¢)
6(7“,9,@ = | r sin(0) sin(¢) | , r>0, 0€l0,7w[, &€ by, P+ 2m].
r cos(6)

(Gegeniiber Beispiel haben wir hier das Definitionsintervall [0, 27| fiir ¢ um
den Winkel ¢ verschoben. Aufgrund der Periodizitét von cos und sin dndert dieses
aber nichts daran, dass eine orthogonale Koordinatentransformation vorliegt. Wir
starten bei der Parametrisierung lediglich mit einem anderen Winkel fiir ¢.)

Merkregel 21.65. (Transformation in Kugelkoordinaten)
Fiir die Kugelkoordinaten (KK) gilt

x =1 sin(f) cos(¢),
y = r sin(0) sin(¢),
z =1 cos(f),
d(z,y, z) = r* sin(0) d(r, 0, ¢),

d.h. fir M C R? Jordan-messbar und Mxg C R? mit M = Q)(MKK) und fiir
stetiges f: M — R qilt nach der Transformationsformel

/f(a%y, z)d(z,y, 2)
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= [ #(r sin(6) cos().r sin8)sin(@).  cos(9)) r* sn(6) d(r6.).

Mxk

weil nach Beispiel
| det ((9Q)(r,6,6))| = det ((9Q)(r,0,6)) = r” sin(6)

ist. Das Volumenelement d(z,y, z) = 1% sin(0) d(r, 0, ¢) ist in Abbildung[21.5
veranschaulicht.

AV= (rsinB Ad) (r AB) (Ar)
dV=r12sin6drd0d¢

Abbildung 21.5: Veranschaulichung des Volumenelements der Kugelkoordinaten.
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Bemerkung 21.66. (fehlende z-Achse in den Kugelkoordinaten)

Enthilt M C R? einen Teil der 2-Achse (0,0, z), z € R, so ist die Transforma-
tion in Kugelkoordinaten nur fir M \ {(0,0,2) : z € R} moglich. Das ist bei
der Integration iiber M aber kein Problem, da M und M\ {(0,0,z) : z € R}
sich nur um eine Jordansche Nullmenge unterscheiden und somit den gleichen
Wert fiir das Integral liefern.

Betrachten wir zwei Beispiele.
Beispiel 21.67. (Transformation in Kugelkoordinaten)
Sei M die Kugel um (0, 0,0) mit Radius R > 0, d.h.

M ={(z,y,2) €R® : 2> +y* + 22 < R},
also MKK:{(T,0,¢):0<7“§R,0<9<7r,0§gb<27r}
=10, R]x |0, 7| %[0, 27 .

Sei h : [0, R] = R stetig. Dann gilt

/h(\/x2+y2+z2) d(z,y,2) = / h(vVa2 + 2+ 22) d(z,y, 2)

M M\{(0,0,2) : zeR}

:/h(r)?" sin(0) d(r, 0, ) = ///% )72 sin(0) do d dr
/ / )1 sin(6) o] Zzﬁdedr— / / o h(r) r* sin(6) 6 dr

:/0 [ 2nh(r) cos(0)]

R _
= / — 21 h(r) r® cos(m) —( — 2m h(r) r* cos(0) )] dr
0 - tfl_/ =1
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Beispiel 21.68. (Transformation in Kugel- und Zylinderkoordinaten)
Gegeben sei

M:{(:L',y,z)ER?’ x>0, y>0, 2>0, x2+y2+22§1},

und wir wollen das folgende Integral berechnen

/ (:132 + y2) d(z,y, 2).

M

Wie sieht M aus? Zersdgen wir die Vollkugel mit Mittelpunkt (0,0,0) und Ra-
dius 1 mittels der drei Koordinatenebenen, so erhalten wir 8 gleich grofse und
gleich geformte Kugelsegmente. Dasjenige mit x > 0, y > 0 und z > 0 ist unser
Integrationsbereich M.

(a) Berechnung mittels Kugelkoordinaten:

Hilfsrechnung:

x2+y2+22§1 — <1 <T:>O> 0<r<l,

x>0 <= rsin(f) cos(¢p) >0 il cos(¢) >0

y>0 <« rsin@®sin(¢)>0 LX) >0

= ¢c [O, E] :
2
0<]0,7[ (L

2>0 <= recos(l)>0 <= cos(f)>0 <= 0He [0,5],

22+ = (r sin(6) cos(¢))” + (r sin(0) sin(¢))” = r? sin(6).
Also gilt:
MKK:{(T,Q,gb) L 0<r<1, 0<0§g, 0<6¢<
~10,1] x }oa x [O,g] .

Damit finden wir

N[N

}

/ (2® 4+ y°) d(z,y,2) = / r? sin?(0) r? sin(0) d(r, 0, ¢)

M Mxx
1 pm/2 pr)2 1 pm/2 p=m/2
= / / / rt sin®(0) d¢ df dr = / / [7“4 sin®(6) cb} dédr
0o Jo 0 0o Jo ¢=0
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/ / —7" sind(0) d0 dr = g (/ r dr) (/;ﬂsin?’(e)d@)
-7 E T5] :; ( /0 " (1= cos?(6)) sin(6) d9>
_ 1”_0 ( /0 " sin(0) 40 — /0 " cos?(0) sin(6) d@)
= ([ — cos(0)] Z::/ g E 0083(9)] Mﬂ)

0=0

— 17T_0 <— COS (g) + cos(0) -I—% COS (g) — é COS(0)>

wobei wir zur Berechnung des zweiten Integrals in der vorletzten Zeile die
Substitution

dt

t = cos(0), W0

—sin(f) <= dt = —sin(f)dd

benutzt haben.
(b) Berechnung mittels Zylinderkoordinaten
Hilfsrechnung:

PP+ A<l = PP+ <,
x>0 <= pcos(¢) >0
y>0 <= psin(¢p)>0
vty = (o cos(gb))2 + (o sir1(9))2 = o
Also finden wir zunéchst
MZK:{(Q,gb,z) : OSngg, 0?4+ 22 <1, 220}.
Mit,

(92+22§1undz>0) g (Oﬁzﬁlund0<£)§«/1_z?)
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erhalten wir
Muc={(0.0,2) - 0<o<V1-22 0<p< 0<a<1}.
Damit berechnet sich das Integral wie folgt

/(1’2+92)d($ Y, 2) = / QQQd(meaZ):/Ol/OW/Q/Omggdg&ﬁdz

Mzx

// LQ]Q“M//”“ 1= 2P asa:



KAPITEL 22

Oberflachenintegrale

In diesem Kapitel lernen wir, wie man Oberflichen (also z.B. die Oberfliche ei-
ner Kugel (eine Sphire) oder eine Wellenfliche im R?) parametrisiert und ihren
Flacheninhalt mittels Integration bestimmt. Allgemeiner lernen wir, wie ein Ska-
larfeld bzw. ein Vektorfeld iiber eine Oberflache integriert wird.

22.1 Definition von Flachenstiucken

In diesem Kapitel sei U C R? immer offen und Jordan-messbar, und es sei

Xl(uav)
X U —R? X)(u,v): Xo(u,v)

immer stetig differenzierbar. (Dieses bedeutet, dass man X 7u einer Funktion auf
einer offenen Obermenge €2 von U so fortsetzen kann, dass auf 2 alle partiellen
Ableitungen existieren und stetig sind.) Wir erinnern uns aus der HM B (siehe

Kapitel |16/im Skript der HM B), dass die Ableitung von X die Jacobi-Matrix ist:

@R = | DR w) LK)
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(0uX1)(u,v) (0, X71)(u,v)
= (0. X2)(u,v)  (0,X2)(u,v) (3 x 2-Matrix)
(0uX3)(u,v) (9, X3)(u, )

Entgegen der aus der HM B {iiblichen Notation

(ap_i)(u,v)zé%i’(u,m und  (3:X)(u,v) = —X (u, v)

schreiben wir hier

(aui)(u,v):%X(u,v) und (avi’)(u,v):%)‘i(u,v),

da dieses intuitiver ist und die Variablen der Parameterdarstellungen von Fla-
chenstiicken in diesem Kapitel immer v und v heifen werden.

Nun fiithren die Parameterdarstellung eines glatten Flachenstiickes ein.

Definition 22.1. (Parameterdarst. eines glatten Flachenstiickes)

Sei U C R? offen und Jordan-messbar, und sei X U — R stetig differen-
zierbar. Ist N
Rang ((0X)(u,v)) =2 fir alle (u,v) € U,
so heifst N B
S :={X(u,v) eR® : (u,v) €U}

ein glattes Fldachenstiick. (X),U) heifit dann eine Parameterdarstellung
des glatten Fldachenstiickes S mit dem Parameterbereich U.

Der Buchstabe S fiir das Fliachenstiick ist dabei in Anlehnung an die englische
Bezeichnung ,surface” fiir ,,Fliache” gewéhlt. In Abbildung ist die Parameter-
darstellung eines Fléachenstiickes veranschaulicht.

Mit unseren Kenntnissen aus der Linearen Algebra konnen wir die Rang-Bedin-
gung Rang((0X)(u,v)) = 2 auf unterschiedliche Weisen nachweisen (siehe Teil-
kapitel im Skript der HM B):

Rang((0X)(u,v)) =2 <= (0.X)(1,v), (8,X)(u,v)

sind linear unabhéngig.

=  (0.X)(u,) x (0,X)(u,v) # 0
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Fliche im R

Parameterbereich im R?

Abbildung 22.1: Veranschaulichung der Parameterdarstellung eines Fléchen-
stiickes: Eine ebene ,Fliche* U C R? (der Parameterbereich) wird auf ein Fli-
chenstiick im Raum R? abgebildet.

— (0 X)(u,0) x (8,X)(u,v)| >0

Betrachten wir nun einige Beispiele fiir die Parameterdarstellung von glatten Fl&-
chenstiicken.

Beispiel 22.2. (Drehflachen)
(a) Sei R > 0 fest. Die Funktion
R cos(u)
X R R, X(u,v):= |Rsin(u) |, (22.1)

()

ist stetig differenzierbar in  := R? mit der Ableitung
—Rsin(u) 0
((‘9)_(>)(u,v) = | Rcos(u) 0
0 1
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(8}_())(u, v) hat fiir alle (u,v) € R? den Rang 2, weil die beiden Spaltenvek-
toren von (OX)(u,v) fiir alle (u,v) € R? linear unabhingig sind.

(Eine alternative Begriindung fiir Rang((ﬁ}—())(u, v)) =2 ist:

R cos(u) 0
(0.X) (u,v) x (8,X)(u,v) = | R sin(u) | # [0] |
0 0

da R > 0 ist.)

Bei der durch beschriebenen Flache handelt es sich um den Mantel
eines unendlich langen Zylinder mit Radius R mit der z-Achse als Langsach-
se. Dabei wird wegen der Periodizitdat des Sinus und des Cosinus allerdings
jeder Punkt auf dem Mantel unendlich oft parametrisiert. Dies ist in der
Regel nicht sinnvoll, und wir schranken die Definitionsmenge daher ein:

Sei U :=10,2n[ x )0, H[ mit H > 0,d.h. U =
[0,27] x [0, H]. Dann ist (X, U) die Parame-
terdarstellung des Mantels

S = {X(u,v) € R® : [0,27] x [0, H]}

R cos(u) —
=< |Rsin(u)| : (u,v) €[0,27] x [0, H]

(%

eines Zylinders mit Radius R und der Hohe
H mit dem ,Boden“ in der (z,y)-Ebene und
der z-Achse als Langsachse. S ist ein glattes
Flachenstiick im Sinne von Definition 22.11

Sei 7 :]a, b = |0, oo[ stetig differenzierbar. Dann ist

R R r(v) cos(u)
X :Rx]a,b[— R?, X(u,v) := |r(v) sin(u)

stetig differenzierbar mit der Ableitung
—r(v) sin(u)  r'(v) cos(u)
(8)_5)(%1)) = | r(v) cos(u)  r'(v) sin(u)
0 1
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(8)_())(u7 V) hat fiir alle (u,v) € R? den Rang 2, weil die beiden Spaltenvek-
toren von (0X)(u,v) linear unabhéngig sind, da r(v) > 0 fiir alle v € ]a, b[.

Wihlt man ¢,d € Rmit a <c<d<bundU :=10,27[ x Je,d[, dh. U =
[0, 27] x [c,d], so ist (X,U) die Parameterdarstellung der Drehfliche

S = {)_()(u,v) eR® : [0,27] x [¢,d]}

=< |r(v) sin(u)| : (u,v) €[0,27] x [¢,d] ¢,

die durch r (eingeschrénkt auf [c, d]) erzeugt wird.

Genauer: Wir tragen den Graphen von NN =]
y = r(z) fir z € [c,d] in der (y,2)-

Ebene ab und rotieren diesen dann 6 o o By
um die z-Achse. So erhalten wir die
parametrisierte Drehflache S. Im Bild
nebenan wurde r(v) = 1 + v? und
[c,d] = [—1, 1] verwendet.

Der Zylindermantel aus Beispiel [(a)] ist
natiirlich ebenfalls eine Drehflache mit

r(v) = R.

Beispiel 22.3. (Graphen von Funktionen f: Q — R mit Q C R? offen)
(a) Sei R > 0, und sei

u
)_()(u,v) = v : u? +v* < R%
VR =2 =12

Dann ist X stetig differenzierbar in €2 := {(u,v) eR? : w?+0v?< R2}
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(offener Kreis um (0,0) mit Radius R), und die Ableitung ist

1 0
(0X)(u, v) = 0 1
—u (RQ . u2 . 1}2)—1/2 — (RQ . u2 . v2)—1/2

(65())(u,v) hat fir alle (u,v) € {(u,v) € R* : «*+v* < R?} den
Rang 2, weil die beiden Spaltenvektoren von (0X)(u, v) offensichtlich linear
unabhéngig sind.

Sei U = {(u,v) € R* : w?+v* < r?} mit 0 < r < R, dh.
U = {(u,v) e R : w4+ < 1“2} C Q. Dann ist (X,U) die Para-
meterdarstellung des Flachenstiickes

S = {}_()(U,U)ER?) D ut vt <)

u

VRE— w2 — 2
der Oberflache einer Halbkugel mit Radius R. S ist eine ,,Kugelkappe®.

Die parametrisierte Fléache ist der Graph
der Funktion

F:U—SR, fluv):=vVR—u2—12

In dem Bild rechts haben wir r ~ 0,92
und R = 1 gewahlt.

(b) Wir verallgemeinern das vorige Beispiel nun: Seien @ C R? offen und

f : Q — R stetig differenzierbar. Dann ist die Funktion

u
X: 0 R3, )_()(u,v) = v ,
f(u,v)
stetig differenzierbar mit der Ableitung
1 0
(6)_())(%1)) = 0 1

(Ouf)(u,v) (Do f)(u,v)
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(8)_())(% v) hat fir alle (u,v) € £ den Rang 2, weil die beiden Spaltenvek-
toren von (0X)(u,v) offensichtlich linear unabhéngig sind.

Sei U C Q Jordan-messbar mit U C €. Dann ist ()_(), U) eine Parameter-
darstellung des glatten Flachenstiickes

S = {)_i(u,v)ER?’ D (u,v) €U} = v : (u,v) €U
f(u,v)

des Graphen von f.

Beispiel 22.4. (Kugeloberfliche /Sphére)
Sei R > 0, und sei

R sin(u) cos(v)
X : R? - R?, )_i(u, v) := | R sin(u) sin(v)

R cos(u)
Dann ist X in R2 stetig differenzierbar mit
R cos(u) cos(v) —R sin(u) sin(v)
(8)_5)(%1}) = | R cos(u) sin(v) R sin(u) cos(v)
—R sin(u) 0

Fiir welche (u,v) € R? ist Rang((ai)(u, v)) =27

R cos(u) cos(v) —R sin(u) sin(v)
(8u)_(>)(u,v) X (8U§)(u,v) = | R cos(u) sin(v) | x | R sin(u) cos(v)
—R sin(u) 0
R? sin®(u) cos(v) sin(u) cos(v)
= | R? sin®(u) sin(v) | = R? sin(u) |sin(u) sin(v) | ,
R? sin(u) cos(u) cos(u)

wobei wir bei der Berechnung der dritten Komponente

R? cos(u) sin(u) cos®(v) + R? cos(u) sin(u) sin?(v)

= R? cos(u) sin(u) [ cos*(v) + sin(v)]
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= R? sin(u) cos(u)
genutzt haben. Somit gilt
1(0.X) (u, v) x (8,X)(u, v)|

— \/R4 sin?(u) [sinQ(u) cos?(v) + sin?(u) sin?(v) + COSQ(U)}

_ \/R4 sin?(u) [SmQ(u) ((:052(1}) + sin2(v)) + COSQ(U)]

_ \/R4 sin?(u) [sinQ(u) + cos?(u)]

— \/RY sin?(u) = R?|sin(u).

R?|sin(u)| =0 = sin(u) =0 = uelkr : keZ}.

Es gilt

Also gilt Rang((@)—())(u,v)) = 2 fur alle (u,v) € Q:=]0,7[ xR.

Wir wihlen nun den Parameterbereich so, dass
U C Q Fir U =]0,7[x]0,2x], dh. U =

0, 7] x [0, 27], ist (}_(), U) eine Parameterdarstel- ;‘;f%g;;;:;%ﬁ‘\\

lung der Kugeloberfliche oder Sphére f?i%fﬁ? *rﬁﬁsa’l
¢ ISR

S = {X(u,v) €R® : (u,v) € [0,7] x [0,2n]} " *. ""'

Z
(]
.

e
e

N

AU

775
%,
[7]

N

R sin(u) cos(v)

(]
\\

=< | R sin(u) sin(v) | : (u,v) € [0, 7] x [0, 27] §§ #’/
R cos(u) gg Eg/

um (0,0, 0) mit Radius R.

22.2 Tangentialvektoren und Einheitsnormalenvek-
toren

Wir lernen nun die wichtigen Begriffe des Tangentialraums, der Tangentialebe-
ne und eines Einheitsnormalenvektors kennen. Hier spielt unser Wissen aus der
Linearen Algebra (siehe Kapitel bis im Skript der HM B) eine wichtige
Rolle.
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Definition 22.5. (Tangentialraum, Tangentialebene, Einheitsnorma-
lenvektor)

Sei (}—i, U) (mit X : U — R mit U C R? offen und Jordan-messbar) ei-
ne Parameterdarstellung eines Fldachenstiicks S. Sei (ug,vg) € U, und sei
P = X(ug, vo) der zugehirige Punkt auf dem Flichenstiick S.

(1) Tangentialraum: Da die Vektoren (&L)_())(uo,vo) und (8U}_())(uo,vo) li-

(2)

(3)

near unabhdngig sind, spannen Sie einen zweidimensionalen Untervek-
tormum yon R3 auf, den Tangentialraum an das Fldchenstiick S
inp = X(uo,vo)

Ts(B) = LH((0.X) (uo, vo), (8,X) (u, vo))

(Dabei ist LH(. . .) die lineare Hiille (= Span) der angegebenen Vektoren,
also die Menge aller Linearkombinationen dieser Vektoren.)

Tangentialebene: ,Klebt“ man den Tangentialraum Ts(P) an den
Punkt P, so erhilt man eine Tangentialebene Es(P) an S in P.

Es(P):={P +s 8X)(u0,1}0)—|—t(8 X)(uo,vo) . st € R}

und

= B+ 5(0.X) (uo, v0) + t (0 X)(ug,v0), 5.t €R,

N e R

ist eine Parameterdarstellung von Es(p).

Einheitsnormalenvektoren: Es gibt genau zweir Vektoren 1—\1_;(1_)’),

Ng(P) der Linge 1, die auf Ts(P) und Es(P) senkrecht stehen. Man
nennt sie die Einheitsnormalenvektoren des Flichenstickes S in
P = X(ug, vo), und man kann sie einfach mit dem Vektorprodukt (oder
Kreuzprodukt) bestimmen:

() e (0K w0, v0) x (0,X) (o, o)
|(0uX) (w0, vo) X (0,X) (1o, vo)]
= s (0,X) (up, v0) X (0.X) (g, o)
N —N = — —
$P) 3= NS IB) =15 )t 0) ¢ (8% (0, w0)]

(Meistens stellt man sich ﬁq)(f)’) und Ng(ﬁ) = —m)(f)’) als an den

Punkt p = }_i(uo, vo) angeheftet vor. Wir werden ab jetzt statt ﬁg(f)’)
direkt —Ng(P) schreiben.)
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Anschaulich beriihrt die Tangentialebene Eg(P) eines Flichenstiickes S im
Punkt p € M das Flichenstiick S ,tangential®. Dieses ist so zu verstehen,
dass fiir jede Kurve in S durch den Punkt p der Ableitungsvektor der Kurve im
Punkt p in der Tangentialebene liegt.

Zur Ubung bestimmen wir die Tangentialrdaume, Tangentialebenen und Einheits-
normalenvektoren der Beispiele fiir die Flachenstiicke aus dem vorigen Teilkapitel.

Beispiel 22.6. (Kugeloberfliche/Sphére, vgl. Beispiel [22.4))

Wir betrachten die Parameterdarstellung der Kugeloberfliche (oder Sphére) S
um (0, 0,0) mit Radius R > 0 aus Beispiel [22.4}

R sin(u) cos(v)

X : [0, 7] x [0, 27] — R, X(u,v) := | R sin(u) sin(v)

R cos(u)
In Beispiel hatten wir bereits berechnet, dass
R cos(u) cos(v) —R sin(u) sin(v)
(&é—i)(u,v) = | R cos(u) sin(v) | , (8U§)(u,v) = | R sin(u) cos(v)
—R sin(u) 0

Damit ist der Tangentialraum von S in p = )_()(u, v) mit (u,v) €10, 7| x |0, 27|

R cos(u) cos(v) —R sin(u) sin(v)
Ts(p) =LH | | R cos(u) sin(v) | , | R sin(u) cos(v) :
—R sin(u) 0

und die Tangentialebene von S in p = }_()(u, v) mit (u,v) €0, 7[ x]0, 27| ist

Es(P)
R sin(u) cos(v) R cos(u) cos(v) —R sin(u) sin(v)
= R sin(u) sin(v) | + s | R cos(u) sin(v) | + ¢ | R sin(u) cos(v) | : s, € R
R cos(u) —R sin(u) 0

Man iiberzeugt sich leicht, dass die Tangentialebene von S in p auf dem ,Stiitz-

vektor®
R sin(u) cos(v)

P = )_()(u, v) = | R sin(u) sin(v)
R cos(u)
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senkrecht steht. Dieses entspricht unserer Anschauung, denn die auf p senkrecht
stehende Ebene bertiihrt die Kugeloberfliche S gerade tangential,

Weiter hatten wir in Beispiel bereits berechnet, dass

R R R? sin®(u) cos(v) sin(u) cos(v)
(0,X) (u,v) x (0,X)(u,v) = | R? sin®(u) sin(v) | = R? sin(u) |sin(u) sin(v) | ,
R? sin(u) cos(u) cos(u)

und somit

1(0.X) (u, ) x (8,X)(u,v)| = B?|sin(u)|.

Fiir p = )_()(u, v) mit (u,v) €10, 7] x]0, 27| sind die beiden Einheitsnormalen-
vektoren von .S also

. sin(u) cos(v)
Ng(P) := |sin(u) sin(v) | =

cos(u)

1—> T = ]-—>
}—%p und —Ng(p):—ﬁp.

Beispiel 22.7. (Drehflichen; vgl. Beispiel [22.2)
(a) Wir betrachten die Parameterdarstellung des Mantel S des Zylinders aus

Beispiel [

R cos(u)
X:[0,27] x [0,H] > R, X(u,v):= | Rsin(u) |,
T v

wobei R > 0 und H > 0 der Radius bzw. die Hohe sind. Wir hatten in
Beispiel bereits berechnet, dass

—R sin(u) 0
(&Q_())(u,v) = | R cos(u) und ((91})_())(% v) = |0
0 1

sind. Damit berechnen wir

- R —R sin(u) 0 R cos(u)
(0uX) (1, v) X (0, X)(u,v) | Rcos(u) | x |0 = | R sin(u)
0 1 0

— (0. X)(u,v) x (0,X)(u,v)| = R.
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—>

Somit ist der Tangentialraum von S in p = X(u,v) mit (u,v) € U mit
U :=10,27[ x ]0, H| gegeben durch

—R sin(u) 0
Ts(p) = LH R cos(u) |, 0] |,
0 1

und die Tangentialebene von S in p = X)(u, v) mit (u,v) €]0,27[ x |0, H|
1st

R cos(u) —R sin(u) 0
Es(P) = Rsin(u)| +s | Rcos(u) | +t |0 : s,t€R
v 0 1

Fiir p = }_()(u,v) mit (u,v) €10, 7] x]0,27[ sind die beiden Einheitsnor-
malenvektoren von S also

. cos(u) . cos(u)
Ng(p) := |sin(u) und — Ng(P) = — |sin(u)
0 0

Man iiberzeugt sich leicht, dass die Tangentialebene von S in p in der Tat
in p tangential zum Mantel S des Zylinders ist.

Seien @ < ¢ < d < bund r :]a,b[—]0,00[ stetig differenzierbar. Wir
betrachten die Parameterdarstellung der Drehflache S aus Beispiel 22.2|[(b)}
r(v) cos(u)
X :[0,27] x [e,d] = R®,  X(u,v):= |r(v) sin(u)

(%

In Beispiel 22.2][(b)] hatten wir bereits die partiellen Ableitungen berechnet:

R —r(v) sin(u) R r'(v) cos(u)
(0uX)(u,v) = | r(v) cos(u) und (0,X)(u,v) = | 7' (v) sin(u)
0 1

Also ist der Tangentialraum von S'in p = }_()(u, v) mit (u,v) €10, 27 X |c,d]
durch
—r(v) sin(u) r'(v) cos(u)

Ts(p) = LH r(v) cos(u) |, |7 (v) sin(u)
0 1
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gegeben, und die Tangentialebene von S in p = }_()(u,v) mit (u,v) €
10,27 X e, d[ ist

r(v) cos(u) —r(v) sin(u) r'(v) cos(u)
=< |r(v) sin(u) | +s | r(v) cos(u) | +¢t |[r'(v) sin(u)| : s,t ER .
0 1

Wir berechnen

(v) sin(u) r'(v) cos(u)

(&L)—())(u,v) X ((91))—())(71,0) = | r(v) cos(u) ] X {r’(v) sin(u)]
1

und damit

Fir p = }_i(u, v) mit (u,v) €]0,27[ x Jc,d| sind die beiden Einheitsnor-
malenvektoren von S also

cos(u)
IVS)(I_)’) = ! - |:sin(u)] :
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Beispiel 22.8. (Graphen von Funktionen f: Q — R mit Q C R? offen)
(a) Sei 0 < r < R. Der Graph der stetig differenzierbaren Funktion

f:{(u,v)€R2 : u2—|—v2§r2}—>R, f(u,v) =/ R2 — u2 — 0?2,
ist das Flachenstiick S aus Beispiel mit der Parameterdarstellung
u
X : {(u,v) eR* : W’+v* <7’} - R, }_()(u,v) = v
VRZ =2 =02
Nach Beispiel hat diese die partiellen Ableitungen
- . - 0 .
Z 0 < 1
(0,X)(u,v) = : (0,X)(u,v) =
—u —v
| VR? —u? — 0?2 | VER? — 0 — 2]

—

Also ist der Tangentialraum von S im Punkt p = X(u,v) mit (u,v) aus

{(u,v) e R?* : u?+v* <r?} durch
_ . 0 _
Ts(p) =LH ! : !
—u —v
VRZ 2 — 2| VR w2 2]

gegeben, und die Tangentialebene von S im Punkt p = }—i(u, v) mit (u,v)
aus {(u,v) € R? : u? +v? <r?} ist

Es(P)
u 1 0
= v + s _Ou + 1 _1U cs5,teR
VIR? —u? —v? RZ — 12 — 12 RZ — 12 — 12

Wir berechnen

_ B _ 0 B}

(0,X) (u,v) x (8,X)(u,v) = 0 x 1
—u —v
VR? —u? — 2] VR? —u? — 2]
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— /LL —

\/R2 —u2 =2
— v

\/RQ — u2 — 2

- 1 —

und damit
N 02
2
OF)0) x OR)00)| = | s + gy

B u? 4+ v? + (RQ—UQ— ) \/ R? B R
o R2 — 2 — 2 R2_u2_v2_\/32_u2_vg'

Fiir P = X(u,v) mit (u,v) € {(u,v) € R? : u?+v? < r?} sind die beiden
Einheitsnormalenvektoren von S also

U U
— 1 — 1
Ns(p) = R v ; —Ns(p) = ) v
\/RQ—U,Q—UQ \/RQ—UQ

Seien 2 C R? offen und f "1 ) — R stetig differenzierbar. Sei U C 2 offen
und Jordan-messbar mit U C Q. Der Graph (als glattes Fliachenstiick .S)

der stetig differenzierbaren Funktion f : U — R hat nach Beispiel [22.3[|(b)

die Parameterdarstellung

u
X:U R, )—()(u,v) = v
fu,v)
Die partiellen Ableitungen sind
1 0
OX)wv) =] 0 | (@X) ()=
(Ouf)(u; v) (0o f)(u,v)

Also ist der Tangentialraum von S in p = }_()(u, v) mit (u,v) € U durch
0
TS(I_))) = LH 0 )
(Ouf)(u,0) ] [(9uf)(u, )
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gegeben, und die Tangentialebene von S in p = }_()(u, v) mit (u,v) € U ist
U 1 0
Es(p) = v | +s 0 + ¢ 1 : s,teR
fu,v) (Ouf)(u, v) (0o f)(u,v)

Wir berechnen

(0.X) (u,v) x (9,X)(u, v) = 0 X 1

2

— @)W 0) x (@K (w,0)] = 1+ (), 0)) + (0uf) (. ).

Fir p = )_()(u, v) mit (u,v) € U sind die beiden Einheitsnormalenvektoren

von S also
- , (Ouf)(u,v)
NS(f))) = 5 5 —((‘)Uf)(u,v) )
VI (@) (. 0))” + (9o, )) 1
R 1 _(auf) (u7 ’U)
—Nyg(p) = —(0uf)(u,v)

Vi (@) + (@)’ |

22.3 Flacheninhalt von Flachenstiuicken

In diesem Teilkapitel lernen wir, wie man den Flacheninhalt eines glatten Fla-
chenstiicks berechnet.

Als Motivation erinnern wir uns an die Interpretation der Norm (oder Lénge) des
Kreuzprodukts zweier linear unabhingiger Vektoren @, b € R?: Die reelle Zahl

— —
@ x b| =[&]|b]|sin(a),

Wobei_)oz der Winkel zwischen & und b ist, ist der Flacheninhalt des von a
und b aufgespannten Parallelogramms.
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Definition 22.9. (Flacheninhalt eines glatten Flichenstiicks)

Sei U C R? offen und Jordan-messbar, und sei )__(: :_U — R3 eine Larame-
terdarstellung eines glatten Flichenstiickes S = X(U). Weiter sei X einge-
schrankt auf U ingjektiv.

O(8) = / 1(0,X) (u, v) x (8,X)(u, )| d(u, v)

heifit der Flacheninhalt von S, vorausgesetzt das Integral existiert.

Der Flacheninhalt eines Flachenstiickes hangt nicht von der bei der Berech-
nung verwendeten Parameterdarstellung des Flachenstiickes ab.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 22.10. (Kugeloberflache, vgl. Beispiele und [22.6))

Wir betrachten die Parameterdarstellung der Kugeloberfliche (oder Sphére) S
um (0,0,0) mit Radius R > 0 aus Beispielen und [22.6;

R sin(u) cos(v)

X : [0, 7] x [0,27] — R?, }_()(u,v) = | R sin(u) sin(v)
_7 R cos(u)
Dann ist X auf U =10, [ x ]0, 27| injektiv. Dieses ist anschaulich klar, wenn

man sich tiberlegt, dass das Bild )_()(]O, [ x]0,27[) gerade die Kugeloberfliche
S ohne der Léngengrad mit 0 Grad und ohne den Nord- und Siidpol ist, und
dass jeder Punkt in X (]0,7[ % ]0,27[) durch genau ein Parameterpaar (u,v) €

10, [ x ]0, 27[ als )_i(u, v) dargestellt wird. Nach Beispiel [22.6| gilt

1(0.X) (1, v) x (8,X)(u, )| = B? | sin(u)].

Damit ist die Oberfliche der Sphére S

O(S) = / 10.%)(u, 0) x (8,%)(, )] d(u,v) = / R2 | sin(u)| d(u, v)

U U
2t pm 2m m
= / / R?|sin(u)|dudv = / / R? sin(u) du dv
o Jo o Jo
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_ (/0277 R? dv) </O7T sin(u) du> = [RQ U} :zw [_ COS(U)K:

=21 R* [ — (=1) — (-1)] = 4r R*.

Beispiel 22.11. (Drehflachen; vgl. Beispiele und [22.7)

(a) Wir betrachten die Parameterdarstellung des Mantel S des Zylinders aus
Beispielen [22.2)|(a)| und [22.7]|(a)}

R cos(u)
X [0,27] x [0, H] = R, X(u,v):= | Rsin(u) |,
T v

wobei B > 0 und H > 0 der Radius bzw. die Hohe sind. Das Bild von
X eingeschrankt auf ]0, 27| x 0, H| ist der Mantel der Zylinders ohne den
unteren und oberen Rand und ohne die ,Schnittkante” {(R, 0,v) : v €
0, H] }, wobei jeder Punkt im Bild eindeutig einem Parameterpaar (u,v) €

10, 27[ x |0, H[ zugeordnet werden kann. Also ist X eingeschrinkt auf den
offenen Quader 0, 27| x |0, H[ injektiv. Aus Beispiel wissen wir,
dass gilt

1(8.X) (u, v) x (8,X)(u,v)| = R.

Somit ist der Flacheninhalt des Zylindermantels S

U
27 H 27 v=H 27
:/ / Rdvdu:/ [Rv} du:/ RH du
0 0 0 v=0 0
u=2m

_ {RHU] _=2RH.

(b) Seien a < ¢ < d < b und r :]a,b[—]0,00] stetig differenzierbar. Wir
betrachten die Parameterdarstellung der Drehfliche S aus Beispielen
[(b)] und [22.7]|(b)k

X : \[0,277] X [e, dl — R, )_()(u,v) = | r(v) sin(u)

T v
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Analog zu dem vorigen Beispiel des Zylindermantels macht man sich klar,
dass X eingeschriankt auf U :=]0, 27| x ]¢, d[ injektiv ist. In Beispiel 22.7
hatten wir bereits berechnet:

2

1(0,X) (u, v) x (8,X)(u,v)| = r(v) /1 + (”(v))".
Also ist der Flacheninhalt der Drehflache S
_ / (0.X) (u,v) x (8,X)(u,v)| d(u, v)

U
:/r(v) 1+ (' (v))” d(u,v) //QW ()) du dv

— /Cd {r(v) 1+ (r’(v))Qu} =

u=0

dv = 27?/ r(v)\/1+ (r’(v))Zdv.

Beispiel 22.12. (Graphen von Funktionen f: Q) — R mit Q C R? offen)
(a) Sei 0 < r < R. Der Graph der stetig differenzierbaren Funktion

fi{(uv) eR® + w*+0* <r’} - R, Flu,v) == VR —u? — 02

=U
ist das Flichenstiick S aus Beispielen [22.3|(a)| und [22.8||(a)| mit der Para-
meterdarstellung
u
X:{(u,v) eR* : P +0v* <r’} = R?, X(u,v)
T VR2 —u? — 02

Betrachtet man nur die ersten beiden Komponenten von }_(), so erhalt man
die Identititsabbildung, und diese ist (auf ganz R?) injektiv. Also ist auch

X eingeschrinkt auf U := {(u,v) € R? : u?+v? < r?} (in Formelnotation
schreiben wir X|y fiir , X eingeschrankt auf U*) injektiv.

Nach Beispiel ist
’(%)—(’)(u, v) X (&,}_())(u, v)| = R(R* — v’ — V)12,

Somit ist der Flacheninhalt von S

- / 1(0,X) (u, v) x (8,X)(u, )| d(u, v)
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R(R* —u? —v) V2 d(u,v).

S—

Zur Berechnung des Integrals verwenden wir Polarkoordinaten, also mit
u =9 cos(¢), v = osin(¢)

R(RQ 2 —v2)_1/2 _ R(R2 _ (u2—|—v2))_1/2 PK (R2 . 92)—1/27
d(u,v) = 0d(o, ¢) = ededs,
Upk = {(0,0) : 0<o<r 0<¢<2n}.

Damit erhalten wir

O(S):/R(RQ—u2—v2)‘1/2d(u,U)2< /R(R2—@2)‘1/2@d(@,¢)

Upk
/27r/ B Q dengb /27r R(R:— Qz)l/z} :’Z; do
2m
:/ [— R(R* - )1/2+R2]dgb:/ R(R—VR*—r?%)d
0 0
= [r(r- VR ) ]‘2”—QWR(R_¢W).

Dabei wurde das erste Integral mit der Substitution

dt 1
t=R?— 0%, d—Q:—2Q — —§dtzgdg

wie folgt berechnet:

_ 1
/R(R2 o QQ) 1/2QdQ= [/Rt—l/Q (_ _) dt]
2 t=R?—p?

:{—Rtl/QJrCLR :—R(R2—g2)1/2+c.
—R2_ 2

Wir machen noch eine Beobachtung: Fiir r — R erhélt man eine obere
Halbkugeloberfliche (Hemisphére) mit Radius R mit dem Fldcheninhalt

lim 27 R (R — /R? —r?) =271 R*.
r—R

Dieses stimmt mit dem Ergebnis aus Beispiel [22.10, dass der Flacheninhalt
der Oberfliche einer Kugel mit Radius R gerade 47 R?> = 2 - 27 R? ist,
liberein.
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(b) Seien Q C R? offen und f : Q@ — R stetig differenzierbar. Sei U C Q offen
und Jordan-messbar mit U C €. Der Graph (als glattes Fléchenstiick .S)
einer stetig differenzierbaren Funktion f : U — R hat nach Beispielen

@ und @ die Parameterdarstellung

u
X U — R, }_()(u, v) = v
f(u,v)

Betrachtet man nur die ersten beiden Komponenten von )_i so erhélt man
dle Identititsabbildung, und diese ist (auf ganz R?) injektiv. Also ist auch

X eingeschriankt auf U injektiv. Nach Beispiel [22.8]|(b)| ist

1(0.3) (1, 0) x (8.X)(1,0)] = /14 (0uf) (1, 0))* + (@) (1, 0)).

Somit ist der Flacheninhalt von S

O(S) = / \/1 + ((8uf)(u,v))2 + ((&f)(u,v))? d(u,v).

U

Bemerkung 22.13. (Parametrisierung mit Zylinderkoordinaten)

(1) Verwendet man bei der Parametrisierung eines glatten Flachenstiicks
Zylinderkoordinaten mit festem Radius ¢ > 0 (wie in Beispiel

E211[a)). also

0 cos(o)
X(4,2) = |osin(e) |,
VA
wobei (¢, 2) € U C [0,27] x R, so gilt
—osin(¢)]  [0]  [o cos(e)
(0:X)(6,2) x (0.X)(6,2) = | 0 cos(9) | x |0| = |¢sin(e)
0 1 0

— (@:X)(6,2) x (2.X)(6,2)] = 1/? cos?(6) + ¢? sin*(6) = e
Also erhélt man das skalare Oberflichenelement
do = 0d(¢, 2),
welches in Abbildung veranschaulicht ist.
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(2) Verwendet man bei der Parametrisierung eines glatten Flachenstiicks

Zylinderkoordinaten mit einer festen z-Koordinate, also

R 0 cos(¢)
X(o0,¢) = |osin(9) | ,

wobei (g, ¢) € U C [0, 00[ x[0, 27], so gilt

cos(¢) —o sin(¢) 0
(0:X)(0.¢) x (0,X)(0,6) = |sin(¢) | x | ¢ cos(e) | = |0
0 0 0
= [0X)(0.9) x (9:X)(0,0)| = Vo> =
Also erhélt man das skalare Oberflachenelement
do = od(e, ¢),

welches in Abbildung veranschaulicht ist.

Bemerkung 22.14. (Parametrisierung mit Kugelkoordinaten)

Verwendet man bei der Parametrisierung eines glatten Flachenstiicks Kugel-
koordinaten mit festem Radius r > 0 (wie in Beispiel [22.10)), also

. r sin(6) cos(¢)
X(0,¢) = |r sin(f) sin(¢) | ,
r cos(6)

wobei (6, ¢) € U C [0, 7] x [0,27], so gilt

(1 cos(0) cos(¢) —r sin(f) sin(¢)

(05X)(0, ) x (0,X)(0,¢) = | r cos(8) sin(¢) | x | r sin(6) cos(¢)

—r sin(6) 0

() cos(o)
= | r? sin®(0) sin(¢)
| 72 sin(f) cos(6)

T SlIl2
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—  |(36X)(0, ) x (0,X)(0, 9)| = /r* sin®(0) = r? sin(0).
Also erhalt man das skalare Oberflachenelement
do = 7% sin(6) d(0, ¢),

welches in Abbildung veranschaulicht ist.

AA, = (pAd) (Az)
dA, = pdodz

AA;=(pAd)(Ap)
dA,=pd¢dp

Abbildung 22.2: Oberflachenelemente in Zylinderkoordinaten fiir einen festen Ra-
dius o > 0 bzw. eine feste z-Koordinate



22.3. Flacheninhalt von Flachenstiicken
212 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

AA= (rsinB Ad) (rAB)
dA=r?sin0dO d¢

Abbildung 22.3: Oberflichenelement in Kugelkoordinaten fiir festen Radius » > 0

Wir schliefsen das Teilkapitel mit einer alternativen (aber dquivalenten) Formel
zur Berechnung des Flacheninhalts ab.

Bemerkung 22.15. (andere Formel fiir !(&L}_())(u,v) X (&j}_{))(u,v)!:
Gramsche Determinante)

Seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Definition 22.9 Die
Lagrange-Identitét fir das Kreuzprodukt (vgl. Kapitel [2/im Skript der HM A)
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liefert fiir @, b € R3

ax b= |22 |bP—(3-b)
| © =|al]|b]

) . (22.2)

I

&
VR
&) Ei
o
o o
v g
N——

I

&
VR
o w]
ol
ol
o o

g1 (u,0) = |(8,X) (u, 0)|* = (8, X) (u, v) - (8,X) (u,v),
a.0(,v) = [(0,X) (u, 0)|* = (0.X)(u, v) - (8,X) (u, v),
G2 (1, 0) == (0, X)(u,v) - (3,X)(u, v),
gra(w,v) == (0,X) (u, v) - (3. X)(u, v),
so ist die Matrix
G(u,v) = [gl,l(uav) 91,2(%”)]
g21(u,v)  gao(u,v)

symmetrisch, und es gilt nach (22.2)
‘((%)_())(u, v) X (&,)_())(U,U)‘Q = det (G(u,v)) fur alle (u,v) € U.
det (G(u,v)) heift die Gramsche Determinante. Es folgt also

O(9) = / \/det (G(u,v)) d(u,v).

U

22.4 Oberflachenintegral eines Skalarfeldes

Nun lernen wir, wie man beliebige Skalarfelder iiber ein glattes Fachenstiick S
integriert. (Bis jetzt haben wir nur Flacheninhalte also Oberflachenintegrale des
Skalarfeldes f: S — R, f(X) =1 fiir alle X € S, betrachtet.)
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Definition 22.16. (Oberflichenintegral eines Skalarfeldes tiber ein
glattes Flachenstiick)

Sei U C R? offen und Jordan-messbar, und sei ):(: :_U — R3 eine Larame-
terdarstellung eines glatten Fldachenstiickes S = X(U). Weiter sei X einge-
schrankt auf U ingektiv. Sei f : S — R ein Skalarfeld. Falls das Integral auf

der rechten Seite existiert, heifst

/fda = /f(}_()(u,v))}((f?u)_())(u,v) X (&,)_())(u,v)} d(u,v)
S U

das Oberfldchenintegral von f tber S.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 22.17. (Kugeloberfliche, vgl. Beispiele [22.4), und [22.10))

Wir betrachten die Parameterdarstellung der Kugeloberfliche (oder Sphére) S
um (0,0, 0) mit Radius R > 0 aus Beispielen [22.4] und [22.10;

R sin(u) cos(v)
[0, 27] — R3, )_i(u,v) := | R sin(u) sin(v)

T R cos(u)

X : [0, 7]

\ .

{ X

Dann ist X auf U =10, w[ x ]0, 27| injektiv (vgl. Beispiel [22.10)). Nach Beispiel
gilt

1(0,X) (1, v) x (8,X)(u, )| = R?|sin(u)].
Das Integral des Skalarfeldes

fi8=R,  flz,y,2):= (2" +9°) 2
iiber die Kugeloberflache S ist

/ fdo = / £(R sin(u) cos(v), R sin(u) sin(v), R cos(w)) R | sin(u)| d(u, v).
/ J

U
Wir berechnen vorab das Skalarfeld in der Parameterdarstellung:
f(R sin(u) cos(v), R sin(u) sin(v), R cos(u))
= [R? sin®(u) cos®(v) + R* sin’*(u) sin*(v)] R cos(u)
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= [R2 sinQ(u)} R cos(u) = R? sin®(u) cos(u).

Einsetzen liefert

/}mni/mmﬁwnmmﬂ#mmwmmm

2 pm
:/ / R’ sin®(u) cos(u) dudv
o Jo
2m

::(A R%M)-(A%m%mcwmym>
- [ fyeo]
= 27 R [sin(r) —sin(0)] =27 R - [0 — 0] =0,

wobei wir bei der Berechnung des zweiten Integrals die Substitution

t = sin(u), ((;1_15 =cos(u) = dt = cos(u)du,
U

genutzt haben, also

1
/sin3(u) cos(u) du = {/ 3 dt] = [— th+ c] =~ sin*(u) + c.
t=sin(u) 4 t=sin(u) 4

Beispiel 22.18. (Drehflachen; vgl. Beispiele [22.2] und [22.11])
(a) Wir betrachten die Parameterdarstellung des Mantel S des Zylinders aus

Beispielen 22.2)[(a)], [22.7][(a)] und (&)}

R cos(u)
X:[0,27] x [0,H] > R X(u,v):= | Rsin(u) |,
T v

wobei R > 0 und H > 0 der Radius bzw. die Hohe sind. Nach Beispiel
22.11 [(a)| ist X eingeschrénkt auf 0,27 x |0, H[ injektiv. Aus Beispiel
22.7]|(a)| wissen wir, dass

(0.X) (. 0) x (9, X)(u,v)| = R
Somit ist das Oberflachenintegral des Skalarfeldes
f:S—=R, f(z,y, z) =€,
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iber den Zylindermantel S

S/fdaU/e”Rd(u,v)/O%/OHRe”dvdu
= (/O%Rdu> </0He“dv) = [Ru}iio- {e”}::f

=21 R - [eH—eO} :27TR[6H—1].

(b) Seien a < ¢ < d < b und r :]a,b[—]0,00] stetig differenzierbar. Wir
betrachten die Parameterdarstellung der Drehfliche S aus Beispielen

() R2.7[(B)] und 2 11][(b)}

X :[0,27] x [e,d] = R®,  X(u,0v):

T v

|
<
—~
e
~—
w0
—d
-
~~
IS
~—

Nach Beispiel [22.11|(b)|ist X eingeschriinkt auf U := 10, 27[ X ]e, d[ injektiv.
In Beispiel [22.7]|(b)| hatten wir bereits berechnet:

1(0,X) (1, v) x (8,X)(u, )] = r(v) \/1+ (r'(v))%.

Das Oberflachenintegral eines Skalarfeldes f : S — R iiber die Drehfléche
S ist also

/fda = /f cos(u), r(v) sin(u),v) r(v) /1 + (T’(U))Qd(u,v)

/ /27r ) cos(u), r(v) sin(u),v) r(v) /1 + (T’(U))Qdudfu,

Beispiel 22.19. (Graphen von Funktionen f: Q) — R mit Q C R? offen)
(a) Sei 0 < r < R. Der Graph der stetig differenzierbaren Funktion

f:{(u,v)ER2 : u2—|—v2§r2}—>R, f(u,v) = /R — u2 — 2,

=U

ist die Flidche S aus Beispielen [22.3]|(a)}, [22.8]|(a)| und [22.12] [(a)| mit der
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Parameterdarstellung
U
N
{uv ) ER® : w4 0” <1} 5 R X(u,v) =
G VR?2 —u? — v?

(b)

Nach Beispiel 22.12](a)| ist die Parameterdarstellung X eingeschrankt auf
U :={(u,v) € R? : u?+v? <r?} injektiv. Nach Beispiel 22.§)|(a)| ist

‘<8U)_i)(u7 v) X (@;)—())(U, v)] =R (R2 —u? = 1}2)*1/2_
Somit ist das Oberflachenintegral des Skalarfeldes
g:S =R, glx,y,2) =2

iber die Flache S

/gdaz/g(u,v, \/RQ—U2—UQ)R(Rz—uz—UQ)_l/Qd(u,v)
S U

:/\/R2—u2—U2R(R2—u2—v2)_1/2d(u,v)

:/Rd(u,v):R/d(u,v):Rvg(U).

U U

Der Kreis U mit Radius r hat aber den Flicheninhalt vy(U) = 772 Also
gilt

/ng:/g(u,v, \/RQ—UQ—UZ)R(R2—UQ—U2)_1/2d(U,U):R7T7“2.
S U

Seien ) C R? offen und f : ) — R stetig differenzierbar. Sei U C (2
offen und Jordan-messbar mit U C €. Der Graph (als glattes Flichenstiick
S) einer stetig differenzierbaren Funktion f : U — R hat nach Beispielen

22.3[(b)], 22.§[(b)] und [22.12][(b)] die Parameterdarstellung

u
X:U— R?, )_()(u, v) = v
f(u,v)
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ist X eingeschrankt auf U injektiv. Nach Beispiel

Nach Beispiel 22.12]|(b

2230] is

1(0.X)(,0) x (0,X) (1, 0)] = /14 (0uf) (w,0)* + (D) (w,0))2
Somit ist das Oberflichenintegral eines Skalarfeldes g : S — R iiber S

[ odr = [ gluv, o) 1+ (@u0) + (@) (0.0) dlws o),
S U

NN—"

Betrachten wir abschliefend noch ein weiteres Beispiel, bei dem man erst einmal
eine Parametrisierung fiir die gegebene Fliche finden muss.

Beispiel 22.20. (Oberflichenintegral eines Skalarfeldes)

Es seien
S = {(x,y,z)ER?’ Cat Yt < z:y}

und f: S =R, f(z,y,2) = e* V. Gesucht ist das Oberflichenintegral [ fdo.
S

Wir wahlen fiir S die folgende Parameterdarstellung:

u
X:{(u,v,) eR® : v +0v* <1} = R’ X(u,v) := |v
\ ~~ 7 fl}

=U

Diese Funktion ist stetig differenzierbar. Es gilt
1

(@X)(uw.v) = [0 1],
0

und man sieht an der linearen Unabhéngigkeit der beiden Spaltenvektoren, dass
Rang ((8X)(u, v)) = 2 fiir alle (u,v) € R? (und damit fiir alle (u,v) € U) gilt.
Also ist (}—(), U) eine Parameterdarstellung des glatten Flachenstiicks S. Weiter ist
die Parameterdarstelhglg von S auf U := {(u, v,) ER? Wl +?< 1} injektiv,

denn aus )_i(u,v) = X(s,t) folgt direkt v = s und v = t (d.h. die Gleichung
X (u,v) = ¥ hat fiir jedes ¥ € R? hochstens eine Losung). Mit

— —

(0uX)(u,v) X (0,X)(u,v) =

o O =
X
— = O
I
|
p—
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—  [(@X)(w,0) x (0.X)(u,0)] = VO F (12 + 12 = V2.

erhalten wir
/de' = e“2+v2\/§d(u, v) = \/§/eu2+”2 d(u,v).
S U U
Zur Berechnung des Integrals iiber U verwenden wir Polarkoordinaten:

u=opcos(¢), wv=opsin(g),  du,v)=od(e¢),
Upk ={(0,¢) : 0<p<1,0<¢<2r}=]0,1] x [0, 2n].

Damit gilt
e (PK) g
fda = \/_ d(u,v) \/_ e? od(o, ¢)
Upk
27 2 o=1
= \/_/ / e’ ododo = \/_/ [—69] do
2w 1 1 $=27
:\/5/ —(e—=1)dp=V2|z(e—1)¢ =V27m(e—1).
0o 2 2 $=0
Dabei wurde das erste Integral mit der Substitution
dt 1
t = o — =29 = —dt=od
o, do 0 9 0 ap,
also . . .
/GQQQdQ:[/Gt—dt] :[—etJrc} =—e? +o
2 | 2 t—g2 2
berechnet.

Alternativ kann man S auch wie folgt mittels Polarkoordinaten parametrisieren:

N u cos(v)
{ u,v) €R® : wel0,1], velo2r]} — R, X(u,v) := |u sin(v)
~ N~ g u sin(v)

=[0,1]x[0,2x] =U
Diese Funktion ist stetig differenzierbar. Es gilt

R cos(v)  —u sin(v)
(0X)(u,v) = | sin(v) u cos(v) | ,

sin(v) u cos(v)



22.4. Oberflachenintegral eines Skalarfeldes

220 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn
und
cos(v) [ —u sin(v)
(0.X) (1, v) x (0,X)(u,v) = |sin(v)| x | u cos(v)
sin(v) | u cos(v)
sin(v) u cos(v) — sin(v) u cos(v)] 0
= —u sin®(v) — u cos?(v) = |—u
u cos?(v) + u sin?(v) . U

— 0w 0) x 0.X)(w0)] = VI (0Pt @ = V2 = Vo

Auf U :=]0,1[ x]0, 27 gilt immer u # 0 und somit folgt Rang(((‘?}—i)(u, v)) =2
fur alle (u,v) €]0,1[ x]0,27[. Also ist ()_i,U) eine zuléssige Parameterdarstel-
lung fiir S. Da wir die Parameterdarstellung von (z,y) mit Hilfe der Polarkoor-
dinaten definiert haben, ist mit unserem Verstédndnis der Polarkoordinaten klar,
dass X auf U =10, 1] x ]O, 27| injektiv ist.

Mit

2?4+ y° = (u cos(v))2 + (u Sin(v))2 = — f()_()(u, v)) =e"

berechnet sich das Oberflachenintegral zu

frie= [ inan= [ [ v [ [

_f/2” e 1) dv—\/_[;(e—l) ] —Var(e—1).

v=0

Dabei wurde das erste Integral mit der Substitution

t = u?, %:211 — %dt:udu,
also
/e“Qudu:[/etldt] :FetJrc] :16“2+c
2 t=u? 2 t=u?2 2
berechnet.

Wir erhalten natiirlich mit beiden Parameterdarstellungen von S da gleiche Er-
gebnis fiir das Oberflachenintegral, aber wir bemerken, dass die erste Parameter-
darstellung weniger Rechenaufwand erforderte.
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22.5 Oberflachenintegral eines Vektorfeldes

In diesem Teilkapitel lernen wir, wie man ein Vektorfeld iiber eine Fléchenstiick
integriert. Bevor wir das Integral eines Vektorfeldes iiber ein Flachenstiick defi-
nieren, stellen wir einige Voriiberlegungen an.

Bemerkung 22.21. (Einheistnormalenvektorfeld und Orientierung)

Sei U C R? offen und Jordan-messbar, und sel X : U — R3 eine Parameterdar-
stellung eines glatten Fléchenstiickes S = X(U ). In Definition [22.5/|(3) haben
wir bereits den Einheitsnormalenvektor der Fliche S im Punkt p = )_()(u, v)
mit (u,v) € U kennengelernt:

— o (0,X)(u,0) x (8,X)(u, v)
N = — — )
P10 () x (0.5 (w0)

Fassen wir NS als Funktion auf der Flache S auf, also NS S — R3, so erhalten
wir ein stetiges Vektorfeld, genannt das Elnheltsnormalenvektorfeld von
S. Durch Ng erhélt das Flachenstiick eine sogenannte ,,Orientierung.

Stimmt 1_\1_; nicht mit der gewiinschten Orientierung iiberein, so kann man das
leicht beheben, indem man w und v vertauscht, d.h. statt der Parameterdar-
stellung XU = R3 betrachtet man die Parameterdarstellung Y .U - R
definiert durch Y(u v) = X(U u). Ist eine Orientierung des Fliachenstiickes
S vorgegeben, so wihlt man die Parameterdarstellung von S so, dass das Ein-
heitsnormalenvektorfeld NS mit dieser Orientierung uberemstlmmt

Ist das Flachenstiick die Randflache eines dreidimensionalen Kérpers, so wéhlt
man die Parameterdarstellung (und damit die Orientierung) so, dass das NS

nach aufsen zeigt. NS heift dann das aufiere Einheitsnormalenvektorfeld.

Machen wir uns kurz an einem Beispiel den Begriff der Orientierung klar: Eine
Vollkugel im R? hat als Rand eine Kugeloberfliche oder Sphére. Da die Orien-
tierung hier so gewéhlt werden soll, dass das Einheitsnormalenvektorfeld nach
aufsen zeigt, wahlt man hier z.B. eine Parameterdarstellung mit Kugelkoordina-
ten. In Beispiel haben wir fiir die Kugeloberfliche S der Kugel um (0, 0, 0)
mit Radius R > 0 die beiden Einheitsnormalenvektoren berechnet. Das von N; in
Beispiel gebildete Vektorfeld ist das dufere Einheitsnormalenvektorfeld von
S. Es zeigt, wie gefordert, nach aufen.
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Motivation und _th81kallsche Interpretation: Sei U C R? offen und Jordan-
messbar, und _s)el X:U — R eine Parameterdarstellung eines glatten Flachen-
stiickes S = X(U). Weiter sei X eingeschrankt auf U injektiv. Das Vektorfeld

F : S — R3 beschreibe eine Fliissigkeitsstromung in einer offenen Menge 2 C R3,
die durch das Flachenstiick .S hindurch tritt (d.h .S C Q).

Stellen Sie sich zum Beispie] vor, dass S eine Kugeloberflache ist, die sich im
Wasser befindet, und dass F das Geschwindigkeitsfeld der Wasserstromung be-
schreibt.

Interessieren wir uns nun fir die Stréomung durch die Fliache 5, so ist nur die
Komponente von F in Richtung des Einheitsnormalenfeldes interessant, also

—

a(B) =F(B)-Ns(B), TPBeS

a(P) ist die Komponente von F in Richtung von N_)S und beschreibt den ,,Durch-
fluss* von F durch das Flichenstiick S in Normalenrichtung im Punkt p.

Bei dem Beispiel mit der Kugeloberfliche in der Wasserstromung ist a(p) also
die Komponente des Geschwindigkeitsfeldes der Wasserstromung, die im Punkt
p in die radiale Richtung zeigt.

Der (gesamte) ,,Fluss* von F durch das Flichenstiick S ist dann das Ober-
flachenintegral

/ ado = / F (X (1, 0)) - N (X(u, 0)) 0.5 (1w, 0) x (8,%)(, )] d(u, )
J J

wobel wir

Ns(B) =

= Ns(B)10.X)(,0) x (0,X)(u,0)] = (8.X)(u,0) x (8,X)(u,v)
genutzt haben.

In dem Beispiel der Kugeloberflache in der Wasserstromung ,summieren wir also
die Fliisse durch die Kugeloberfliche in Radialrichtung auf. Stromt Wasser in ei-
nem Punkt der Kugeloberfliche nach auften aus der Kugel hinaus, so geht dieses
mit einem positiven Vorzeichen ein. Stromt Wasser in einem Punkt der Kugelo-
berflache in die Kugel hinein, so geht dieses mit einem negativen Vorzeichen ein.
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Man kann sich anschaulich iiberlegen, dass bei einer Stromung mit konstanter Ge-
schwindigkeit in einer festen Richtung durch die Kugel(oberfliche) der Fluss Null
sein sollte, weil genauso viel Wasser durch die Kugeloberflache hineinstromt wie
auch durch die Kugeloberfliche herausstromt. Wird innerhalb der Kugel dagegen
durch einen Schlauch Wasser eingespeist, so sollte mehr Wasser aus der Kugel
herausstromen als hineinstromt und wir erwarten, dass der Fluss positiv ist. In
der Kugel liegt eine Quelle vor. Diese Quelle ist natiirlich in der Formel fiir das
Geschwindigkeitsfeld F reflektiert.

Analoge Beispiele kann man sich mit magnetischen Feldern und Ladungsquellen
iiberlegen.

Definition 22.22. (Oberflichenintegral eines Vektorfeldes iiber ein
glattes Flachenstiick)

Sei U C R? offen und Jordan-messbar, und sei }—_(: :_U — R3 eine famme-
terdarstellung eines glatten Flichenstiickes S = X(U). Weiter sei X einge-

schrankt auf U ingektiv. Sei F:S - R ein Vektorfeld. Falls das Integral
auf der rechten Seite existiert, heifst

/ F.d0 = [ F(X(u0) - [(0.3)(w0) x (0,X)(w,0)] d(u, 0)

das Oberflachenintegral (oder Flussintegral) von F diber S.

Das Oberfidchenintegral (oder Flussintegral) eines Vektorfeldes F dber ein
Fldchenstiick S misst den Fluss des Vektorfeldes durch die Fldache S.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 22.23. (Kugeloberfliche/Sphére, vgl. Beisp. [22.4], [22.6|, [22.10])

Wir betrachten die Parameterdarstellung der Kugeloberfliche (oder Sphére) S
um (0,0, 0) mit Radius R > 0 aus Beispielen [22.4] und [22.10;

R sin(u) cos(v)
X : IO,W] x [0, 27Tl — R, )_()(u,v) = | R sin(u) sin(v)

_7 R cos(u)
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Dann ist X auf U =10, w[ x ]0, 27| injektiv (vgl. Beispiel [22.10

gilt

sin(u) cos(v)

. Nach Beispiel

(81‘)_())(1@,1}) X (&,)—())(u,v) = R? sin(u) |sin(u) sin(v) | = R sin(u) i(u,v).

cos(u)
(a) Das Oberflichenintegral des Vektorfeldes
F S — R3, f(I_))) =P,

iber die Kugeloberfliche S ist

/f dO = F(}—i(u,v)) - R sin(u) )—()(u,v) d(u,v)
S

=

Entspricht das FErgebnis AU "

tendenziell unserer An- b4 )

schauung? — Bei dem Vek- 1

Fliissigkeit in die radia- 0.5
le Richtung (also in Rich-

tung_der Einheitsnorma- ]
len Ng) durch die Ku- .

by
1

f_‘__.u-“;

geloberflache S nach au-

fen. Daher erwarten wir 12 /

einen positiven Wert des T
Oberflachenintegrals. Das -1 _5“5:5%

Ergebnis ist nach unserer g_gh*ﬁrr*ﬁ_ﬁ

Anschauung sinnvoll. 11

b
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(b) Das Oberflachenintegral des Vektorfeldes
F:S R?, ﬁ(x, y,2) = e3,
also iiber die Kugeloberflache .S ist

/ F.dO= [ F(X(u,v)) - R sin(u) X(u,v) d(u, v)

0 R sin(u) cos(v)
0| - Rsin(u) | R sin(u) sin(v) d(u, v)
1

R cos

Q\\ Q\\

27
R? sin(u) cos(uw) d(u,v) / / R? sin(u) cos(u) du dv

( /0 g dv) : ( /O " sin(u) cos(u) du) — [32 v} j B sinz(u)} :

1 1
= 21 R? [5 sin?(7) — 3 sinQ(O)] =21 R*[0—0] = 0.

Entspricht das Ergebnis
tendenziell unserer An-
schauung?

Bei einem konstanten
Vektorfeld stromt die-
selbe Menge Fliissigkeit
in das Volumen hinein,
die auch herausstromt.
Also erwarten wir, dass
der gesamte Fluss durch
die Oberflache null ist.
Dieses ist der Fall.

Dabei haben wir bei der Berechnung des zweiten Integrals die Substitution

t = sin(u), j—t =cos(u) = dt = cos(u)du
u
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genutzt, also

1 1
/Sin(u) cos(u) du = [/tdt] = [— 2+ c] — — sin®(u) + c.
t=sin(u) 2 t=sin(u) 2

(c) Das Oberflichenintegral des Vektorfeldes

0

F):S—>R3, f(x,y,z)::ez2e_§: 01,
2
eZ

tiber die Kugeloberflache S' ist

/f‘) do = /F()_i(u,v)) - R sin(u) X)(u,v) d(u,v)
S U

0 R sin(u) cos(v)
= / 0 - R sin(u) | R sin(u) sin(v) | d(u,v)
7| et cos®(u) R cos(u)
= [ R?e® () gin(u) cos(u) d(u, v)

U=m

V=21 1 2 2
_ {’U} . [_ - 6R cos (u)]
v=0 2 u=0

1 2 .2 1 2 .2
— 97 _§€R cos*(m) <_§€R cos (O))]

=27 _— % €R2(_1)2 + %€R212] = 0.

Dabei haben wir bei der Berechnung des zweiten Integrals die Substitution

dt
t = R* cos*(u), i —2 R? cos(u) sin(u)
u

1
— ~3 dt = R? cos(u) sin(u) du
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genutzt, also

2 2 1
/eR cos*(w) R? gin(u) cos(u) du = [/ ~5 e’ dt

1t+
= |—=¢€e +c
2

] t=RZ cos?(u)

:| t=R? cos?(u)

= ——e

Entspricht das Ergebnis tendenziell unserer Anschauung?

Da der Fluss nur in z-
Richtung erfolgt, nur von
z abhangig ist und bzgl. z
symmetrisch _ist,  also
F(I’,y,Z) - F(l’,y, _Z)u
stromt auch hier dieselbe
Menge  Fliissigkeit in
das Volumen hinein, die
auch herausstromt. Also
muss der gesamte Fluss
durch  die  Oberflache
null sein. Dieses ist der
Fall. Dabei haben wir
auch ausgenutzt, dass
S bzgl. der (z,y)-Ebene
spiegelsymmetrisch ist.

~
-1 0.5
-05
0 o5 o5 O

1
y x

Das Oberflachenintegral des Vektorfeldes

R? cos?(u) sin(u)d

R sin(u) cos(v)

0 - R sin(u) | R sin(u) sin(v) | d(u,v)

R cos(u

)
(u,v) = /0277 /077 R? cos?(u) sin(u) dudv
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i ( /j dv> ([ eot s
l -

T 1 1
s3( ] =21 R? {— = cos’(m) + = cos’(0)
u=0 3 3
1 A
— o R3 ( 0 = 2= R3
[ 3 + 3] 3

Dabei haben wir bei der Berechnung des zweiten Integrals die Substitution

dt
t = cos(u), i sin(u) = —dt=sin(u)du
u
genutzt, also
/COSQ(U) sin(u) du = [/ —t? dt]
t=cos(u)
1 1
= [——t?’—l—c] = — — cos’(u) +c.
3 t=cos(u) 3

Entspricht das Ergebnis tendenziell unserer Anschauung?

Das Vektorfeld F)(x,y, z) = ze3 kann man so interpretieren, dass wegen
(div F)(z,y, z) = 1 tiberall Quellen liegen, von denen Fliissigkeit bei z > 0
nach oben in Richtung

der positiven z-Achse A
bzw. bei z < 0 nach un- / T\/r

ten in Richtung der ne- 4

gativen z-Achse stromt. 1 H""‘-—_______

Diese Stromung hat bis ]

auf den Aquator eine 0'5?

positive Komponente in E]—: l

Richtung der Norma- z T |

le der Kugeloberfléche. ~0.54 L

Also sollte der Fluss /_l,/*'"’f 1 "'*"“-——a-__ﬁh_

durch die Kugeloberfla- -14 - 1

che positiv sein. Dieses L e

ist der Fall. _mﬁrgﬁﬂw 55 0 0.5
X
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Beispiel 22.24. (Zylindermantel; vgl. Beispiele [22.2] und [22.11])

Wir betrachten die Parameterdarstellung des Zylindermantels S aus Beispielen
22.2/|(a)}, [22.7]|(a)] und [22.11](a);

R cos(u)
X [0,27] x [0,H] = R, X(u,v):= | Rsin(u) |,
_T v

Wobe1 R > 0 und H > 0 der Radius bzw. die Hohe sind. Nach Beispiel 22.11][(a)]

ist X eingeschrankt auf ]0, 27| x ]0, H| injektiv. Aus Beispiel [22.7]|(a)| wissen wir,
dass

. . R cos(u)
(0uX) (1, v) X (0,X)(u,v) = | R sin(u)
0

(a) Das Oberflichenintegral des Vektorfeldes
F:5— RS f(az,y,z) = f(x,y, 2) e3,

mit einer beliebigen stetigen Funktion f : R? — R iiber den Zylindermantel

S ist
R R cos(u)
/F dO = / (X(u,v)) - | Rsin(u) | d(u,v)
S T 0
R cos(u)
/ - | Rsin(u) | d(u,v) = /Od(u,v) = 0.
7 Lf(R cos(u), R sin(u), v) 0 T

Entspricht das Ergebnis tendenziell unserer Anschauung? — Da das Vektor-
feld in z-Richtung zeigt und somit tangential zum Zylindermantel S ist,
stromt keine Fliissigkeit durch den Zylindermantel. Der Fluss durch den
Zylindermantel sollte also null sein; dieses ist der Fall.

(b) Das Oberfliachenintegral des Vektorfeldes
f:S—)]R?’, ﬁ(w,y,z) = Ve,
iiber den Zylindermantel .S ist

. R cos(u)
/F do = (X( v)) - | R sin(u) | d(u,v)
0
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eftsin() R cos(u)
— / 0 - | R sin(u) | d(u,v)
U 0 0
. 27 H )
= /eRsm(“) R cos(u) d(u,v) = / / el R cos(u) dv du
0o Jo
U
2w ) v=H 2w .
= {eRsm(“) R cos(u) v} du = H P R cos(u) du
0 v=0 0
_ [H GR sin(u)} u=2m —H GR sin(2m) _H GR sin(0) _ H—H —
u=0 “/—7 Y1 ‘f—’i Y1

Dabei haben wir bei der Berechnung des zweiten Integrals die Substitution

dt

t = R sin(u), T
u

= R cos(u) = dt= R cos(u)du

genutzt, also

/HeRsm(“) R cos(u)du = {/ He' dt]
t=Rsin(u)

= [H el + c} — [ ftsin(w) 4
t=Rsin(u)
Entspricht das Ergebnis e
tendenziell unserer An- —
P
schauung? -
Hier {iberrascht es zu- 24

nachst, dass das Integral
null ist. Macht man sich
aber ein Bild von dem
Vektorfeld (es reicht die-
ses in der (x,y)-Ebene
zu zeichnen, da das Vek-
torfeld nicht von z ab-
hangt und die Vektor-
pfeile keine z-Komponente
haben), so sieht man,
warum das Oberflachenin-
tegral null sein muss.
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(c) Das Oberflachenintegral des Vektorfeldes

F):S—HRS, f(x,y,z) =xel,
iber den Zylindermantel S ist

. R cos(u)
/F do = (X( v)) - | R sin(u) | d(u,v)
0

R cos(u) R cos(u)
:/ 0 - | R sin(u) | d(u,v) = /R2 cos®(u) d(u,v)
0 0 U

2r pH 2m 1 1 v=H
:/ / R?* cos’(u) dvdu :/ [RQ <— + = cos(2u)) v] du
0 0 S—— 0 2 2 =0

=1+1 cos(2u)
%HRQ = (2u) ) d HR (Lu+ 2 in(2u) o
= - — COS(2U u = —U — SIN( 2U
0 2 2 2 4 u=0
2

=1 HR?+ i [sin(4m) —sin(0)] = 7 H R*.

Entspricht das Ergebnis tendenziell unserer Anschauung?

Man kann das Vektorfeld so interpretieren, dass wegen (div f)(m, y,x) =1
tiberall Quellen liegen, aus denen Fliissigkeit bei x > 0 in Richtung der
positiven z-Achse bzw. bei x < 0 in Richtung der negativen x-Achse stromt,
die dann durch den Zylindermantel S nach aufsen dringt (siche linkes Bild
in Abbildung[22.4). Also muss der Fluss durch den Zylindermantel S positiv
sein; dieses ist der Fall.

Das Oberflachenintegral des Vektorfeldes
F:S—HR?’, f(x,y,z) = —xe,
iiber den Zylindermantel .S ist

o R R cos(u)
/F -dO = [ F(X(u,v)) - | R sin(u) | d(u,v)
0

N
<l

:/ 0 - | R sin(u) d(u,v):/—R2 cos?(u) d(u,v)
U U
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Abbildung 22.4: Das Vektorfeld F(z,y, z) = x & im linken Bild und das Vektor-
feld F(x,y, z) = —x €; im rechten Bild.

2w 2T 1 1 v=H
/ / —R? cos ) dvdu = / [—R2 (5 +3 cos(2u)> v] du
v=0

= 7+ cos( 2u

2n 11 11 u=
= /0 —H R? (5 + 3 cos(2u)) du = {—H R? <§u + 1 sin(2u)>] .

H R?

— 1T HR?>— [sin(47r) — Sin(())] — -7 HR?

Entspricht das Ergebnis tendenziell unserer Anschauung?

Man kann das Vektorfeld so interpretieren, dass wegen (div ﬁ) (x,y,2) = —1
tiberall Senken liegen und dass senkrecht zu der (0, y, z)-Ebene Flissigkeit
durch den Zylindermantel .S hineinstromt und jeweils zur (0, y, z)-Ebene hin
stromt (siehe rechtes Bild in Abbildung [22.4)). Da nur Fliissigkeit in den Zy-
lindermantel S nach innen stromt, muss der Fluss durch den Zylindermantel
negativ sein; dieses ist der Fall.
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22.6 Flachen

Flachen sind die Verallgemeinerung von Flachenstiicken, und wir werden sehen,
dass man diese als eine ,Vereinigung“ glatter Flachenstiicke auffassen kann, wobei
die vereinigten Flachenstiicke hochstens Randpunkte gemeinsam haben diirfen. —
Es sei hier darauf hingewiesen, dass die Behandlung von Flédchen im Rahmen der
HM C nur sehr rudimentér ist, aber dieses fiir die Anwendungen der Elektrotech-
nik in der Regel ausreichend ist. Fiir eine mathematisch tiefer gehende Behand-
lung von Flachen benotigt man die Theorie der Mannigfaltigkeiten im Rahmen
eine mathematischen Vektoranalysis oder Differentialgeometrie Vorlesung.

Definition 22.25. (Randpunkte eines glatten Flachenstiickes)

Sei U C R? offen und Jordan-messbar, und sei X : U — R? eine Parame-
terdarstellung eines glatten Flichenstickes S. Weiter sei die Pammeterdar—
stellung X doppelpunktfrei, d.h. X eingeschrankt auf U sei injektiv. pcs
heifst ein Randpunkt von S (mit der Parameterdarstellung X ) falls die
Urbildmenge )_()_1(3) = {(u,v) €U : )_()(u,v) = P} ganz im Rand OU von
U liegt.

Beachten Sie, dass die Definition eines Randpunktes von S von der Parame-
terdarstellung X abhangt. Deshalb haben wir in der Definition eines Rand-
punkts von S den Zusatz ,(mit der Parameterdarstellung X) angegeben. Wir
sehen gleich in den nachfolgenden Beispielen, in welchem Sinn die Randpunkte
von der Parameterdarstellung abhangen kénnen.

Beispiel 22.26. (Randpunkte von glatten Flachenstiicken)

(a) Die Parameterdarstellung der Kugeloberflache (oder Sphére) .S um (0, 0, 0)
mit Radius R > 0 aus Beispielen [22.4] [22.6] [22.10], [22.17] und [22.23

R R sin(u) cos(v)
[0, 27r] — R, X(u,v) := | R sin(u) sin(v) | ,

T R cos(u)

X : [0, 7]

A\

< X

hat die Randpunkte (v R? — 22,0, 2), z € [—R, R]. Diese Randpunkte be-
schreiben den Halbkreis vom Siidpol zum Nordpol auf dem Léngengrad mit
0 Grad.
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Erklirung: Die Randpunkte von U erfiillen w = 0 oder u = 7 oder v = 0
oder v = 27. Fiir u = 0 bzw. u = 7 erhalten wir

R [ R sin(0) cos(v) 0
X(0,v) = | R sin(0) sin(v)| = |0
R cos(0) R
. [ R sin(7) cos(v) 0
bzw. X(m,v) = | R sin(n) sin(v)| = | 0 |,
R cos(m) —R

also den Nordpol und den Siidpol der Kugeloberfliche. Fiir v = 0 und
v = 27 erhalten wir wegen der Periodizitat des Sinus und Cosinus dieselben
Punkte, und es reicht daher v = 0 zu betrachten:

R [ R sin(u) cos(0) R sin(u)
X(u,0) = | R sin(u) sin(0) | = 0
R cos(u) R cos(u)
[/ R2 — R? cos?(u) R? — 22
= 0 = 0
i R cos(u) z

mit z := R cos(u). Fiir u € [0, 7] durchléduft z alle Zahlen in [—R, R]. Fiir
2z = R bzw. z = —R haben wir dabei den Nordpol und den Siidpol mit
erfasst.

(b) Die alternative Parameterdarstellung der Kugeloberfliche (oder Sphére) S
um (0, 0,0) mit Radius R > 0
R sin(u) cos(v)
X : [0, 7] x [-7, 7] = R, }_()(u,v) = | R sin(u) sin(v)

) _7 R cos(u)

hat die Randpunkte ( — VR — 220, z), z € [=R, R]. Diese Randpunkte
beschreiben den Halbkreis vom Stidpol zum Nordpol auf dem Langengrad
mit 180 Grad. Man iiberlegt sich dieses analog zum vorigen Beispiel, und
wir iiberlassen die Details dem Leser als Ubungsaufgabe.

Da die Kugeloberfliche keine physischen Randpunkte hat, ist es klar, dass die
Randpunkte ,kiinstlich” durch die Parametrisierung entstehen.

An Beispiel (a) und (b) sieht man, dass die Randpunkte eines Fléchenstiicks von
der Parameterdarstellung abhangen konnen.
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(c) Die Parameterdarstellung des Zylindermantels S mit Radius R > 0 und
Hoéhe H > 0 aus Beispielen [22.2]|(a)}, 22.7]|(a)}, [22.11]|(a)], [22.18]|(a )| und 22.24

R cos(u)
X :[0,27] x [0,H] > R X(u,v):= | Rsin(u) |,
_T v

hat die folgenden Randpunkte:
e (R,0,v) mit v € [0, H] (eine Mantellinie),
o (R cos(u), R sin(u),0) mit u € [0, 2]
(Kreis am unteren Rand des Zylindermantels),
o (R cos(u), R sin(u), H) mit u € [0, 2]
(Kreis am oberen Rand des Zylindermantels).

(d) Die alternative Parameterdarstellung des Zylindermantels S mit Radius
R > 0 und Hohe H >0

R sin(u)
X : [0,27] x [0, H] — R, }_()(u,v) = | R cos(u) |,
T v

hat die folgenden Randpunkte:
e (0,R,v) mit v € [0, H] (eine Mantellinie),
o (R sin(u), R cos(u),0) mit u € [0, 2]
(Kreis am unteren Rand des Zylindermantels),
o (R sin(u), R cos(u), H) mit u € [0, 27]
(Kreis am oberen Rand des Zylindermantels).
An den Parameterdarstellungen des Zylindermantels in Beispiel (¢) und (d)
sieht man, dass die Mantellinie sich mit der Wahl der Parameterdarstellung
dndert. Die Mantellinie ist (bis auf ihre beiden Endpunkte) eine  kiinstliche*
Randlinie, in dem Sinne, dass das geometrische Gebilde dort keine anschau-
lichen Randpunkte hat. Die Randpunkte auf den Kreisen an den beiden

Enden des Zylinders sind dagegen ,echte” Randpunkte. Diese bleiben im-
mer Randpunkte, egal wie die Parameterdarstellung gewahlt wird.

Wir weisen darauf hin, dass die Menge OU der Randpunkte der Jordan-messbaren
Menge U in Definition [22.25| immer eine Nullmenge ist. Daraus folgt, dass auch
die Menge der Randpunkte des Flachenstiicks S eine Nullmenge ist.

Nun konnen wir eine Flache definieren.
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Definition 22.27. (Flache)

Eine Teilmenge S von R3 heifit eine Fldche, wenn S sich als Vereinigung end-
lich wvieler glatter Flichenstiicke S1,55, ..., SN schreiben ldsst, wobei je zwei
dieser glatten Fldchenstiicke hochstens Randpunkte gemeinsam haben diirfen.

Wair schreiben dann: S =51®Sy®...PH Sy.

Natiirlich ist mit der obigen Definition auch jedes Flichenstiick selber eine Fléche.
Die Definition erlaubt uns aber auch Gebilde, die nicht als ein einziges glattes
Flachenstiick darstellbar sind, als Vereinigung von Flachenstiicken zu schreiben.

Betrachten wir auch hierzu einige Beispiele.

Beispiel 22.28. (Flichen)

(a) Der Rand eines Quaders im R? ist eine Fliche: Er lisst sich als Vereini-
gung der sechs Rechteckflachenstiicke des Randes darstellen.

(b) Der Rand eines Zylinders ist eine Fliche in R3. Er lisst sich als Verei-
nigung der Zylindermantelfliche und der Kreisflichen des Zylinderbodens
und Zylinderdeckels darstellen.

(c¢) Es gibt auch ,pathologische” Beispiele:

e Ein einfaches ,pathologisches Beispiel sind drei Rechteckflichen, die
alle an einer gemeinsamen Kante zusammenstofen.

e Definition lasst zu, dass die Flachenstiicke keine gemeinsamen
Randpunkte haben, d.h. eine Flache kénnte aus disjunkten Fléchen-
stiicken bestehen, die sich nicht beriihren. Solche Fléachen sind in der
Regel nicht von Interesse. Der Normalfall ist (wie im Beispiel des Ran-
des eines Quaders oder Zylinders), dass sich die Flichenstiicke in ,ech-
ten”“ Randpunkte beriihren und dort zu einem komplizierteren Gebilde
zusammengefiigt sind, das sich nicht mit einer einzigen Parameterdar-
stellung als glattes Flachenstiick darstellen lasst.



KAPITEL 23

Integralsatze

Wir starten mit einer Motivation aus der Physik und der Elektrotechnik.

Physikalische Anwendung 23.1. (elektrische Flussdichte, Gesamtladung)

Aus der GET A ist bekannt: Das Oberflachenintegral der elektrischen Fluss-
dichte D {iber eine geschlossene Flache A entspricht der im umschlossenen Vo-
lumen V' enthaltenen Gesamtladung. In Formeln:

/13- dK:/gdv, (23.1)
A 1%

wobei div D = o die Ladungsdichte ist.

Ersetzen wir in (23.1) o = div D und A = oV, weil A der Rand von V ist, so
erhalten wir

/ﬁ- dA = /(div D)dV, (23.2)
oV \%4

wobel wir in der HM C normalerweise (1_(’5 statt dK fiir das vektorielle Oberfla-
chenelement schreiben und d(z,y, z) statt dV, also

/B. dO = /(div D)(z,y,2)d(z,y, 2), (23.3)
°1% \%

237
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(23.2) und (23.3)) ist der Integralsatz von Gauf fiir R? in seiner iiblichen Form.

Was bedeutet der Integralsatz von Gaufs physikalisch?

Auf der rechten Seite integrieren wir die Ladungsdichte ¢ = div D iiber das
Volumen V', und bestimmen somit, welche Gesamtladung in V' vorhanden
ist. Ist die Ladungsdichte o = div D = 0, so ist die elektrischen Flussdichte D
quellenfrei, und es sind keine Ladungen in V' enthalten. Ladungen sind also (je
nach Vorzeichen) als elektromagnetische Quellen bzw. Senken aufzufassen.

Auf der linken Seite integrieren wir die elektrische Flussdichte D iiber den Rand
0V des Volumens (Oberflichenintegral eines Vektorfeldes). Die elektrische Fluss-
dichte D beschreibt die Dichte der elektrischen Feldlinien (in Bezug auf eine Fla-
che, hier also im Bezug auf die Randfliche 0V'). Das Integral

/13. @:/ﬁ.ﬁda
oV ov

misst also den elektrischen Fluss durch die Randflache 0V'. Dieser hingt
nattirlich davon ab, ob im Volumen V' Ladungen vorhanden sind oder nicht und
wie diese in dem Volumen verteilt sind. Ist die elektrische Flussdichte D quellen-
frei, also wenn p = div D = 0 ist (d.h. in V sind keine Quellen bzw. Senken,
d.h. keine Ladungen, vorhanden), so muss auch der elektrische Fluss durch die
Oberfldche null sein.

Satz von Gaufs: Der elektrische Fluss durch die Oberfliche des Volumens
wird bestimmt durch die elektrische Flussdichte, welche die Ladungen (= Quel-
len bzw. Senken) in dem Volumen hervorbringen.

Formale Merkhilfe: Wir beobachten, dass in ) und - sauf einer rein
formalen” Ebene das 0 _im Rand V' hinter das Integral wandert und zu der
,Differentiation” in div D wird.

In gewisser Weise haben wir einen solchen Satz auch schon in der HM A gese-
hen, ndmlich im Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Sei
f :]a,b] = R stetig differenzierbar. Dann gilt

@)~ =10 - s = [ rwa (23.4)
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Links wird die Funktion f auf dem Rand 0la, b] = {a, b} ausgewertet, und rechts
,wandert” das 0 im Rand 0|a, b] hinter das Integral und wird die Ableitung in f’.

Lernt man Vektoranalysis mit Differentialformen, so kann man in der Tat das
sWandern“ des 0 vom Rand 0V des Volumens V' hinter das Integral als Ableitung
in einer einheitlichen mathematisch konsistenten Notation beschreiben. Dieses
ist allerdings Material, das mehr mathematische Kenntnisse erfordert, als sie in
diesem Kurs behandelt werden konnen.

In diesem Kapitel gehen wir schrittweise vor: Zunéchst lernen wir Integralsitze
in der Ebene kennen. Dann gehen wir von zwei auf drei Dimensionen iiber und
lernen den Satz von Gauft im R? kennen und betrachten einige Anwendung. Da-
nach lernen wir den Integralsatz von Stokes kennen und betrachten anschliefend
ebenfalls Anwendungen desselben.

23.1 Integralsatze in der Ebene

In diesem Teilkapitel lernen wir den Greenschen Satz zunéchst fiir Normalberei-
che in der Ebene und dann fiir allgemeinere Bereiche kennen. Danach beweisen
wir den Gaukschen Integralsatz im R? und folgern daraus zum Schluss noch die
Greenschen Formeln fiir die Ebene. Wie immer betrachten wir diverse Beispie-
le, um uns die neuen mathematischen Inhalte an konkreten Beispielen klar zu
machen.

Wir beginnen mit einigen Voriiberlegungen, um den Greenschen Satz zu-
nachst fiir Normalbereiche herzuleiten:

Seien o, € R mit & < § und u,v : [o, ] — R stetig differenzierbar mit
u(z) < v(x) fir alle x € |a, B]. Wir betrachten den xy-Normalbereich

M:={(z,y) eR* : a<z<p, ulx) <y<ov(z)}

und parametrisieren den Rand M von M durch einen geschlossenen stiickweisen
C'-Weg 7, und zwar so, dass OM genau einmal durchlaufen wird und M dabei
immer links von ~ liegt:

— _ —>

Y =7®7o(73)_® ().

mit den Wegen
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YA (V3)-
t o)
Tilas 2B 50|60
7 [u),0(8) + B, 730 = ] y 45,
(Y4)-Y
Tl o ® w0 [ L]

| o
|-
Q 0T

N1, Y2, Y3, Y4 sind dann glatte C-Wege. Statt }l{ schreiben wir auch 7{

oM

=

Sei M der xy-Normalbereich, dessen Rand wir eben parametrisiert haben. Sei
U C R? offen mit M C U, und sei f : U — R stetig differenzierbar. Dann gilt

Flo)-a = [L) @ [ o] [ )i [ D)@

ok ¥z (Vs)- (V4)-
[P Lo 15 [
= F(tu(t))+0 —0+0=0
LSO L] - L 5B
S TR o "0
- [ ) - )] (23.5)

Andererseits gilt auch

Janepien= [ [ ::)wyf)(x, payar= [ [ren] " a

y=u(z)
M

— /ﬁ [f(x,v(a;)) = f(x,u(x))} do = —/B [f(t,u(t)) — f(t,v(t))] dt,
“ ’ (23.6)
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wobei wir in der ersten Zeile den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(siehe (23.4))) genutzt haben.

Einsetzen von (23.6)) in (23.5)) liefert:

7{“ /af z,y) d(z,y). (23.7)

oM

Fiir den nachfolgenden Satz setzen wir zunichst voraus, dass sich M C R? in der
in den Voriiberlegungen beschriebenen Form sowohl als zy-Normalbereich als
auch als yx-Normalbereich schreiben l&sst.

Satz 23.2. (Greenscher Satz in der Ebene fiir zy- und yz-Normal-
bereiche)

Sei M C R? sowohl ein xy- als auch ein yx-Normalbereich. Sei U C R? offen
mit M C U, und seien f,q: U — R stetig differenzierbar. Dann gilt:

[ @9-anwaiwn = § 1) & (235)
M oM

Der Rand OM wird dabei so parametrisiert, dass M links liegt.

Beweis von Satz [23.3: Da M ein xy-Normalbereich ist, folgt aus unseren Vor-
tiberlegungen mit (23.7)

F o] == [enenaen. (23.9)

oM M

j[ [2] - ds = /(3x9)(x,y)d(x,y). (23.10)

oM M

Aufsummieren von (23.9)) und ([23.10)) liefert ([23.8)). O

Ahnlich zeigt man

Beispiele fiir Bereiche, die sowohl xy- wie auch yxz-Normalbereiche sind, sind ach-
senparallele Rechtecke oder rechtwinkelige Dreiecke, bei denen die beiden Sei-
ten mit rechten Winkel zueinander jeweils achsenparallel sind. Kreisscheiben sind
ebenfalls xy- und yx-Normalbereiche.
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Betrachten wir zwei Beispiele

Beispiel 23.3. (Greenscher Satz fiir xy- und yz-Normalbereiche)
(a) Seien M := {(z,y) eR? : 0 <2 <2, 1<y <2} und
f:R* > R, f(z,y) == ye™ + x cos(z?),
g:R* = R, g(z,y) == xe™ — 3y> sin(y?).

Dann gilt nach dem Greenschen Satz fiir zy- und yz-Normalbereiche

85 m ' _S)AZ <%($7?}) - g—;(x,y)> d(z,y)

— / [(exy+xyefy —-0) — (exy+xyexy—|—0)} d(z,y)

:/Od(a:,y) = 0.

Das Flachenintegral ist viel einfacher zu berechnen als das Kurvenintegral
auf der linken Seite des Greenschen Satzes.

(b) Seien M := {(a:,y)ERQ 0<x <2, Ogygéx} und

f:]—1,00[x]— 00,00 = R, flx,y) = 22—y 4 In(x + 1),

g:R* > R, g(x,y) =2 y* + 2% — y3ey4.

Dann gilt nach dem Greenschen Satz fiir zy- und yax-Normalbereiche

(Jf HICE Al (5w - Swn) ate)

- / [(3x2y2+2x—0) — (32%y? —3y2+0)] d(z,y)
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Um den Greenschen Satz auf allgemeinere Bereiche auszudehnen, miissen wir erst
definieren, was fiir Bereiche wir betrachten.

Definition 23.4. (Bereich in R? mit stiickweise glattem Rand)

Sei B C R? offen, nichtleer und beschrinkt. G := B heif$it ein Bereich mit
stickweise glattem Rand, falls OG sich durch endlich viele geschlossene,
stiuckweise glatte Wege parametrisieren lasst.

Zum Beispiel haben Kreise, Ellipsen, Polygone (= Vielecke) und ebenso Kreisringe
einen stiickweise glatten Rand.

Bemerkung 23.5. (Bereich mit stiickweise glattem Rand)
Sei GG ein Bereich mit stiickweise glattem Rand.

(1) Der Rand OG von G ist eine Jordansche Nullmenge. Also ist G
Jordan-messbar.

(2) Fiir die Parametrisierungen von 0G gilt die folgende Konvention: 0G
wird genau einmal durchlaufen. Die Durchlaufrichtung ist dabei immer
so gewahlt, dass G stets links liegt (siche Bilder unten).

-
-

heoae

-
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Man kann zeigen, dass der Greensche Satz nicht nur fiir xy- und yz-Normalbereiche
sondern auch fiir Bereiche mit stiickweise glattem Rand gilt.

Satz 23.6. (Greensche Satz in der Ebene)

Sei G C R? ein Bereich mit stiickweise glattem Rand, und seien U C R? offen
mit G CU und f,g: U — R stetig differenzierbar. Dann gilt

/(3x9—0yf)($7y)d(937y) Zj{ H . ds. (23.11)

g
G e

Der Rand OG wird dabei so parametrisiert, dass G links liegt.

Warum ist der Greensche Satz interessant?

Mochten wir ein Kurvenintegral eines Vektorfeldes iiber einen stiickweise glatten
geschlossenen Weg 5 in R? ausrechnen, also

fl)=

0

so konnen wir nach dem Greenschen Satz statt dessen das Flachenintegral

[ G- a0 diy

G

des Skalarfelds 9, g — 9, f iiber die von 4 berandete beschréinkte Fliche G berech-
nen. Dieses Integral ist haufig einfacher zu berechnen, insbesondere dann, wenn
das Skalarfeld 0,9 — 0, f eine einfache Struktur hat.

Dabei miissen wir aber mit der Orientierung des Randes 0G aufpassen: Durch-
liuft 4 den Rand OG genau einmal und liegt G links von 4, so parametrisiert 4
den Rand OG. Liegt G dagegen rechts von 7, so parametrisiert der Riickweg 7 _
den Rand 0G.

f
9

Ist [Z]E ] konservativ, so sind nach Folgerung [19.15| alle Kurvenintegrale von

langs eines geschlossenen Weges null, d.h. die rechte Seite in (23.11)) ist null.

Ist J; konservativ so gilt andererseits auch die Integrabilitdtsbedingung aus

Satz|19.21} also 0,9 = 0, f, und die linke Seite in (23.11)) ist ebenfalls null.
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Beispiel 23.7. (Greenscher Satz)

(a) Sei G := {(z,y) € R* : z?+ y* < 1} ein Kreis um (0,0) mit Radius 1.
Seien

fR* =R, flz,y) == V1+a2—ye™ +3y,
g:R* >R, g(w,y) =2 —xe™ +In(1 +y").

Dann gilt nach dem Greenschen Satz

aZf HIEE G/ (5w - e dte)

:/{(Qx_exy_xyexy) _ (_6wy_xyexy+3)} d(x,y)

G
— / 22 — 3] d(z, y) 2 / (20 cos(¢) —3) ed(o, ¢)
Z Gpk
_ /O1 /0% (20 cos(e) — 30) dpdp = /01 20 sin(6) — 3 0] Zj do

= /01 < [20” sin(27) — 3 027] — [20° sin(0) — 0] ) do

1 o=1
:/ —6mpdo = [—3%@2] = —3m,
0
wobei wir in der dritten Zeile zu Polarkoordinaten (PK)

r=pgcos(d), y=osind), dz,y) =oed(e )

iibergegangen sind und genutzt haben, dass
Grx = {(0,0) €R* : 0<p<1, 0<¢<2r}.

Hétten wir statt des Flachenintegrals das Wegintegral berechnet, so wére
dieses deutlich aufwendiger gewesen.

(b) Sei G :={(z,y) e R* : 1 <a?+y* <4undy > 0} die,obere Halfte"
eines Kreisrings um (0, 0) mit Innenradius 1 und Aufkenradius 2. Seien

[ R* =R, fz,y) = sin(z) + zy” — 7,
g:R* >R, g(x,y) := cos(y) +y=* + In(y° + y* +2).
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Dann gilt nach dem Greenschen Satz

F1I]- &= [ (G- Gam) ae)
G

— / [(Qxy) — (Qxy— 2y)} d(z,y)

G

::/%m@yygié 20 sin(¢) od(e. ¢)

//2@ sin dgbdg—(/ 2g2dg>.</07rsm(¢)d¢>

o=

= | - §—1 (-] =2
Ld@[ cos(@)] ) =[5 - D] [ (== (-1] = 7,
wobei wir in der dritten Zeile in Polarkoordinaten (PK)

r =0 COS(gb)a y=o0 Sin(¢)7 d(x,y) =0 d(Q, QS)

transformiert haben und genutzt haben, dass gilt

Gex = {(0,0) : 1<0<2, 0<¢<m}=[1,2] x[0,7].

In der nachfolgenden Bemerkung treffen wir wichtige Vorbereitungen fiir die Ein-
fiihrung des Gaufsschen Integralsatzes in der Ebene.

Bemerkung 23.8. (dufieres Einheitsnormalenvektorfeld)

Sei nun G C R? ein Bereich mit stiickweise glattem Rand, und sei
7= (1] slas) o 22
72

einer der endlich vielen glatten C!'-Wege, aus denen 0G zusammengesetzt ist.
(v werde so durchlaufen, dass G stets links liegt.) Dann heiRt

N (= : 1 V5(t)
RO = gy | ) el

der dukere Einheitsnormalenvektor an G im Punkt ~v(t) € 9G.

Dann ist ﬁ fur alle bis auf hochstens endlich viele Punkte von 0G definiert.

ﬁ heilit das aufsere Einheitsnormalenvektorfeld an G.
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Satz 23.9. (Gauftscher Integralsatz (Divergenzsatz) in der Ebene)

Seien U C R? offen, F:U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld und
G C U ein Bereich mit stiickweise glattem Rand. Dann gilt:

/(div ﬁ) (x,y)d(z,y) = j{ (ﬁ : ﬁ) ds, (23.12)

G oG

wobei N das duflere Finheitsnormalenvektorfeld an G ist.

Was bedeutet der Gaufische Integralsatz in der Ebene?

Die Anschauung ist analog zum Fall des Gaukschen Integralsatzes in R?, den wir
am Anfang dieses Kapitels betrachtet haben. Der Einfachheit halber geben wir
hier eine Erkldrung mit einer ebenen Fliissigkeitsstromung, denn man kann sich
dieses einfacher vorstellen. Stellen wir uns vor, dass in der Ebene eine Flissigkeit
flielst, wobei das Geschwindigkeitsfeld F(a: y) die Geschwmdlgkelt der Flissig-
keltsteﬂchen im Punkt (z,y) der Ebene beschreibt. Ist 7 ein glatter Weg, der ein
Stiick des Randes 0G elges Bereichs G' mit stiickweise glattem Rand parametri-
siert, so misst F( (t))-N(7(t)) die Geschwindigkeitskomponente im Randpunkt
(V(t)) senkrecht zum Rand. Also misst

/(F.N)ds

die in G pro Zeiteinheit heraus- bzw. hereinfliekende Fliissigkeitsmenge. Ob wir
in der Bilanz eine heraus- oder hereinflieflende Fliissigkeitsmenge haben, wird
durch das Vorzeichen des Wertes des Kurvenintegrals bestimmt. Hat der Wert des
Kurvenintegrals ein positives Vorzeichen, so liegt in der Bilanz eine herausfliefsende
Fliissigkeitsmenge vor. Hat der Wert des Kurvenintegrals ein negatives Vorzeichen,
so liegt in der Bilanz eine hereinfliekende Fliissigkeitsmenge vor. Ist der Wert des
Kurvenintegrals null, so bleibt das Fliissigkeitsmenge in G gleich.

Die Divergenz (div ﬁ)(ac, y) des Geschwindigkeitsfeldes ﬁ(x, y) beschreibt, ob im
Punkt (z,y) eine Quelle oder eine Senke oder keines von beiden vorliegt. Genauer:

Ist (div ﬁ)(:z:,y) > 0, so liegt in (x,y) eine Quelle vor; ist (div F)(m,y) < 0, so
liegt in (x,y) eine Senke vor; und ist (div F)(z,y) = 0, so liegt in (z,y) weder
eine Quelle noch eine Senke vor.

Dabei sind Quellen im {iblichen Sinne zu verstehen, dass dort Fliissigkeit aus-
tritt. In Senken verschwindet Fliissigkeit. Scheiden die Quellen in G genauso viel
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Fliissigkeit aus, wie in den Senken in GG verschwindet, so verdndert sich die Fliis-
sigkeitsmenge in G nicht, und das Flédchenintegral

/ (div ﬁ) (x,y)d(z,y) (23.13)

G

muss null sein. In diesem Fall muss aber auch

/ (F-N)ds (23.14)

oG

null sein, denn in der Bilanz iiber den gesamten Rand OG tritt aus G weder
eine Fliissigkeitsmenge heraus noch stromt in G eine Fliissigkeitsmenge hinein.
Liegen in G Quellen und/oder Senken vor und stromt beispielsweise aus den
Quellen mehr Fliissigkeit heraus als in den Senken verschwindet, so ist der Wert

des Fliachenintegrals (23.13]) positiv und ([23.14)) misst die durch den Rand von GG

austretende Fliissigkeitsmenge.

Betrachten wir zwei Beispiele fiir die Anwendung des Gaufsschen Integralsatzes
(Divergenzsatzes) in der Ebene.

Beispiel 23.10. (Gaufsscher Integralsatz in der Ebene)
(a) Gesucht ist der Fluss der Vektorfeldes

— — 2
F :R?> - R?, F(x,y):= [52] :

durch den Rand des Rechtecks

Q:z{(:ﬁ,g)éRQ 0< 2 <2, Ogygl},

LQ(F-N)ds.

Dieses Kurvenintegral direkt zu berechnen ist wegen der vier glatten Kur-
venstiicke, die zur Parametrisierung von 0@ benotigt werden, ziemlich miih-
selig. Wir nutzen daher den Gaufschen Integralsatz fiir die Ebene:

/ (ﬁ : ﬁ) ds = / (div f) (x,y)d(x,y)

oQ Q

also
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Mit (div F) (z,y) = (01F1)(x,y) + (0o F3)(x,y) = 2x + 2y finden wir

/(onvﬁ)(gc,y)d(gc,y):/02/01 (22 +2y) dyda

Q
:/02 [Qxy-kyﬂyildx:/: [2354—1] dr = [:L‘Z—l—x]x:z:@

Also gilt

/ (f : ﬁ) ds = / (div F) (x,y)d(z,y) = 6.
oQ Q

Macht das Ergebnis unserer Anschauung nach Sinn? — Aufgrund der Struk-
tur des Vektorfeldes und der Lage des Rechtecks @ ist es plausibel, dass
F - N positiv ist, also das Fliissigkeit aus dem Volumen herausstromt. Der
positive Wert fiir das Integral stimmt also mit unserer Anschauung iiberein.

(b) Gesucht ist der Wert des Integrals

/ (div f) (z,y)d(z,y)

G

fir das Vektorfeld

— — Y
F - RQ N RQ, ]:-‘1(3:7 y) - eXp(JC y) Y _ ey :
—exp(zy)x —ex

und das Gebiet G = {(z,y) € R* : 2? + y* < 1}, welches ein Kreis um
(0,0) mit Radius 1 ist. Wir wissen nach dem Gaufsschen Integralsatz in der
Ebene, dass

/ (div f) (x,y)d(x,y) = / (ﬁ -N) ds
G oG
Der Rand 0G kann mit dem Weg

o ) N cos(t)
~ : [0,27] — R?, v (t) := ,

parametrisiert werden, und

Lo o V() B cos(t) B cos(t)
NETO) = ) [%(t)] ) [—( —sin<t>>] ) Liﬂ@f)] |
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Damit finden wir

— — exp (cos(t) sin(t)) sin(t cos(t
F(70) - N(0) [_ ol i 8] | [ < >] o

Also gilt

/(div f)(x,y) d(z,y) :/(fﬁ) ds
G

oG
:/OWF(V(t)) .ﬁ('_y’(t))JW’(t){dt:/Odt:O.

Versucht man das gesuchte Integral dagegen direkt ohne den Gaufschen
Integralsatz in der Ebene zu berechnen, so stoft man auf Schwierigkeiten,
da das Integral schwer zu berechnen ist.

Beweis von Satz[23.9: Sei

5 = [71]  Ja,b] — R?
Y2

ein glatter Weg, der ein Stiick von dG parametrisiert, wobei sich G links vom
Weg 7 befindet. Dann gilt

> 5(1
N(F () = | /1(75)| [ 2 )] )

o —1(t)

und mit f‘)

Fi .
[ FJ finden wir

oG
o [REO)] [ o]
e A0 Fz<7<t>)] [—%(t] T
_ / F(7 () [ w)] Ny
o [BF®)] [0
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Durch Aufsummieren der Integrale iiber alle Teilwege der Parametrisierung von

OG erhalt man also
/ (F-N)ds = /

oG oG

K

—

. ds. (23.15)

£

Durch Anwenden des Greenschen Satzes fiir das Kurvenintegral auf der rechten
Seite von (23.15)) erhalten wir nun

R -
/ MRS / (0.F3) (,9) — (9,(~F) (2,9)] ()
oG G
= [ [@F) .0 + @:F) )] Ay
G
- / (div F)(z, y) d(z, y). (23.16)
G
Einsetzen von (23.16) in (23.15)) liefert ([23.12). O

Mit Hilfe des Gaufschen Integralsatzes in der Ebene kann man relativ leicht die
Greenschen Formeln fiir die Ebene herleiten.

Satz 23.11. (Greensche Formeln fiir die Ebene (n = 2))

Seien U C R? offen, G C U ein Bereich mit stiickweise glattem Rand, und
seien f: U — R und g : U — R zweimal stetig differenzierbar. Dann gelten:

W [ @0+ (V)] dwy) = § (£(79) - Nas

oG

G
@ [ [0 -g@n]dwy = § (199 - 9(vH) - Nas
G

oG
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Beweis von Satz|23.11: Die Greenschen Formeln beweisen wir in einer Ubungs-
aufgabe. H

23.2 Der Integralsatz von Gauf in R’

Analog zu der Situation in der Ebene starten wir mit geeigneten Normalbereichen.

Definition 23.12. (z- bzw. 2- bzw. y-normales Volumen in R?)

Sei
M = {(x,y,z) eR® : (z,y) € A, s(z,y) <=z < t(x,y)},

wobel

e A CR? cin Bereich mit stiickweise glattem Rand ist,
e () eine offene Menge st mit A C Q und
o 5:Q =R, t:Q — R stetig differenzierbar sind mit s(z,y) < t(z,y)
fir alle (z,y) € A
Dann heifst das Volumen M z-normal.

Analog definiert man x-normal und y-normal.

Der Rand OM eines -, y- oder z-normalen Volumens M besteht dann aus endlich
vielen glatten Flachenstiicken und ist somit eine Flache. Wir wéhlen die Parame-
trisierungen der Flachenstiicke so, dass das Einheitsnormalenvektorfeld

stets nach aufien zeigt, d.h. N ist das #ufere Einheitsnormalenvektorfeld
von M.

Wir wollen den Gaufsschen Integralsatz zunéchst fiir x-, y- bzw. z-normale Volu-
mina formulieren. Dazu beweisen wir zunéchst einen Hilfssatz.
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Hilfssatz 23.13. (fiir den Beweis des Gauftschen Integralsatzes)

Seien U C R3 offen und f : U — R stetig differenzierbar. Ist M C U z-
normal, so gilt

[@n@.2d0.2) = § £ Nydo

M oM

(N3 ist die dritte Komponente des duferen Einheitsnormalenvektorfelds ﬁ)

Beweis von Hilfssatz|25.15: Wir zerlegen den Rand von M in geeignete Flachen-
stiicke, also OM = S; U Sy U S3 mit

Sy = {($,y,2) S R® (x,y) € 0A, S(ZL',y) <z< t($,y)}, (,,Mantel“)
Sy 1= {(maya z) € R? (z,y) € A, z= t(xay)}v (-Deckel")
Sg = {(x,y, Z) c Rg : (.I, y) € A; = S(xa y)}7 (,,BOdGH“>

und parametrisieren S, Sy und S3 so, dass das Einheitsnormalenvektorfeld jeweils
nach aufsen zeigt. Dann gilt

Wir betrachten nun die Integrale iiber die drei Flachenstiicke S, S, S3 nachein-
ander.

(1) Auf Sl gllt N3 = O, d.h.
/fN3 do = 0. (23.17)

u
}?;(u,v) = v, (u,v) € A
t(u,v)
Dann gilt
0 — Oyt
O.X) % 0X) =0 x|1]=]-0¢t = RangdX}) =2

Oyt Oyt 1
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0.%0) % (0,%, I o
und N = ( u__Z,) ol U__Q,) = — Oyt
(0.X2) x (8,X2)|  V/(But)? + (9,1)2 + 1 |

Da die z-Komponente positiv ist, zeigt das Einheitsnormalenvektorfeld nach
aufen. Also finden wir mit N3 = 1/4/(0,t)2 + (0,t)2 + 1

/ngda

Sy
_ 1 2 2
_ A/ £ (u, 0, t(u, ) NG V(0. +_ ;Ut) T 1dt

:/f(u,v,t(u,v)) d(u,v). (23.18)
A

(3) S5 konnte man wie Sy parametrisieren. Dann zeigt das Einheitsnormalen-
vektorfeld aber nach innen. Also vertauschen wir die Rollen von «w und v.

v
Xz(u,v) = u : (v,u) € A.
s(v, u)
Dann gilt
0 1 0yS
(0.X3) x (,X3)=| 1 | x| 0| =]0s| = Rang(dX;) =2
0y S O0yS —1
0,X3) % (9,X5 1 O
und N = ( u__?i) ol U__?i) = OyS
(0.5 < @XD]  V@P TGP 1 |

Da die z-Komponente negativ ist, zeigt das Einheitsnormalenvektorfeld nach
aufen. Also finden wir mit N3 = 1/1/(0,8)2 + (0u5)2 + 1

/ngda

Sa
_ —1 2 2
_ A/ £ (v, u, s(v,0)) NGE R V057 ;us) Tidt
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/fvusvu (v,u) /fu,v,suv d(u,v), (23.19)

wobei wir im letzten Schritt nur die Namen der Variablen v und v getauscht
haben.

Zusammengenommen ergibt sich aus (23.17)), (23.18) und (23.19)) mit der Umbe-

nennung r = u und y = v also

fng do = / [f(%y,t(:v,y)) — f(:v,y,S(x,y))} d(z,y)
oM

/(/ (O3 f) (2, y,2) dzd(z,y)

A s

2/(33f)(5’3’y>z)d(x’y’z)’

M

womit der Hilfssatz bewiesen ist. ]

Als Folgerung aus dem Hilfssatz erhélt man nun den Gaufsschen Integralsatz im
Raum fiir Normalbereiche.

Satz 23.14. (Gaufischer Integralsatz im Raum fiir Normalbereiche)

Seien U C R? offen und F:U = R cin stetig differenzierbares Vektorfeld.
Ist M C U sowohl x-, y- als auch z-normal, so gilt:

/(div ﬁ) (x,y,2)d(x,y,2) = F . (Y)), (23.20)
M oM

wobei AO mit dem aufieren FEinheitsnormalenvektorfeld an M berech-
net wird. (Da der Rand OM von M eine geschlossene Fliche ohne Rand ist,
schreiben wir bei dem Integral iber OM auch § statt [.)

F
Beweis von Satz|23.14 Mit F = | Fy| gilt
F3

divF = 0, F, + 05F + 0353, (23.21)
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— Nl
Sei N = | No| das dufiere Einheitsnormalenvektorfeld an M.
N3

Da M z-normal ist, liefert Hilfssatz [23.13
/(83F3)(x,y,z) d(z,y,z2) = /Fg N3 do.
M oM

Ahnlich zeigt man, dass

[@F) .2 dw0.0 = [ FiNdo

oM

@EmwwﬂwwﬁzfﬁNﬂm
oM

bzw.

S

(23.22)

(23.23)

(23.24)

wobei man verwendet, dass M z- bzw. y-normal ist. Also folgt aus (23.22), (23.23))

und (23.24)) durch Aufsummieren, dass

M

+/@BWW&N@%@+/@&WW&M@%@

M M

:/F1N1d0'+/F2N2dO'—|—/F3N3d0'

oM oM oM
=/(F1N1+F2N2+F3N3)d0
oM

— [ F N’da:/F do,

oM oM

wobei wir im letzten Schritt N do = d@ genutzt haben.

/(div f) (x,y,2)d(z,y, 2) /(81F1)(a:,y,z) d(z,y, 2)

]

Nun formulieren wir den Gaufsschen Integralsatz im Raum (allerdings dann ohne
Beweis) fiir allgemeinere Bereiche. Als Vorbereitung miissen wir wieder definieren,

was fiir Bereiche zuléssig sind.
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Definition 23.15. (Bereich in R? mit stiickweise glattem Rand)

Sei B C R? offen, nichtleer und beschrinkt. G := B heif$it ein Bereich mit

stiickweise glattem Rand, falls OG eine Fliche im Sinne von Definition
22,27 1st.

Beispiele fiir Bereiche in R3 mit stiickweise glattem Rand sind Quader, Kugeln,
Kegel, Ellipsoide sowie Kugelschalen.

Bemerkung 23.16. (Bereich in R? mit stiickweise glattem Rand)

(1) Ist G ein Bereich in R? mit stiickweise glattem Rand, so ist G eine
Jordansche Nullmenge. Also ist G Jordan-messbar.

(2) Die Parametrisierungen der Flachenstiicke vom 0G in Definition [23.15
werden laut Konvention so gewahlt, dass das Einheitsnormalenvek-
torfeld nach aufien zeigt.

Nun formulieren wir den Gaufsschen Integralsatz im Raum fiir Bereiche mit stiick-
weise glattem Rand.

Satz 23.17. (Gaufischer Integralsatz im Raum fiir Bereiche mit
stiickweise glattem Rand)

Seien U C R? offen und F:U — R ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Ist G C U ein Bereich mit stiickweise glattem Rand, so gilt:

/(div ﬁ) (z,y,2)d(z,y,2) = j{f do, (23.25)
G oG

wobei AO mit dem aufleren Einheitsnormalenvektorfeld an G berechnet
wird.

Nachdem wir nun auch die Formulierung des Gaufsschen Integralsatzes fiir Berei-
che mit stiickweise glattem Rand kennen, betrachten wir verschiedene Beispiele.
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Beispiel 23.18. (Gaufsscher Integralsatz im Raum)
(a) Sei G das Rotationsparaboloid

G:={(z,y,2) eR® : 2*+y* <z <1}

Dann ist G ein Bereich mit stiickweise glattem Rand. Sei
— — x
F : R - R3, F(z,y,2) = |y
z

Gesucht ist der Oberflichenintegral
F.do.
oG

Anstatt den Rand G von G zu parametrisieren, nutzen wir den Gaufischen

Integralsatz (23.25)) im Raum: Es gilt

0 0 az:1+1+1:3.

(div F) (2. 2) = 7 (x) + oWt 5%

Somit finden wir

—>—>

- dO = / (div f)(m,y,z)d(az,y, z) = /3d(a:,y, z) = 3u3(G).
G G

Das Volumen des Rotationsparaboloids berechnen wir mit Zylinderkoordi-
naten (ZK):

r=opcos(¢), y=pesin(g), z=z,
d(z,y,2) = od(0,¢,2) mit  0>0, ¢€l0,2x], z€R.

Dann ist
Gax = {(0,6,2) €R® : 0€]0,1], ¢ €[0,2n], > <z <1},

Damit finden wir

v3(G) = /Qd 0,9,2) //%/ odzdedo
e [
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$=0
1 1 o=l 1 1 T
o ()
[ 2% 1% )], 2 1) 2
Also finden wir
> 3
F dO:/Sd(:U,y,z)—Svg(G):§7T
oG G

Sei G die Vollkugel
G:={(z,y,2) eR® : 2*+y*+ 2" <1}
Dann ist GG ein Bereich mit dem (stiickweise) glatten Rand
G ={(z,y,2) eR® : 2*+y* +2* =1}.
Sei

1

ﬁ:R3—>R3, ﬁ(x,y,z): 2
2

2

Wir wollen
/ F.do
oG

auf zwei Arten berechnen, einmal direkt als Oberflachenintegral und einmal
mit dem Gaufsschen Integralsatz im Raum.

Zur direkten Berechnung parametrisieren wir die Kugeloberfliche 0G mit
Kugelkoordinaten (KK)
sin(u) cos(v)
)_()(u,v) = |sin(u) sin(v) | , u € [0,7], wve0,2n],

cos(u)

also (0G)kk = [0, 7] x [0,27]. Dann gilt Rang((@i)(u,v)) = 2 fiir alle
(u,v) €10, 7] x]0, 27|, und X|y ist injektiv (vgl. Beispiel [22.23)).

—>

(0.X) (u, )% (0,X) (u, v) = sin(u) X(u,v) = NX(u,v)) = X(u,v).

weil D_()(u,v)| = 1 und sin(u) > 0 fiir alle (u,v) € (0G)kk. Also finden wir

/f&@:/ﬁy@@mmx@%mmmmm
oG oG
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= / f‘)()_()(u,v))-sin(u))_()(u,v)d(u,v)

(0G)kk
T 2w
oy

= /Tr /277 [cos(v) sin?(u) + 2 sin(v) sin®(u) + cos®(u) sin(u)} dv du
0 Jo

sin(u) cos(v)
sin(u) sin(v) | sin(u) dv du

1
2
cos?(u) cos(u)

_ /0 " [sinf) sin®(u) — 2 cos(v) sin?(w) + cos'(u) sinu) o "

= /Tr [— 2 cos(27) sin?(u) + 27 cos®(u) sin(u) + 2 cos(0) sinQ(u)} du
R T

— /OTr 21 cos®(u) sin(u) du = g/oﬂél cos®(u) sin(u) du

— g{ — COS4(U)} :Z = g | - cos*(m) + COS4(O)] = g | — (—1)* + 1] =o0.

Dabei haben wir in der letzten Zeile bei der Berechnung des Integrals iiber
u die Substitution

dt

il sin(u) = —dt =sin(u)du

t = cos(u),

verwendet, also

/4 cos®(u) sin(u) du = [—/4t3 dt]
t=cos(u)

— {—t4+c} :—0054(u)+c.

t=cos(u)
Bei der Berechnung mit dem Gaufchen Integralsatz finden wir mit

(div F) (x,y,2) = %(1) + %(2) + %(22) =2z,

dass gilt

/f‘) 8—5:/(divf)(m,y,z)d(m,y,z):/QZd(x,y,z).
oG G

G
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Zur Berechnung des Volumenintegrals wihlen wir Kugelkoordinaten (KK)
x = r sin(f) cos(¢),
y = r sin(0) sin(¢),
z =1 cos(f),
d(z,y,z) = r* sin(0) d(r, 0, ¢),
und

Gxx = {(r,0,¢) : r€]0,1], 0 €]0,7[, ¢ € [0,27[ }.

Damit finden wir

/22d(x,y, z) = /G 27 cos(8) r? sin(6) d(r, 0, @)

G
1 T 2
:/ // 23 cos(0) sin(f) de dd dr
o Jo Jo

- /01 /0 1217 cos(0) sin(0) 0] T a0 dr

$=0

1 s
:/ / 4713 cos(f) sin(6) df dr
0 Jo
1

O=m !
= / {2% 7 sinQ(G)] dr = / 0dr =0,
0 =0 0

weil sin(0) = sin(m) = 0. Dabei haben wir bei der zweiten Integration
genutzt, dass

O o o
5 sin“(6) = 2 sin(f) cos(6)

ist, d.h. wir haben die Substitution ¢ = sin(¢) verwendet.

Satz 23.19. (Greensche Formeln in R?)

Seien U C R? offen, G C U ein Bereich mit stiickweise glattem Rand, und
seien f,g: U — R zweimal stetig differenzierbar. Dann gelten

W [ [1@9+ 90 (V9] dwy2) = § (7(V9) - 46,

oG

G
@ [ [r@9-g@n]dws) = § (779 - 9(95)- I8
G

oG




23.3. Anwendungen des Gaufschen Integralsatzes
262 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

Beweis von Satz|25.19: Dieses ist eine Ubungsaufgabe. ]

23.3 Anwendungen des Gaulfischen Integralsatzes

Wir betrachten nun eine physikalische Anwendung des Gaufschen Integralsatzes.

Physikalische Anwendung 23.20. (Maxwellsche Gleichungen (Teil 1))
Es seien im Folgenden:

D = elektrische Flussdichte,

—

B = magnetische Flussdichte,

o = Ladungsdichte,

G = cin Bereich in R? mit stiickweise glattem Rand.
Die Maxwellschen Gleichungen kénnen unterschiedlich formuliert werden:
Wir betrachten die Maxwellschen Gleichungen auf einer offenen Menge U C R3.
Gleichung 1:

d1vD =0 auf U, oder dquivalent dazu

(ii) ?{D do = / o(x,y,2z)d(x,y, z) fir jedes G CU.

Gleichung 2:
(i) div B=0 auf U ., oder dquivalent dazu

(ii) %1_3) dO =0 fiir jedes G C U.
oG

Dass jeweils (ii) aus (i) folgt, ist eine direkte Konsequenz aus dem Gauf-
schen Integralsatz.

Dass umgekehrt aus (ii) auch jeweils (i) geschlossen werden kann, zeigt der nach-
folgende Satz.
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Satz 23.21. (Divergenz als Grenzwert)
Seien U C R3 offen und (x9, 90, 20) € U fest gewdhlt. Sei

K, = {(sc,y,z) ER’ ¢ (x—m)+(y—wo)*+ (2 —20)° < Tz}

die Vollkugel um (xq, yo, z0) mit Radius r > 0. Ist F:U >R stetig differen-
zierbar, so gilt

— 1 =2 /2
div F')(xo, vo, 20) = lim F - dO. 23.26
(div F)(zo, Yo, 20) 0 03 () ( )

oK,

Wie folgt bei den Maxwellschen Gleichungen aus (ii) auch (i)?
Wir betrachten nur Gleichung 1. Der Nachweis fiir Gleichung 2 ist analog.
Um jeden Punkt (xg, 4o, 2z0) aus U koénnen wir eine kleine Vollkugel

Ky = {(5’77972) eR’ : (x—m0)* + (y —w0)* + (2 — 2)* < 7’2}

mit Radius r > 0 wéhlen, die ganz in U liegt. (Erkldrung: Weil U offen ist, gibt
es einen offenen Ball (also eine offene Vollkugel)

Ug(llf(),y(), ZO) = {(Z’, Y, Z) S R3 : (Q? - xO)Q + (y - y0>2 + (Z - 20)2 < 52}7

die ganz in U liegt. Setzt man r := £/2, so ist klar, dass die Vollkugel mit dem
halben Radius K, = K. /5 = U, /c(Zo, Y0, 20) ganz in U liegt.) Fiir K, gilt nach (ii)

]{D do = o(z,y,z)d(x,y, 2)
N L /B a6 / (2,1, 2) d(z, y, 2)
: = r,y,z)d(x,y, 2).
(K, w(K,) ) Y Y
oK, K,

Lésst man auf beiden Seiten r > 0 gegen null gehen, so erhilt man

/Q(x, y,z)d(z,y, 2). (23.27)

K,

Nach Satz [23.21] erhalten wir fiir die linke Seite in ([23.27))

lim
™\ 0 U3

j{ D- d(’) = lim
N0 U3( )

lim
™0 U3 (Kr)

7{]_5- d® = (divD)(x0, o, 20)- (23.28)
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Das Integral
1

1}3(Kr)/@(x,y72) d(z,y, 2)

T

ist der Mittelwert von p auf K,. Fir r \, 0 strebt dieses Mittelwert gegen
o(zo, Yo, 20), weil die Vollkugel K, dann auf ihren Mittelpunkt (xg,yo, 20) zu-
sammenschrumpft. Also gilt fiir die rechte Seite in (23.27))

1
lim

™0 v3(K;)

/ o,y 2) d(, 9, 2) = olxo, 1o, ) (23.29)
Kr

Einsetzen von (23.28) und (23.29)) in (23.27) liefert

(le D)(I(]a Yo, ZO) - Q(x(h Yo, ZO)'
Da (x, Y0, 20) € U beliebig gewahlt war, gilt div D= o auf ganz U.

Beweisidee fiir Satz[23.21: Das Integral

v3(K,) / (div ﬁ) (2, y,2) d(z,y, 2)

K

kénnen wir so interpretieren, dass der Mittelwert der Divergenz in der Vollkugel
K, ermittelt wird. Da F stetig ist, so wird dieser Mittelwert gegen den Wert
(div F)(a:o Yo, z0) im Mittelpunkt der Vollkugel streben, wenn der Radius r der
Kugelschale gegen null strebt. Also gilt

— 1 —
div F')(xo, vo, 20) = lim divF)(x,y, z)d(x,y, 2).
(i F) oo, 0) = i s [ (@0 F) (0.0, d(0.1.2)

K,

Die Anwendung des Gaukschen Integralsatzes liefert nun

1 —
leF:U, ,20) = lim divF)(z,y, z)d(z, vy, 2
(v 20) = lim s [ (v F) @02 (0. 1.2)

K,

— lim F . dO. O
™0 v3(K) /
0K,

Wichtig ist vor allem auch die physikalische Interpretation von (23.26): Be-
trachten wir die rechte Seite vom (23.26)), also

lim
r™\0 U3 (KT)

/ﬁ.@:hm ! F.Ndo
7‘\01)3( )

oK, oK,
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Dort wird F - ﬁ, also die Komponente von F in Richtung des dufseren Einheits-
normalenvektorfeldes iiber den Rand 0K, der (kleinen) Kugel K, integriert, und
danach wird durch das Volumen von K, geteilt und der Grenzwert fiir den Ra-
dius 7 N\ 0 gebildet. Wir betrachten also den (gewichteten) Fluss durch die
Kugeloberflaiche. Wenn der Radius r gegen null strebt, so betrachten wir die
Fliissigkeitsstromung, die aus dem Punkt (zg, yo, 20) im Zentrum der Kugel aus-
tritt. Ist diese grofser null, so haben wir eine Quelle, und ist diese kleiner null,
so haben wir eine Senke. Dieses liefert die Motivation fiir die Interpretation der
Divergenz.

Als Letztes lernen wir noch einen weiteren Satz kennen, der aus dem Gaulfsschen
Integralsatz folgt.

Satz 23.22. (Folgerung aus dem Gaufischen Integralsatz im Raum)

Seien U C R? offen und G C U ein Bereich mz’t_gtiickweise glattem Rand mat
dem dufleren Finheitsnormalenvektorfeld N, und sei g : U — R stetig
differenzierbar. Dann gilt

$oNdo = [(Vo)wp2)diwy.2).

oG G

wobei das Integral komponentenweise berechnet wird, d.h.

gNl do (&Cg)(l',y,Z) d(x?yaz)
fr |
%QNQ do| = /(%g)(w,y,Z) d(z,y,2)| . (23.30)
oG G
%gNg do /(azg)(x7y72) d(.CC,y,Z)
| 0G A | G A

Beweis von Satz|23.29: Wir wenden den Gaufschen Integralsatz im Raum jeweils
fiir eines der Vektorfelder

. . 9(x,y, 2)
F,:U— R’ Fi(z,y,z2) = 0 :
0
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—> —> | 0 ]
Fy:U — R, Fo(x,y,2) = |g(x,y,2) |, bzw.
-~ O —
—> —> | 0 ]
F;:U — R, F3(z,y,2) = 0 ,
9(z,y, 2) |

an. Dann gilt beispielsweise

— —>

(div F_‘I) (x,y,2) = Opg(x,y, 2) und F

Z
I
oo
Z
|
Na}
=

Also liefert der Gaufische Integralsatz im Raum

/gNlda:/ﬁ-ﬁi(f:/(divﬁ)(m,y,z)d(w,y,z)

oG oG =dO G

B /(8339)(%, y,2)d(z,y, 2),

G
und wir haben die erste der drei Formeln in (23.30]) bewiesen.

Die anderen beiden Formeln folgen analog. [

23.4 Der Integralsatz von Stokes

In diesem Teilkapitel lernen wir den Integralsatz von Stokes kennen, der sich
am besten anhand stromender Fliissigkeiten oder Gase veranschaulichen lésst.
Anschaulich besagt der Satz von Stokes das Folgende:

Satz von Stokes: Die Umstromung einer Flache (Zirkulation genannt) resul-
tiert aus den Wirbeln in der Punkten der Flache.

Bevor wir den Satz mathematisch sauber formulieren konnen, miissen wir einige
Vorbereitungen treffen:

Sei U C R? ein Bereich mit stiickweise glattem Rand. Dann besteht OU aus
endlich vielen stiickweise glatten geschlossenen Wegen. Sei '7_: la,b] — R? ein
solcher Weg. Er werde einmal durchlaufen, und zwar so, dass U stets links liegt.
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Sei X : U — R?’ eine Parametrisierung eines glatten Flachenstiicks S )_i(U)
bei der Rang(@X)(u v) = 2 fiir alle (u,v) € U gelte und bei der X|U injektiv

ist. Dann ist 6 = X o ~ : la,b] — R? ein stiickweise glatter Weg in R?. Sind

N1, s - - Y die geschlossenen stiickweise glatten Wege, aus denen OU besteht,
dann besteht die Randkurve RK(S) vom S aus den Wegen

—>

EI:XO'?{, g;:)_()oq_/;, e 5m:)_(>o’y_m),.

Nun konnen wir den Integralsatz von Stokes formulieren.

Satz 23.23. (Integralsatz von Stokes)

Ser V C R3 _offen. Seien U C R? ein Bereich mit stiickweise glattem Rand,
und sei X T - R3 eine Parameterdarstellung eines glatten Flachenstickes
S = X(U) mit X(U) CV und Rang(@X)(u v) = 2 fiir alle (u,v) € U, und

X\U sei injektiv. Sei F:V >R stetig differenzierbar. Dann gilt

/rotf‘)-(@: j{ ﬁ(ﬁ,

S RK(S)

wobei RK(S) die Randkurve von S ist. Dabei muss die Parametrisierung der
Randkurve so gewdhlt sein, dass die Oberseite des glatten Flichensticks links
von dem gewdhlten Weg liegt. Auf der Oberseite des glatten Flichenstiicks zeigt
das Einheitsnormalenvektorfeld nach oben.

Was bedeutet die Formel im Integralsatz von Stokes physikalisch?

Wir stellen uns eine Stromung (von einer Fliissigkeit oder einem Gas) mit dem

Geschwindigkeitsfeld F vor, die im dreidimensionalen Raum stromt. Wir interes-
sieren uns fiir das Geschwmdlgkeltsfeld F auf dem Flichenstiick S. Das Kurven-

integral
b
?{ F. s:}{F- s:/ F(5(1)) - 8/(1) dt.
S} a

RK(S)

wobei 8 = RK(9) : [a,b] — R? eine Parametrisierung des Randes 95 ist, inte-
griert die Komponente von F tangential zu der Randkurve (entlang der
Randkurve von S). Der Wert dieses Kurvenintegrals ist also die Zirkulation
von F langs der Randkurve 3.
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Auf der anderen Seite des Integralsatzes von Stokes steht das Oberflachenintegral

/ ot F - dO = / (rot F) (X (u, v)) - [(0.X) (1, v) x (8,X)(u,v)] d(u, v).
S U
(rot ﬁ) ()_()( v)) glbt die Richtung der Rotationsachse und die Stérke lokaler

Wirbel im Punkt X(u v) des R?® (und der Fliche S) an. Da [(d, X)( v) X

(81,}_()) (u,v)] in Richtung des Einheitsnormalenvektorfeldes von S im Punkt X(u, V)
zeigt, kann man

(O
|(Ou

(rot F) (i(u, v)) -

Nl I><l

)(u,v) X <av>;<’>< >
)(w,0) X (9:X)(u

als die Wirbelstirke von F im Punkt X(u, v) der Flache S interpretieren. Die
Drehrichtung der Wirbel wird {iber das Vorzeichen beriicksichtigt. Das Oberflé-
chenintegral im Integralsatz von Stokes integriert also iiber die Wirbelstérken des

Vektorfeldes F auf dem Flichenstiick S. Also gilt:

Die Zirkulation entlang einer Kurve, die ein Flachenstiick einschliefst, ist gleich
dem Integral iiber alle Wirkelstédrken auf dem Flachenstiick.

Beweisskizze von Satz |25.25: Wir setzen der Einfachheit halber voraus, dass X
zweimal stetig differenzierbar ist und nutzen den Satz von Green (siehe Satz [23.6)).

Schritt 1: Sei 8 = X o ~ einer der geschlossenen stiickweise glatten Wege, aus
denen RK(S) besteht. Dann gilt mit der Kettenregel:

5(t) = (Xo7) () = @X)(F) - F'(¢)
-(aUX1> (7@)) (ale) (7(15)) ’}/ (t)
= (auX?)(V(t)) (3UX2)(7(15)) !’Y}(t)]
(0.X:) (7)) (0.X3)(F@)] -7
[(0.X1) (7 (1)) 71(t) + (8,X1) (F (1)) 74(t)
= [(0.X2) (7 (1)) 71(t) + (9,X2) (F (1)) v5(t)
(0. X3) (T (1)) Y1(t) + (8,X3) (7 (1)) (t)
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Wir begechngn nun das Kurvenintegral von F entlang des stiickweise glatten
Weges 6§ =X o7 :[a,b] =V C R

/

el

. ds = /bf(f(t)) L 8'(t) dt

[EEFONT [0X0)F ) 10 + (0.X0) (F (1) ()
= / BEGFM) | - [0:X)(F(#) % (0) + (0.X2) (1) 1(t) | dt
CBRE®)] LX) (F0) 1) + (0.X) (T () 2(H)
b
- [ [FRE®) - 0.2F )10 + FRF) - 0.X)(F0) %0)]
P EX) - 0X)] L [
_/a (FoX) (0,X) () [vé(t) «
_f[FeD-@X)] Lo o
f (FOX’)-(aUX’)] 7). 8

Schritt 2: Wir setzen nun f := (ﬁ o }_()) : (@u)_()) und g := (f‘) o )_i) : (81,)_()). Mit
Schritt 1 und dem Satz von Green (siehe Satz erhalten wir durch Aufsum-
mieren der verschiedenen Kurvenintegrale, aus denen sich das Integral iiber die
Randkurve von S zusammensetzt, dass

7{ F. Ié:]é [ﬂ . &’:/(aug-avf)(u,v)d(u,m_

RK(S) ou U

Schritt 3: Wir berechnen nun 0,9 — 0, f explizit: Mit der Produktregel finden
wir

wobei sich die beiden im zweiten Schritt weggefallenen Terme nach dem Satz von
Schwarz kiirzen. Mit der Kettenregel finden wir nun

—

0ug — 0o f = (0u(F 0 X)) - (8,X) = (8,(F 0 X)) - (8,X)

= (((0F) o X)(0.X)) - (0.X) = (((OF) 0 X) (8,X) ) - (9.X)
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womit der Integralsatz von Stokes fiir zweimal stetig differenzierbare Vektorfelder
F bewiesen ist. ]

Betrachten wir einige Beispiele zur Anwendung des Integralsatzes von Stokes.

Beispiel 23.24. (Integralsatz von Stokes)
Sei 0 < R <1 fest und U = {(u,v) € R* : u? +v* < R*}. Wikle

R cos(t)

V() = R sin(t)

] : t €0, 2n].

Dann durchliuft 5 den Rand von U genau einmal, und U liegt links von 7.

Durch
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ist eine (Nord-)Kugelkappe S einer Kugel mit Radius 1 parametrisiert. Es gilt

1 0
(0X) (u, v) = 0 1
—u (1 _ u2 o 02)—1/2 — (1 . u2 . 02)—1/2

Da die ersten beiden Zeilenvektoren von (8)_(>)(u,v) die Standardbasis von R?
bilden, folgt Rang((@)_())(u,v)) = 2 in ganz R? und damit insbesondere in U.
Insofern handelt es sich um eine zulédssige Parametrisierung. Weil X (u,v) = u
und Xs(u,v) = v die Identititsabbildung von R? liefern, folgt die Injektivitit von

)_()‘U- Also sind die Voraussetzungen des Satzes von Stokes erfiillt.

Der Rand der Kugelkappe RK(SS) ist dann durch

R cos(t)
st)=XoF)(t)= | Rsin(t) |, te]0,2n],
VI—R?

parametrisiert. Fiir

—

F:R R,  F(o,y2) =

8 v

berechnen wir beide Seiten der Formel im Satz von Stokes.

(a) Fiir das Kurvenintegral erhalten wir

/ 1?-_8’fﬁ&’/fﬁ(?(t))i’(wdt
]

RK(S)
. | B sin(?) —R sin(t)
= / VI—R2| - | Rcos(t) | dt
" R cos(t) 0

| —

— R?sin®(t) + RV/1 — R? Cos(t)] dt

/271’
0

2m 2m
= —R? / sin?(t)dt + Rv/1 — RQ/ cos(t) dt
0 0

t=2m

— _R? /Ozﬂ ! [1 —cos(2t)] dt + Rv/1 — R? [Sin(t)}

[\

t=0
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r 1 1 t=2m
=-R*|-t—~ sin(Qt)] + R+1— R? {sin(27r) —sin(0) |
_2 4 P ——— N~

=0 =0

2

_ R :(lzw - % sin(47r)> - (o - i sin(O)ﬂ +0=—m R,

wobel wir in der finften Zeile

sin?(t) = % sin’(t) + %(1 — cos*(t))
11, o 11
=573 (cos®(t) — sin*(t)) = 575 cos(2t)

genutzt haben.

(b) Fiir das Oberflichenintegral berechnen wir zunéchst die Rotation von F.

N Oy Y -1
(rot F)(z,y,2) = |9y | x |2z]| = |-1
0, x -1
- ,— -1
— (rot F)(X(u,v)) = |[—1
—1
Mit
(0uX) (1, v) X (0,X)(u,v)
[ 1 0
= 0 X 1
—u (1 —u? - 112)_1/2 —v (1 —u?— v2)_1/2

0 (1 — u? — 2)~1/2
= vl —u?— 1)2)_1/2

1

berechnet sich das Oberflichenintegral dann wie folgt:

—1
/ rot F - (Y)) = / —1
S T |—1

:/{_ 1%;”_2}2—1] d(u, v)

u(l—u?— 1}2)_1/2
(

v(1—u? =02 d(u,v)
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(PK) _ocos(¢) +osin(¢)
L / [ — 1] 0d(0,9)

ﬁPK

= o —Q—Q COoSs sin —
-] < e [eos(9) +5in(0) g) dp do
— =27

- /0 — 0—22 [sin(¢) — cos(¢)] — ch] do

$=0

R 2
— /0 — \/10—_702 <Isin(2w) — cos(27r)] — [sin(O) — COS(O)l) —o02n| do

~
=0 wegen der 27-Periodizitat

R o=R
:/ —2modp = {—7792} = —1 R?,
0

0=0

wobei wir in der dritten Zeile das Integral mit Polarkoordinaten (PK) pa-
rametrisiert haben:

u=pcos(¢), v=psin(g), d(u,v) = o d(o, ¢),
u> +0v* = 0?,  Upk = [0, R] x [0, 27].

Beispiel 23.25. (Integralsatz von Stokes)

—>

Gesucht ist der Wert des Kurvenintegrals 7{ F.ds mit
5

cos(t)
5 :[0,27] 5> R® 8 (t) = |sin(t)
cos(t)

Y

yz+e
F:R3 — R3, f(x,y,z) = |z 2+ y?e¥ + sin(y)
23 cos(z) + xy
Losung: Da das Vektorfeld ziemlich kompliziert ist, vermuten wir, dass es sich
lohnen konnte, den Satz von Stokes zu verwenden. Um dieies zu tun miissen wir
noch eine passende Fléiche finden, deren Randkurve durch § parametrisiert wird.
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Wir berechnen zunéchst die Rotation des Vektorfeldes ﬁ:

Oy 2t ztyz+es T —x 0
(rot ﬁ)(w,y,z) = |0y X |zz+y2e +sin(y)| = |1+y—y| = |1]| = e
0. 23 cos(z) +xy Z—z 0

Das sehr einfache konstante Vektorfeld rot F ist ein klares Indiz, dass man den
Satz von Stokes tatséchlich anwenden sollte.

& durchliuft den Rand der Fliche S = }—()(U) mit der Parametrisierung

Da die ersten beiden Komponenten von X dic Identitdtsabbildung bilden, ist X
offensichtlich auf U injektiv, und wir finden

1 0 —1
(0.X) (u,v) x (,X)(u,v) = |0| x [1| = | 0| #£0.
1 0 1

Also hat (Gi)(u,v) auf ganz R? (und damit auch auf U) den Rang 2. Also ist
(X, U) eine zulissige Parameterdarstellung von S = X (U).

Wir priifen nun, dass 4 in der Tat die Randkurve von S parametrisiert. Dazu
wahlen wir eine Parametrisierung des Randes von U durch

cos(t)] |

~ :[0,27] — R, Y (t) := in(t)

(Das Innere von U liegt wir gefordert links von 7.) Wir finden nun fiir die Rand-
kurve RK(S) von S die Parametrisierung

cos(t)
Xo7:[0,27] =R} (Xo7)(t)=X(F(t) = |sin(t)| = &(t).
cos(t)
Also ist S eine Flache, deren Randkurve durch K parametrisiert wird.
Nach dem Integralsatz von Stokes gilt somit
F-di— § F ds— [woeF-dO

5 RK(S) S
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—>

_ / (rot F) (X (1w, v)) - [(0.X) (u, v) x (0,X) (u, v)] d(u, v)
U

0
:/1~ 0 d(u,v) /Od
0 1 5

23.5 Anwendungen des Satzes von Stokes

Wir starten mit einigen Vorbereitungen:

Seien (g, 4o, 20) € R® und N € R® mit |N\ = 1 fest gewdhlt. Sei E die Ebene,
die durch (g, y0, 20) geht und senkrecht zu N ist, d.h.

T — Xy .
E={(2,9,2) €R® : |y—y| -N=0
Z — 20

A, sei die Kreisscheibe um (xg, ¥, 20) mit Radius r > 0, die in der Ebene FE liegt.
Wir wollen A, so parametrisieren, dass N das zugehorige (konstante) Einheits-
normalenvektorfeld von A, ist.

Wihle E,E; € R? mit \Eﬂ = \l?;| =1, EL lg; und E X l?;: N. Dann ist

— Lo —> —>
X(u,v) = |yo| +uby + vbe, u? + 0% < r?,
<0

eine Parameterdarstellung yvon A,, und das Einheitsnormalenvektorfeld des FIla-
chenstiicks A ist NA = N. (In der Tat gilt dann (0, X)(u v) X (O, X)( v) =

lebQ N)

Satz 23.26. (Rotation als Grenzwert)

Sei N € R3 mit ]ﬁ\ = 1. Seien V C R? offen, F:V >R stetig differen-
zierbar und (o, Yo, 20) € V. Dann gilt

(rot F) (20, o, 20) - N = \0(9 A jf F - ds, (23.31)
RK(4,)
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wobei A, die (wie oben deﬁm’erte) Kreisscheibe mit Mittelpunkt (xq, yo, 20) und

Radius r > 0 ist, die auf N senkrecht steht und deren Einheitsnormalenvek-
torfeld N ist.

Beweisidee von Satz|23.26): Wir nutzen den Satz von Stokes, um das Kurveninte-
gral auf der rechten Seite in ein Oberflachenintegral umzuwandeln:

—> —> 1 — —>
= tF)-d
T\OO ds r\o O(A,) /(ro ). do
A,
lim —— / (rot ) - Nd
—o@,) ) 7
Ay

—>

= (rot F)(xo, yo, 20) - N,

wobei der letzte Schritt anschaulich ist, wenn man sich klar macht, dass

O(Ar)A/(rOt F)-Ndo

als Mittelwert von (rot f) N auf der Kreisscheibe A, betrachtet werden kann.
Wenn r gegen null strebt, dann schrumpft diese Kreisscheibe auf den einen Punkt
(20, Yo, 20) Zusammen, und man erhélt (rot F)(a:o, Yo, 20) - N. O

Wichtig ist vor allem die Interpretation von ([23.31)): In

§Fa= [FEw) o

RK(4,)

wobei 7 : [a,b] — R? eine Parametrisierung des Randes der Kreisscheibe A, ist,
tragen nur die Anteile von F zum Integral bei, die tangential zum Rand 0A,
der Kreisscheibe A, sind. Liegen solche tangentialen Anteile vor und gilt auf dem
ganzen Rand 0A,., dass

—

F(¥®)-7'(t)>0  bzw. F(7@)-7'(t) <0

ist, so haben wir auf dem Rand einen Anteil des Stromungsfeldes F der kreisfor-
mig gegen den Uhrzeigersinn bzw. im Uhrzeigersinn lauft. Fiir » N\ 0 schrumpft
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die Kreisscheibe A, und damit ihr Rand 0A, auf den einen Punkt (xg, o, 20) zu-
sammen. Insofern kann man den Wert von (rot F)(z, yo, z0) - N als Mafs fiir das

Vorliegen eines gegen bziv). im Uhrzeigersinn orientierten lokalen Wirbels von F
in (x, Yo, 2z0) in der zu IN senkrechten Ebene und fiir die Stérke dieses Wirbels

betrachten. Ist (rot f)(mo, Y0, 20) - N =0, so liegt in der zu N senkrechten Ebene
durch (z, yo, z0) kein lokaler Wirbel in (z, yo, z9) vor.

Physikalische Anwendung 23.27. (Maxwellsche Gleichungen (Teil 2))
Es seien im Folgenden:

E = clektrische Feldstérke,
D = elektrische Flussdichte,
H= magnetische Feldstarke,
B = magnetische Flussdichte,
S = Stromdichte,

t = Zeit,

ein Flachenstiick mit einer Parameterdarstellung X:U— R3,

A = { wobei U ein Bereich mit einem stiickweise glatten Rand ist und

Rang((@)_())(u, v)) = 2 fiir alle (u,v) € U gilt und )_()‘U injektiv ist.

Die Maxwellschen Gleichungen kénnen unterschiedlich formuliert werden:
Wir betrachten die Maxwellschen Gleichungen auf einer offenen Menge V' C R3.
Gleichung 3:

— d >
(i) rot E = — @B auf V, oder dquivalent dazu

(ii) j{ E)-_s):/rotﬁ-(@:—/%-(@ fiir jedes A C V.
RK(A) A A

N 7

[,B-d0

e

o8

Gleichung 4:

—> d >

(i) rot H=S+ &D auf V',  oder dquivalent dazu
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@

dt

(ii) H- dS:/I‘OtH- d(’):/S- (’)+/—- dO fiir jedes A C V.
RK(A) A A A

7

=[,S-dO+§ [,D-dO

Dass jeweils (ii) aus (i) folgt, ist eine direkte Konsequenz aus dem Integralsatz
von Stokes.

Dass umgekehrt aus (ii) auch jeweils (i) geschlossen werden kann, folgt mit Hilfe
von Satz [23.26] wie unten ausgefiihrt ist.

Warum folgt bei Gleichung 3 und 4 aus (ii) auch (i)?

Wir zeigen dieses exemplarisch fiir Gleichung 3 der Maxwellschen Gleichungen.
Bei Gleichung 4 geht man analog vor.

Es gelte also (ii). Sei (zg, ¥, 2z0) € V beliebig. Da V offen ist, gibt es einen offenen
Ball U.(xg,y0, 20) mit Radius ¢ > 0, der ganz in V liegt. Damit liegt auch die
abgeschlossene Vollkugel (also der abgeschlossene Ball) U,.(zg, yo, z0) mit Radius
r:=¢/2 ganz in V. Sei nun N € R3 mit |ﬁ| = 1. Dann enthélt U, (xo, yo, 20) die
abgeschlossene Kreisscheibe A, mit Mittelpunkt (g, yo, 29) und Radius r, die auf
N senkrecht steht. Nach (i) gilt fiir A = A,

%ijj:_/§3@3
dt

RK(A,) A,

Lassen wir nun r > 0 gegen null gehen, so erhalten wir

1 & - 1 AB -

I E.-ds—=—Ii . dO. 93.32

r%mm)% s #&mM/ﬁt (23.32)
RK(A,) A,

Nach Satz [23.26] gilt fiir die linke Seite in ([23.32))

1
lim

™0 O(A,)

j{ E. ds= (rot ﬁ)(xo,yo, 20) - N. (23.33)

RK(A,)

1 B — 1 B -

. dO = Nd

OMﬁ/lﬁ cxmq/ ’
A, A,

Das Integral
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ist der Mittelwert von % N auf A,. Fiir r N\, 0 schrumpft die Kreisscheibe A,
auf ihren Mittelpunkt (zg, yo, 20) zusammen, und es gilt somit fiir die rechte Seite
n (23.32)

1 dB  —» 1 dB — dB _,
I . dO =i Nd N.
o O(A)/ dt 0 O(A)/ arNdo =37 (@040, 20) -

A, A,

(23.34)

Einsetzen von (23.33) und (23.34]) in (23.32)) liefert

S 4B

(TOt E)(l'o, Yo, Zo) N =— E(iﬂo,yo, z0) - N.

Da (xo, y0, 20) € V beliebig war gilt also

(totE) N=—-— N inV. (23.35)

Wihlt man in (23.35)) nun N jeweils als einen der Vektoren der €7, € bzw. e3 der

Standardbasis von R3, so sicht man dass alle drei Komponenten von rot E und

dB

i Ubereinstimmen. Also folgt

1"otE——E in V.
dt
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KAPITEL 24

Einfiihrung in partielle
Differentialgleichungen

In diesem Teilkapitel lernen wir die Grundbegriffe partieller Differentialgleichun-
gen und den in den Anwendungsbereichen wichtigen Separationsansatz kennen.
Bei partiellen (im Gegensatz zu gewohnlichen) Differentialgleichungen hingt die
unbekannte Funktion, welche durch die Differentialgleichung beschrieben wird,
von mehreren Variablen (z.B. Raumvariablen und der Zeit) ab, und in der Diffe-
rentialgleichung kommen partielle Ableitungen diese Variablen vor.

24.1 Definitionen und Beispiele

Wir beginnen mit den grundlegenden Definitionen und vielen Beispielen.

Definition 24.1. (partielle Differentialgleichung)

(1) Eine partielle Differentialgleichung (PDG) ist eine Gleichung, die
partielle Ableitungen von einer oder mehreren abhdingigen Variablen
bzgl. mindestens zwet unabhdngigen Variablen enthdlt.

(2) Die Ordnung einer partiellen Differentialgleichung ist die Ordnung der
hochsten (partiellen) Ableitung, die in der Differentialgleichung vor-
kommi.

283
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(3) FEin System partieller Differentialgleichungen besteht aus mindes-

tens zwet partiellen Differentialgleichungen.

Die ,abhéngigen Variablen“ sind die (unbekannten) Funktionen, die durch die
partielle Differentialgleichung beschrieben werden.

Beispiel 24.2. (partielle Differentialgleichungen)

(a)

(d)

0%u B
oxdy
unabhéngige Variablen: x, y

abhéngige Variable: u
Ordnung: 2

ov Ov
97 +zytv 3y =cos(y) (oder 0w +zy* v =cos(y))

unabhéngige Variablen: x, y
abhangige Variable: v

0 ( oder auch 9,0,u =0 )

Ordnung: 1
0? 0?
8_;L_t8_;;+u:0 (oder Oju—tdu+u=0)

unabhéngige Variablen: s, ¢
abhangige Variable: u
Ordnung: 2
Laplace-Gleichung: Au =0

e 2-dimensionale Laplace-Gleichung:

Pu  Pu

@+a_y2_0 (‘oder 8§u+(9§u:0)

unabhéngige Variablen: x, y
abhangige Variable: u

e 3-dimensionale Laplace-Gleichung:

*u  O*u O 5 ) )
8x2+8y2+8z2 =0 (‘oder 8Iu+8yu+8zu—0)

unabhéngige Variablen: z, y, 2
abhéngige Variable: u
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e n-dimensionale Laplace-Gleichung;:

0?u  0u 0u

—t+ == +... =0 oder 07 02 4+ Pu=0
ax§+ax§+ +8:13% (oder Fu+du—+...+0u=0)
unabhéangige Variablen: x1,xo,..., 2,

abhéngige Variable: u
Die Ordnung der Laplace-Gleichung (egal welcher Dimension) ist 2. Losun-
gen der Laplace-Gleichung heiffen harmonisch (vgl. Definition [20.6)
(e) Poisson-Gleichung: Au = f
e 2-dimensionale Poisson-Gleichung:
Pu  O0u

@—Fa—?ﬂ:f (‘oder 8§u+0§u:f)

unabhéngige Variablen: x, y
abhangige Variable: u

e 3-dimensionale Poisson-Gleichung:

0%u N 9%u N 0%u _ g
oz Oy? 022

(‘oder Q,%u—l—@ju—l-(?zu =)

unabhéangige Variablen: x, y, 2
abhéngige Variable: u

e n-dimensionale Poisson-Gleichung:

0?u  0%*u 0%u

— = +... = der 0? 02 4 OPu=
Gt =S (ot St ot )
unabhéngige Variablen: x1,zs,...,x,

abhéngige Variable: u
Die Ordnung der Poisson-Gleichung (egal welcher Dimension) ist 2.
(f) Warmeleitungsgleichung: du = a*Au mit a > 0

e l-dimensionale Warmeleitungsgleichung:

— =a— (‘oder 8tu:0428§u)

unabhéngige Variablen: ¢ (Zeit), = (Raum)
abhéngige Variable: u

e 2-dimensionale Warmeleitungsgleichung:

ou *u  O*u
Pt (PO (oder o= 0 8E0) )
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unabhéngige Variablen: ¢ (Zeit), z,y (Raum)
abhéngige Variable: u

e 3-dimensionale Warmeleitungsgleichung:
ou 5 (O%u N 0*u N O*u
— =
ot ox?  Oy? 022

(oder du = o (8§u+8§u+8fu) )

unabhéngige Variablen: ¢ (Zeit), z,y, z (Raum)
abhéngige Variable: u
Die Ordnung der Warmeleitungsgleichung (egal welcher Dimension) ist 2.
(g) Wellengleichung: 0u = c*Au mit ¢ >0
e l-dimensionale Wellengleichung;:
0? 0?
8—;;:028—;; (‘oder 8t2u:c28§u)
unabhéngige Variablen: t (Zeit),  (Raum)
abhangige Variable: u
e 2-dimensionale Wellengleichung;:
*u [ 0*u  F%u ) 5 /o )
52 = ¢ (@—l—a—yQ) (oder dfu=c (8xu—|—8yu))
unabhéngige Variablen: ¢ (Zeit), z,y (Raum)
abhangige Variable: u
e 3-dimensionale Wellengleichung;:
Pu  , (O%u N d*u N *u
— =c
Ot? ox? Oy 022

(‘oder O*u = c* (8§u+8§u+8§u) )
unabhéngige Variablen: ¢ (Zeit), z,y, z (Raum)
abhangige Variable: u

Die Ordnung der Wellengleichung (egal welcher Dimension) ist 2.

(h) Die Maxwell-Gleichungen (siche Physikalische Anwendungen [23.20| und

23.27) bilden ein System partieller Differentialgleichungen. Die Ordnung
dieses Systems ist 1.

24.2 Losen durch direkte Integration

Einige wenige Differentialgleichungen kann man direkt durch Integration l6sen.
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Beispiel 24.3. (Lésen durch Integration)
(a) 0,0,u =0, dh. (0,0,u)(z,y)=0
= (Gyu)(z,y) = ar(y)

— ey = Wi+ ak)
Mit
by = [y wd o) e
folgt also
u(z,y) = g(x) + h(y).
Also muss eine Losung von dieser Form sein. Tatséchlich sieht man durch

Ableiten, dass u(x,y) = g(x) + h(y) eine Losung ist, sofern g und h diffe-
renzierbar sind. Also ist u(x,y) = g(x) 4+ h(y) die allgemeine Losung der

PDG.
(b) 0.0u=2—y, dh (0,0u)(z,y)=x—y
1
= (Ou)(w,y) = 52" —ry+aly)
1 1
= uln,y) =517y -Gy +/C1(y)dy+02(:€)
Setzt man

so sieht man wie in (a), dass

1 1

u(r,y) = §x2y— §:vy2+g(fc‘) + h(y)

mit beliebigen differenzierbaren Funktionen g, h die allgemeine Losung der
PDG ist.

24.3 Lineare partielle Differentialgleichungen

Wir beschranken uns nun auf sogenannte lineare partielle Differentialgleichungen,
fiir die eine schone Losungstheorie existiert.
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Definition 24.4. (lineare partielle Differentialgleichung erster Ordn.)
Fine partielle Differentialgleichung (PDG) der Form

ou ou ou
— — 4 ... Fa, bu = 24.1
CL18$1+CL20$2+ ta 8wn+ “ f ( )
(wobei ay,as, . .., an, b, f vonxy, e, . .., x, abhingen dirfen) heifit eine linea-

re partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Ist f = 0, so heifst
homogen; andernfalls heifjt inhomogen.

Bei homogenen linearen PDGen ist ein sogenannter Separationsansatz moglich,
den wir noch in Teilkapitel kennenlernen werden.

Beispiel 24.5. (lineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung)

ou ou
—+2—=0 istli d h :
(a) o + 9y ist linear und homogen
0 0
(b) T4 9% _ 354 gt Tinear und inhomogen.
Ox oy
0 0
(c) a—z +2x 8_Z =sin(x +y) ist linear und inhomogen.
ou , Ou . . :
(d) p. +zy u P cos(y) ist zwar von erster Ordnung aber nicht linear.
x Y

In der folgenden Definition betrachten wir nur zwei unabhéngige Variablen x,y.
Fiir mehr als zwei Variablen ist eine dhnliche Definition moglich, aber diese ist
deutlich komplizierter. Daher beschrianken wir uns auf den Fall zweier unabhén-
giger Variablen.

Definition 24.6. (lineare partielle Differentialglg. zweiter Ordn.)
Fine partielle Differentialgleichung der Form

a1 8§u +2a120,0,u+ ass 6§u +b1 0 u+by0yu+cu=f (24.2)

(wobei a1 1,a12,a22,b1,ba, ¢, f von x,y abhingen dirfen) heifit eine lineare
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung.




24. Einfithrung in partielle Differentialgleichungen
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 289

Ist f =0, so heifit homogen; andernfalls heifit inhomo-

gen.

e (24.9) heifit elliptisch, falls a1 a2 — a%’Q > () ist.

e (24.4) heifit parabolisch, falls a;;ass — a%Q = 0 ust.

e (24.9) heifit hyperbolisch, falls a; 1 azs — a%Q < 0 1st.

Bevor wir Beispiele betrachten, halten wir noch zwei Beobachtungen als Bemer-
kung fest.

Bemerkung 24.7. (Klassifizierung linearer DGLen zweiter Ordnung)

a a
<]‘> al,l a‘2,2 - a/iQ = det <[ 1,1 172:|>

12 G292

(2) Sind ay 1, a1 2, a2 nicht konstant, so lasst sich die PDG unter Umstédnden
nicht eindeutig den Kategorien ,elliptisch”, ,,parabolisch® oder , hyperbo-
lisch* zuordnen.

Betrachten wir nun verschiedene Beispiele.

Beispiel 24.8. (lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung)

(a) 0y0yu = 0  ist linear und homogen und hyperbolisch, denn mit a;; =
azo =0und a; 5 = % gilt a1 1 ago — a%g = —i < 0 fiir alle (z,y) € R2.

(b) O*u — x@ju +u =0 ist linear und homogen. Da a;; = 1, a;» = 0 und
ass = —x gilt a11 azs — a%’Q = —x. Also ist die PDG
e hyperbolisch fiir (z,y) €]0, oo[ xR,
e clliptisch fiir (z,y) €] — oo, 0] xR.
(c) Laplace-Gleichung (2-dimensional):

8§u+8§u =0

ist linear und homogen und elliptisch, denn mit a1 1 = as2 = 1 und a1 o = 0
gilt a1 az2 — a%z = 1> 0 fir alle (z,y) € R2.
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(d) Poisson-Gleichung (2-dimensional):

8§u+8§u =f

ist linear und inhomogen und elliptisch, denn mit a;; = as2 = 1 und
ar2 =0 gilt a1 1 a22 — a%’Q = 1> 0 fiir alle (x,y) € R

(e) Warmeleitungsgleichung (1-dimensional):

O = o 9%u = o 0%u — O =0 (mit a > 0)

ist linear, homogen und parabolisch, denn mit a;; = 0, ags = o* und
a2 = 0 gﬂt a1 a2 — CL%’Z = 0 fir alle (t, I’) € R2.

(f) Wellengleichung (1-dimensional):

Ou = * 0*u = A Pu—0Pu=0 (mit ¢ > 0)

ist linear, homogen und hyperbolisch, denn mit a;; = —1, ags = ¢* und
ajo =0 gilt a1 1 a2 — a%z = —c < 0 fiir alle (t,z) € R%

Nun lernen wir das wichtige Superpositionsprinzip kennen. Sie haben dieses in der
HM B (siehe Kapitel [14] des Skripts der HM B) bereits bei homogenen linearen
gewOhnlichen Differentialgleichungen kennengelernt.

Satz 24.9. (Superpositionsprinzip)

(1) Sind u und v Lisungen einer homogenen linearen (partiellen) Diffe-

(2) Wir betrachten nun eine inhomogene lineare (partielle) Differential-

rentialgleichung und sind o, 8 € R, dann ist auch
w:=au+ [fu

eine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung.

gleichung. Ist ug eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung und
ist ug eine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung, dann st

u:=ug+ug

eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung.
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Bemerkung 24.10. (Superpositionsprinzip)

(1) Das Superpositionsprinzip gilt auch fiir lineare gew6hnliche Differenti-
algleichungen (vgl. die Kapitel 9] [14] und [15 in den Skripten der HM A
und HM B). Deshalb ist ,partiell in Satz eingeklammert.

(2) Fiir die linearen partiellen Differentialgleichungen in Definitionen [24.4]
und lasst sich das Superpositionsprinzip einfach durch Nachrechnen
nachweisen.

24.4 Separationsansatz

Eine bei Physikern und Ingenieuren beliebte Losungsmethode fiir PDGen ist der
Separationsansatz. Er kann bei homogenen linearen Differentialgleichungen ange-
wendet werden.

Losungsmethode 24.11. (Separationsansatz)

Gegeben sei eine homogene lineare PDG mit einer abhdngigen Variablen u
und zwet unabhdangigen Variablen x,vy. Durch den Separationsansatz

u(z,y) = X(x)Y(y)

versucht man, spezielle Losungen der PDG zu finden. Wie dieses konkret funk-
tioniert, soll an dem nachfolgenden einfachen Beispiel illustriert werden.

Beispiel 24.12. (Separationsansatz)
Wir betrachten die folgende PDG erster Ordnung:

O,u+20,u = 0. (24.3)

Mit dem Separationsansatz

erhalten wir

(Opu)(z,y) = X'(2) Y (y),



24.4. Separationsansatz
292

©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

(Oyu)(z,y) = X(2) Y (y).

Einsetzen ergibt

X@ Y +2X@) V() =0 o 2@ V0

= -2
X(z) Y(y)
(sofern X (z) und Y (y) beide ungleich 0 sind). Die linke Seite héngt nur von z
ab, und die rechte Seite hédngt nur von y ab. Also muss ein A € R existieren mit

X)) Y .
X(2) A= =2 Y () fir alle (x,y). (24.4)

(Erklirung: Halten wir x fest, also x = x(, so muss gelten

X)L VW)
X(w) ~ Yy wellew

Also ist die rechte Seite konstant und gleich \ := f(/((fs))' Aus ([24.4)) folgt nun fiir
die rechte Seite analog

X@) Yy X(w)

X(2) V)~ X(z) =\ firalle (z,y).

Somit sind beide Seiten gleich einer Konstanten A.)

Die Gleichung ([24.4)) ergibt die beiden gewdhnlichen Differentialgleichungen

X'(z) _ Yy Xl
X(2) =\ = X'(z) = 2 X(x), (24.5)
Y'(y) _ oy A

—2 Vi) A = Yi(y) = — §Y(y)' (24.6)

(24.5)) und (24.6]) sind homogene lineare gewdhnliche DGLen erster Ordnung. Mit

unserem Wissen aus der HM A konnen wir diese losen und finden

, c1 € R,

Y(y) =co e 2Y co € R
Also gilt:

u(z,y) = X(2)Y(y) = c1e™ ¢ €72 = ¢pcy M eI = ce220Y)
. C

ist eine Losung von (24.3)), wobei ¢, A € R beliebig sind.



24. Einfithrung in partielle Differentialgleichungen
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 293

Bemerkung: Man sieht schnell, dass dieses nicht alle Lésungen sind, denn fiir jede
differenzierbare Funktion g ist

u(z,y) = 927 —y)
eine Losung der PDG ([24.3). Dieses rechnet man leicht nach:

(Opu)(2,y) +2(Opu)(z,y) = g2z —y) -2+ 24 (22 —y) - (=1) =0.

Bemerkung 24.13. (zum Separationsansatz)

(1) Der Separationsansatz liefert (falls anwendbar) einige Losungen, aber
nicht notwendigerweise alle!

(2) Der Separationsansatz wird hiufig mit anderen Methoden kombi-
niert (z.B. Superpositionsprinzip, Fourier-Reihen, Koordinatentransfor-
mation).

(3) Enthélt die PDG drei oder mehr unabhéngige Variablen, so kann
man den Separationsansatz auch anwenden, z.B. wahlt man bei den drei
unabhéngigen Variablen x,y, z den Ansatz

u(r,y, 2) = X(2) Y (y) Z(2).

24.5 Koordinatentransformation

Manche PDGen kann man durch eine Koordinatentransformation (vgl. Teilkapitel
20.6) in eine einfachere Differentialgleichung iiberfithren. Auch dieses sehen wir

uns an einem einfachen Beispiel an.

Beispiel 24.14. (Koordinatentransformation bei einer PDG)
(a) Wir betrachten noch einmal die PDG erster Ordnung

Aot + 2 0yu = 0 (24.7)

und wenden die Koordinatentransformation

{izgx—y} — [;i;s_t} (24.8)
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an. Dabei transformiert sich die unabhéngige Variable v = u(z,y) in w =
w(s,t). Der Zusammenhang von u und w wird beschrieben durch u(z,y) =
w(s,t) mit dem Zusammenhang von x,y und s,¢ durch (24.8)); genauer

w(s,t) =u(s,2s—1t)
bzw. u(z,y) = w(x,2z —y).

Aus u(x,y) = w(x,2x —1y) ergibt sich mit der Kettenregel (siche Satz[16.45
im Kapitel |16]im Skript der HM B):

(Opu)(z,y) = (Osw) (7,22 —y) - 1+ (Qw)(z,27x —y) - 2
= (Osw)(z,2x — y) + 2 (Opw) (z,2x — y),
(Oyu)(z,y) = (Osw)(z,22 —y) - 0+ (Qw)(x, 22 —y) - (—1)
= —(Oyw)(x,2x — y).

Einsetzen in die PDG ([24.7)) liefert (wobei wir nun (z,2z — y) nicht mehr
hingeschrieben haben):

(8310 + 28tw) +2(—0w) =0 — osw = 0.
Wir l6sen 0;w = 0 mit direkter Integration und erhalten
w(s,t) = g(t) fiir eine beliebige differenzierbare Funktion g.
Die Riicktransformation ergibt
u(z,y) =w(r,2z —y) =92z —y).

Also ist u(z,y) = g(2 2 —y) mit g differenzierbar die allgemeine Losung der
PDG.

Mit derselben Koordinatentransformation lésst sich auch die folgende inho-
mogene lineare DGL erster Ordnung l6sen:

Oyu+ 2 (9yu = e3z—|—y.
Die Koordinatentransformation (24.8)) aus (a) liefert dann

3s+(2s—t) Hs—t

d,w = e =e

Durch Integration findet man dann die Losung
1
w(s,t) = - e’ 4 g(t) fiir eine beliebige differenzierbare Funktion g.

Die Riicktransformation ergibt die allgemeine Losung

1 1
u(w,y) = w(w, 20 —y) = =" 4920 —y) = ="+ g(22 —y),

wobei g eine beliebige differenzierbare Funktion ist.



KAPITEL 25

Partielle Differentialgleichungen mit
Zusatzbedingungen

In diesem Kapitel betrachten wir zwei der wichtigen klassischen partiellen Diffe-
rentialgleichungen im Detail, ndmlich die Warmeleitungsgleichung und die Wel-
lengleichung.

25.1 Die Warmeleitungsgleichung in einer Raum-
variablen

Wir betrachten die folgende Problemstellung:

e Gegeben sei ein diinner Stab (oder geradliniger Draht) mit kreisformigem
Querschnitt und Léange L, wobei der Durchmesser gegeniiber der Léange
vernachléssigbar sei.

e Wir nehmen an, dass im Draht keine Warme verloren geht bzw. erzeugt
wird. (Je nach Situation kann Warme iiber die Stabenden abfliefen bzw. hin-
zukommen. )

e Auferdem sei das Material homogen.
e Die Temperaturverteilung zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei bekannt.
Wie entwickelt sich die Temperaturverteilung im Laufe der Zeit?

Wir verwenden das folgende mathematische Modell:

295
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(1) Die Funktion u(t, x) beschreibt die Temperatur im Draht an der Stelle
xr zum Zeitpunkt ¢ (siche Skizze). Dabei liegt der Stab auf der z-Achse
mit den Enden bei x = 0 bzw. x = L.

u(z,t)

0 L

sY

< O langer diinner Stab

Ein mathematisches Modell fiir die Temperaturentwicklung im Draht ist die
Warmeleitungsgleichung

O = o’ 0%,
wobei a > 0 konstant sei und die Temperaturleittihigkeit des Materials

beschreibt.

(2) Anfangsbedingung: Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei die Temperaturverteilung
gegeben:

uw(0,2) = f(z)  firalle z € [0, L.

(3) Das Verhalten in den Randpunkten x = 0 und x = L wird durch die
Randbedingungen beschrieben:

e Wird die Temperatur in x = 0 und x = L fest bei dem Wert 0 gehalten,
so spricht man von homogenen Dirichlet-Randbedingungen:

u(t,0) =u(t,L)=0  fiirallet > 0.

(Diesen Fall betrachten wir hier ausfiihrlich.)

e Man kann inhomogene Randbedingungen fordern (sieche Bemerkung
25.1] am Ende dieses Teilkapitels).

e Schlieklich kann man auch den Fall betrachten, dass an beiden Enden
des Stabs keine Warme verloren geht bzw. hinzukommt, d.h.

(0,u)(t,0) = (O,u)(t,L) =0.  firallet > 0.

Dann spricht man von Neumann-Randbedingungen (vgl. Ubungs-
aufgabe).
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Wir betrachten nun die Warmeleitungsgleichung (WLG) mit Anfangsbe-
dingung (AB) und Dirichlet-Randbedingungen (DRB):

o = o? 02u, 0<z <L, t >0, (WLG)
u(0,z) = f(z), 0<z<L, (AB) (25.1)
u(t,0) = u(t,L) =0, t>0. (DRB)

Damit (AB) und (DRB) kompatibel sind, fordern wir

Wir 16sen die Warmeleitungsgleichung mit Anfangsbedingung und Dirichlet-Rand-
bedingungen nun in mehreren Schritten.

Schritt 1: Separationsansatz
Ansatz:  u(t,z) =T(t) X(x)

Dann gilt:

Einsetzen in (WLG) liefert:

T() X(t)=a*T(t) X" () =

Also existiert ein A € R mit

LT'(t) )= X"(x)
2Tt = X(z)’
d.h. wir bekommen die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen
1 T'(t)
— =\ T'(t) = o* ATt 25.2
ko = (1) = 2 AT(), (25.2)
X//(x)
=\ X"(t) =X X(x). 25.
Yo = (1) =AX (2 (25.3)

Die Differentialgleichung (25.2)) ist eine homogene lineare DGL erster Ordnung
mit der Losung (siehe Kapitel [9im Skript der HM A)

T(t) =Ce*™,  CeR.
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Die Differentialgleichung ist eine homogene lineare DGL zweiter Ordnung,
die mit den Methoden aus Kapitel |14]in Skript der HM B gelost werden kann (Ex-
ponentialansatz: X (z) = €*). Damit finden wir die allgemeine Losung (Details
siche Ubungszettel)

Ae’® + Bev® wenn A > 0,
X(z)={ A+ Bz wenn A =0,

A cos(vz) + B sin(vz) wenn A < 0,

wobei A, B € R und v := /]A] > 0.
Insgesamt ergibt der Separationsansatz somit die folgenden Losungen:
elov)’t (A e+ B e_”x) wenn A > 0,
u(t,z) =< A+ Bz wenn A =0,
e~ (A cos(va) + B sin(vr))  wenn A <0,

wobei A, B € R und v = 1/|\| > 0. Dabei haben wir v* = |\| genutzt.

Da A nur als Hilfsmittel im Separationsansatz eingefiihrt wurde und in den Losun-
gen nicht mehr auftaucht (die verschiedenen Félle fiir A stellen keine Einschrén-
kungen an die Losungen dar, solange v > 0 berticksichtigt wird) konnen wir auch
schreiben

u(t, ) = el (Ae”” + Be ™)
oder u(t,x) = A+ Bz (25.4)
oder u(t,r) = e @’ (A cos(vx) + B sin(vz)),

wobei A, B € R und v > 0.

Schritt 2: Dirichlet-Randbedingungen (DRB) einarbeiten
Welche der Losungen aus Schritt 1 geniigen (DRB)?
(1) Fiir u(t,z) = el@) (Ae”” + Be ™) finden wir:

0=u(t,0)=e"(A+B) = A+B=0 = DB=-A4,

und mit Einsetzen von B = —A in u(t, L) = 0 erhalten wir

B=—A
0=u(t, L) = el (Ae"" + Be ") L glow)’t (Aet — Ae™™h)
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L>0,
v>0

— Aelo)’t (e”L — e*”L) =N A=0 — B=-A=0.
Also ist ist die einzige Losung dieses Typs von (WLG) mit (DRB) (¢, x) =
0.
(2) Fir u(t,z) = A+ Bz finden wir:
0=u(t,0)=A — A=0,
A=0 L>0
0O=u(t,l)=A+BL * BL ==  B=0.
Also ist ist die einzige Losung dieses Typs von (WLG) mit (DRB) u(t, z) =
0.
(3) Fiir u(t,z) = e (@) (A cos(vz) + B sin(vz)) finden wir:

0 = u(t,0) = e~ (@) (A cos(0) + B sin(0)) = Ae @t — A=,
A=0
0=u(t, L) =e (@) (A cos(vL) + B sin(vL)) L ()t p sin(vL)

—> Bsin(wl)=0 = (B=0 oder vLe{km : keN}).

Fir B = 0 erhalten wir nur die triviale Losung u(t, z) = 0.
Fir vL € {km : k € N} erhalten wir

vL=km <= V= —".

Also finden wir die Losungen

2 k
u(t,z) = Be @T)" gin (Tﬂ 513) : B e R, k e N.

Insgesamt liefert der Separationsansatz die folgenden Losungen fiir die Warme-
leitungsgleichung (WLG) mit der Dirichlet-Randbedingung (DRB):

0T k
u(t,r) = ce (@Et gin <T7T x) : wobei ce R, keN. (25.5)

Leider erfiillt keine der Funktionen in (25.5) im Allgemeinen auch die Anfangs-
bedingung (AB). Die einzige Ausnahme ist, wenn die Temperatur zum Zeitpunkt
t = 0 von der folgenden Form ist:

k
f(z) = B sin <TW x) mit k € N,
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Schritt 3: Superpositionsprinzip und Fourierreihen

Da die Warmeleitungsgleichung (WLG) linear und homogen ist, ergibt das Su-
perpositionsprinzip, dass auch

il km
km\2
u(t,z) =Y e @0 sin (T x)

k=1

eine Losung von (WLG) ist, wobei N € N, ¢1,¢9,...,cny € R. Diese Losung
geniigt offensichtlich auch der Dirichlet-Randbedingung (DRB). Doch auch diese
Losung erfiillt nur dann die Anfangsbedingung (AB), wenn f eine spezielle Form
hat, namlich

fl@)=> ¢ sin ("% x) .

N
k=1

Die Theorie der Fourierreihen (die unter anderem in der fritheren HM D behandelt

wurde) besagt, dass sich viele in der Praxis vorkommenden Funktionen f mit
f(0) = f(L) = 0 als unendliche Reihe in der Form

Fla) =3 e sin (’% a:)

k=1
mit cq1, co, ... € R schreiben lassen. Man kann zeigen, dass
N ek (BT
u(t,x) = kz:;cke L)t gin (T :c)

dann eine Losung der Warmeleitungsgleichung (WLG) mit der Dirichlet-Randbedingung
(DRB) und der Anfangswertbedingung (AB) ist.

Langzeitverhalten der Losungen: Fiir die Losungen (25.5) des Separations-
ansatzes fiir die (WLG) mit (DRB) gilt

- k
lim u(t,z) = lim ce (It gin (Tw x) =0 fir jedes = € [0, L].

t—00 t—00

Dieses ist auch physikalisch sinnvoll: Wird die Temperatur an den Stabenden
konstant auf 0 gehalten, so wird die Temperatur im Stab langfristig gegen 0
streben.
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Bemerkung 25.1. (inhomogene Randbedingungen)

Statt der Dirichlet-Randbedingungen (DRB) betrachten wir nun inhomogene Rand-
bedingungen (IRB)

u(t,0) = a, u(t,L)=>b  fiirallet >0, (IRB)

wobei a, b € R nicht beide gleich 0 sind. Die Funktion f in der Anfangsbedingung
(AB) muss jetzt natiirlich f(0) = a und f(L) = b erfiillen. Fiir diese Randbedin-
gungen funktioniert der in Schritt 3 beschriebene Weg nicht, da eine Anwendung
des Superpositionsprinzips die Randbedingungen ,kaputt“ macht.

Wir betrachten zunéchst die stationaren Losungen der Warmeleitungsgleichung
(WLG), d.h. die Losungen von (WLG), die aukerdem

(Opu)(t, ) =0, 0<z<L, t>0, (25.6)

erfiillen. Physikalisch bedeutet das, dass die Temperaturverteilung sich im zeitli-
chen Verlauf nicht dndert. Mathematisch ausgedriickt bedeutet das: v hidngt nicht
von t ab und wegen (25.6) vereinfacht sich die (WLG) zu

a? O*u =0 — O*u = 0. (25.7)

T

Es folgt sofort aus (25.4) mit A =0
u(t,r) = A+ Bux, A B e R, (25.8)

denn dieses ist die einzige zeitunabhéngige Losung des Separationsansatzes. Unter
der Berticksichtigung von d,u = 0 folgt aus (25.7)) mit direkter Integration

(O%u)(t,z) =0 — (Oyu)(t,z) =B — u(t,x) = Bx + A,

und wir sehen, dass (25.8)) auch die allgemeine zeitunabhéngige /stationére Losung
der Wérmeleitungsgleichung (WLG) ist.

Mit der inhomogenen Randbedingung (IRB) erhalten wir fir u(t,x) = A+ Bz
a=u(t,0)=A — A =a,

A=a
b —
b=u(t,L)=A+BL * a+BL = B=-"2.

Also ist
b—a
us(t,r) = a+

X

die stationéare Losung der Warmeleitungsgleichung (WLG) mit der inhomogenen
Randbedingung (IRB).
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Eine Modifikation des Superpositionsprinzips (mit Hilfe der Theorie der Fourier-
reihen) besagt nun: Ist

b—a ~~ . (k=
f(x)=a+ 7o+ ) cesin| —uw ),
—_—— k=l

=ug(t,r)

SO 1st

# k=
=ug(t,r)

b— - 2 k
u(t,x) =a+ ot z;ck e~ @) gin (Tﬂ x)

eine Losung der Warmeleitungsgleichung (WLG) mit der Anfangsbedingung (AB)
und den inhomogenen Randbedingungen (IRB).

25.2 Die Warmeleitungsgleichung in n Raumva-
riablen”

Dieses Teilkapitel ist nicht klausurrelevant.
Wir betrachten nun die Warmeleitungsgleichung in n Raumvariablen
o = o Au mit « > 0,
wobei Au = d?u + d3u + ... + *u der Laplace Operator ist.
Fiir die stationiren Losungen von O,u = o Au gilt
ou =0,

d.h. u héngt nicht von der Zeit ¢ ab, und die Warmeleitungsgleichung vereinfacht
sich zu
o’ Au =0 = Au = 0.

Also sind die stationiren Losungen von Ou = o Au genau die Losungen der
Laplace-Gleichung Au = 0.

Randbedingungen: Sei 2 C R” offen und B = Q. Man kann
o = a? Au, X = (z1,79,...,2,) €Q, >0,

mit unterschiedlichen Randbedingungen betrachten, z.B.

*Dieses Teilkapitel ist nicht klausurrelevant.
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(1) Dirichlet-Randbedingungen (homogen):

u(t,X)=0 fir Xe€dB, t>0.

(2) Neumann-Randbedingungen (homogen):
(Dgu)(t,X)=0  fir X €0B, t>0,

wobei N das dufere Einheitsnormalenvektorfeld an 9B ist und (Dgu)(t, X)

die Richtungsableitung von u in X (zum Zeitpunkt ¢) in Richtung von N)(i’)
ist. (Hier ist gefordert, dass OB stiickweise glatt ist, so dass ein Einheits-

normalenvektorfeld N = ﬁag in fast allen Randpunkten existiert.)
Separationsansatz fiir d,u = o® Au:
Wir suchen Losungen der Form
u(t,X) = u(t,x1, 20, ..., z,) = T(t) X (21, T2, ..., 7).
Dann folgt

(9tu = T/X,
Au=TAX.

Einsetzen in du = a? Au liefert (wenn T und X ungleich 0 sind)

T’ AX
T'X =a’TAX = .
« < 2T X
Also existiert ein A € R mit
T AX T'=? AT <= T(t)=Ce™ CeR,
=A\=— <=
a*T X AX =)\ X.
Also muss man die Hemholtz-Gleichung
AX =X (25.9)

untersuchen. Es handelt sich dabei um eine Eigenwertgleichung, d.h. es werden
solche Eigenwerte“ A € R gesucht, fiir die es nicht-triviale Losungen (,,Figenfunk-

tionen®) von ([25.9)) gibt.
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25.3 Die Wellengleichung in einer Raumvariablen:
Stehende Wellen mit Separationsansatz

Wir betrachten die folgende Problemstellung: Gegeben sei eine Seite der Lan-
ge L, die an den Enden fixiert ist. Wird die Seite angezupft, so beginnt sie zu
schwingen. Wir wollen die (ungedédmpfte) Schwingung mit Hilfe der Wellenglei-
chung unter Zusatzbedingungen modellieren.

Mathematisches Modell: Wir legen die Seite auf die z-Achse eines zweidi-
mensionalen Koordinatensystems und betrachten Auslenkungen in y-Richtung.
(Dabei reicht die Seite von (x,y) = (0,0) bis (z,y) = (L,0) und ist in diesen
beiden Punkten fixiert.) u(t, x) sei die Auslenkung der Seite (in y-Richtung) im
Punkt z zum Zeitpunkt ¢. u(t, x) geniigt der Wellengleichung (WGQG)

Ofu = ¢ 0*u.
Auferdem gelten die homogenen Dirichlet-Randbedingungen (DRB)
u(t,0) =u(t,L)=0
und die Anfangsbedingungen (AB)

u(0,z) = f(z) (Anfangsauslenkung),
(Ou)(0,2) = g(z) (Anfangsgeschwindigkeit).

Wir betrachten also

O*u = 2 O2u, 0<z<L, 0<t<T, (WG)
u(t,0) = u(t, L) = 0, 0<t<T, (DRB)
uw(0,z) = f(z), (Ow)(0,z)=g(x), 0<z<IL, (AB)

(25.10)

wobei f(0) = f(L) =0 und g(0) = g(L) = 0 sein muss.

Schritt 1: Separationsansatz
Ansatz:  wu(t,z) =T(t) X (x)

Dann gilt
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Einsetzen in die Wellengleichung (WG) liefert

1Tt X"(x)

T'(t) X(x) = T(t) X" () = 2T - X

Also existiert ein A € R mit

l T//(t) _ )\ _ X//(.,L,)
2 T(t) X(x)’

d.h. wir bekommen die beiden gewohnliche Differentialgleichungen

1 T//(t) B ., o,
2T N = T'(t) = @ AT (), (25.11)
X"z) o )

X)) =  X'(@)=1X(). (25.12)

Man konnte nun die allgemeine Lésung von (25.11]) und (25.12) berechnen (siche
Ubungszettel). Man kann sich aber Arbeit sparen, indem man bereits die (ho-
mogenen) Dirichlet-Randbedingungen (DRB) bei der Losung von ([25.12)) bertick-
sichtigt.

Schritt 2: Losung von (25.12) mit (DRB)

(25.12)) ist eine homogene lineare DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten. Mit unseren Kenntnissen aus der HM B"(siehe Kapitel 14 im Skript der
HM B) ergibt sich die allgemeine Losung (siehe Ubungszettel)

Ae’ + Be ™ wenn A > 0,
X(x)=¢ A+ Bz wenn A =0, (25.13)
A cos(vx) + B sin(vz) wenn A < 0,

wobei A, B € R und v := /|\| > 0 ist.

Die Dirichlet-Randbedingungen (DRB) liefern:
0=u(t,0) =T(t) X(0),
0=wu(t,L)=T() X(L).

Ist T = 0, so sind (DRB) automatisch erfiillt. Dann ist aber auch u(t,x) = 0,
und wir erhalten nur die triviale Losung v = 0. Falls T'(t) # 0 fiir ein ¢ ist, so
muss X (0) = X (L) = 0 gelten.

Welche der Losungen (25.13)) von X" (t) = A X gentigen X (0) = X (L) = 07
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(1) Fir X(z) = Ae” + Be ¥ finden wir

0=X(0)=A+B — A+B=0 — B =—-A,
B=-A
0=X(L)=Ae’"+Be ™" £ A(eF —e )

L>0,
v>0

Also finden wir nur die triviale Losung X (x) = 0 und somit u(t,z) =
T(t) X(x)=0.
(2) Fir X(x) = A+ Bz finden wir
0=X(0)=A4 = A=0,
A=0 L>0
0=X(IL)=A+BL * BL=0 ==  B=0.
Also finden wir nur die triviale Losung X (x) = 0 und somit u(t,z) =
T(t) X(z)=0.
(3) Fiir X(z) = A cos(vz) + B sin(vx) finden wir
0= X(0)=A cos(0) + Bsin(0) = A — A =0,

A=0
0= X(L)= A cos(vL) + B sin(vL) B sin(vL)

— B sin(vL) =0
— B =0 oder VLE{kW . kEN}.

Fir B = 0 erhalten wir nur die triviale Losung X (z) = 0 und somit
u(t,x) = T(t) X(z) = 0. Ansonsten erhalten wir

k
L=k < = —
1% T 1% L

und damit die nichttrivialen Losungen
k
X(x):Bsin<T7Tx>, ke N.

Wir erhalten also nur fiir A < 0 nichttriviale Losungen, und zwar

X(z) = B sin (%” m) ,
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wobel B € R und k£ € N ist.

o 2
Schritt 3: Losung von (25.11) fiir A = — (%) <0

Aus v = +/|\| > 0 folgt v2 = |A| und fiir A < 0 und v = &7

L
k2
——2:——
A= —U (L)

Also ist (25.11)) die homogene lineare DGL zweiter Ordnung
o\ 2
T”(t) _ (CL7T> T(t).

Da — (C]Z“)2 < 0 ist erhalten wir die allgemeine Losung (vgl. Kapitel |[14]im Skript
der HM B)

k k
T(t):Ccos<CL7Tt)—|—Dsin<CL7Tt>, C,D eR.

Fiir jedes k € N ist also

u(t,z) = T(t) X (x) = :C cos (CIZ” t) + D sin (CIZ” t)] B sin (’%T x)

B [ ckwt b Ckﬂ't . k’_?T
= _a cos | —— sin { —— sin (| —x ),

(25.14)

wobei a,b € R, eine Losung der Wellengleichung (WG) mit der Dirichlet-Rand-
bedingungen (DRB).

Es gilt

(Opu)(t, x) [ aCkW sin (Ckﬂt)—l—b(jkﬂ COS <Ck7rt>] sin <kﬁx)
t 9 — - - .
L L L L L

Damit sehen wir, dass (25.14]) nur fiir
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die Anfangswertbedingung (AB) erfiillt.

Schritt 4: Superpositionsprinzip und Fourierreihen

Da die Wellengleichung (WG) linear und homogen ist, ergibt das Superpositions-
prinzip, dass auch

N ckm . [(ckm . (km
u(t,x)zz aj COS 7 t ) + b sin 7 t ]| sin Ta:

k=1

eine Losung der Wellengleichung (WG) ist, wobei N € N und die Konstanten
ai,as,...,an,b1,ba, ..., by € R sind. Diese Losung geniigt offensichtlich auch
den Dirichlet-Randbedingungen (DRB). Doch diese Losung erfiillt nur dann die
Anfangsbedingungen, wenn gelten:

Mit Hilfe von Fourierreihen kann man aber fiir sehr viele Funktionen f und g eine
Losung der Wellengleichung (WG) mit der Dirichlet-Randbedingung (DRB) und
der Anfangsbedingung (AB) bestimmen.

Physikalische Interpretation: Die Losungen

ckm . [ckm . (k7
ug(t,z) = [ak coS (T t) + by sin (T t>] sin (T :U) , k €N,

aus Schritt 3 entsprechen verschiedenen Obertonen:

U Grundton
U9 : erster Oberton
us - zweiter Oberton

Je nach Anfangsbedingungen sind die verschiedenen Obertone ,unterschiedlich
stark® in der Schwingung enthalten. (Je nachdem, wie man die Seite anzupft,
klingt sie anders.)
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25.4 Die Wellengleichung in einer Raumvariablen:
allgemeine Losung nach d’Alembert

In einer Raumdimension gibt es eine einfache Moglichkeit die Wellengleichung all-
gemein zu losen, indem man eine geeignete Koordinatentransformation durch-
fiihrt:

Wir l6sen die Wellengleichung

O*u = 2 0%u (25.15)
durch die Koordinatentransformation
1
[yx—i—ct t—%(y—z)
<
z=x—ct 1
T=5 (y + 2)

Dazu machen wir den Ansatz
u(t,z) =w(x +ct,z — ct),
—— ——
:y =z

um die Differentialgleichung fiir w = w(y, z) zu berechnen. Mit dem Ansatz gilt:

)
(Opu)(t,z) = (Oyw)(z + ct,x — ct) + (Q,w)(x + ct,x — ct),
(Oiu)(t, ) = (Oow)(z + ct,x — ct) + (9,0.w)(x + ct,x — ct)
+(0,0,w)(z + ct,x — ct) + (O?w)(x + ct,x — ct)
= (agw)(x—l—ct,x—ct)+2(8y62w)(x—|—ct,x—ct)
+ (02w)(x + ct,x — ct),
Q) (t, z) = c [(Oyw)(z + ct,z — ct) — (Q.w)(z + ct,x — ct)],
(OFu)(t,z) = clc(Oqw)(x + ct,x — ct) — c(9,0.w)(x + ct,x — ct)
— c(9.0yw)(z + ct,x — ct) + c(Fw)(z + ct,x — ct)]
= *[(Ow)(z + ct,x — ct) — 2(9,0.w)(x + ct,x — ct)
+ (B2w)(z + ct,z — ct)],

wobei wir beim Vereinfachen der zweiten Ableitungen den Satz von Schwarz ge-
nutzt haben unter der Annahme, dass v und w zweimal stetig differenzierbar
sind.
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Einsetzen in die Wellengleichung (25.15)) ergibt, wobei wir nun (y,z) = (z +
ct,x — ct) bei w der Ubersichtlichkeit weggelassen haben:

02w — 20,0.w + Ow| = ¢ [Ojw + 20,0.w + Hw]
— —2c%0,0.w = 2c*0,0.w = 4¢*9,0.w =0

= 0,0, w =0 = (0,0,w)(y,2) =0
= QW) =gk = wlye)= / 9() dz + h(y).

Mit

erhdlt man somit
w(y, z) = @(y) + ¥(z2).
Fir u(t,z) = w(z + ct,z — ct) gilt also

u(t,r) =w(x +ct,z —ct) = P(x+ct) + V(x — ct) (25.16)

mit beliebigen zweimal stetig differenzierbaren Funktionen ®, . Diese allgemeine
Losung der Wellengleichung in einer Raumdimension heifst auch die Losung von
d’Alembert.

Wir wollen nun die Losungen der Wellengleichung aus Teilkapitel mit der
Losung von d’Alembert vergleichen. Da die Losung von d’Alembert (25.16)) die
allgemeine Losung der Wellengleichung (25.15]) ist, miissen sich auch die Losungen

aus Teilkapitel

(t )= Ckﬂ't b ckwt ) k:_7r
u(t,x) = |a cos N7 sin 5 sin 7 T
km

in der Form ([25.16)) schreiben lassen. Das ist tatsachlich der Fall. Mit w := A
gilt

u(t,z) = a cos(wct) sin(wzx) + b sin(w ct) sin(w z).

Wegen (nach den Additionstheoremen fiir Sinus und Cosinus)

sin(a) cos(f) = [sin(oz + B) + sin(a — 5)};

sin(a) sin(f) = [cos(oz — ) — cos(a + 5)}

N~ DN —
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gilt mit « =wz und S =wct
u(t,x) = g [sin(wz +wct) +sin(wz —wet)]
b

+ 3 [cos(wx —wect) —COS(WQJ"“‘)Ct)]

a b
= [5 sin(wz +wet) — 3 COS(Wx+WCt)]

a | b
+ [5 sinfwx —wecet) + B cos(w x —wct)]

= % sin (w (e 4+ et)) = 2 cos (w(z + 1))
; 2 |

L o) + 2 eos (oo en)

= ¢z +ct) + V(x — ct),

wobei
a . b
O(y) = 5 sin(wy) — 5 cos(wy),
a . b
U(z) = B sin(w z) + B cos(w z).

Mit Hilfe der allgemeinen Losung von d’Alembert kann man auch die Wellenglei-
chung (WG) mit der Dirichlet-Randbedingung (DRB) und der Anfangsbedingung
(AB) (siehe (25.10)) 16sen. Das ist zwar kiirzer und eleganter als der Losungsweg
aus Teilkapitel 25.3] aber man sieht die Oberténe dabei nicht und verliert so einen
Teil der physikalischen Interpretation.

25.5 Die Wellengleichung in n Raumvariablen*

Dieses Teilkapitel ist nicht klausurrelevant.

Wir betrachten nun die Wellengleichung in n Raumvariablen, also

Otu = ¢ Au,

*Dieses Teilkapitel ist nicht klausurrelevant.
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wobei A = 02 + 03 + ... + 92 der Laplace-Operator ist.

Fiir die stationiren Lésungen von 0?u = ¢ Au gilt
Ou =0 — Ot = 0,
d.h. v héngt nicht von £ ab, und es gilt somit
Au = 0.

Also sind die stationiren Losungen von d?u = ¢® Au genau die Losungen der
Laplace-Gleichung Au = 0. Die Wellengleichung hat also dieselben stationéren
Losungen wie die Warmeleitungsgleichung.

Fiir die Wellengleichung 0?u = ¢* Au in n Raumvariablen sieht der Separati-
onsansatz wie folgt aus:

u(t, x1, o, ..., xy) = T(t) X(x1,29,...,2y).

Dann finden wir

Pu="T"X,
Au=TAX.
Einsetzen in 02u = ¢? Au liefert
17" AX
T"X =c*TAX — =
‘ 2T~ X
Also existiert ein A € R mit
I )= AX
T =~ X

Damit erhalten wir die beiden Differentialgleichungen

1 T// " 2
AX

Der Separationsansatz fithrt also auf die Helmholtz-Gleichung (25.18) und die
homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizi-

enten ([25.17)).
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