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Einleitung

Bei dem Thema Numerik oder Numerische Methoden geht es darum, wie
man mathematische Probleme (angenéhert) mit einem Computer 16st. Hier sind
zwei Beispiele, an denen deutlich wird, worum es geht und warum dieses inter-
essant ist und fiir alle Anwender sehr wichtig ist:

Beispiel 1: Losen linearer Gleichungssysteme. Angenommen, man hat ein
lineares Gleichungssystem mit 100.000 Unbekannten. Sicher méchte man dieses
nicht per Hand 16sen, sondern ein geeignetes numerisches Verfahren (einen Algo-
rithmus) auf einem Computer dazu nutzen. Dabei erhdlt man als Ergebnis oft nur
eine Annaherung an die exakte Losung, denn es treten einerseits Rundungsfehler
auf und andererseits wird man zur Losung oft kein direktes sondern ein iteratives
Verfahren verwenden (dieses berechnet eine Folge von Néherungen der Losung),
welches man abbricht, wenn die Losung hinreichend gut angenéhert worden ist.

Beispiel 2: Funktion finden, die einen Datensatz beschreibt. Angenom-
men, die Temperatur y wurde an einem bestimmten Ort stiindlich ein Jahr lang ge-
messen. Dann erhalten wir 365-24 = 8.760 Messdaten (t;;v;), 1 = 1,2, ...,8.760,
wobei y; die zum Zeitpunkt ¢; gemessene Temperatur ist. Man mochte nun gerne
eine Funktion y(t) bestimmten, deren Graph (genau oder auch nur angenéhert)
durch alle Datenpunkte (¢;;y;), i = 1,2,...,8.760, geht. Es stellt sich die Frage,
wie gut diese Funktion die Temperatur y(¢) zu anderen Zeitpunkten ¢ beschreibt.

Das erste Bespiel gehort in den Bereich der Numerischen Linearen Algebra, und
das zweite Beispiel gehort in den Bereich der Numerischen Analysis. Beide Teilge-
biete zusammen bilden die Numerik. In dieser Vorlesung werden wir einen kleinen
Querschnitt durch die wichtigsten Themen der Numerik behandeln.

Dieses detailliert ausgearbeitete Skript konnen (und sollten) Sie wie ein Lehrbuch
verwenden. Es folgt der Vorlesung ganz genau und enthélt haufig zusatzliche Er-
klarungen und weitere Beispiele.

Ich freue mich auf Ihre Teilnahme an der ,Mathematik 4 fiir Maschi-

nenbau: Numerische Methoden*!

Kerstin Hesse April 2020
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KAPITEL 1

Maschinenzahlen, Rundung, Fehler und
Kondition

1.1 Gleitkommadarstellung von Zahlen

Im Dezimalsystem hat die Zahl x = % die Darstellung
z=0,6=0,6666...= 26. 1077

mit der von 0 verschiedenen Periode 6. Auch wenn man das Dualsystem (Basis 2),
Oktalsystem (Basis 8) oder Hexadezimalsystem (Basis 16) verwendet, hat diese
Zahl eine Reihendarstellung, die nicht abbricht.

Ist b > 2 eine beliebige natiirliche Zahl, so kann man jede reelle Zahl x bzgl. der
Basis b wie folgt als Gleitkommazahl darstellen:

z= (=17 c:ib, 1.1
(1) ; j (1.1)
g .

wobei v € {0;1} (iber 0 = (—1)” € {—1;1}) das Vorzeichen bestimmt und
N € Z der Exponent ist. Die Zahlen ¢;, 7 = 0,1,2,.. ., liegen in der Menge
{0;1;2;...;b — 1} und sind die Ziffern (oder Koeffizienten) von = (bzgl. der

m .
Basis b), und a = ) ¢; b7/ wird als die Mantisse von z bezeichnet.
j=1

1



1.2. Gleitkomma-Zahlenformat auf Computern
2 ©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn

Die Zahl x = % hat z.B. die Gleitkommadarstellungen bzgl. der Basis b = 10
r=(-1)"10") 6-107 und 2= (-1)°10") 6-1077,
j=1 =2
und bzgl. der Basis b = 2 hat x = % die Gleitkommadarstellungen
r=(-1)02°)"1.27¢" und  w=(-1)2" > 1.27%
=1

(Im Dualsystem ist also jeder zweite Koeffizient gleich null.) Bzgl. beider Basen
ist jeweils in der zweiten Darstellung der Koeffizient ¢; = 0, und j = 1 taucht
daher nicht in der Reihe auf.

Wir sehen an den Beispielen, dass die Gleitkommadarstellung nicht eindeutig
bestimmt ist. Daher trifft man die Konvention, dass in immer c¢; # 0
gelten soll, und nennt dieses die normalisierte Gleitkommadarstellung zur
Basis b. Dass ¢; # 0 ist, bedeutet, dass in der Mantisse a die erste Nachkommas-
telle ungleich null sein muss, und das somit a € [b~1, 1] gilt.

Beispiel 1.1. (normalisierte Gleitkommadarstellung zur Basis b)

xr = % hat bzgl. der Basis b = 10 bzw. bzgl. der Basis b = 2 jeweils die folgende
normalisierte Gleitkommadarstellung

r=(—1)"10° Z 6-107  baw. x=(-1)"2 Z 1.9-20-1
=1

J=1

Die Zahlen y = 5367,23 und z = —0,00123 haben bzgl. der Basis b = 10 die
folgenden normalisierten Gleitkommadarstellungen

y=(-1)"10*(5-10""+3-10°+6-10°+7-10"*+2-107°+3-107°)

und z=(-1)'1072(1-107'+2-1072+3-107%). &

1.2 Gleitkomma-Zahlenformat auf Computern

Im Computer kann man Zahlen wie x = %, die durch eine Gleitkommadarstellung
(1.1) mit einer unendlichen Reihe gegeben sind, nicht exakt darstellen, denn im
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Computer kann nur eine endliche Anzahl der Koeffizienten ¢y, cy . .. in abge-
speichert werden. Der Computer stellt Zahlen bzgl. der Basis b als Maschinen-
zahlen dar, wobei Vorzeichen, Mantisse und Exponent abgespeichert werden und
der Exponent und die Mantisse jeweils eine endliche Lange haben. Die
Léange des Exponenten und der Mantisse sind durch das Maschinenzahlformat, ge-
nauer durch den in dem Maschinenzahlformat dafiir vorgesehenen Speicherplatz,
beschrankt.

Definition 1.2. (Maschinenzahlen/Gleitkomma-Zahlensystem)

Seien b € N mit b > 2 eine Basis, p € N eine Mantissenlinge und
Niny Nmax € N mit Npin < 0 < Npax Schranken fir den FExponenten. Dann
sind alle Maschinenzahlen oder Gleitkommazahlen ungleich 0 (bzgl. die-
ser Vorgaben) von der Form

p
17V Y b
j=1

mit dem Vorzeichen o = (—1)" mit v € {0;1}, dem Exponenten N € Z
mit Nyin < N < Npax und den Ziffern (oder Koeffizienten) ci,ca, ..., ¢, €
{0;1;...;6 — 1} mit ¢ # 0 der Mantisse. Weiter gehdrt die Zahl 0 zu den
Maschinenzahlen. Da ¢i # 0 verlangt wird, sprechen wir von einem norma-
lisierten Gleitkomma-Zahlensystem.

Wir kénnen mit der Hilfe der geometrischen Summe die grofste Zahl im normali-
sierten Gleitkomma-Zahlensystem berechnen:

p

Tmax = (= 1) 6N Y (b= 1) b7 = bMmex(b — 1) (Zb J— 1)

J=1

—1_)p —1>bNmax(b—1) (—1_£)p —1)

b

= plVmax (b - (%)p —(b— 1)) = b (1—b7P), (1.2)

— bNmax

/
S
|
[E—
N~—
N
—_
I
o=
o=

wobei beim Ubergang zur zweiten Zeile die geometrische Summe genutzt wurde.
Analog finden wir

kleinste Zahl: 2y, = (—1)! pNme Z(b —1)b 7 = —bVm (1—b7P). (1.3)
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Die betraglich kleinsten Zahlen im normalisierten Gleitkomma-Zahlensystem sind:

betraglich kleinste positive Zahl:  Zposmin = (—1)° pNmin . (1 : bil) = pNVwin =1

betraglich kleinste negative Zahl:  Zyeqmin = (—1)1 pNmin (1 . b_l) = —pNmin—1
(1.4)

Damit man auch betraglich noch kleinere Zahlen als xpogmin = pNmin—1 darstellen
kann, wird die Menge der normalisierten Gleitkommazahlen oft durch die Zahlen

p
x = (1) pNmin chb_j mit c1,C2,...,¢p €{0;1;...;0 =1} (1.5)

j=1
erginzt. (Die Forderung ¢; # 0 ist in ([1.5) weggefallen.) Durch Hinzunahme der

Zahlen ([L.5]) erhélt man ein denormalisiertes Gleitkomma-Zahlensystem.
In ihm sind die betraglich kleinsten Zahlen:

betraglich kleinste positive Zahl: Tposmin = (—1)0 pNmin . (1 b7P ) — pNmin =P
betraglich kleinste negative Zahl: Tnegmin = (—1)1 pNmin . (1 : b_p) = —pVwin =P,

Tritt in einem Gleitkomma-Zahlensystem bei Berechnungen eine Zahl x mit |z| >
Tmax auf, so bekommt man die Warnung ,,arithmetical overflow* und das Pro-
gramm stiirzt oft ab. Tritt in einem Gleitkomma-Zahlensystem bei Berechnungen
eine Zahl  mit || < Zposmin auf, so bekommt man entweder die Warnung ,,arith-
metical underflow* oder der Computer rechnet mit dem Wert z = 0 weiter.

1.3 Rundung und Abschneiden

Reelle Zahlen mit || < xp.x kann man in einem Gleitkomma-Zahlensystem durch
Abschneiden oder Runden angenéahert darstellen.

Definition 1.3. (Runden und Abschneiden)

Gegeben sei ein normalisiertes Gleitkomma-Zahlensystem mit Basis b, Man-
tissenlinge p und Exponentenschranken Ny < 0 < Npax. Sei z € R\ {0}
Mit Tiinpos < |T| < Tmax in normalisierter Gleitkommadarstellung gegeben als

= (=1)"b" Z c;jbd mit ¢ # 0, (1.6)
j=1

——

=a
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wobei (wegen Tminpos < || < Tmax) Nmin < N < Npax gilt. Dann wird
x eine Zahl vd(z) aus dem normalisierten Gleitkomma-Zahlensystem durch
Abschneiden bzw. Runden zugeordnet, die wie folgt definiert ist:

rd(z) = (—1)” 6" rd(a) (1.7)
mat

> . bl +ceb2+...+c, b (Abschneiden),
rd(a) = rd Z b | = : . ’ ) ’ ( /
o b +ceb 4.+ b (Runden),

wobei beim Runden fir die letze Ziffer ¢, gilt

(0.¢]

S

Cp, falls  >° ¢; P17 < 5 (Abrunden),
~ j=p+1
Cp 1= o b
cp+ 1, falls > ¢ bPTI > 5 (Aufrunden,).
J=p+1

Beim Aufrunden sind gegebenenfalls (einfache oder mehrfache) Ubertrige zu be-
achten. Ob gerundet oder abgeschnitten wird, hingt von der Software ab.

Beispiel 1.4. (Runden und Abschneiden)

Wir wollen durch Abschneiden bzw. Runden jeweils Darstellungen der nachfol-
genden Zahlen in einem Gleitkomma-Zahlensystem mit Basis b = 10 und Mantis-
senldnge p = 6 bestimmen:

xr = 3= 0,6, y = 4,76849, 2 = 12,349.
Wir finden

0,666666 - 10° = 0,666666 (Abschneiden),
0,666667 - 10° = 0,666667 (Runden),

0,476849 - 10! = 4,76849 (Abschneiden),
0,476850 - 10! = 4,7685 (Runden),

(
0,123499 - 10* = 12,3499 (Abschneiden),
0,123500 - 10> = 12,35  (Runden).

rd(z) = rd (0,666666666 - 10°) = {
rd(y) = rd (0,47684999 - 10') = {
rd(z) = rd (0,12349999 - 10%) = {

Im zweiten Beispiel findet beim Runden ein einfacher Ubertrag statt, und im
dritten Beispiel findet beim Runden ein zweifacher Ubertrag statt. @
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Welchen Fehler macht man man, wenn man (1.6) rundet bzw. abschnei-
det? Mit ([1.6) und ((1.7)) erhélt man sofort

v~ rd(z) = (15" a — (~1)"b¥ rd(a) = (~1)" b (a — xd(a)).

und fiir a — rd(a) gilt

S b (Abschneiden),
a—rd(a) = 77 ~ .
(¢p—¢)b P+ > ¢;b7 (Runden).

J=p+1

Damit ergibt sich fiir den sogenannten absoluten Fehler |rd(z) — x| beim
Abschneiden bzw. Runden die Abschétzung

rd(z) — 2| = |z — rd(z)| = [(=1)"b" (a — rd(a))]

N b = pN P (Abschneiden),

= bN a—rd(a S 1 1 18
‘ ( )‘ bN.ab*P: §bN*P (Runden). Y

Insbesondere erhalten wir fiir den Sonderfall x = a

b7  (Abschneiden),
rd(a) —a| <4 1
5 b7 (Runden).
Fiir den sogenannten relativen Fehler |rd(|:;>‘_x| ergibt sich beim Abschneiden
bzw. beim Runden mit Hilfe von (1.8)) die Abschéitzung

rd(z) — z| _ |z —rd(z)] [(=1)" 0" (a — rd(a))] _ b |a — rd(a)|

| 2l [(=1)7 bV qf bV a
b b |
- la — rd(a)] — <-—==b (Abschneiden), o
- a T 1k _1br 1 |
. < — _pl-r
5 S50 5 b (Runden),

wobei wir im letzten Schritt a € [b™'; 1] genutzt haben.

Die kleinste obere Schranke fiir den relativen Fehler beim Abschneiden bzw. Run-

den in einem Gleitkomma-Zahlensystem heifst die Maschinengenauigkeit. An
(1.9) lesen wir die Maschinengenauigkeit ab:

b!=?  (Abschneiden),

Maschinengenauigkeit: T:=4 1 1.10
5 b!=?  (Runden). (1-10)
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Aus ([1.9) folgt

—1d
xr —rd(x) <
T
und es gilt
rd(z) — x
—— =7, <= rdx)—zr=7mr << rdx)=(1+7)z
x

mit dem (relativen) Darstellungsfehler 7, mit |7,| < 7.

Ein weiterer wichtiger Begriff bei der Diskussion der Rundung und des Abschnei-
dens sind die signifikanten Ziffern.

Definition 1.5. (signifikante Ziffern im Dezimalsystem)

Fine Niherung x € R einer quantitativen reellen Gréifie x € R im Dezimal-
system hat mindestens m signifikante Ziffern, wenn | — x| kleiner oder
gleich 5 Einheiten in der (m + 1)-sten Ziffer von x ist.

Beispiel 1.6. (signifikante Ziffern)

—= 0,2 hat drei signifikante Ziffern, denn

NoX I\

(a) Die Néherung x = 0,222 von x =

0,00005 < |7 — z| = 0,0002 < 0,0005,

und die 5 in 0,0005 steht an der Stelle der (3 + 1)-sten Ziffer von x = 0,2.
(b) Die Ndherung x = 31,578 von x = 31,575 hat vier signifikante Ziffern, denn

0,0005 < |7 — | = 0,003 < 0,005,

und die 5 in 0,005 steht an der Stelle der (4 + 1)-sten Ziffer von x = 31,578.

(c) Die Ndherung * = 0,02138 von = = 0,02144 hat nur zwei signifikante
Ziffern, denn
0,00005 < [ — | = 0,00006 < 0,0005,

und die Ziffer 5 in 0,0005 steht an der Stelle der (2 + 1)-sten Ziffer von
x = 0,02144.

Nur signifikante Ziffern sind bei der Angabe eines Ergebnisses relevant. &

Ein grofses Problem bei Berechnungen in einem Gleitkomma-Zahlensystem mit
einer endlichen Mantissenlénge (also bei allen Berechnungen mit einem Computer
oder einem Taschenrechner) ist der moégliche Verlust signifikanter Ziffern
durch Ausloschung. Um dieses zu verstehen, betrachten wir ein Beispiel.
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Beispiel 1.7. (Verlust signifikanter Ziffern durch Ausléschung)
Die Funktion

[iR=R, f@)=o(Vetri-Va),

soll fir x = 10* mit & = 0,1,2,3,4,5 ausgewertet werden, wobei in einem
Gleitkomma-Zahlensystem mit der Mantissenldnge 6 gerechnet wird. Dieses be-
deutet, dass wir in jedem einzelnen Rechenschritt auf eine 6-stellige Mantisse run-
den miissen. Um die so erhaltenen gendherten Werte von f(x) zu unterscheiden,

bezeichnen wir diese mit f(x).

f(1) = -(\f— \/T) = 1-(1,41421 — 1) = 0,41421 = f(1)
~————
=0,414210
£(10) = 10- (\/1_ . \/10) = 10-(3,31662 — 3,16228) = 1,5434 = £(10)
:0,?51340
f(10%) = 10°- <\/1 1— 100) = 100- (10,0499 — 10) = 4,99 = f(10?)
— 0,0499000
£(10%) = 103 (\/1001 — \/1000> = 1000- ( 31,6386 — 31,6228 ) = 15,8 = f(10°)
—0,0158000

£(10%) = 10" <\/10001 — 104) = 10000- ( 100,005 — 100) = 50 = f(10*)
— 0,00500000

f(10%) = 10°- (\/100001 — \/10) = 100000- ( 316,229 — 316,228 ) = 100 = f(10°)

TV
=0,0010000

Das Symbol = bedeutet, dass (hier auf eine 6-stellige Mantisse) gerundet wurde.

Dabei erhalten wir also die Ergebnisse in Tabelle[1.1], wobei der wahre Wert f(z)
jeweils auf eine Mantissenlédnge von 6 Ziffern gerundet wurde.

~

Fiir = 10° ist der absolute Fehler | f(10°) — £(10°)| = 58,113, und der relative
Fehlers ist

~

|f(10%) — £(10°)]
[£(10°)]

Wie kommt dieses eklatant schlechte Ergebnis zustande? Fiir grokes x sind v/x + 1
und /z fast gleich. Daher fiihrt das Bilden der Differenz v/x + 1 — y/x nach der
jeweiligen Rundung von v/ + 1 und y/z mit wachsendem x zur Ausloschung von
immer mehr signifikanten Ziffern. Dieses kann man bei der konkreten Berechnung

~ ~

von f(10%) oder f(10°) sehr gut sehen.

= 0,368 2 36,8 %.



1. Maschinenzahlen, Rundung, Fehler und Kondition

©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn

_ ~ x)— f(x

. izge(}l%rg ex?il;e;(\;\gert f(z) — f(z)] |/ ( ‘)f(lei( )|
1 =10 0,414210 0,414214 0,000004 9,66 - 1076
10 = 10! 1,54340 1,54347 0,00007 4,54 -107°
100 = 102 4,99000 4,98756 0,00244 4,89 -1074
1000 = 103 15,8000 15,8074 0,0074 4,68 -1074
10.000 = 10* 50,0000 49,9988 0,0012 2,40 - 107°
100.000 = 10° 100,000 158,113 58,113 3,68 - 1071

Tabelle 1.1: Ergebnisse und deren absolute und relative Fehler fiir die Berech-
nung von f(x) = x(\/x+ — \/5) fir x = 10¥, k = 0,1,2,3,4,5, in einem
Gleitkomma-Zahlensystem mit der Mantissenldnge 6.

Man kann das Problem der Ausloschung signifikanter Ziffern in diesem Beispiel
leicht umgehen, indem man f(z) vorher geeignet umformt und dann mit der neuen
Darstellung von f(x) rechnet: Durch Erweitern mit v/x + 1 4+ y/z erhalten wir
mit der dritten binomischen Formel:

f(x):x<\/ﬁ_\/5> =qx- (\/ﬁ—\/}) (\/m—l-ﬁ)

Ve+1+x
. (\/a:+1)2— (\/5)2 (z+1)—=x (1.11)

Viti+vz Vitl+4vr Vitl+m

Berechnet man f(10°) mit dieser neuen Formel in einem Gleitkomma-Zahlensystem
mit der Mantissenlédnge 6, so erhalt man

FO10°) = 100000 . 100000
v/100001 + /100000 316,229 + 316,228
100000 =

_ = 158.114 = £(10°
632,457 o8, (107,

~
~

und wir haben nur in der letzten Ziffer von f(10°) eine Abweichung von exakten

~

Wert f(10°). Anders - ausgedriickt: f (10°) = 158,114 hat 5 signifikante Ziffern. Der

~ ~

absolute Fehler von f(10°) (als Néherung von f(10%)) ist nun [f(10%) — f(10°)| =

~

0,001, und der relative Fehler von f(10°) (als Néherung von f(10°)) ist nun

~

|f(10%) — f(10%)]

= 6,32-107% 2 0,000632 %.
|£(10°)]
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Wir erhalten nun ein Ergebnis mit einer sehr guten Genauigkeit. &

1.4 IEEE 64 Bit Maschinenzahlformat

Wie werden Zahlen in einem modernen Computer im Gleitkomma-Zahlensystem
gespeichert? Wir besprechen hier nur das gingige IEEE-Format 64 Bit
(= 8 Byte) Maschinenzahlformat mit doppelter Genauigkeit mit der Ba-
sis b = 2, der Mantissenldnge p = 53 und den Exponentenschranken Ny, =
—1021 und Ny = 1024. Im Computer wird eine 64 Bit Maschinenzahl im nor-
malisierten Gleitkomma-Zahlensystem mit 1 Bit fiir das Vorzeichen, 11 Bit
fiir den Exponenten und 52 Bit fiir die Mantisse gespeichert. Wir bendtigen nur
52 Bit fiir die Speicherung der Mantisse, da im Dualsystem wegen ¢; # 0 und
c1 € {0;...;2—1} = {0;1} folgt, dass ¢; = 1 sein muss und somit nicht mehr
abgespeichert werden muss.

Mit dem normalisierten 64 Bit Maschinenzahlformat

’V‘nong...nlo‘CQCg...C53‘7

wobei v, ng,ny,...,n1,C2,¢3...,¢53 € {0;1} sind, wird also die normalisierte
Gleitkommazahl

53
= (12" (21 +) ¢ 2?‘) mit Exponenten — 1021 < N < 1024
j=2

dargestellt. (Genauer gilt fiir den Exponenten

10
N = Zn 21— 1022.
1=0

Die Verschiebungsdistanz —1022 im Exponenten N sorgt dafiir, dass sowohl po-
sitive wie negative Exponenten dargestellt werden kénnen. Die speziellen Werte

10 10 1_211
0-20=0 d 1.2 = — 2047

sind reserviert. Aus den verbleibenden Werten 1,2, ...,2046 ergibt sich mit der
Verschiebungsdistanz —1022 fiir die moglichen Exponenten Ny, = 1 — 1022 =
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—1021 und Npax = 2046 — 1022 = 1024.) Wir erhalten damit fiir das 64 Bit
normalisierte Maschinenzahlformat (vgl. (1.2)) und ((1.3)))

grokte Zahl: Tamax = 2/ (1= 277%) & 2121 = 18107,
kleinste Zahl: @y = —2'" (1 —277%) & 2104 = —1.8. 10%%%,
und die betraglich kleinsten Zahlen sind (vgl. (1.4)))
betraglich kleinste positive Zahl: Tposmin = 91022 = 2,2 - 10_308,
betraglich kleinste negative Zahl: Tnegmin = —o71022 = _99.107308,

Bei dem 64 Bit Maschinenzahlformat treten folgende Sonderfélle auf:

Zahl Null (+0):  [0]00...0[00...0]
Zahl Null (—0): ~ [1]00...0]00...0]
Zahl‘ 400:  [0]11...1]00...0]
JZahl* —oo: [1]11...1]00...0|

Besteht der Exponent nur aus aus Einsen und enthélt die Mantisse Einsen, so ist
der Wert der Zahl NaN (,not a number®). Ein Beispiel ist

NaN (;not a number®): (0/11...1]010110...0].
Die Maschinengenauigkeit im 64 Bit Maschinenzahlformat ist (vgl. (1.10]))

21753 = 2792 £ 92.10716 (Abschneiden),
T = 1

3 21793 =275 = 11-1071% (Runden).

1.5 Fehlerfortpflanzung und Fehlerverstarkung

Rechnet man in einem Gleitkomma-Zahlensystem mit der Basis b mit endlicher
Mantissenlange, so entstehen unvermeidbare Fehler, denn reelle Zahlen mit
einer nicht abbrechenden Reihendarstellung bzgl. der Basis b (und reelle Zahlen
mit einer endlichen Mantisse bzgl. der Basis b, die langer ist als die Mantissenlange
des Gleitkomma-Zahlensystems) konnen nicht exakt dargestellt werden, sondern
miissen durch eine Maschinenzahl angenéahert werden.

Aber selbst, wenn man beispielsweise zwei Maschinenzahlen x und y mit x+y # 0
addiert, so muss das Ergebnis keine Maschinenzahl sein. Somit erhélt man als
Ergebnis

rd(z +y) = (14 Tagy) (2 +y)
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rd(z+y)—(z+y) .

mit dem (relativen) Darstellungsfehler 7., = =

Sind x und y keine Maschinenzahlen, so ist das Ergebnis der Addition

rd (rd(x) + rd(y)) = (1 + Trd(I)Hd(y)) (rd(x) + rd(y))
= (14 Ta@)trdy) (L+ )+ (1+7)y)
=2+ Y+ (7o + Ta@dy) + To Trd@)+dy) T
+ (Ty + Ted(@)+rd(y) + Ty Ted(w)+rd(y)) ¥

wobei fiir 7, 7, und Tyq(g)4rdqy) gilt |72] < 7, |7y < 7 und |Tq(z)eag)| < 7. (Dabei
ist 7 die Maschinengenauigkeit.) Jeder einzelne relative Fehler durch Rundung
bzw. Abschneiden ist also betraglich durch die Maschinengenauigkeit 7 begrenzt.

Insbesondere fiihrt das Runden bzw. Abschneiden beim Rechnen dazu, dass die
Assoziativgesetze und das Distributivgesetz nicht mehr gelten, sobald
Zahlen auftreten, die keine Maschinenzahlen mehr sind.

Beispiel 1.8. (Rundungsfehler und verletztes Assoziativgesetz)

Wir Rechnen mit der 64 Bit Maschinenzahlformat (vgl. Teilkapitel . In dieser
sind x = 4 und y = 107" beides Maschinenzahlen, aber

T4y =4+ 1072 = 0,400000000000000000001 - 10}

ist keine Maschinenzahl mehr, denn wegen 7 ~ 10710 erhalten wir im Dezimal-
system nur eine Mantisse mit 16 Stellen, also

rd(z + ) = rd(4 4+ 107%) = 4.

Analog findet man fiir die Maschinenzahlen z = 107, y = 2 und 2z = —2
rd(rd(z + y) + 2z) = 1d(rd(107 + 2) 4+ (=2)) =rd(2+ (-2)) =rd(0) =0
rd(z 4+ rd(y + 2)) =1d (107 +rd(2 + (-2))) = rd(10*° +rd(0))

rd(107% +0) = 10720 £ 0.

Also gilt hier
rd(rd(z +y) + 2) #rd(z + rd(y + 2)),

d.h. das Assoziativgesetz der Addition ist verletzt. &

Wir wollen nun die Fehlerfortpflanzung systematisch untersuchen. Dabei inter-
essiert uns aktuell nicht, ob die fehlerhaften Eingangsdaten durch Rundungsfehler
Messfehler oder eine andere Ursache zustande kommen. Wir werden sowohl den
absoluten Fehler als auch den relativen Fehler betrachten.
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Definition 1.9. (absoluter Fehler und relativer Fehler)

(1) Sei x € R eine reellwertige Grifie und sei © € R ein fehlerbehafteter
Ndherungswert fiir x. Dann ist der absolute Fehler der Niherung x

Abs(z) == |z — z|.
Ist x # 0, so ist der relative Fehler der Niherung ©

.
Rel(7) = L=l _ ADs@)

2l

(2) Sei R™ mit einer Norm || - || (2.B. der euklidischen Norm) versehen. Sei
x € R" eine vektorwertige Grifse, und sei X € R" eine fehlerbehaftete
Naherung fir x. Dann ist der absolute Fehler der Niherung X

Abs(X) = [|% — x||.

Ist x # 0, so ist der relative Fehler der Niherung X

Rel(%) — |x — x| Abs(x) |

(B

Wir haben den absoluten und den relativen Fehler einer reellwertigen Grofse be-
reits bei der Analyse der Rundung und des Abschneidens und in Beispiel
verwendet.

Beispiel 1.10. (absoluter und relativer Fehler)

(a) Die Distanz zwischen zwei Stadten sei exakt x = 100 km. Die Néherung
dieser Entfernung (z.B. durch eine Messung) sei = 101 km. Dann gelten

Abs(z) = |z — x| = |101 km — 100 km| = 1 km,
_|z—2[  1km

(% _
Rel@) = =7 = 150 1

=001 2 1%.

(b) Die Distanz zwischen zwei Dorfern sei exakt = 2 km. Die Naherung dieser
Entfernung (z.B. durch eine Messung) sei z = 3 km. Dann gelten

Abs(Z) = |z — x| = |3 km — 2 km| = 1 km,
|r—2[ 1km

(7 _
Rel@) = =1 = 2%km

=052 50%.
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Der absolute Fehler ist in beiden Beispielen jeweils 1 km. Trotzdem ist es auch
intuitiv klar, dass die Ndherung fiir die Entfernung der beiden Stéadte ,yviel genau-
er ist als die Naherung fiir die Entfernung der beiden Dorfer. Dieses wird durch
den relativen Fehler widergespiegelt. Dieser betrégt im Beispiel (a) nur 1% der
Entfernung, aber im Beispiel (b) dagegen 50 % der Entfernung. &

Der relative Fehler Rel(z) bzw. Rel(x) einer Nédherung = von x # 0 bzw. einer
Néaherung x von x # 0 ist normalerweise aussagekraftiger, da er den Fehler
relativ zur ,Grofe von x bzw. x betrachtet. Genauer gibt

| -

T2 00%  bew.,  Rel(®)- 100%

Rel(Z) - 100% = - 100%

]

an, wieviel Prozent des Wertes |x| bzw. ||x|| der absolute Fehler Abs(z) = |z — z|
bzw. Abs(x) = ||x — x|| ausmacht.

Die Grundlage fiir eine Analyse der Fehlerfortpflanzung bildet die Taylorsche
Formel (auch Satz von Taylor genannt) mit dem Taylorpolynom vom Grad 1:
Seien D C R" eine konvexe Menge und x = (x1,x9,...,x,) € D, und sei f :
D — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann gibt es zu jedem

X =X+ Ax = (x1 + Axy, 29 + Axo, ...,z + Axy,) € D

ein zax auf der Verbindungsstrecke von x = x + Ax und x, so dass gilt

d x
f(x+ Ax) = )+ Z 8xk Z Z @]x:gik Ax; Az, .

jlkl

\ N J/

Taylorpolynom vom Grad 1 Restghed

Wenn das Restglied hinreichend klein ist, dann gilt die Naherung

f(x+ Ax) =~ f(x) + Z agg:) Axy,
k=1
— flx+Ax) = f(x) =) 9/ (x) Axy,

Also ist der absolute Fehler Abs(f(x+Axz)) = | f(x+Ax)— f(x)| der Ndherung
f(xX) = f(x+ Azx) von f(x) angenédhert gegeben durch

Z (%ck

Abs(f(x + Az)) = |f(x + Ax) — f(x)| =

(1.12)
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Daraus folgt eine angenéherte Abschétzung von Abs(f(x 4+ Az)) nach oben:

f(x)

0
So | 18Tl (13)

Abs(f(x + Az)) = |f(x+ Ax) = f(X)] £

Das Symbol g in (1.13) (und in ((1.15]) weiter unten) bedeutet, dass gendhert und
(nach rechts) nach oben abgeschétzt wurde.

Division in (1.12)) durch | f(x)| # 0 liefert eine Naherung fiir den relativen Fehler
Rel(f(x + Az)) der Niherung f(X) = f(x + Ax) von f(x):

fx+Ax) - f(x)] 1

o N
Rel(f e+ An) = =750 761 |2 o A
"1 Of(x) . xrp  Of(x)\ Axyg
~ (X o AT ;(ﬂx)' oy ) o (114
Aus folgt die Abschétzung
_ x4+ Ax) - f(%)]
Rel(f(x + Az)) = )
i Tk 8f(X) . ALEk o Tk 8f(x) ) ~
§k=1 fx) Oy Tk _; f(x) Oy Rel(Zy,). (1.15)

An (1.14) und (1.15) konnen wir ablesen, dass die relativen Fehler Rel(Zy) =

Ax—i’“ , k=1,2,...,n, der einzelnen Komponenten xy, s, ..., x, von x (also die
Eingangsdaten der Funktion f) jeweils mit den Faktoren bzw. den Betrigen der
Faktoren

0
o 0N gy,
f(x) Oz

multipliziert werden. Die betragliche Groke dieser Faktoren bestimmt also im
Wesentlichen, wie grofs der relative Fehler der Naherung f(x) = f(x + Ax) von
f(x) schlimmstenfalls werden kann.

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 1.11. (Fehlerfortpflanzung bei der Addition)
Sei f:R? = R, f(x,y) = z +y, die Addition von z und y. Dann gelten

0f (x,y) of (z,y) Plry) _ Oxy) _ P(xy) _
Ox dy Ox? Oy? Oxdy '

=1, =1,
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Da alle zweiten Ableitungen null sind, liefert uns die Taylorsche Formel hier exakt

flx+Az,y+Ay) = flr,y)+1-Az+1-Ay+0= f(z,y) + Az + Ay
— flx+ Azx,y + Ay) — f(z,y) = Az + Ay.

Also gilt fiir den absoluten Fehler der Naherung f(x + Az, y + Ay) von f(z,y)

Abs(f(:c+Ax,y+Ay)) = ‘f(a:+A:c,y+Ay) —f(sc,y)’
= [Az + Ay| < |Az| + [Ay].

Fiir den relativen Fehler finden wir (mit den Annahmen z+y # 0, x # 0, y # 0)

|flz+Az,y+ Ay) — f(z,y)] Az + Ayl
f(z,9)] IEER
T .Aer Y ‘Ay‘
r+y r+y vy

Rel(f(a: + Az, y + Ay)) =

(1.16)

_|Az+ Ay
= ory |-

Ax N Ay |
r+y x+y__
Also gilt fiir den relativen Fehler der Naherung f(z + Az, y + Ay) von f(z,y)

x Ax Y Ay
Rel + Az, y+ Ay)) < : + :
e(ﬂx Y y»_‘x+y x x+y“y|
T | Rel@) + |2 | Rel(7) (1.17)
= - Rel(x - Rel(y), :
r+y r+y Y

wobei wir genutzt haben, dass der relative Fehler von x = x+Ax bzw. y = y+ Ay
wie folgt gegeben ist:

_ Az [(z+ Az) — x| Ayl _ |y +Ay) -y

Rel(z) = = bzw. Rel(y) = =
|z |z] ] [y
(a) Haben x und y das gleiche Vorzeichen, so gelten
0< L <1 und 0< d <1,
r+y r+y
und es folgt aus (1.17)
L ~ )
Rel + Az, y + Ay)) < - Rel(7) + - Rel
el(f(z + Az,y y))_Hy el(7) + - Rel()
< p max {Rel(Z), Rel(y) } + wa max {Rel(Z), Rel(y) }

_ (x vt oY ) max {Rel(Z), Rel(y) } = max {Rel(Z), Rel(y)}.

+y xT+vy
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Der relative Fehler von f(z + Ax,y + Ay) = (x + Az) + (y + Ay) als
Néherung der Summe f(z,y) = x+y ist bei gleichen Vorzeichen von z und
y also hochstens so grofs wie das Maximum der relativen Fehler

Ayl [(y+ Ay) —y

|Az| _ |(x + Ax) — x| _
Y| Y|

] ]

Rel(z) = und  Rel(y) =

der Nédherungen * = x + Az und y = y + Ay fiir x bzw. v.

(b) Haben x und y dagegen unterschiedliche Vorzeichen, so konnen x—iy und

- +y durch Ausloschung im Nenner betraglich beliebig grofs werden, so dass
der relative Fehler in ) und (1.17) beliebig grof werden kann. Dieses
illustriert das folgende Beispiel: Seien x = 10°4+1 und y = —10°, und seien
T =1x+ Ax bzw. y = y + Ay Naherungswerte fiir x bzw. y mit absoluten
Fehlern [Az| = |7 — 2| < 1 und |Ay| = [y — y| < 1. Dann erfiillen die
relativen Fehler der Naherungen z und y jeweils

Rel(z) = |Az] < i =0,5-107° bzw. Rel(y) = 129] < i =0,5-1079,
lz| — 106 ly| — 106
wobei wir genutzt haben, dass |z| = [10°+1| > 10° und |y| = | —10°] = 10°
erfiillen. Mit ((1.16]) folgt fiir den relativen Fehler von x + ¥
- 10941 Ax —106 Ay
Rel = . .
) = | Ge s —109 = T AT+ (<10 y
Ax A
= (10° +1) == — 108 =Y (1.18)
X ()
Gelten beispielsweise Ax = % und Ay = % und damit
A 1 10°° A 1076
=0 —(100+ )t — und —y:——,
z 2 2 Y 2

so folgt aus (1.18)

Rd@+@%:(m@+n-9f%;£i—1W-<—£E3'

106 106
(1064-1)-—75—-+106-—7;— ::(2-1064-1)--7?—,

Q

d.h. der relative Fehler der Summe 7 + ¢ ist das ungefihr (2 - 10%)-fache
der relativen Fehler von z und y. Ein so stark fehlerbehaftetes Ergebnis ist
natiirlich vollig unbrauchbar.
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Wir sehen also, dass bei der Addition von Zahlen mit unterschiedlichem Vorzei-
chen eine Fehlerverstiarkung stattfinden kann, die zu vollig unbrauchbaren Ergeb-
nissen fihrt! &

Beispiel 1.12. (Fehlerfortpflanzung bei Funktionsauswertung)

Sei f:R — R, f(x) = €. Nach der Taylorschen Formel (bzw. Satz von Taylor)
gibt es zu jedem T = x + Ax ein za, zwischen x und ¥ = x + Ax, so dass gilt:

1
fla+Ax) = f(2) + f(x) (¢ + Az) —2) + 5 " (200) (@ + Ax) = 2)°
1
= (&) + ['2) A+ 3 £ (e0) ()’
1
= [t An) = f(2) = @) Ar+ 5 1 (200) (A7)’
Also finden wir mit der ersten und zweiten Ableitung
fl2)y=6z¢ und  f'(z) =6 +362% ",
dass mit z = za, gilt
flo+Az) — f(z) = 626> Az + (3 e 41827 6322> (Axz)?.

Taylorpolynom ~~
vom Grad 1 Restglied

7

Daran sehen wir, dass nur fiir z und x = x + Az dicht bei 0, und damit auch z,
dicht bei 0, das Restglied vernachléssighar ist. Dann gilt fiir den absoluten Fehler

Abs(f(z + Ax)) = |f(z + Az) — f(z)| = |62 Az = 6|z| ¥ |Az|. (1.19)
Betrachten wir nun den relativen Fehler fiir x und 7 =  + Az dicht bei 0:

If@+ A5 — f@)] _ 6lal e |Agl
|/ ()] e3r’
2 |Az| 2
=6 |z| |Az| = 6 |z| Tl = 6 |z|” Rel(x + Ax) (1.20)
Im relativen Fehler Rel(f(z + Axz)) von f(x + Az) als Niherung fiir f(z) wird
der relative Fehler Rel(z) = Rel(z + Az) = ||A7‘T| der gendherten Eingangsdaten
T = z + Az also durch den Faktor 6 |z|? verstirkt. Nur fiir x dicht bei 0 ist
der relative Fehler Rel(f(z + Az)) der Niherung f(z + Az) = 3@ HAD)” fijyp

f(x) = ¥ Klein. Also ist f(z 4+ Az) = e3@+22)° quch nur fiir 2 dicht bei 0 und
nur fiir kleines Az eine brauchbare Naherung fiir f(z) = €. &

Rel(f(z + Az))
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Natiirlich treten zusatzlich immer auch noch Fehler durch die Rundung bzw. das
Abschneiden beim Rechnen in einem Gleitkomma-Zahlensystem mit endlicher Ma-
tissenlédnge auf, sobald innerhalb des Rechenprozesses Zahlen auftreten, die keine
Maschinenzahlen sind. Diese Rundungs- bzw. Abschneidefehler wurden in den
vorigen beiden Beispielen bei der Analyse nicht beriicksichtigt. Rundungs- und
Abschneidefehler sind aber unvermeidbar und ihr Einfluss kann héchstens durch
die Wahl eines geeigneten Algorithmus zur Losung des Problems moglichst klein
gehalten werden.

1.6 Kondition und Stabilitat

Kondition und Stabilitéit sind zwei der zentralen Begriffe der Numerik.

Definition 1.13. (Kondition, schlecht bzw. gut konditioniert)

Seien D CR™ undY CR"™. Seif: D =Y eine vektorwertige (und fiirn =1
reellwertige) Funktion, die eine mathematische Aufgabe beschreibt. Sei x € D
und sei X = X + Ax eine Ndherung oder Stérung von x. Die absolute
Konditionszahl von f(x) ist die kleinste reelle Zahl k.,s(x), fir die gilt

|f(x + Ax) — £(x)||(n) < Fabs(X) |AX|| () fiir alle Ax mit x + Ax € D.
(1.21)

Sind x # 0 und f(x) # 0, so heifit die kleinste reelle Zahl k(x), fir die gilt

[f(x + Ax) — £(x)||n)
G [y -

fir alle Ax mit x + Ax € D,
(1.22)

die relative Konditionszahl von f(x). f(x) heifit schlecht konditioniert
(an der Stelle x), wenn r(x) > 1 ist. (,r(x) > 17 bedeutet, dass k(x)
sehr viel grofier als 1 ist.). Ist f(x) nicht schlecht konditioniert (an der
Stelle x), so heifit f(x) gut konditioniert (an der Stelle x). (In
und sind || - ||y bzw. || - ||(om) jeweils der Absolutbetrag, falls n =1 bzw.
m = 1. Andernfalls handelt es sich jeweils um eine geeignete Norm fiir R"
bzw. R™.)

Was bedeuten (1.21)) und ([1.22)? Die absolute Konditionszahl kps(x) be-
schrinkt den Faktor bei der Fortpflanzung des absoluten Fehlers. Analog be-
schrinkt die relative Konditionszahl k(x) den Faktor bei der Fortpflanzung des
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relativen Fehlers. — Ist f(x) schlecht konditioniert, so bedeutet es, dass es ein
X = X+ Ax € D gibt, fiir dass gilt

[f(x + Ax) = £y  1A%][m)
> .
Gl my %[} m)

Es ist klar, dass wir nur brauchbare Ergebnisse erwarten kénnen, wenn eine ma-
thematische Aufgabe f(x) gut konditioniert ist.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 1.14. (schlecht bzw. gut konditioniert)

(a) In Beispiel haben wir die Addition f(x,y) = x + y zweier Zahlen
untersucht. Falls x und y das gleiche Vorzeichen haben und x + y # 0,
x # 0 und y # 0 sind, fanden wir, dass der relative Fehler der Naherung
flz+Azx,y+Ay) = f(z,y) = z+y fir f(x,y) = x+y hochstens so grok ist,
wie der grofere relative Fehler der Ndherungen z = v+ Az und y = y+ Ay
fiir x bzw. y. Also sollte das Problem mit Sicherheit gut konditioniert sein.
Wir zeigen dieses nun mit der obigen Definition:

Wir haben hier vektorwertige Eingangsdaten (z,y) € R? und nutzen auf
R? die 1-Norm |[|(x,y)||1 := |z|+ |y|. Mit den Niherungen ¥ = 2 + Az und
y =y + Ay von x bzw. y gilt fiir den absoluten Fehler

Abs(f(@,9) = |f @ 9) — fz.y)| = [((z + Az) + (y + Ay)) — (= + )|
= |Ax + Ay| < |Azx| + |Ay| = [[(Az, Ay)||: fiir alle (Az, Ay) € R?,
und wir lesen ab, dass die absolute Konditionszahl k,ps(z,y) < 1 ist. (Ge-

nauer gilt sogar Kaps(x,y) = 1.)
Wenn z und y mit x + y # 0 das gleiche Vorzeichen haben, gilt |z + y| =
|z| + |y|. Division durch |f(z,y)| = |z + y| = |z| + |y| liefert dann

@D -S| |Aet Ay
RA(S@D) ===/~ i+l

Aal + Ay [[(Az, Ay,
2+l @l

fiir alle (Axz, Ay) € R?,

und wir lesen ab, dass die relative Konditionszahl x(x) < 1 erfiillt. Die Ad-
dition zweier Zahlen mit dem gleichen Vorzeichen ist also gut konditioniert.

(b) Betrachten wir nun noch einmal die Addition zweier Zahlen mit verschie-
denen Vorzeichen, die betraglich ungetéahr gleich grofs sind. Fiir die Zahlen
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aus Beispiel () 2 = 10% + 1 und y = —10°% mit den Niherungswerten
T =104 2 und y = —10° + 5 (also Az = Ay = 1) finden wir

f(Z.9) = fzy)l _ [E+y) - (= +y)
()] |z +y|

(1054 3) + (—10° + 3)) — ((10° + 1) 4 (—10%))|

B (106 + 1) 4 (—106)]

I@E—zg—wlh NG, _ 5+5 10
(2, y)|l1 (105 + 1, —105)[; ~ 106+ 14106~ 2

1
:—:1
1

>

wobei wir wieder die 1-Norm |[(z,y)|; := |z| + |y| verwendet haben. Of-
fensichtlich ist die Addition von # = 10% + 1 und y = —10°% im Sinne von
Definition [L.13] schlecht konditioniert.

(c¢) In Beispiel haben wir die Fehlerfortpflanzung bei der reellwertigen
Funktion f : R — R, f(z) = €, untersucht. Fiir kleine = und eine

Néherung/Storung © = x + Ax des Wertes = fanden wir (fiir hinreichend
kleines z und Az) in ({1.19)

Abs(f(@)) = |f(@) — f(x)| = |f(z + Az) — f(2)] ~ 6|x| ™ |Ax].

(1.23)
Daraus folgt (vgl. auch )
@ = fl@)] _ [6ze* Agl ) |Az|
Rel = ~ = S — )
WO =) G R

An dieser Formel sehen wir, dass nur fir kleines x € R (z.B. alle z mit

|z| < 3) die Funktionsauswertung f(z) gut konditioniert ist. Fiir z € R

mit |z| > 6 gilt 622 > 6% = 216, und die Funktionsauswertung f(z)
ist sicherlich schlecht konditioniert. Hinzu kommt, dass die Naherungen in

(1.23) und ([1.24) fiir |x| > 6 nicht mehr passend (bzw. nur sehr grob) sind.

Das Konzept der Kondition wird uns noch ofter begegnen. &

Definition 1.15. (Stabilitdt eines Algorithmus)
Seien D CR™ undY CR". Seif: D =Y eine vektorwertige (und fiirn =1
reellwertige) Funktion, die eine mathematische Aufgabe beschreibt. Sei f ein

Algorithmus, der (ndherungsweise), die mathematische Aufgabe f ausfiihrt.
Sei x € D mit f(x) # 0, und sei X = x + Ax immer eine Ndherung oder
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Storung von x. Der Algorithmus f(x) heifit instabil (an der Stelle x),
wenn es eine Naherung oder Storung X von x gibt, fir die gilt

f&) — £ IEE) — &)1
£ £
Ist f(x) nicht instabil (an der Stelle x), so heifit f(x) stabil (an der

Stelle x). (In (1.25)) ist || - || der Absolutbetrag, falls n = 1 ist, und ansonsten
eine geeignete Norm fiir R".)

(1.25)

Was bedeutet (1.25)? Die Formel (1.25) bedeutet, dass fiir eine Ndherung x
der durch Rundungsfehler und den Algorithmus f verursachte relative Fehler

W sehr viel groker ist als der nur durch die Ndherung X verursachte

relative Fehler % (bei der exakten Ausfithrung der Aufgabe).
Betrachten wir zwei Beispiele. In dem ersten Beispiel wollen wir uns den Unter-
schied zwischen der Aufgabe f und dem Algorithmus f zur (angen&herten) Losung
dieser Aufgabe deutlich machen, damit klar wird, warum wir sowohl das Konzept
Kondition als auch das Konzept Stabilitat brauchen.

Beispiel 1.16. (Stabilitit eines Algorithmus)

Gegeben sei eine invertierbare Matrix A € R"*". Die Aufgabe f ist (_i)as Losen des
linearen Gleichungssystem A x = b fiir eine gegebene rechte Seite b € R".

Da A invertierbar ist, kann man diese Aufgabe theoretisch exakt 16sen, und die
exakte Losung ist durch die Formel f(b) = A~! b gegeben. Bei der Frage nach der
Kondition von f(b) interessiert man sich also dafiir, wie grofs der relative Fehler

fiir eine gestorte rechte Seite b = b + Ab
[f(b) — ()| _ f(b+Ab) —f(b)| A~ (b+Ab)—A~'b| _[[AT'Ab]

G [£(b)] A= b - AT
verglichen mit dem relativen Fehler ”lﬁgi)” = % der gestorten rechten Seite
b = b + Ab ist. Dabei ist || - || beispielsweise die FEuklidische Norm ||y|| =

V02 + ...+ |ya|2. Wir werden im néchsten Kapitel sehen, dass
lf(b + Ab) —f(b)|| _ [|A~"Ab] (b) |Ab]]
I£(b)]] A=t bl — bl

mit x(b) < ||A]l ||A7Y| gilt, wobei ||A]| und ||A™|| jeweils die sogenannte indu-
zierte Matrixnorm von A bzw. A~! sind.
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Berechnet man die Losung von A x = b in der Praxis, so kénnte man als Algo-
rithmus das Gaufssche Eliminationsverfahren verwenden, welches nun unser f ist.
Dabei passieren aber durch das Gleitkomma-Zahlensystem im Computer bei der
Berechnung Rundungsfehler, so dass das Ergebnis des Algorithmus ?(b) in der
Regel ungleich f(b) ist. Bei der Frage der Stabilitdt interessiert man sich dafiir,
ob der relative Fehler o
[£(b) — £(b)|
[£(b)]l

durch den Algorithmus f fiir irgendeine Storung b von b deutlich grofer ist als
der relative Fehler

|£(b) — £(b)]
I£(b)]

der (exakt gelosten) Aufgabe f fiir diese Storung b &

Es ist klar, dass man auch bei einem gut konditionierten Problem f nur dann eine
brauchbare Losung erwarten kann, wenn der Algorithmus f stabil ist.

Beispiel 1.17. (stabiler und instabiler Algorithmus)
In Beispiel [1.7] wurde fiir z = 10°

flo) = (W - \/E> (1.26)

in einem Gleitkomma-Zahlensystem mit der Mantissenlange 6 auf zwei verschie-
dene Arten berechnet. Einmal wurde die gegebene Formel (|1.26]) fiir f verwendet

und einmal die Umformung (vgl. (1.11]) in Beispiel

f(x)

RN == Y- (1.27)

verwendet. Durch die Rundung im Gleitkomma-Zahlensystem mit der Mantissen-
ldnge 6 liefern uns ([1.26)) und ([1.27)) jeweils einen Algorithmus den wir mit f; (fir

(1.26))) bzw. mit fo (fir (1.27))) bezeichnen wollen.

Wir betrachten nun 2 = 10° und die Niherung (oder Stérung) @ = 10°+1 von .
Dann sind die exakten Werte (mit Rundung auf eine Mantisse der Lénge 6)

f(z) =158,113  und  f(z) = 158,114.

Wie berechnen nun f;(%) und f5(%):

f1(@) = f1(10° + 1) = 100001 - <\/100002 — %100001)
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— 100001 - ( 316,231 — 316,229 ) = 100001 - 0,002 = 200,002,

— 0,002
. . 100001
7) = H(10° +1) =
f2(%) = JaA ) /100002 + /100001
100001 ~ 100001

_ — — 158,114,
316,231 + 316,229 632,46 !

Wir berechnen nun jeweils beide Seiten in ([1.25)):

1f1(F) — f(z)|  [200,002 — 158,113

= 0,2649
f(2)] 158,113 R

£ (F) — 158,114 — 158,11

|f2(%) = fa)| _ [158, S8 - 6325 - 1077,
@) [158,113]
) — 158,114 — 158,11

(@) = fl=)] _ [158, B3] () 6325 - 1077,
(@) 158,113|

Der Algorithmus ﬁ(m) ist an der Stelle x = 10° offenbar instabil, denn es gilt

/(@) — f(=)] (@) — f(2)]

= 0,2649 > = 0,6325-107°.
| ()] |/ ()]
Der Algorithmus ]?g(x) ist an der Stelle x = 10° offenbar stabil, denn es gilt
()] |/ ()]

Wir sind nicht dariiber iiberrascht, denn wir hatten bereits in Beispiel [1.7] gesehen,
wie schlecht das Ergebnis der Berechnung von f(10°) mit (1.26)) in Gleitkomma-
Zahlensystem mit der Mantissenlénge 6 war. &

Sei die Notation wie in Definition [I.15] Mit der Dreiecksungleichung folgt

F@) )| = || G®) - 1) + (@) —£) || < [F&) —£&)||+ £ —£x)|.

Division durch ||f(x)|| liefert:

[£69 — £ _ [IF®) —£)] | £ — £
(CS ]/ (e O] I

Der zweite Term auf der rechten Seite von (|1.28)) wird bei der Bewertung der

Kondition von f(x) mit HT;EH(;’” verglichen, wobei || - ||,y eine Norm fiir R™

(1.28)
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. f(X)—f . .. . .. . X—X||(m .
ist. Nur wenn % eine ahnliche Grokenordnung wie ” IIXII<H() L hat, ist f(x)

gut konditioniert, und es macht iiberhaupt Sinn, den Algorithmus f zur Losung
der mathematischen Aufgabe f weiter zu untersuchen.

Wenn die mathematische Aufgabe f(x) gut konditioniert ist, dann gilt f(x) ~ f(x)
und somit gilt fiir den ersten Term auf der rechten Seite von ([1.2§))

Ifx) —f®)| | f®) - f®)]]
1G] I£G ]
Der Term auf der rechten Seite von (|1.29)) beschreibt den relativen Fehler der

~

(1.29)

Néherung f(x) fur f(x). Da in diesem Term iiberall X steht, wird hier nur die

Qualitat der Ndherung der mathematischen Aufgabe f durch den Algorithmus f
bewertet.

Alternativ folgt fiir eine gut konditionierte mathematische Aufgabe f(x) aus
f(x) ~ f(x) fiir den ersten Term auf der rechten Seite von ([1.28) auch

[f®) - @) _ [[FE £
G ({CII/ I

und wir erhalten den Term auf der linken Seite von ([1.25)), mit dem die Stabilitét

von f(X) bewertet wird.

1.7 Rechenaufwand eines numerischen Verfahrens

Definition 1.18. (Aufwand)

Seif eine mathematische Aufgabe, und sei f ein Algorithmus zur Losung dieser
Aufgabe. Unter dem Aufwand von f versteht man die Anzahl der bendtig-
ten elementaren Rechenoperationen (Additionen/Subtraktionen und Mul-
tiplikationen/Divisionen,).

Der Aufwand wird nicht exakt berechnet, sondern man gibt nur seine Gro-
lenordnung an. Betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel 1.19. (Aufwand)

Sei A € R"™ " eine n x n-Matrix, und sei f : R” — R", f(x) = A x, die Matrix-
Vektor-Multiplikation der Matrix A mit dem Vektor x € R". Mit f bezeichnen wir
die numerische Berechnung von f (einschlieflich der durch Rundung verursachten
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Fehler). Die numerische Berechnung der k-ten Komponente von A x erfordert n
Multiplikationen und n — 1 Additionen, also insgesamt 2n — 1 elementare Re-
chenoperationen. Also bendtigt die numerische Berechnung f(x) von f(x) = Ax
insgesamt n - (2n — 1) &~ 2n? elementare Rechenoperationen. Der Aufwand des

Algorithmus f hat also die GroRenordnung n?. &

Damit wir beim Aufwand nicht umsténdlich ,von der Grokenordnung ... reden
miissen, fithren wir das Landau Symbol O ein: Seien f : N —- Rund g : N —- R
zwel Funktionen. Dann gilt f = O(g) per Definition genau dann, wenn es eine
Konstante C' > 0 und ein N € N gibt, so dass gilt

|[f(n)| < Clg(n)| fiir alle n € N mit n > N.

Beispiel 1.20. (Landau Symbol)
Sei A € R"™" eine n x n-Matrix, und sei f : R” — R", f(x) = A x, die Matrix-
Vektor-Multiplikation der Matrix A mit dem Vektor x € R". Mit f bezeichnen wir

die numerische Berechnung von f (einschlieflich der durch Rundung verursachten
Eehler). In Beispiel hatten wir uns iiberlegt, dass die numerische Berechnung

f(x) von f(x) = A x insgesamt n - (2n — 1) elementare Rechenoperationen bend-
tigt. Mit dem Landau Symbol, gilt nun, dass die Berechnung O(n?) elementare
Rechenoperationen benotigt, denn es gilt

In(2n — 1) =n(2n—1) <n2n=2n* < Cn*=C|n?| fir alle n € N

mit der Konstante C =2. &



KAPITEL 2

Direkte Losungsverfahren fur lineare
(Gleichungssysteme

Betrachten wir als Einstig ein Anwendungsbeispiel aus der Elektrotechnik.

Das Bild rechts zeigt einen 2002 259
Schaltkreis. Gesucht sind die
Stromstéarken /7 und Io in A

(= Ampere). < Vl ﬁ

> lgov

Ohmsches Gesetz:

R:% <— U=RI

wobei U = Spannung, I = Stromstarke, R = Widerstand.

Erstes Kirchhoffsches Gesetz: In jeder Masche ist die Summe der Teilspannungen
an den Leitern (Widerstédnden, Verbrauchern) gleich der Summe der Spannungen
der eingeschalteten Stromquellen.

Das erste Kirchhoffsche Gesetz (Maschensatz) liefert:

20'[1+10'<[1—|—12) = &80 — 31+ I,=28
25-[2—{—10-([1—1—12) = 90 Li+351,=9

Wir erhalten also ein lineares Gleichungssystem, dessen Losungen die gesuchten
Stromstarken I; und Iy sind.

Bevor wir uns dem Losen linearer Gleichungssysteme widmen kénnen, miissen wir
im nachsten Teilkapitel einige Vorbereitungen treffen.

27
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2.1 Normen

Als Vorbereitung fiir die direkten Losungsverfahren linearer Gleichungssysteme
benotigen wir den Begriff einer Norm eines R-Vektorraums.

Definition 2.1. (Norm eines Vektorraums)

Sei V' ein R-Vektorraum mit dem Nullvektor Oy. Eine Norm auf V st eine
Abbildung || - || : V' — [0; 00, welche die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) Firx eV gilt: ||z||=0 = x =0y
(2) || Az|| = |A| ||x|| fir alle x € V und alle Skalare X € R.
(3) llz+y| < ||z|| + ||yl| fir alle x,y € V (Dreiecksungleichung).

Beachten Sie, dass fiir eine Norm || - || immer gilt
|lz]| >0  firalex eV, (2.1)

denn die Zielmenge der Abbildung/Funktion || - || ist [0; co[. Die ,,Nichtnegati-
vitat* der Norm (2.1)) ist mit zu tiberpriifen, wenn man nachweist, dass eine
gegebene Abbildung/Funktion || - || auf einem Vektorraum eine Norm ist.

Betrachten wir einige Beispiele fiir Normen.

Beispiel 2.2. (Normen auf einem Vektorraum)

(a) Der R-Vektorraum R” kann mit den p-Normen (oder ¢,-Normen) || - ||,,
wobei 1 < p < 00, versehen werden:

( 1/p
(Z :Ujp> fir 1 <p < o0,
j=1

max || fiir p = oo0.
=1,..,n

%[l = 4

Die 2-Norm kennen Sie schon aus Ihrer Mathematik-Vorlesung; sie heifst
die Euklidische Norm und ist die ,Standardnorm® fiir R”. Sehr wichtig
fir uns sind auch noch die 1-Norm und die co-Norm (welche auch Ma-
ximumsnorm genannt wird). 