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Dieses Skript wurde im Sommer 2017 im Rahmen einer Reakkreditierung mit ei-
ner Neuabsprache der Inhalte der Vorlesung ,Mathematik fiir Chemiker” erstellt
und im Februar 2018 noch einmal angepasst. Als Vorlagen dienten dabei das (al-
te) Skript fiir den Kurs ,Mathematik fiir Chemiker der Autorin (im Umlauf: WS
2013/14 bis SS 2017). Als Vorlage fiir das alte Skript diente das Skript ,,Mathe-
matik fir Chemiker von Dieter Bothe, Hermann Hembd und Norbert Kockler
(von 2005), sowie die Unterlagen diverser Vorlesungen, die die Autorin im Verlauf
der letzten dreizehn Jahre an verschiedenen Universitdten im In- und Ausland
gehalten hat. Insbesondere wurden aus dem Skript ,Mathematik fiir Chemiker*
von Dieter Bothe, Hermann Hembd und Norbert Kéckler die chemischen Anwen-
dungsbeispiele ibernommen.
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Einleitung

Der Kurs , Mathematik fiir Chemiker* behandelt die grundlegenden mathema-
tischen Techniken, welche Sie fiir Thr Chemiestudium benotigen. Dabei
geht der Kurs an vielen Stellen deutlich iiber die Schulmathematik hinaus, und
Sie werden feststellen, dass alles etwas ,formalisierter” und ,abstrakter” ist, als Sie
es in der Regel aus der Schule gewohnt sind. Dieses erfordert eine gewisse Um-
stellung, und es ist sehr wichtig, dass sie Ubungsaufgaben rechnen, um sich
mit den mathematischen Techniken und deren Anwendung vertraut zu machen.

Warum sollten Sie Zeit investieren, um diese mathematischen Tech-
niken zu lernen? Mathematik ist die Sprache der Naturwissenschaften, denn
physikalische, chemische und technische Phénomene lassen sich nur mit der Spra-
che der Mathematik exakt beschreiben und modellieren. So konnen in der Chemie
zum Beispiel Reaktionsvorgénge mit Hilfe von Differentialgleichungen beschrieben
werden. In der Quantenphysik/Quantenchemie kommen Sie ohne mathematische
Techniken und Notation nicht aus und nutzen auch mathematische Techniken,
die weit iiber den Inhalt dieses Kurses hinausgehen. Um dieses zu verdeutlichen,

finden Sie im Anhang [A] des Skripts einige Beispiele zu Anwendungen aus der
Chemie und Physik.

Was wird in dem Kurs besprochen?

Im ,{Teil Tt Grundlagen* lernen wir in Kapitel [ zundchst Mengennotation und
Mengenoperationen, den binomischen Satz und das Rechnen mit Ungleichungen
kennen. In Kapitel 2] lernen wir die grundlegenden Begriffe zu Funktionen und die
wichtigen klassischen Funktionen kennen. Dabei werden auch die neuen Begriffe
injektiv, surjektiv und bijektiv eingefiihrt, damit wir den Begriff der Umkehr-
funktion definieren konnen. In Kapitel 3] werden schlieklich die komplexe Zahlen
einschliefslich ihrer Polardarstellung eingefiihrt.

Im ,[Teil TI Analysis* besprechen wir die Themenbereiche Folgen reeller Zah-
len in Kapitel 4| (als Vorbereitung fiir die nachfolgenden Themen), Stetigkeit von
Funktionen in Kapitel [5], Differenzierbarkeit in Kapitel [6] und Integration in Ka-
pitel [7} Die grofe Hiirde der Analysis ist es, ein richtiges Verstédndnis des Grenz-
wertbegriffs zu entwickeln, welcher in der Schule nur intuitiv benutzt wird. Der

|
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Grenzwertbegriff begegnet uns zuerst bei der Konvergenz von Folgen reeller Zah-
len; danach bauen Stetigkeit, der Begriff der Ableitung und der Begriff des Inte-
grals auf den Grenzwertbegrift auf.

Im ,|Teil IIT: Differentialgleichungen* (Kapitel [§ und [J) werden Sie komplett
neue Inhalte kennenlernen. Das einfachste Beispiel einer Differentialgleichung ist
y' = —ky, wobei k eine positive Konstante ist und y = y(t) eine unbekannte
zeitabhéngige Funktion. Diese Differentialgleichung beschreibt den radioaktiven
Zerfall; hierbei ist dann y(t) die Menge der radioaktiven Substanz zum Zeitpunkt
t. Das Losen einer solchen Differentialgleichung bedeutet, dass wir die Funktio-
nen y = y(t) finden, die diese Differentialgleichung erfiillen. Fiir die Differential-
gleichung 3/(t) = —ky(t) erfiillen alle Funktionen y(t) = ce % (mit beliebigen
Konstanten ¢) diese Differentialgleichung.

Im ,[Teil TV]: Lineare Algebra® lernen wir Vektoren in Kapitel [I0] und lineare
Gleichungssysteme und Matrizen in Kapitel [11] kennen. In Kapitel [12] lernen wir
weiterfithrende Konzepte und Resultate fiir Vektoren, und in Kapitel begeg-
nen uns (fiir quadratische Matrizen) die inverse Matrix, die Determinante, sowie
Eigenwerte und Eigenvektoren. Obwohl diese Themen nicht immer und in der
Regel auch hochstens unvollstdndig in der Schule behandelt wurden, sind sie in
der Regel relativ gut zuganglich.

Was fiir mathematisches Wissen wird vorausgesetzt? Generell werden in
diesem Kurs im wesentlichen grundlegende Rechentechniken aus der Mittelstufe
vorausgesetzt, aber je mehr Mathematik Sie bereits beherrschen, desto besser
sind sie natiirlich auf den Kurs vorbereitet. Erwartet wird vor allem, dass Sie
grundlegende Rechentechniken wie das Rechnen mit Ungleichungen,
die Bruchrechnung und die binomischen Formeln beherrschen. Wenn
Sie bei diesen grundlegenden Rechentechniken Defizite haben, miissen Sie selbst
daran arbeiten, diese zu beheben! (Hinweis: In der Klausur gibt es weder einen
Taschenrechner noch eine Formelsammlung!) Im Anhang [B| des Skripts finden Sie
einige Informationen zu den Grundlagen aus der Mittelstufe zusammengestellt.
Weiterfiihrendes Material wird in der Regel vollstandig eingefiihrt.

Wie sollte man dieses Skript verwenden, und wie sollte man
fiir den Kurs lernen?

¢ Kommen Sie immer zu den Vorlesungen und nehmen Sie aktiv an
diesen teil. Sie sollten das Skript oder die Vorlesungsfolien in die Vorlesun-
gen mitbringen, und sich das Skript bei Bedarf annotieren bzw. die Folien
annotieren und die gerechneten Beispiele mitschreiben.

e Lassen Sie sich in den Vorlesungen nicht durch Thr Smartphone,
Tablet oder Handy ablenken! Nur wenn Sie sich ganz auf die Vorlesung
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konzentrieren, haben Sie eine Chance, die mathematischen Inhalte direkt in
der Vorlesung zu verstehen.

e Gehen Sie immer zu Threr ﬂbungsgruppe/lhrem Tutorium und
bearbeiten Sie die Gruppeniibungen (diese werden im Tutorium be-
arbeitet) und die Haustibungen (diese sollten Sie nach dem Tutorium zu
Hause bearbeiten). Mathematik lernt sich nur durch Ubung, d.h. in-
dem man die mathematischen Techniken fiir Beispiele und Ubungs-
aufgaben anwendet. Daher ist es unerlisslich, dass Sie die Ubungsaufga-
ben bearbeiten!

e Gehen Sie vorbereitet zu Ihrer Ubungsgruppe/Ihrem Tutorium, d.h. schau-
en Sie den Ubungszettel vorher griindlich an, so dass Sie in der Ubung direkt
mit den Gruppeniibungen beginnen kénnen und dort, wo sie Probleme
haben, konkret fragen konnen. Ohne eine solche Vorbereitung nutzen
Sie die Unterstiitzung durch die Tutorinnen und Tutoren nicht optimal.

e Wenn Sie die Ubungsaufgaben 16sen, dann sollten Sie parallel da-
zu das zugehorige Material aus den Vorlesungen nacharbeiten.
Dies geht ganz ,natiirlich®, denn die Ubungsaufgaben sind so konzipiert,
dass Sie mit Thnen den Vorlesungsstoff anwenden und iiben. Das Nachar-
beiten kann mit den Vorlesungsfolien und Thren handschriftlichen Notizen
und/oder mit diesem Skript erfolgen. Das Skript ist dabei wesentlich aus-
fiithrlicher als die Folien und der Tafelanschrieb zu den Beispielen. Im Skript
finden Sie weitere und teilweise andere Beispiele und zusétzliche Erklarun-
gen. Das Skript kann wie ein Lehrbuch verwendet werden.

e Was machen Sie, wenn Sie etwas nicht verstehen? Wichtig ist vor
allem, zu wissen, dass dies bei mathematischen Themen vollig normal ist
und allen Studierenden hin und wieder passiert. Allerdings diirfen Sie es
nicht beim , Nicht-Verstehen“ belassen, sondern miissen daran arbeiten, die
Verstandnisprobleme zu beheben. — Was kénnen Sie tun, um ein Verstand-
nisproblem zu beheben?

- Geben Sie nicht auf, sondern befassen Sie sich weiter mit dem Material!
Manche mathematischen Themen muss man mehrfach studieren, bis
.der Groschen fallt".

- Fragen Sie Thre Kommilitoninnen und Kommilitonen danach und dis-
kutieren Sie mit ihnen dariiber.

- Fragen Sie den Dozenten in den Vorlesungen oder die Tutorin bzw. den
Tutor in den Ubungen.

- Schauen Sie die zu dem Material gehorigen Beispiele an: Mathematik
lernt sich durch das Verstdndnis der Beispiele! Wenn Sie das Beispiel
verstehen, dann wird die mathematische Technik klarer. Konnen Sie
nun vielleicht ein dhnliches Beispiel selber durchrechnen? Wenn ja,
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dann sind Sie einen Schritt weiter gekommen.

e Nutzen Sie die Gelegenheit und trauen Sie sich, in den Vorlesungen und in
den Ubungen Fragen zu stellen. Es gibt keine dummen Fragen, sondern
dumm ist nur, wenn man nicht fragt und ignorant bleibt. Die Vorlesungen
und die Ubungen sind dazu da, Sie beim Lernen zu unterstiitzen — also
machen Sie von der Gelegenheit, Fragen zu stellen, Gebrauch!

e Gruppenarbeit: Gruppenarbeit ist niitzlich und kann sehr produktiv sein.
Ubungsaufgaben sind oft leichter zu 16sen, wenn verschiedene Personen ihre
Ideen beisteuern. Indem Sie sich von anderen etwas erklaren lassen, lernen
Sie etwas dazu. Wenn Sie anderen etwas erkldren, so lernen Sie auch etwas
dazu und gewinnen grokere Klarheit iiber das bereits verstandene Material.
Wichtig ist aber, dass Sie nach der Gruppenarbeit nun auch in der Lage sind,
die gelosten Aufgaben eigenstandig zu rechnen, denn in der Klausur sind
Sie auf sich alleine gestellt und haben keine Gruppe zur Hand.

e Klausurvorbereitung: Wenn Sie wihrend des Semesters die Vorlesungen
gut nachgearbeitet haben und die Ubungsaufgaben erfolgreich gelost haben,
dann sind Sie bereits gut vorbereitet. Wiederholen Sie den Stoff noch ein-
mal, rechnen Sie zu allen Themen passende Ubungsaufgaben und lernen Sie
das notige Wissen. (Es gibt in der Klausur keine Formelsammlung, keinen
Taschenrechner und keine sonstigen Hilfsmittel!)

Zum Schluss noch eine Warnung: Mathematische Themen bauen aufein-
ander auf! Man kann sich als gutes Modell den Bau einer Mauer vorstellen.
Wo Sie Wissens- und Verstéandnisliicken haben, fehlen Ziegelsteine und die Mauer
wird instabil und kann in den héheren Mauerreihen sogar einbrechen. Es ist da-
her ganz wichtig, dass Sie beim Nacharbeiten und Verstehen der Vorlesungsinhalte
,am Ball bleiben”, damit Ihre Mauer aus mathematischem Wissen keine Liicken
aufweist und Sie erfolgreich an der ,Mathematik fiir Chemiker* teilnehmen.

Ich freue mich auf Ihre Teilnahme an der ,,Mathematik fiir Chemiker*!

Kerstin Hesse Oktober 2024
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KAPITEL 1

Grundlagen und Notation

In Teilkapiteln [I.TJund[I.2]lernen wir Mengen, Mengennotation sowie Operationen
fiir Mengen, nédmlich die Vereinigung, den Durchschnitt und die Differenz von
Mengen, sowie das kartesische Produkt zweier oder mehrerer Mengen kennen.

In Teilkapitel lernen wir als Verallgemeinerung der ersten und zweiten bino-
mischen Formel den binomischen Satz kennen.

In Teilkapitel [I.4] lernen wir den Absolutbetrag kennen und sehen, was beachtet
werden muss, wenn wir mit Ungleichungen rechnen.

1.1 Mengen und Elemente

Wir beginnen die Einfiihrung von Mengen mit der historischen Definition einer
Menge von Georg Cantor (1845-1918).

Definition 1.1. (Menge nach Georg Cantor)

Fine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung und unseres Denkens (welche die Elemente der
Menge genannt werden) zu einem Ganzen.

Bemerkung 1.2. (Cantors Definition einer Menge)

(1) In der Erklarung Cantors wird nicht genauer geregelt, welche ,Objekte"
3
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man zu Mengen zusammenfassen darf. Dieses ist der Standpunkt der so-
genannten naiven Mengenlehre (im Gegensatz zur mathematisch strengen
axiomatischen Mengenlehre).

(2) Es muss (zumindest prinzipiell) feststehen, ob ein Objekt ein Element einer
Menge M ist oder nicht. Die Entscheidung dariiber darf nicht subjektiv
seln.

(3) Die Elemente einer Menge M miissen ,wohlunterschieden* sein, d.h. fiir
Elemente x,y von M muss zumindest prinzipiell feststehen, ob x = y oder

x # y gilt.

(4) Mengen selbst sind wieder ,,Objekte unseres Denkens* und konnen daher als
Elemente neuer Mengen auftreten.

Beispiel: Menge aller Geraden in der Ebene (denn Geraden sind Punktmen-
gen).

(5) Allerdings ist die Zusammenfassung aller Mengen zu einer Menge aller Men-
gen nicht erlaubt, weil dieses zu Widerspriichen fithren wiirde.

Betrachten wir einige Beispiele fiir Mengen.

Beispiel 1.3. (Zahlenmengen)

N  Menge der natiirlichen Zahlen: 1,2,3, ...

Ny Menge der natiirlichen Zahlen mit null: 0,1,2,3, ...

Z,  Menge der ganzen Zahlen: ..., —3,—2,—1,0,1,2,3,...
Q Menge der rationalen Zahlen (oder Briiche)

R Menge der reellen Zahlen

Diese Zahlenmengen werden hier nicht naher erklart, sondern als aus der Schule
bekannt vorausgesetzt.

Beispiel 1.4. (Mengen)
(a) A=1{1,2,3,7,9,—16,7}
(b) B ={,f,7}

(¢) C'= Menge der Erstsemesterstudierenden der Uni Paderborn im Winterse-
mester 2016/17

(d) D = {0,a,17}
(e) E={N,Z,Q,R}

Notation 1.5. (Mengenklammen und Elementsymbol)
Wie wir bereits in Beispiel [1.4]gesehen haben, schreibt man Mengen mit geschweif-
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ten Klammern , {“ und ,,}“, sogenannten Mengenklammern. Weiter schreiben
WIT':

e .a € M fiir ,,a ist ein Element der Menge M* oder kurz ,,a ist in M.
e a ¢ M fir ,a ist kein Element der Menge M* oder kurz ,,a ist nicht in M*.

Beispiel: Es gilt 0 € Ny und 0 ¢ N. Es gilt V2 € R aber V2 ¢ Q.

Man nennt ,,€“ das Elementsymbol.

Wir legen zunéchst fest, wann zwei Mengen gleich sind, und lernen die leere Menge
kennen.

Definition 1.6. (Gleichheit von Mengen und leere Menge)

(1) Zwei Mengen A, B heiffen gleich (in Zeichen: A = B), wenn sie die-
selben Elemente enthalten. Sind zweir Mengen A, B micht gleich, so
schretben wir in Zeichen A # B.

(2) Die Menge, die keine Elemente enthdlt, heifit die leere Menge und wird
mit ) (oder auch {}) bezeichnet.

Betrachten wir noch ein Beispiel, um uns klar zu machen, wie wir Mengen dar-
stellen.

Bemerkung 1.7. (Darstellung von Mengen)

Es sei M die Menge, deren Elemente die Zahlen 1,2 und 3 sind. Dann lasst sich
M mathematisch beschreiben durch:

(1) Aufzéhlung ihrer Elemente:
M =1{1,2,3}
aber es gilt z.B. auch
M=1{213, M={3,21}, M=1{1,32),
M=1{2,31}, M=1{3,1,2}, M={1231).

Die Reihenfolge, in der die Elemente aufgelistet werden, spielt keine Rolle.
Ebenso dndert eine mehrfache Auflistung von Elementen die Menge nicht.

(2) Angabe einer Auswahleigenschaft:
M={zeN:z<4d4}={zxeZ : 1<2<3}

Dabei bedeutet ,,:“ in der obigen Zeile ,fiir die gilt”“ oder ,so dass".
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Wir fithren nun Relationen fiir Mengen ein.

Definition 1.8. (Teilmenge und Obermenge)

(1) Fine Menge A heifit eine Teilmenge ei-
ner Menge B (in Zeichen: A C B), wenn
jedes Element von A auch in B liegt. B

wird dann auch als eine Obermenge von
A bezeichnet (in Zeichen: B 2 A).

(2) Ist A C B und A # B, so heifit A ei-
ne echte Teilmenge von B (in Zeichen: B
ACB). Ist BD A und B # A, so heifit

B eine echte Obermenge von A (in Zei-
chen: B 2 A).

Wir sehen: Wenn A eine echte Teilmenge von B ist, so ist B eine Obermenge
von A, und B enthélt mindestens ein Element, welches nicht in A ist.

Die Zeichnung neben Definition ist ein Euler-Venn-Diagramm, mit dem
man Mengen veranschaulichen kann: Mengen werden als kreisférmige Gebilde
dargestellt, und alles (also alle Elemente) innerhalb des kreisformigen Gebildes
gehoren zu der jeweiligen Menge.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 1.9. (Teilmengen und Obermengen)

(a) Seien A :={1,3} und B :={1,2,3}. Dann gilt A C B und B D A. Es gilt
sogar A C Bund B D A.

(b) Esgilt NC Ny € Z C Q € R. Natiirlich gilt auch NC Ny CZ C Q CR.

(c) Sei C := {1,2,{3,4}}. Dann gilt z.B. {1,2} C C und {{3,4}} C C
und {1,{3,4}} C C, aber {1,2,3} ist keine Teilmenge von C. Es gilt
auch nicht {3,4} C C, denn die Menge {3,4} ist ein Element von C' (und
keine Teilmenge). — Genauer hat C' die drei Elemente 1, 2 und {3,4}. Jede
Teilmenge von C' ist entweder die leere Menge oder eine Menge, welche ein,
mehrere oder alle Elemente von C' (als Elemente) enthélt.

(d) Die leere Menge () ist eine Teilmenge jeder Menge.

Notation 1.10. (,wird definiert durch*)

Die im letzten Beispiel verwendete Notation ,,:=" steht fiir ,wird definiert durch*.
Also: ,A = {1,3}* bedeutet, dass die Menge A als die Menge {1,3} mit den
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Elementen 1 und 3 definiert ist. Der Doppelpunkt steht dabei immer auf der
Seite des Objekts, welches definiert wird. ,N =: B und ,,B := N“ bedeuten also
beide, dass wir die Menge B als die Menge der natiirlichen Zahlen definieren.

Wir halten fest, welche Teilmengen-Beziehungen gelten, wenn zwei Mengen gleich
sind.

Bemerkung 1.11. (gleiche Mengen)
Es gilt A = B genau dann, wenn A C B und B C A ist. In Zeichen:

A=RB — (ACBund BC A) (1.1)

Notation 1.12. (Pfeile und Doppelpfeile)
(1) Ein Folgerungspfeil ,—" bedeutet ,daraus folgt”. Also bedeutet

r =2 — 7% = 4, (1.2)
dass aus x = 2 die Gleichung 22 = 4 folgt. Dieses ist das gleiche wie
2 =4 — xr =2

Eine Aussage mit einem Folgerungspfeil nennt man eine Implikation.

(2) Derin verwendete Doppelpfeil ,, <=, genannt Aquivalenzpfeil, steht
fiir ,,genau dann, wenn* und bedeutet das gleiche, wie wenn wir die Formel
zweimal hinschreiben, wobei ,,<—=>* einmal durch ,=—" und einmal durch
<" ersetzt wird. Also bedeutet , dass die beiden folgenden Aussagen
gelten:

A=1HB — (AgBund BQA),
(AQBund BQA) — A= B.

Eine Aussage mit einem Aquivalenzpfeil nennt man eine Aquivalenz (oder
eine Aquivalenzaussage).

(3) Esist nicht egal, ob man bei einer Reihe von mathematischen Uberlegun-
gen ,=—" oder ,,<=" schreibt! In (|1.2)) ist es falsch, wenn wir schreiben

r =2 <~ 22 =4,

denn die Aussage
22 =4 - r =2
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ist falsch! Richtig ware
22 =4 — (56:2 oder a::—2),
und es gilt sogar

2 =4 <— (x:2 oder x:—Z).

Zuletzt halten wir die Notation fiir Intervalle fest.

Definition 1.13. (Intervalle)
Seien a,b € R mit a < b. Die beschrdankten Intervalle sind:

[a,b] :={z€R : a <z <b} (abgeschlossenes Intervall),
la,bl . ={x €R : a <z <b} (offenes Intervall),

[a, b ={z€R : a<z<b} (halboffenes Intervall),
la,bl ={x €R : a<x <b} (halboffenes Intervall).

Die unbeschrankten Intervalle sind:

la,00[:={z e R : a <z},
Ja,00[:={z €R : a <z},
] {reR : x<b},
Lk
ool ;

{xER . o < b},

| -
]
| -

Dabei steht das Symbol ,,o00“ fiir ,unendlich”. Bei oo bzw. —oo steht immer die
nach auflen gedffnete Klammer, da weder oo noch —oo reelle Zahlen sind und
daher nicht zum Intervall gehoren.

Beispiel 1.14. (Intervalle)
(a) ]-1,3]={zeR : -1<z<3}

Das Intervall ist nicht zu verwechseln mit der Menge {—1,3} welche die
Zahlen —1 und 3 als Elemente enthélt.

(b) ] —00,0[={z €R : x <0} enthilt alle negativen reellen Zahlen.

Bemerkung 1.15. (alternative Intervallnotation)

Es gibt auch eine alternative Intervallnotation fiir die offenen und halboffenen
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Intervalle: Fiir a,b € R mit a < b schreibt man

(a,b) :={r €R : a < x <}, [a,b) :={x eR : a<x <D},

(a,b] :=={zx €eR : a <x < b}, la,00) :={zx e R : a <z}
(a,00) :={x €eR : a <z}, (—00,b] :={zx e R : x < b},
(—00,b) :={x € R : = < b}, (—o00,00) :=R.

Die abgeschlossenen Intervalle schreibt man wie oben.

1.2 Mengenoperationen

In diesem Teilkapitel lernen wir die folgenden Mengenoperationen kennen: das
Schneiden und das Vereinigen von Mengen, sowie das Bilden einer Differenzmenge.
Alle Mengenoperationen werden durch Euler-Venn-Diagramme veranschaulicht.

Definition 1.16. (Durchschnitt von Mengen und disjunkte Mengen)
(1) Der Durchschnitt A N B der Mengen

A, B ist die Menge /

ANB:={x : v € A undx € B}.

(2) Ist AN B =1, so heiffen A, B disjunkit. 4

Der Durchschnitt zweier Mengen wird auch Schnittmenge genannt.

Es gilt immer AN B =BNA.

Beispiel 1.17. (Durchschnitt von Mengen)
(a) {1,2,3} N {3,4} = {3}
(b) ZN[0,00[= Ny
(c) [2,7)N]3,11[=]3, 7]
)

(d) Die natiirlichen Zahlen N und das Intervall [—1,0] sind disjunkt, denn
NN [-1,0] = 0.
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Definition 1.18. (Vereinigung von Mengen)

Die Vereinigung AU B der Mengen A, B
st die Menge

AUB :={x : z € A oder x € B}.

Mt ,oder” ist das ,einschliefiende oder” ge-
meint (und nicht ,entweder ... oder®).

Also: x € AU B liegt in A oder in B oder auch in beiden Mengen A und B.
Es gilt immer AUB = BU A,

Beispiel 1.19. (Vereinigung von Mengen)
() {1,2,3}U{3,4} = {1,2,3,4)
(b> ] - O0,0[U{O}U]0,00[: R

Definition 1.20. (Differenz von Mengen)

(1) Die Differenz A\ B (,A ohne B¥)
der Mengen A, B ist die Menge

A\B:={x : v € Aundx ¢ B}.

(2) Ist B C A, so heifit A\ B auch das
Komplement von B in A.

Beispiel 1.21. (Differenz von Mengen)
(a) {1,233\ 13,4) = 11,2}, {3,430\ {1,2,3} = {4}
(b) Z\Ny={-1,-2,-3,..} ={—n : neN}
Wir sehen, dass im Allgemeinen gilt: A\ B # B\ A

Bemerkung 1.22. (Ausfithren mehrerer Mengenoperationen)

Wendet man mehrere Mengenoperationen an, so ist es ganz wichtig, dass Klam-
mern gesetzt sind, damit klar ist, in welcher Reihenfolge die Mengenoperatio-
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nen auszufiihren sind! Beispielsweise gilt im Allgemeinen (d.h. bis auf mdogliche
Sonderfélle)

A\ (BUC) # (A\B)UC,
AN(BUC)# (ANB)UC,
wie man sich leicht an den folgenden Beispielen klar macht:
Seien A :={1,2,3,4}, B:={—1,0,1,2} und C := {3,4,5,6}. Dann gilt
A\ (BUC) ={1,2,3,4}\ {-1,0,1,2,3,4,5,6} = 0
£ (A\B)UC = {3,4} U{3,4,5,6} = {3,4,5,6},
AN(BUC) =1{1,2,3,4}N{-1,0,1,2,3,4,5,6} = {1,2,3,4}
£(ANB)UC = {1,2}U{3,4,5,6} = {1,2,3,4,5,6}.

Es gibt Ausnahmen, bei denen man keine Klammen setzen muss, namlich wenn
alle Mengenoperationen U oder wenn alle Mengenoperationen N sind:

AU(BUC)=(AUB)UC =AUBUC,
AN(BNC)=(ANB)NC=ANBNC.

Weil die Klammersetzung hier keine Rolle spielt, ldsst man sie (wie jeweils im
Ausdruck ganz rechts) in der Regel weg.

Als Letztes lernen wir das kartesische Produkt kennen.

Definition 1.23. (geordnetes Paar und kartesisches Produkt)
Seien A, B Mengen.

(1) Ein Objekt der Form (a,b) mit a € A, b € B heifst ein geordnetes
Paar.

(2) Ax B:={(a,b) : a€ A, be B} (in Worten: ,A kreuz B) ist das
kartesische Produkt von A und B.

Bemerkung 1.24. (geordnetes Paar und kartesisches Produkt)

(1) Der Name geordnetes Paar macht deutlich, dass die Reihenfolge eine
Rolle spielt. Im Allgemeinen (d.h. bis auf Sonderfille) ist also (a,b) #
(b,a). Genauer gilt (a,b) = (b,a) genau dann, wenn a = b ist.

(2) Im Allgemeinen (d.h. bis auf Sonderfille) gilt A x B # B x A. (Siehe dazu

auch Beispiel --
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(3)

Man kann fiir Mengen A, B, C' das kartesische Produkt A x B x C' als
Menge aller geordneten Tripel (a,b,c) mit a € A, b € B, ¢ € C definieren.
Analog kann man auch fiir mehr als drei Mengen vorgehen.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 1.25. (geordnetes Paar und kartesisches Produkt)

()

Seien A := {1,2,3} und B := {7,8}. Dann ist das kartesische Produkt
A x B von A und B gegeben durch

Ax B={(1,7),(1,8),(2,7),(2,8),(3,7),(3,8)}.
Das kartesische Produkt B x A von B und A ist gegeben durch
B x A= {(7, 1),(7,2),(7,3),(8,1),(8,2), (8, 3)}

Wir haben also ein Gegenbeispiel, fiir das A x B = B x A nicht gilt. Daraus
konnen wir schlieften, dass im Allgemeinen A x B = B x A nicht gelten
kann (d.h. dass A x B = B x A nicht fiir beliebige Mengen A, B gelten

kann).
R*:=RxR={(z,y) : z€R, yeR} ={(z,y) : =,y e R}

kann man sich als die Menge aller Punkte (z,y) in der Ebene veran-
schaulichen.

R3 ::RXRXR:{(x,y,z) : x,y,zeR}

kann man sich als die Menge aller Punkte (z,y, z) im dreidimensio-
nalen Anschauungsraum veranschaulichen.

R*'=RxRxRxR= {(m,y,z,t) : x,y,z,tER}

kann man sich als die Menge aller Punkte (x,y, z) im dreidimensiona-
len Anschauungsraum und der Zeit(koordinate) ¢ veranschaulichen.

R" :=RXRX---xR={(z1,2,...,2,) : @1,29,...,2, € R}

n—mal
kann man sich als die Menge aller Punkte (21, xs, ..., x,) im n-dimen-
sionalen Raum veranschaulichen. Beispielsweise konnen x1, xo, . . ., x, die

Mengen von n verschiedenen chemischen Substanzen sein, die an einem
chemischen Experiment beteiligt sind.
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1.3 Der binomische Satz

Wir werden nun fiir allgemeines n € Ny eine ,ausmultiplizierte Darstellung fiir
(a+b)" kennenlernen, welche die erste und zweite binomische Formel als Sonderfall
enthélt. Dies ist der sogenannte binomische Satz.

Wir beginnen mit einer Wiederholung der bereits aus der Mittelstufe bekannten
binomischen Formeln.

Hilfssatz 1.26. (binomische Formeln)
Seien a,b € R. Dann gelten:

(1) Erste binomische Formel:

(a+b)?*=a*>+2ab+ b — a’* +2ab+b* = (a+Db)>.

(2) Zweite binomische Formel:

(a—b)?=0a*—2ab+ b = a’* —2ab+b* = (a —b)*.

(3) Dritte binomische Formel:

(a+b)-(a—b) =a*— b = a*—b*=(a+0b)-(a—0b).

Die erste Umformungsrichtung nennt man Ausmultiplizieren und die zweite
Faktorisieren. Beide konnen bei Umformungen zeitsparend eingesetzt werden.
Die Symbole a und b konnen sowohl durch Zahlen, Buchstaben (Variablen, Para-
meter) als auch durch komplexere Terme ersetzt werden, solange diese reellwertig
sind.

Multipliziert man nun (a+0b)" fiir n > 2 aus, so findet man, dass die Koeffizienten
der Potenzen a”, a”'b, a" 2%, ...,ab™ !, b" aus den Koeffizienten der Poten-
zen a1, a"7%b, a"30%, ..., ab" 2, b" ! in der ausmultiplizierten Darstellung
von (a + b)"~! mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks rekursiv berechnet
werden konnen. Dieses ist in Abbildung [1.1] illustriert.

Das Pascalsche Dreieck hat einen entscheidenden Nachteil. Um die Koeffizienten
fiir das Ausmultiplizieren von (a + b)" zu bekommen, miissen wir vorher alle
Koeffizienten fiir das Ausmultiplizieren von (a + )" mit m = 1,2,...,n — 1
berechnen. Der binomische Satz umgeht dieses Problem und liefert eine direkte
Formel fiir die Koeffizienten. Zur Vorbereitung miissen wir zunéchst Fakultaten
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(a+0)! = 1
N
(a+b)! = Lla+|1]b
¢ N N
(a+0b)? = 1la>+|2|ab+|1 |b?
N N N
(a+b) = 1la®+|3|a®b+|3 |ab®+|1|b°
N N NN
(a+0b)* = 1la*+]4 a3 +|6|a®®+| 4 |ab®+|1|b

Abb. 1.1: Das Pascalsche Dreieck: Durch Addition der Koeffizienten in der vorigen
Zeile, von denen ein Pfeil auf den neuen Koeffizienten weist, erhalt man jeweils
den Wert des neuen Koeffizienten.

und Binomialkoeffizienten einfiihren.

Definition 1.27. (Fakultit)
Die natiirliche Zahl

nl:=1-2-3-...-n firn € N,
ol:=1 fiir n = 0,

heifst Fakultdt von n oder n-Fakultdt.

Es gilt die Rekursionsformel:

m+1)!=1-2-...-(n—=1)-n-(n+1)=nl-(n+1) furallen € Ny.

e

TV
=n!

Beispiel 1.28. (Fakultiten)
Wir haben

00=1, 1=1 20=2-11=2 31=3.201=6, 41=4-31=24.
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Definition 1.29. (Binomialkoeffizient)

Sein € Ng und k € Ny mit 0 < k < n. Der Binomialkoeffizient (Z) ist
definiert als

kK- (n— k) k!

(Z) _ n! _nn-1-....(n-k+1) (1.3)

In Worten sagt man fiir (Z) »(Binomialkoeffizient) n tiber k.

Die zweite Darstellung von (}) folgt, indem man (n — k)! kiirzt.

Nun kénnen wir den binomischen Satz fiir das Ausmultiplizieren (und fiir die
umgekehrte Richtung, das Faktorisieren) von (a 4 b)" formulieren.

Satz 1.30. (binomischer Satz)
Seien a,b € R und n € Ny. Dann gilt:

n__ (Y njo0 Y 11 n\ 2,2 Y\ 0n
(a—l—b)—<0>ab+<1>a b—l—(2)a b—l—...+<n>ab
- n) n—k 1k
= a b".
> (;

Als Spezialfall erhalten wir fiir n = 2 die erste binomische Formel. Fiir n = 2
und b = —d erhalten wir die zweite binomische Formel.

Zur Illustration leiten wir die erste und die zweite binomische Formel aus dem
binomischen Satz ab.

Beispiel 1.31. (erste und zweite binomische Formel)
Fiir n = 2 liest sich der binomische Satz wie folgt:

(a+b)? = (3) a’ b’ + (f) ab+ @) a’ b?
() (Bors () w

2 2! 2! 2
= = = :1,
0/ o-(2-0) o0-21 1-2

und wir haben
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2 2! 2! 2
= = = :2’
1) 12— 11 1-1

2\ 2! _2 2
2) 20-(2-2)! 20.00 2.1

Einsetzen in (1.4)) ergibt die erste binomische Formel:

2

(a+b)* = (0

2 2
>a2 + (1>ab+ <2>b2 =1a*+2ab+ 1V =a*+2ab+ b
Setzen wir in der letzten Formel nun b = —d, so finden wir
(a—d)?=a*+2a(—d) + (—d)* = a* —2ad + d°,

und wir haben auch die zweite binomische Formel hergeleitet.

Es gelten die folgenden Identitaten fiir die Fakultaten.

Hilfssatz 1.32. (Rechenregeln fiir Binomialkoeffizienten)
Fiir allen € N mitn > 2 und k € Ny mit k < n gelten folgende Identitaten:

()-()-
(0-()-+

(1) =20 &
(

sowie

n

n :
k) + (k N 1>, wobei k < n. (1.8)

Wir bemerken, dass (1.8)) gerade die Formel ist, welche die Berechnung der Koef-
fizienten im Pascalschen Dreieck beschreibt (siche Abbildung [1.2)).

Beweis von Hilfssatz[1.59: Die Identititen (1.5]) und (L.6) in Hilfssatz sind

leicht durch Nachrechnen gezeigt: Mit Hilfe von n! = (n — 1)! - n erhalten wir
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(a+0b)" = (8)
YR
(a+b)! = (o) ja+| (1) b
< NN\
(a+b)? = ((2)) a’ + (%) ab+ (g) b?

NN N

(@t = )l + [ Q) o[ @) [are [ @) 2
VN Y N N N
@rnt =[O e[ @ faer] @ e+ @) lar 4] o

Abb. 1.2: Illustration von ({1.§]) am Pascalschen Dreieck.

n n! n! n-(n—1)
()Zl!'(n—l)!:(n—l)!: (n_1>| = n,

<n): n! I B Y (2 [

n—1 n—1)!'n=m-=-1)) (®m-1! 1 (n—1)!

und wir haben ((1.5)) und (1.6) nachgewiesen.
Aus der Definition der Binomialkoeffizienten folgt direkt

(Z) Tk (nn!— B (n— k) (nn!— (n—k) <n i k)

und wir haben ((1.7) bewiesen. Wir bemerken auch, dass die erste Gleichheit in

(1.5) und (1.6 nur ein Sonderfall von (|1.7)) ist.

Mit der folgenden Rechnung sieht man, dass (1.8) ebenfalls korrekt ist:

n n n! n!
(k:) * <k+1> THO—R kRt D= (kD)
(k+1)n! (n —k)n!
kr DR -k Dl (n—k (n—(kt1))
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(k+1)n! (n — k)n!
(k+D!(n—Fk)!  (k+1)!(n—Ek)
(k+1)nl+(n—Fk)n!

(k+ D! (n—Fk)!
((F+1)+ (n—k))n!
(k+ D! (n—Fk)!
 (n+1)n!
(k+ D! (n—k)!
B (n+1)!
(k+ D) (n—k)!
(n+1)!

(k+1D!((n+1)— (k+1))!
B n+1
B (k+1>'

Damit ist der Hilfssatz bewiesen. ]

1.4 Ungleichungen und Betrag

Eine Ungleichung ist eine Formel mit reellen Zahlen und/oder reellwertigen Varia-
blen/Parametern (also Buchstaben), in der ein Ungleichheitszeichen vorkommt,
also <, <, > oder > (oder #, wobei dieser Fall selten von Interesse ist).

Beispiel 1.33. (Ungleichungen)

(a) 2 <3und 5 <4 und 2 < 3 sind alles Ungleichungen. Dabei sind 2 < 3 und
2 < 3 wahre Ungleichungen, wogegen die Ungleichung 5 < 4 falsch ist.

(b) @ < bund z* + 2x — 4 > 0 sind ebenfalls Ungleichungen. Diese sind wahr
fiir geeignete Wahlen von a und b bzw. x.

(c) Die Ungleichung 2? > 0 ist immer wahr, d.h. egal wie man x € R wihlt
(weil Quadrate immer nicht-negativ sind), und die Ungleichung y? < 0 fiir
kein y € R wabhr.

Beinhaltet eine Ungleichung Variablen/Parameter (also Buchstaben), so ist das
Ziel in der Regel herauszufinden fiir welche Zahlenwerte der Variablen/Parameter
die Ungleichung erfiillt ist. Wir wollen die Ungleichung also auflésen. Dazu miissen
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wir die Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen beherrschen.

Fiir das Rechnen mit Ungleichungen gelten die folgenden Regeln.

(1) Fiir alle a,b,c € R gelten:

a<b
a>b
a<b
a>b

a<b
a>Db
a<b
a>b

Term) multiplizieren.

a<b
a>b
a<b
a>b

—
—
—

—

—
—
—
—

(3) Fir alle a,b € R und alle ¢ < 0 gelten:

—
<~
—
<~

Hilfssatz 1.34. (Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen)

a+c<b+c

a+c>b+c

a+c<b+c

a+c>b+c

In Worten: Man darf auf beiden Seiten einer Ungleichung die gleiche
reelle Zahl (bzw. den gleichen reellwertigen Term) addieren.

(2) Fiir alle a,b € R und alle ¢ > 0 gelten:

C

C

C

C

In Worten: Man darf auf beiden Seiten einer Ungleichung mit der glei-
chen positiven reellen Zahl (bzw. mit dem gleichen positiven reellwertigen

C

Cc

C

Cc

In Worten: Multipliziert man beide Seiten einer Ungleichung mit der
gleichen negativen reellen Zahl (bzw. mit dem gleichen negativen reell-
wertigen Term), so kehrt sich das Ungleichheitszeichen um.

ca<c-b
ca>c-b
ca<c-b
a>c-b

ca>c-b
ca<c-b
a>c-b
ca<c-b

Achtung: Merken Sie sich Hilfssatz gut: Wenn man eine Ungleichung
mit einer negativen reellen Zahl (bzw. einem negativen reellwertigen Term)
multipliziert, so kehrt sich das Ungleichheitszeichen um!
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Betrachten wir einige elementare Beispiele.

Beispiel 1.35. (Rechnen mit Ungleichungen)
(a) 7>5 = 7T+3>5+3 = 10 > 8

(b) Subtraktion von a € R realisieren wir als Addition von —a, also z.B.:
7>5 = 7+ (=5)>5+(-5H) = 2>0

(c) 1<1<:>16<16<:> 6<6<:> 3< -2

Y7273 2 3 2573

(d) —1<2 = (=1)-(=1)>2-(-1) = 1> -2

(e) Division durch eine reelle Zahl a # 0 realisieren wir als Multiplikation mit
1/a, also z.B. fiir Division durch 2 und danach Division durch 3:

—_

2<3 <~ 2. 3

IA

> <

DO | W

1
2

N | —

> 1--<

<

W —
DO | W
W | —
W
VA
N | —

Betrachten wir einige anspruchsvollere Beispiele.

Beispiel 1.36. (Lésen von Ungleichungen)
(a) Welche z € R erfiillen die Ungleichung

2 < 21+ 37
Lésung: Wir formen um:
¥ <2143 | -22+1 <= 1*-22+1<4 <= (z-1)?<4,

wobei wir im letzten Schritt die zweite binomische Formel auf der linken
Seite angewendet haben. Da Quadrate immer nicht-negativ sind, kann die
Ungleichung nur gelten, wenn gilt

(z—-172<4 <= -4§x—1§2‘+1 — —-1<z<3

Also ist die Losungsmenge L={z € R : -1 <z <3} =[-1,3].

Wir hétten die Ungleichung auch wie folgt 16sen konnen:

2 <2r+3| —-2x—3 — 22 —22-3<0
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2. binom.
Formel
= 22— 2r4+1-4<0 PN (z—1)2-22<0
3. binom.
ormel
s (2-1-2(x—-1-2)<0 <= (-3 (xz+1)<0

Wann ist die linke Seite < 07
e Wenn die linke Seite = 0 ist, d.h. wenn x = 3 oder x = —1 ist, also
L; = {-1,3}, oder
e wenn z —3 < Ound x +1 > 0, also wenn z < 3 und z > —1, d.h.
wenn —1 < x < 3, also Ly =] — 1, 3[, oder

e wennz —3>0und z+1<0,dh. wenn z >3 und x < —1 ist, also
L3 = {}. (Hier gibt es keine z, die die beiden Ungleichungen =z > 3
und x < —1 erfiillen. Also ist die Losungsmenge die leere Menge.)

Den drei Féllen entnehmen wir, dass die Losungsmenge L = LU Lo U L3 =
{-1,3}U] - 1,3[u{} ={z eR : -1 <ax<3}=[-1,3]ist.

(b) Welche x € R erfiillen die Ungleichung

> 47 1.9
x—3 = (1.9)

Lésung: Die Zahl x = 3 muss vorab ausgeschlossen werden, weil sonst auf
der linken Seite durch null dividiert wird!
Im Folgenden unterscheiden wir zwei Fille:

o r <3 — r—3<0,
o >3 <— xv—3>0.

Wir suchen die Losungen der Ungleichungen fiir jeden Fall separat.

e Full z < 3: Multiplikation der Ungleichung ((1.9) mit z — 3 < 0 ergibt
(,>* wird umgekehrt):

2x— 3
r—3
— 2x—3§4x—12‘+12—2x

(x —3) - <4(x—3)

<= 9<2x <= < zx.

DO ©

Die Ungleichung 9/2 < z steht aber im Widerspruch zu z < 3 (da
3 < 9/2 =4,5). Es gibt also keine Losung der Ungleichung ({1.9) mit
xr < 3, d.h. die Losungsmenge in diesem Fall ist Ly = ().
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e Fuall x > 3: Multiplikation der Ungleichung ((1.9) mit z — 3 > 0 ergibt
(,>" bleibt erhalten):

2x — 3
r—3

— 2x—324x—12‘+12—2x

(z—3)-

>4 (x—3)

<— 9>2«x <— > .

N | ©

Alle z mit > 3 und = < 9/2; also alle x mit 3 < z < 9/2, erfiillen
die Ungleichung (1.9), d.h. die Losungsmenge in diesem Fall ist Ly =

9
3.3]
Die Losungsmenge von ([1.9)) ist also

9 9
L=LiUls,= —| = —1.
1U 2 Q)U]?)az] ]372:|

(¢) Fiir welche x € R gilt die folgende Ungleichung?

2z +1
r—1

<1 (1.10)

Losung: Zunéchst miissen wir x — 1 = 0, also x = 1, ausschliefen, da durch
null teilen verboten ist. Wir wollen nun beide Seiten der Gleichung ((1.10))
mit (x—1) multiplizieren. Dabei miissen wir aber das Vorzeichen von (z—1)

berticksichtigen, da sich fir x — 1 < 0 das ,<“ in (1.10]) in ein ,,>* umkehrt.
Wir nehmen also eine Fallunterscheidung vor:

o full 1: Fir x — 1 > 0, also fiir x > 1, erhalten wir nach der Multipli-
kation von (|1.10) mit (z — 1)

2x—|—1<x—1‘—x—1 — T < —2.
Da x < —2 mit x > 1 nicht vereinbar ist, gibt es in diesem Fall keine
Losungen, also Ly = 0.
o Fuall 2: Fiir x — 1 < 0, also fiir z < 1, erhalten wir nach der Multipli-
kation von ([1.10) mit (x — 1)

2x+1>x—1‘—x—1 < T > —2.

Wir erhalten also die beiden Bedingung x > —2, also —2 < z, und
r < 1lanz, dh —2 <z < 1. Dieser Fall liefert Ly =] — 2, 1].
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Fazit: Die Losungsmenge der Ungleichung ((1.10)) ist das offene Intervall
L=Liuly,=]-21].

Als Néchstes lernen wir den Betrag (oder Absolutbetrag) kennen.

Definition 1.37. (Betrags/Absolutbetrag)
Fiir x € R, ist der Betrag (oder der Absolutbetrag) |x| definiert durch

M. T fir x>0,
SL fir x<0.

Anschavung: |x| misst den Abstand (auf der Zahlengeraden) von x zum Null-
punkt 0.

Man sollte die Eigenschaften des Betrags kennen, die im néchsten Hilfssatz zu-
sammengestellt sind.

Hilfssatz 1.38. (Eigenschaften des Betrags)
(1) |x| >0  fir alle z € R.
(2) |xz| =0 gilt in R genau dann, wenn x =0 ist.
(3) | N-zx| =\ -|x| firalle A,z € R
(4) |z +y| <|z|+|y| firalle x,y € R (Dreiecksungleichung).

Aus diesen grundlegenden Eigenschaften folgen die abgeleiteten weiteren Eigen-
schaften in néchsten Hilfssatz.

Hilfssatz 1.39. (weitere Eigenschaften des Betrags)
Weitere Eigenschaften des (Absolut-)Betrags | - | sind:
(5) | — x| =|z| fir alle x € R.
(6) 2* = |z|*>  fiir alle x € R.
(7) —|x| <x < |x| firalexeR.
(8) Fiirc>0und allex €R gilt: 2> < ? < |r|<c &= —c<z<c
(9) Fiirc>0und allex € R gilt: 2> < ? < |z|<c <= —c<z<c




1.4. Ungleichungen und Betrag
24 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

Hilfssatz [1.39]|(8)| und |(9)[ sind beim Auflésen von Ungleichungen wichtig, wie wir
in den nachfolgenden Beispielen noch sehen werden.

Aufgrund der ,stiickweisen” Definition von |z| kénnen Gleichungen und Un-
gleichungen in denen |z| vorkommt, am besten durch Fallunterschei-
dung aufgelost werden! Betrachten wir dazu ein paar Beispiele.

Beispiel 1.40. (Gleichungen und Ungleichungen mit Absolutbetrigen)
(a) Fiir welche z € R gilt die Ungleichung |z — 3| < 17

Anschaulich besagt |z — 3| < 1, dass der Abstand von x zu 3 kleiner oder
gleich 1 ist. Durch Einzeichnen auf dem Zahlenstrahl erhélt man als Lo-
sungsmenge das abgeschlossene Intervall

L=[24={zeR : 2<z<4}.

Losung: Wir wollen unser anschaulich ermitteltes Ergebnis nun durch ma-
thematische Berechnungen nachweisen:

Wegen Hilfssatz (9)] gilt

-3 <1 = —1§x—3§1’+3 — 2<uz<A4,

d.h. die Losungsmenge ist L= {z € R : 2 <z <4} =[2,4].

Alternative Losung: Falls man Hilfssatz [(9)] nicht im Kopf hat, kann
man auch direkt mit der Definition des Betrags mit einer Fallunterscheidung
arbeiten:

e Full 1: Gilt z —3 > 0, also x > 3, dann ist |z — 3| = x — 3. Also wird
lr —3| <12zu

x—3§1)+3 e <4

Die Ungleichungen x > 3 und x < 4 liefern als Losungsmenge das

Intervall
Li={zeR : 3<z<4}=34].

o Full 2: Gilt x —3 < 0, also x < 3, dann ist |z —3| = —(x —3) =3 —=x,
und die Gleichung |z — 3| < 1 wird

3—x§1‘+x—1 — 2<u

Die Ungleichungen z < 3 und 2 < z liefern als Losungsmenge das

Intervall
Ly={zeR : 2<z<3}=[23.
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Fazit: Vereinigen wir die Losungen aus Fall 1 und Fall 2, so erhalten wir als
Losungsmenge das Intervall

L=LiULy =[3,4U[2,3[=[2,4 ={zeR : 2<z <4}

(b) Was sind die Losungen der Ungleichung |x — 2| < 27
Lésung: Wir treffen zwei Fallunterscheidungen: z > 2 und x < 2.

e Full 1: Fir x >2 <= v —22>0 gilt |r—2|=2—2 und somit:
r—2| <2z <<= r-2<2z |-z <<= —-2<zx

Da fiir x > 2 die Bedingung x > —2 automatisch erfiillt ist, erhalten
wir Ly = [2, 00].

o Full 2: Fir x <2 <= 2-2<0 gilt |xr—2| = —(z—2) und
somit:
lr—2| <2z <+— —(z-2)<2zr <+— —x+4+2<2zx |+z
2 2
— 2<3z ):3 <— ggx <— $Z§'

Daneben x > 2/3 noch die Bedingung = < 2 erfiillt sein muss, erhalten
wir Ly = [3,2].

Insgesamt ist die Losungsmenge also

L =1L UL = [2, 00[U Ez{ _ F,oo{.

Falsche Vorgehensweise: Bei diesen Beispiel sieht man leicht, dass Qua-
drieren keine Aquivalenzumformung ist, denn dieses fiithrt auf eine falsche
Losungsmenge: Betrachtet man statt |z — 2| <2z

lz — 22 < (21‘)2 = (z —2)? < 4a?
so liefert Vereinfachen

(r—2)% =42 — 2*—4r+4<42® <= 0<32°+42-4

et 4 4y 4 L2 > 16
r+-r—-=|\+zsrx+z | —z—zc=|x+=z]| ——=
= 37 3 3""9) 9 3 3 9

S RO OERI I R
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Die Ungleichung (:U — %) (x +2) >0 ist genau dann erfiillt, wenn gilt:

(x—%ZO und $+220) oder (aj—gg() und :1:+2§0>

2 2
— (J; > 3 und z > —2> oder (x < 3 und z < —2)
Als Losungsmenge erhalten wir also
2 2

(c) Was sind die Losungen der Gleichung |z — 2| = |2 z|7
Lésung: Wir treffen drei Fallunterscheidungen: x > 2,0 <z < 2 und x < 0.
o full 1: Flirx > 2 < x —2 >0 ist auch 2z > 0, und es gilt:

lz—2|=22] <= 1-2=2z2|-2 <<= 2=z

Da fiir x > 2 der Fall x+ = —2 nicht auftreten kann, haben wir hier
keine Losung, also L; = 0.

e full 2: Flirx < 2und x > 0, also fiir 0 < ax < 2ist x — 2 < 0 und
22 > 0 und damit |z — 2| = —(z —2) =2 — z und |22| = 2. Somit
gilt

lz—2| =22 <— 2—-z=2z | +=x
— 2=3z |:3 < x=c.

3
Da z = 2/3 die Bedingung 0 < = < 2 erfiillt, ist = 2/3 eine Losung,
also Ly = {%}
o Fall 3: Sei nun x < 0. Dann ist x+ — 2 < 0 und 22 < 0 und damit
|z — 2] = —(x —2) =2 —x und |22| = —2 2. Somit finden wir
lz—2| =22 <<= 2—-z=-2z|+x
= 2=-x | -(-1]) = 2=z
Da x = —2 die Bedingung x < 0 erfiillt, ist x = —2 ebenfalls eine
Losung, also Ly = {—2}.

Fazit: Wir haben mit den drei betrachteten Féllen alle reellen Zahlen x
abgedeckt. Daher ist die Losungsmenge von |z — 2| = |2z

2
L=I,UL,UL;z= {—2,§}.
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(d) Wir wollen alle Punkte (z,y) in der Ebene finden, fiir die gilt
2] + |y < 1.

Dazu miissen wir die folgenden vier Félle betrachten:

e [all 1: x > 0 und y > 0 (d.h. wir befinden uns im 1. Quadranten):
Dann gelten |z| = z und |y| = y und somit

lz| +lyl =2 +y <1,

und wir finden durch Auflésen nach y die Ungleichung y < 1 — z. Hier
erhalten wir die Teillosungsmenge

]le{(sr:,y) : xZOundOﬁygl—m}.

o [all 2: x < O und y > 0 (d.h. wir befinden uns im 2. Quadranten):
Dann gelten |z| = —z und |y| = y und somit

und wir finden durch Auflésen nach y die Ungleichung y < 1+ x. Hier
erhalten wir die Teillosungsmenge

Ly={(z,y) : <0und 0 <y <1+a}.

o [all 3: x < 0 und y < 0 (d.h. wir befinden uns im 3. Quadranten):
Dann gelten |z| = —z und |y| = —y und somit

und wir finden durch Auflésen nach y die Ungleichung y > —x — 1.
Hier erhalten wir die Teillosungsmenge

Ly ={(z,y) : 2<0und —z—1<y<0}.

e fall /: x > 0 und y < 0 (d.h. wir befinden uns im 4. Quadranten):
Dann gelten |z| = z und |y| = —y und somit

und wir finden durch Auflésen nach y die Ungleichung y > x — 1. Hier
erhalten wir die Teillosungsmenge

Ly={(z,y) : 2>0undz — 1<y <0}
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Abb. 1.3: Graphische Darstellung der Menge aller Punkte (x,y) mit |z| + |y| < 1
in der (z,y)-Ebene.

Fuazit: Die Losungsmenge ist also
L=LUl,ULsULy

_ . (:L’ZOund:I:—lgyg—x—l—l)oder
- (a:<0und—a:—1§y§x+1)

Die Losungsmenge ist in Abbildung graphisch dargestellt.



KAPITEL 2

Funktionen

In Teilkapitel werden Funktionen (einer und mehrerer Variablen) eingefiihrt.

In Teilkapitel werden Polynomfunktionen und rationale Funktionen betrach-
tet. Danach lernen wir in Teilkapitel 2.3| grundlegende Eigenschaften von Funktio-
nen kennen, namlich das Monotonieverhalten (oder Wachstumsverhalten), gerade
und ungerade Funktionen und periodische Funktionen. In Teilkapitel 2.4]lassen wir
die klassischen aus der Schule bekannten Funktionentypen Revue passieren und
betrachten ihre grundlegenden Eigenschaften: Exponentialfunktion, Sinus und Co-
sinus, sowie weitere trigonometrische Funktionen. Mit Hilfe der Exponentialfunk-
tion werden auch die sogenannten hyperbolischen Funktionen eingefiihrt.

In Teilkapitel lernen wir die meist aus der Schule nicht bekannten Begriffe
injektiv, surjektiv und bijektiv kennen und werden mit deren Hilfe den Begriff
der Umkehrfunktion einer bijektiven Funktion einfiihren. Mit Hilfe dieser neuen
Begriffe konnen wir in Teilkapitel [2.6| weitere klassische Funktionen einfiihren: den
(natiirlichen) Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, sowie
die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen und der hyperbolischen
Funktionen.

In Teilkapitel lernen wir schlieflich die Verkettung von Funktionen kennen.
Dieser Begriff wird bei der Kettenregel beim Differenzieren und bei der Substitu-
tionsregel beim Integrieren eine Rolle spielen.

29
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2.1 Funktionen: Definition und Beispiele

Wir beginnen mit der Definition einer Funktion. Obwohl Ihnen Funktionen aus
der Schule vertraut sind, werden Sie moglicherweise feststellen, dass nicht alle der
Begriffe in der nachfolgenden Definition in der Schule thematisiert worden sind.

Definition 2.1. (Funktion/Abbildung)

Fine Funktion (oder Abbildung) f von D nach (oder in) Y ist eine Vor-
schrift, die jedem © € D genau ein f(xr) € Y zuordnet. Wir schreiben in
Zeichen:

f:D—=Y, f(x) := ,Zuordnungsvorschrift”

Dabei gelten die folgenden Bezeichnungen:

e x heifit die Variable der Funktion f.

f(x) heifit der Funktionswert von f an der Stelle x (oder das Bild
von x unter f).

Isty €Y und f(x) =y, so heifit x ein Urbild von y unter f.

D heifit die Definitionsmenge (oder der Definitionsbereich) von f.
Y heifit die Zielmenge (oder der Zielbereich) von f.

Sind D CR und Y C R, so nennen wir f eine reelle Funktion.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 2.2. (Funktionen mit einer Variablen)

(a) Ordnet man jedem Buch der Universitatsbibliothek diejenigen Nutzer zu,
die dieses Buch mindestens einmal ausgeliechen haben, dann erhalt man
keine Funktion.
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(b)

Begriindung: Erstens gibt es Biicher, die niemand ausgeliehen hat. Fiir diese
Biicher hatten wir keinen Funktionswert. Zweitens gibt es Biicher, die von
mehreren Nutzern ausgeliechen wurden. Diesen Biichern héatten wir nicht
genau einen sondern mehrere Nutzer der Universitatsbibliothek zugewiesen.

Beispiele fiir Funktionen sind:
f:R—=R, f(z) = 2%,
g :N—=>R, g(x) == 2%,

0 fiir n ungerade,
d :N— {0,1}, d(n) =

1 fiir n gerade,

w : [0, 00[ = [0, 0], w(t) == V.

Bemerkung 2.3. (Funktionen)

(1)

In der Schule wird manchmal nur die Funktionsvorschrift angegeben und
diese dann als Funktion bezeichnet. Das kommt daher, dass dort fast nur
reelle Funktionen betrachtet werden, d.h. die Zielmenge ist R, und die De-
finitionsmenge ist eine Teilmenge von R. Fiir die vollstandige Beschreibung
einer Funktion miissen neben der Funktionsvorschrift auch die Definitions-
menge und die Zielmenge angegeben werden. Deshalb schreiben wir in der
Vorlesung immer die Definitionsmenge und die Zielmenge dazu.

Ist bei einer Funktion nur die Funktionsvorschrift angegeben, so gilt die
Konvention, dass man die Definitionsmenge grofitmoglich, also als die ,ma-
ximale Definitionsmenge* wahlt.

Beispiel: Fiir die Funktionsvorschrift f(z) := (2% — 1)~! kann man alle

reellen Zahlen aufer x+ = —1 und x = 1 einsetzen. Also wihlt man die
Definitionsmenge als R \ {—1,1} (die ,maximale Definitionsmenge*) und
die Zielmenge als R. Wir haben also

fR\{-1,1} = R, flz) = (z* = 1)1

Beispiel 2.4. (Funktionen mit mehreren Variablen)

(a)
(b)
(c)

g:R* =R, g(z,y):=mxy, ist eine Funktion mit zwei Variablen.
h:R3>—= R, h(x,y,2) = 2?+y>+2?%, ist eine Funktion mit drei Variablen.

Die Temperatur 7" am Ort (x,y, z) zur Zeit ¢ kann man als Funktion mit
der Funktionsvorschrift

T(z,y,z,t) :=,Temperatur am Ort (x,y, z) zur Zeit ¢

auffassen. Ist D die Menge der betrachteten Orte (z.B. alle Punkte auf dem
Campus der Uni Paderborn) und I = [a, b] das Zeitintervall, in dem uns die
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Temperatur interessiert, so haben wir eine vollstdndige Funktionsdefinition
T:DxI—R, T(x,y,z1t):=,Temperatur am Ort (z,y, z) zur Zeit t*.

T ist eine Funktion mit vier Variablen.

(d) Wir betrachten einen festen physikalischen Korper (kein Gas), z.B. ein Stiick
Eisen oder den menschlichen Kérper oder die Erdkugel. Dieser Kérper hat
eine Dichtem p. Bei einem Stiick Metall wird diese vermutlich fast tiberall
den gleichen Wert haben, aber bei beim menschlichen Korper oder bei der
Erdkugel variiert die Dichte, d.h. sie ist ortsabhéngig. (Stein hat eine hohere
Dichte als Wasser; also erwarten wir im Himalaya eine hohere Dichte als im
Ozean. — Beim menschlichen Koérper haben verschiedene Sorten von Gewe-
be verschiedene Dichten. Dieses nutzt man in der Computertomographie,
um Tumore, die eine andere Dichte als das umliegende Gewebe haben, zu
finden.) Ist D C R? also das Volumen, in dem wir die Dichte betrachten, so
ist

o: D — R, o(z,y, z) := ,Dichte im Punkt (z,y, 2)"

eine Funktion mit drei Variablen.

(e) Betrachten wir eine chemische Reaktion an der zwei Substanzen A und B
beteiligt sind, und die als Ergebnis eine dritte (neue) Substanz C' liefert.
Welche Menge ¢ wir von der Substanz C' erhalten, hangt davon ab welche
Mengen a und b der Substanzen A bzw. B an der Reaktion beteiligt waren.
Wurde die chemische Reaktion mathematisch mit einer Reaktionsgleichung
modelliert und man 16st diese, so erhélt man eine Funktion, die die Menge
¢ der Substanz C' in Abhéngigkeit von den Mengen a und b der Substanzen
A bzw. B beschreibt. Wir haben also eine Funktion

,Menge der Substanz c
nach der Reaktion der
Mengen a und b der

der Substanzen A bzw. B“

¢ : [0, 00[ %[0, 00[— [0, 00], c(a,b) :=

mit zwei Variablen.

Wir fiihren nun den Begrift des Graphen einer Funktion ein, mit dem wir reelle
Funktionen dann geometrisch veranschaulichen kénnen.

Definition 2.5. (Graph)
Ist f : D —Y eine Funktion, so heifst die Menge

L(f):={(z, f(x)) : z €D}
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der Graph von f.
o Sind DY C R, so ldsst sich der Graph von f als Schaubild in einem
kartesischen Koordinatensystem darstellen.

e Sind D C R?2 und Y C R, so kann man den Graphen von von f als
Fldche tiber der (x,y)-Koordinatenebene veranschaulichen.

Der Symbol , I ist ein grofser griechi- €
scher Buchstabe, genannt ,,gamma®“. In 3+-e(1,3)

Anhang [C] finden Sie eine Tabelle aller
griechischen Buchstaben.

Im nebenstehenden Bild haben wir die 1 :I%
geordneten Paare (1,3) und (3,1) als
Punkte in einem kartesischen Koordina-
tensystem dargestellt. T

Betrachten wir ein Beispiel fiir den Graph einer Funktion.

Beispiel 2.6. (Graph einer Funktion)
(a) Beispiel fiir Funktion f: D - R mit D CRund Y CR

|_ Graph von f(x) = x2

Die quadratische Funktion
fiRSR, fo)=a?
hat den Graph
U(f) = {(z,2*) : z€R}.

Dieser ist im Bild rechts veran-
schaulicht.

(b) Beispiele fiir Funktionen f: D — R mit D CR? und Y C R
Der Graph der Funktion

fiRE= R, flzy) =2 -y
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zweier Variablen ist unten links veranschaulicht.
Der Graph der Funktion

f:R2—>R, flz,y) = x2+y2

zweler Variablen ist unten rechts veranschaulicht.

iy

)
bn,

A
\v\“\\\?“-f""\"fl}-:""[l i)
SR
_ w:;%:‘gr g

Bemerkung 2.7. (Kurven und Graphen von Funktionen)
A?/
Wann ist ein Schaubild einer Kurve
die Darstellung des Graphen einer
reellen Funktion f : D — Y mit
DY CR?

Wenn die Kurve mit jeder Parallelen
zur y-Achse hochstens einen Schnitt- >
punkt hat.

Beispiel: Eine Kreislinie (vgl. das Bild
rechts) ist also kein Graph einer Funk-
tion.

2.2 Polynomfunktionen und rationale Funktionen

In diesem Teilkapitel betrachten wir Polynomfunktionen und rationale Funktio-
nen. Dabei lernen wir auch das Verfahren der Polynomdivision kennen.
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Definition 2.8. (Polynomfunktionen)
Seien n € Ny und ,Koeffizienten® ag, ay,as, . ..,a, € R mit a, # 0.

n

p:R— R, p(:r:):=ao+a1$+a2x2+...+anajn:Zakxk,

k=0

heifit eine (reelle) Polynomfunktion vom Grad n (also Grad(p) = n).
Der Koeffizient a,, der hochsten Potenz x™ wird als Leitkoeffizent bezeichnet.

Betrachten wir einige Beispiele fiir Polynomfunktionen.

Beispiel 2.9. (Polynomfunktionen)
(a) p: R=>R,p(z):=1-523+30+72° —x=1422 523+ Taf,
hat den Grad 6.
(b) p:R =R, p(
(c) p: R =R, p

(d) p: R —= R, p(x) := 0, ist das Nullpolynom. Dieses hat per Definition den
Grad —oo.

=174 023 = 17, hat den Grad 0.

x)
z):=3+a?+4x—x* =3+ 4z, hat den Grad 1.

Notation 2.10. (Polynomfunktionen)
Es gelten die folgenden Bezeichnungen fiir Polynomfunktionen bis zum Grad 3:

Grad 0: konstante Polynomfunktion: p:R — R, p(z) := ay
Grad 1: lineare Polynomfunktion: p:R — R, p(x) :=ay+ a1 x

Grad 2: quadratische Polynomfunktion:

p:R =R, plx) :=ay+az+ asz?

Grad 3: kubische Polynomfunktion:

p:R=R, pla) =ay+az+az’+aza®

Was passiert, wenn man Polynomfunktionen miteinander multipliziert? Wir er-
halten wieder eine Polynomfunktion, deren Grad man explizit angeben kann.

Bemerkung 2.11. (Produkt von Polynomfunktionen)

Multipliziert man eine Polynomfunktion p von Grad n € N mit einer Polynom-
funktion ¢ vom Grad m € N, so ist das Produkt p-q wieder eine Polynomfunktion
und hat den Grad n + m.
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Definition 2.12. (Nullstelle einer Polynomfunktion)

Seip: R — R eine Polynomfunktion vom Grad > 1. z € R heifit eine (reelle)
Nullstelle von p, falls p(z) = 0 ist.

Beispiel 2.13. (Nullstelle von Polynomfunktion)
Die Polynomfunktion p: R — R, p(z) := 2° — 22* + 3z — 2, hat die Nullstelle
z =1, denn

p()=1"-2-1243-1-2=0.

Ist man an allen reellen Nullstellen einer Polynomfunktion interessiert, so mochte
man diese als Produkt linearer Faktoren und gegebenenfalls quadratischer Fak-
toren ohne Nullstellen schreiben. Dieses geht mit Hilfe des Verfahrens der Poly-
nomdivision und mittels der binomischen Formeln und quadratischer Erganzung.
Wir demonstrieren dieses fiir mehrere Beispiele

Beispiel 2.14. (Faktorisierung mittels Polynomdivision und quadrati-
scher Ergénzung)
(a) p: R—R, p(z):=223— 142>+ 102 + 2
Durch Probieren findet man, dass z = 1 eine Nullstelle der Polynomfunktion
p(x) =22% — 1422 + 102 + 2 ist:
p()=2-1"-14-14+10-14+2=2—-14+10+2 = 0.

Polynomdivision liefert:

(223 =142 +10z +2) : (z—1)=22>—- 122 -2
—(223 —22?%)
—122>  +10z 42
—(=122% +122)

—2x 42
—(—2z +2)
0

Also gilt

p(z) =22° —142* + 102 + 2
=(x—-1)(22° - 122 -2) =2(z — 1) (2* — 62 — 1).
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Wir formen den quadratischen Term mittels quadratischer Ergénzung und
den binomischen Formeln weiter um:
P —6r—1=2"-62+9-9—1=(z—3)*—10
———
= (x—3)2
— (z - 3)* — (V10)* = (z — 3 — V10) (z — 3+ V10),

wobel wir im letzten Schritt die dritte binomische Formel verwendet haben.
Also finden wir insgesamt

p(x):2(:z:—1)(:c—3—\/1_0) (m—3+\/1_0).

Es gibt drei reelle Nullstellen: z; =1, 9 = 3 + V10 und 23 = 3 — V/10.
M) p:R—=R, pla) =23—222+=z

Hier kann man den Faktor x ausklammern und sieht damit auch direkt,
dass x = 0 eine Nullstelle ist:

pl)=2"—-22"+zx =2 (2" —22+1)=z(z—1)%
wobei der letzte Schritt mit der zweiten binomischen Formel folgt. Es gibt
zwel reelle Nullstellen: 1 = 0 und 29 = 1.
(c) p:R—=R, plx):=23+22z

Hier kann man den Faktor z ausklammern und sieht damit auch direkt,
dass x = 0 eine Nullstelle ist:

p(r) =2+ 2z =2 (2* +2).

Der quadratische Termin erfiillt 22 +2 > 2 (weil Quadrate > 0 sind) und hat
damit keine reellen Nullstellen und léasst sich in R nicht weiter faktorisieren.
Wir finden also nur eine reelle Nullstelle z; = 0.

(d) p:R—=R, px) =z —222+1

Dieses ist eine quadratische Gleichung in z?

, ndmlich
pr)=a* =222 +1=(2")?—222+1=(2*—1)*= (. — 1)* (x + 1)%,

wobei wir zunachst die zweite binomische Formel und dann wegen der drit-
ten binomischen Formel 2 —1 = (z—1) (z+1) genutzt haben. Also erhalten
wir zwel verschiedene reelle Nullstellen, ndmlich 1 = 1 und 29 = —1.

Als Nachstes betrachten wir rationale Funktionen.
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Definition 2.15. (rationale Funktion)
Seien p: R — R und q : R — R Polynomfunktionen mit Grad(q) > 1. Die
Funktion

(x)

f:Dy =R, f(x) ::q—x)

mit der Definitionsmenge Dy = {x € R : q(z) # 0} heifit dann eine
rationale Funktion.

g

Bemerkung 2.16. (rationale Funktion)

Gilt Grad(p) > Grad(q) bei einer rationalen Funktion f : Dy — R, f(z) :=
p(z)/q(x), so ldsst sich f mit Hilfe von Polynomdivision auf die Form

= sS(T @

bringen, wobei s und r Polynomfunktionen sind mit

Grad(s) = Grad(p) — Grad(q),
Grad(r) < Grad(q).

Beispiel 2.17. (rationale Funktionen)

_x4+21:3+3562+4a:+1
- |

(a) f(z):

Da q(z) = x* + 1 keine Nullstellen hat ist D; = R. Mit Polynomdivision

erhalten wir:

2z —1
(zt +22% +32° +4x +1): ($2+1):$2+21’+2+xf+1
—(a? +a2%)
213 422 +4x  +1
— (223 +2 )
2 2z +1
— (222 +2)

2T —1

Also finden wir:
20 —1

241

flx)=2*+2r+2+
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2
xc—2x+1
b x) =
() f(o) =
Da der Nenner in ;1 = —1 und x5 = 1 Nullstellen hat, ist die maxima-

le Definitionsmenge Dy = R\ {—1,1}. Wir nutzen im Zéhler die zweite
binomische Formel und im Nenner die dritte binomische Formel:

-2z +1 (x —1)2 r—1
2 —1 (x—=1)(x+1) z+1
Nun formen wir geschickt um:
f(2) r—1 (z+1)—-2 az+1 2 2
xXr) = == = — — —_
r+1 r+1 r+1 x+1 r+1

Natiirlich liefert Polynomdivision das gleiche Ergebnis.

2.3 Grundlegende Eigenschaften von reellwerti-
gen Funktionen

Nullstellen betrachten wir auch fiir beliebige reellwertige Funktionen.

Definition 2.18. (Nullstelle eine reellwertigen Funktion)

Sei D eine Menge. Ist f : D — R eine Funktion, so ist z € D eine Nullstelle
von f, falls f(z) =0 ist.

Beispiel 2.19. (Nullstellen von reellwertigen Funktionen)

(a) f:R—=R, f(z):=2?+32+2=(z+1)(z+2), hat die beiden reellen
Nullstellen 1 = —1 und 29 = —2

1
(b) k:R\ {0} = R, k(z):= —, hat keine Nullstellen.
T

(c) g : R* - R, g(x,y) := zy, hat unendlich viele Nullstellen, nimlich alle
Punkte der Form (0,y) mit y € R und alle Punkte der Form (z,0) mit
xz € R.

(d) h:R3> =R, h(z,y,2) = 2?+y>+ 2% hat als einzige Nullstelle den Punkt
(z,y,2) = (0,0,0).

Alle weiteren Eigenschaften, die wir in diesem Teilkapitel besprechen, beschranken
sich auf reelle Funktionen, also auf Funktionen f : D — Y mit D C Rund Y C R.



2.3. Grundlegende Eigenschaften von reellwertigen Funktionen
40 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

Definition 2.20. (monotone Funktion)
Seien DY CR und f : D — 'Y eine reelle Funktion. Sei I C D ein Intervall.

(1) f heifit monoton wachsend auf I, falls fiir alle x1, x5 € I gilt:

r1 < Xy — f(SUl) < f(Ig)

(2) [ heifst monoton fallend auf I, falls fir alle x1,x5 € I gilt:

T < To — f(x1) > f(x9).

(3) f heifit streng monoton wachsend auf I, falls fir alle x1,x9 € I gilt:

1 < T — f(x1) < f(x9).

(4) [ heifit streng monoton fallend auf I, falls fiir alle x1, x5 € I gilt:

r1 < X2 — f(x1) > f(x2).

(5) Ist D ein Intervall und ist f auf ganz [ = D (streng) monoton wach-
send bzw. (streng) monoton fallend, so nennen wir f (streng) mono-
ton wachsend bzw. (streng) monoton fallend.

(6) Sei D ein Intervall. Dann heifst f : D — Y monoton (bzw. streng
monoton), falls f monoton wachsend oder monoton fallend (bzw. streng
monoton wachsend oder streng monoton fallend) ist.

Statt ,,(streng) monoton wachsend“ kann man auch ,(streng) monoton steigend*

sagen. Die Begriffe ,(streng) monoton wachsend und ,,(streng) monoton fallend*
sind in Abbildung [2.1] veranschaulicht.

Betrachten wir einige Beispiele, um uns die Begriffe (streng) monoton wachsend
und (streng) monoton fallend besser vertraut zu machen.

Beispiel 2.21. (lineare Polynomfunktion)
Die lineare Polynomfunktion f: R — R, f(x) := ax + ¢, ist:

e monoton wachsend und monoton fallend, wenn a = 0 ist;
e streng monoton wachsend, wenn a > 0 ist;

e streng monoton fallend, wenn a < 0 ist.

Dies sieht man von der geometrischen Anschauung her direkt an dem Graphen
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Abb. 2.1: Die Funktion im linken Bild ist streng monoton wachsend, und die
Funktion im rechten Bild ist streng monoton fallend.

der jeweiligen Funktion (vgl. Abbildung[2.2)). Formal weist man es wie folgt nach:
Seien x1, 2 € R mit 1 < x5. Dann gilt

axry+c<axs+c= f(xr), falls a >0,
f(xy) =% 0z1+c=c=0x9+c= f(x2), falls a =0,
axry+c>axs+c= f(xs), falls a <0,

wobei wir benutzt haben, dass aus x1 < a9 fiir a > 0 folgt, dass ax1 < axy ist,
und dass aus z1 < o fiir a < 0 folgt, dass ax; > ax ist (bei Multiplikation mit
negativen Zahlen kehrt sich das Ungleichheitszeichen um).

Beispiel 2.22. (Standardparabel)

Die Standardparabel f : R — R, f(x) := 22, ist nicht (streng) monoton wachsend
und ist auch nicht (streng) monoton fallend, denn es gilt

f(=2)=(=22=4>1=(-1=f(-1) mit —2< -1,
aber f(y=1"=1<4=2%= f(2) mit 1< 2.

Allerdings ist f : R — R, f(x) := 2?, streng monoton fallend auf ] — oo, 0] und
streng monoton wachsend auf [0, co[, denn:

e Seien w1,79 €] — 00,0] mit x; < x9 < 0. Dann gilt 22 > 23 (da aus
x1 < x9 < 0 folgt, dass 0 < —z9 < —2;1 und damit 0 < (—x2)? = 23 <
(—21)? = 2}) und somit ist f(z1) = 2% > 23 = f(x2). Also ist f auf

| — 00, 0] streng monoton fallend.
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Abb. 2.2: Der Graph der linearen Polynomfunktion f: R — R, f(z) :=ax + ¢,
mit @ > 0 (links) und a < 0 (rechts).

e Seien w1, x9 € [0, 00 mit 0 < x; < x9. Dann gilt 0 < :E% < ::r;% und somit ist
f(xy) = 2} < 23 = f(x2). Also ist f auf [0, 00] streng monoton wachsend.

Wir lernen nun weitere Eigenschaften von Funktionen kennen.

Definition 2.23. (periodische, gerade bzw. ungerade Funktion)
Seten DY CR und f: D — Y eine reelle Funktion.
(1) Sei L > 0. f heifit L-periodisch (d.h. hat die Periode L), falls fiir
alle x € D gelten:
(i)xre D = x+LeD,
(i) f(x+L)= f(z)
(2) [ heifit gerade, falls fir alle x € D gelten:
(i) xre D = —xe€D, und
(i) f(=x) = f(x)
(3) [ heifit ungerade, falls fir alle x € D gelten:
(i) xre D = —xe€D, und
(i) f(—z)=—f(x)

und

Was bedeutet es anschaulich, wenn eine Funktion gerade, ungerade oder L-periodisch
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: . ; 1 : : .

Abb. 2.3: Veranschaulichung des Graphen der Rechteckschwingung (2.1). An den
Sprungstellen bedeuten die ausgefiillten bzw. nicht-ausgefiillten Punkte, dass der
Funktionswert zu dem entsprechenden z-Wert durch den Wert im ausgefiillten
Punkt (und nicht durch den Wert im nicht-ausgefiillten Punkt) definiert ist.

ist? Dieses wird in der nédchsten Bemerkung erklért.

Bemerkung 2.24. (Anschauung von periodisch, gerade, ungerade)

(1) f ist genau dann L-periodisch, wenn der Graph von f beim Verschie-
ben um L nach rechts oder links in sich selbst iibergeht. — Anders aus-
gedriickt konnen wir den Graph einer L-periodischen Funktion zeichnen,
indem wir den Graph zunéchst auf einem beliebigen Intervall der Lange
L zeichnen und dann immer fortgesetzt Kopien dieses Graphen rechts
und links an das urspriingliche Stiick des Graphen heften.

(2) f ist gerade genau dann, wenn der Graph von f achsensymmetrisch zu
der y-Achse ist (d.h. bei Spiegelung an der y-Achse geht der Graph in
sich selbst iiber).

(3) f ist ungerade genau dann, wenn der Graph von f punktsymmetrisch
zum Ursprung ist (d.h. rotiert man den Graph um dem Punkt (0,0) um
180°, so geht er in sich selbst iiber).

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 2.25. (Rechteckschwingung)
Die Rechteckschwingung (siche Abbildung ist wie folgt definiert: f : R — R

mit
-1, wenn x € 2k — 1,2k fir k € Z,
flz) = . (2.1)
1, wenn =z € [2k,2k+ 1] fir k € Z.

Sie ist periodisch mit der Periode L = 2, denn: Fiir jedes x € [2k — 1,2k]|
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—  Graph von f(x) = x° — Graph von f(x) = x

8,

3

6,

y 4

Abb. 2.4: Veranschaulichung der Graphen der Funktionen f : R — R, f(z) := 2?
(links) und f: R — R, f(z) := 23, (rechts).

)

ist  +2in [(2k — 1) + 2,2k + 2[= [2(k + 1) — 1,2(k + 1)[, und somit gilt
f(z) = f(xr +2) = —1. Analog ist fir z € [2k,2k 4+ 1] der Punkt z + 2 in
2k+2, (2k+1)4+2[= [2(k+1),2(k+1)+1[, und damit gilt f(z) = f(z+2) = 1.
Dieses zeigt die Periodizitdt mit der Periode L = 2.

Beispiel 2.26. (gerade bzw. ungerade Funktionen)
(a) Die Funktion f: R — R, f(z) := 22, ist gerade, denn (i) es gilt fiir jedes
z € Rauch —z € R und (ii) f(—z) = (—2)? = ((—1):6)2 = (=1)%2?% =
x? = f(x) fiir alle z € R.
(b) Die Funktion f: R — R, f(x) := 22, ist ungerade, denn (i) es gilt fiir jedes

xeRauch—xeRund() ( r) = ()} = (1))’ = (=1)3%3 =
—23 = — f(x) fiir alle z € R.

Die Graphen der beiden Funktionen sind in Abbildung [2.4] dargestellt.

2.4 Die klassischen Funktionen

In der folgenden Definition wird die Eulersche Zahl e vorerst als aus der Schule
bekannt vorausgesetzt. Es gilt e € R und e ¢ Q und e &~ 2,71828. Auch das Ver-
stdndnis des Ausdrucks e” fiir x € R setzen wir als aus der Schule bekannt voraus.
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(Siehe Anhang fiir eine elementare Einfiihrung zu Potenzen mit rationalem
Exponenten und Wurzeln.)

Definition 2.27. (Exponentialfunktion)

Sei e die FEulersche Zahl.
Die Funktion

x

—  Graph von f(x) =

X

exp: R — R, exp(z) := e,

heifit die Exponentialfunktion.

N W R U1 N g

K

6 -5 -4 -3 -2 ‘10 1 2

Die Exponentialfunktion hat die folgenden wichtigen Eigenschaften:

(1) exp(x) > 0 fiir alle x € R

(2) exp(x +y) = exp(x) - exp(y), also e*T¥ = e €Y, fiir alle x,y € R

(3) exp(0) =€’ =1

(4) Wenn x; < x5 ist, dann gilt exp(x1) < exp(x2), also e < e*2, d.h. exp ist
streng monoton Wachsend.

Wir setzen voraus, dass die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus,
sin: R — R und cos: R — R,

aus der Schule bekannt sind. Die Graphen dieser Funktionen sind in Abbildung
dargestellt. Fiir eine Einfiihrung des Bogenmafses und des Sinus und Cosinus als
Funktionen am Einheitskreis lesen Sie bitte Anhang dieses Skripts.

Wir halten einige wichtige Eigenschaften des Sinus und des Cosinus fest:

(1) Sinus und Cosinus sind 27-periodisch:

sin(z 4 2m) = sin(x) und cos(z + 2m) = cos(x) fir alle x € R.

(2) sin*(x) + cos?(z) = 1 fiir alle z € R.
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|— Graph von f(x) = sin(x) | |— Graph von f(x) = cos(x) |
1,
i 0.5 Y 5

Abb. 2.5: Veranschaulichung der Graphen der Funktionen Sinus (links) und Co-
sinus (rechts).

(Dabei bedeutet sin?(z) := [Sin(x)}z und cos?(z) = [COS(:E)]2.)
(3) Additionstheoreme: Fiir alle x,y € R gelten

sin(x 4+ y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y),
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y).
(4) Der Sinus ist ungerade, und der Cosinus ist gerade:

sin(—z) = —sin(x) und cos(—x) = cos(x) fir alle z € R.

(5) cos(z) = sin (m + g) fiir alle x € R.

Viele weitere Eigenschaften von Sinus und Cosinus lassen sich aus den oben aufge-
listeten Eigenschaften herleiten bzw. finden sich in geeigneten Formelsammlungen.

Durch Quotientenbildung erhélt man aus dem Sinus und Cosinus die Funktionen
Tangens und Cotangens.

Definition 2.28. (Tangens und Cotangens)

Tangens: tan: Dy, — R, tan(z):= sin(z)

cos(x)’

mit Dy = {z € R : cos(x)#O}:R\{ngkﬂ ; kEZ},
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|—Graph von f(x) = tan(x)| |—Graph von f(x) = cot(x)|
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Abb. 2.6: Veranschaulichung der Graphen der Funktionen Tangens (links) und
Cotangens (rechts) zusammen mit ihren Asymptoten (in rot).

Cotangens: cot: Dy — R,  cot(x) := C?Séx)) ’
sin(x

mit Doy = {z € R : sin(z) £0} =R\ {km : ke Z}.

Die Graphen der Funktionen Tangens und Cotangens sind in Abbildung dar-
gestellt.

Aus der Exponentialfunktion lassen sich die folgenden Funktionen herleiten.

Definition 2.29. (Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus)
Sinus hyperbolicus: sinh : R — R, sinh(z) := (ez — efx)

Cosinus hyperbolicus: cosh: R — R, cosh(x) := (ez + efx)

N = DN —

Die Graphen von sinh und cosh sind in Abbildung 2.7 dargestellt.

Wir halten einige wichtige Eigenschaften dieser Funktionen fest:
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|—Graph von f(x) = sinh(x)| |—Graph von f(x) = cosh(x)|
20 207
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4 3 -2 -10 1 2 3 4
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Abb. 2.7: Veranschaulichung der Graphen der Funktionen Sinus hyperbolicus

(links) und Cosinus hyperbolicus (rechts).

(1) Im Punkt x = 0 sind die Funktionswerte

1 1

sinh(0) == (" —e ") ==(1-1) =0,
2 2
1 1

cosh(0) = 3 (" +e") = 5 (14+1)=1.

(2) sinh ist ungerade, denn fiir alle z € R gilt
. 1, 1 _ :
sinh(—x) = 5 (e —e€") = — 5 (e" —e ") = —sinh(z).

cosh ist gerade, denn fiir alle x € R gilt

cosh(—z) == (e +¢") = % (e” +e™) = cosh(z).

DO | —

(3) Additionstheoreme: Fiir alle z,y € R gelten:
sinh(x + y) = sinh(z) cosh(y) + cosh(x) sinh(y),
cosh(x + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y).

(4) cosh®(z) — sinh?(x) = 1 fiir alle z € R.
(Dabei bedeutet sinh?(z) := [Sinh(;r:ﬂ2 und cosh?(z) := [cosh(:z:)]Q.)
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Viele weitere Eigenschaften des Sinus hyperbolicus und des Cosinus hyperbolicus
lassen sich aus den oben aufgelisteten Eigenschaften herleiten bzw. finden sich in
geeigneten Formelsammlungen.

L—
w

N—

L—

Zur Ubung beweisen wir die erste Eigenschaft in und die Eigenschaft |(4);

Beweis der ersten Eigenschaft in .' Seien z,y € R. Nach der Definition von
sinh und cosh und wegen e® €Y = e* gelten

(exey —ee Y +e el — e*xe*y)

sinh(x) cosh(y) = % (" —e™) - % (e¥ 4 e7Y)
= i(ezey +e'e Y —e el —e TeY)
i (e"V 4"V — e — "),
: 1 a1 ~
cosh(z) sinh(y) = 3 (e"+e)- 5 (¥ —e7Y)
1
4
1
4

(6x+y _ ezfy + efory . efx—y)‘
Damit folgt

sinh(z) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)

1 1
— Z (ex—l—y 4 ety _ e—a:—i—y _ e—x—y) + Z (€x+y — ey + €—x+y _ e—x—y)
1 1
=3 (" —e ) = 3 (e"™ — e~ ")) = sinh(z + y).
Der Beweis der zweiten Gleichung in ist analog. ]

Beweis von [(4): Sei x € R. Wir nutzen zunéchst, dass sinh ungerade und cosh
gerade ist (Eigenschaft oben) und danach die zweite Eigenschaft in [(3)}

cosh?(x) — sinh?(z) = cosh(z) cosh(x) — sinh(z) sinh(z)

= cosh(z) cosh(—x) + sinh(x) sinh(—z)  (wegen
= cosh(x — x) = cosh(0) = 1, (nach |(3)| mit z = z,y = —x)

womit bewiesen ist. L]
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|— Graph von f(x) = tanh(x) | |— Graph von f(x) = coth(x) |
1 4-
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4 b 2 4 4 P 0 2 4
X X
-0/5- 2
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Abb. 2.8: Veranschaulichung der Graphen der Funktionen Tangens hyperbolicus
(links) und Cotangens hyperbolicus (rechts) zusammen mit ihren Asymptoten (in
rot).

Durch Quotientenbildung erhalten wir die folgenden Funktionen.

Definition 2.30. (Tangens hyperbolicus, Cotangens hyperbolicus)
sinh(z)
cosh(x)
cosh(x)
sinh(z)

Tangens hyperbolicus: tanh : R — R, tanh(z) :=
x

Cotangens hyperbolicus: coth : R\ {0} = R, coth(z) :=

Die Graphen der Funktionen tanh und coth sind in Abbildung [2.8] dargestellt.

Als Letztes betrachten wir die Betragsfunktion.

Definition 2.31. (Betragsfunktion)

Die Funktion
x  fiirz >0,
[RSR, f(@) =] = ..
—x  fiirx <0,

heif$t die Betragsfunktion.
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|— Graph von f(x) = |x||
3,

Abb. 2.9: Der Graph der Betragsfunktion f: R — R, f(z) := |z|.

Der Graph der Betragsfunktion ist in Abbildung veranschaulicht.

Die Betragsfunktion hat die folgenden wichtigen Eigenschaften:
(1) |z| > 0 fur alle z € R.

(2) |z-y| = |z|- |y fiir alle z,y € R.

(3) |z| = Va2 fiir alle z € R.

(4)

4) Fiir z,y € R ist |x — y| der Abstand von x und y auf der Zahlengeraden.

2.5 Die Umkehrfunktion

Wir fithren nun die wichtigen neuen Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv ein.

Definition 2.32. (injektiv, surjektiv und bijektiv)
FEine Funktion f: D —'Y heifst:

(1) injektiv, wenn die Gleichung f(x) =y fiir jedes y € Y hochstens eine
Losung in D hat.

(2) surjektiv, wenn die Gleichung f(x) = y fir jedes y € Y mindestens
eine Losung in D hat.
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5

\)

f1 fo

D Y] D Ys

(a) injektiv, nicht surjektiv (b) surjektiv, nicht injektiv

/3 f4

S
e

D Y,
(c) bijektiv (d) nicht injektiv, nicht surjektiv
Abb. 2.10: Veranschaulichung der Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv.

(3) bijektiv, wenn die Gleichung f(x) = y fir jedes y € Y genau eine
Léisung in D hat (d.h f ist bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist).

Die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv sind in Abbildung illustriert.

Bevor wir Beispiele betrachten, fithren wir noch den Begriff der Bildmenge ein.

Definition 2.33. (Bildmenge)
Sei f: D —Y eine Funktion. Die Menge

By = f(D) == {f(x) : = D}

heifst die Bildmenge von f.
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Bemerkung 2.34. (Bildmenge und surjektiv)

By = {f(z) : x € D} ist eine Teilmenge von Y und besteht aus allen Funk-
tionswerten von f : D — Y also aus allen y € Y, fir die Gleichung f(x) = y
10sbar ist. f ist surjektiv genau dann, wenn By =Y ist. Ist f nicht surjektiv,
so kann man f surjektiv machen, indem man die Zielmenge Y durch die Bild-
menge By ersetzt. Man erhdlt dann eine neue surjektive Funktion g : D — By,
g(x) := f(x), die mit f bis auf die Zielmenge {ibereinstimmt.

Untersuchen wir nun einige Beispiele hinsichtlich dieser fiir uns neuen Eigenschaf-
ten von Funktionen.

Beispiel 2.35. (injektiv, surjektiv und bijektiv)

(a) f:N—=N, f(z) := 2% ist injektiv aber nicht surjektiv. Die Bildmenge By
ist die Menge der Quadratzahlen.

Begriindung: Fiir y € {1,2,3,...} betrachten wir die Gleichung z* = y und
suchen Losungen in N.

Fall 1 : y ist Quadratzahl, d.h. y € {1%,22,32,...} = {1,4,9,...}. Dann
hat 22 = y die eindeutige Losung x = vy €N.

Fall 2: y € N, aber y ist keine Quadratzahl. Dann hat 2> = y keine Losung
in N.

Also hat 22 = y fiir y € N hochstens eine Losung « € N, d.h. f ist injektiv.
Da By = {n? : n € N} # Nist, ist f aber nicht surjektiv.

(b) f:R —= R, f(z) := 2%, ist nicht injektiv und nicht surjektiv. Die Bildmenge
ist By = [0, oo
Begriindung: Fiir y € R suchen wir reelle Losungen von 22 = y.
Fall 1: y < 0. Dann ist 22 = y nicht 16sbar in R. Also ist f nicht surjektiv.
Fall 2: y = 0. Dann hat 22 = 0 genau die Losung x = 0.

Fall 3: 4 > 0. Dann hat 2 = y zwei reelle Losungen néamlich z; = vy und
ry = —,/y. Also ist f nicht injektiv.
Aus Fall 1 bis 3 folgt, dass By = [0, oo[.
(¢) f:R —[0,00[, f(x) := 2?2, ist nicht injektiv aber surjektiv.
Begriindung: Fiir y € [0, oo suchen wir reelle Losungen von 22 = y.
Fall 1: 4y = 0. Dann hat 22 = 0 genau die Losung x = 0.

Fall 2: 4 > 0. Dann hat 2 = y zwei reelle Losungen néamlich z; = vy und

To = —\/Y.
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Also hat f fiir jedes y € [0, oo mindestens eine Losung € R der Gleichung
2?2 =y, d.h. f ist surjektiv. Da es fiir y > 0 aber zwei Losungen zu 22 = y

gibt, ist f aber nicht injektiv.
f:[0,00[ = [0,00[, f(x) := 2%, ist bijektiv.

Begriindung: Fiir y € [0, co[ suchen wir jetzt nicht-negative reelle Losungen
x der Gleichung z? = y. Fiir jedes y > 0 gibt es genau eine solche Losung
namlich z = | /y. Also ist f bijektiv.

Nun konnen wir den Begriff der Umkehrfunktion einfiihren.

Funktion) f~! von f definieren:

Definition 2.36. (Umkehrfunktion)

Ist f : D — Y biyektiv, so existiert zu jedem y € Y genau eine Lisung
x € D von f(x) =y. Damit konnen wir die Umkehrfunktion (oder inverse

f1:v - D, fHy) := ,eindeutige Losung x von f(x) =1y in D

Die Umkehrfunktion ist dann bijektiv und es gilt (f~1)~1 = f.

Achtung: Die Notation f~! fiir die Umkehrfunktion einer bijektiven Funktion f

hat nichts mit 1/f zu tun!

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 2.37. (Umkehrfunktion)

Die Funkt1on f 0,00 — [0, 00]

f(x) := 22, ist nach Beispiel --
bijektiv. Fur y > 0ist ¢ = /y die

eindeutige nicht-negative Losung von
x? = y. Also ist

f7Ha[0,00[ = [0,00[, f7H(y) = VY.

die Umkehrfunktion von f.

|— Graph von ﬁ|
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— Graphen von f(x) =2 x+ 1 und

2 .
— Graph f(x) = x" fir 0 < xund
raphen von f(x) = x" fiir X un seiner Umkehrfunktion

— seiner Umkehrfunktion g(x) = x

g =ix-1
4] 2 2
3,
y 21 /
2 3 4
1 X
() :
0 1 2 3 4
X

Abb. 2.11: Veranschaulichung des Graphen von f : [0, 00[— [0, 00[, f(z) := 2%,
(links) bzw. f : R — R, f(z) := 2z + 1, (rechts) zusammen mit dem Graphen
der jeweiligen Umkehrfunktion.

Beispiel 2.38. (Umkehrfunktion)
Die Funktion f: R — R, f(z) := 22 + 1, ist bijektiv, denn die Gleichung

y=2x+1 = y—1=2x — I~ — g

hat fiir jedes y € R genau eine Losung in R, ndmlich x = (y — 1)/2. Die Umkehr-
funktion ist gegeben durch

FLRSR, [y ==y

Bemerkung 2.39. (Graph der Umkehrfunktion)
Ist eine Funktion f bijektiv, so ergibt sich der Graph der Umkehrfunktion f~!
durch Spiegelung des Graphen von f an der Geraden y = x. Falls die Achsen

des Koordinatensystems nicht gleich skaliert sind, so muss man die Achsen
mitspiegeln. Dieses ist in Abbildung illustriert.
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Begriindung: Mathematisch zeigt man dieses wie folgt:

LY ={(v. ') : yeY}

={(f(@),f'(f(2) : =€ D} ={(f(x),z) : = €D},
wobel wir im ersten Schritt genutzt haben, dass sich jedes y € Y eindeutig
als y = f(x) mit x € D darstellen lésst, da f bijektiv ist. Im letzten Schritt

nutzen wir, dass aus der Definition der Umkehrfunktion f~!(f(z)) = z fiir
alle x € D folgt.

Der nachfolgende Hilfssatz liefert ein niitzliches hinreichendes (aber nicht notwen-
diges) Kriterium fir die Injektivitdt einer Funktion.

Hilfssatz 2.40. (streng monoton = injektiv)

Sei f: D — Y eine reelle Funktion, die streng monoton wachsend oder
streng monoton fallend ist. Dann ist f injektiv.

Beweis von Hilfssatz [2.40: Wir betrachten nur den Fall, dass f streng monoton
wachsend ist. Der Fall, dass f streng monoton fallend ist, geht analog.

Sei also f streng monoton wachsend, d.h. fiir alle 1,29 € D gilt:
1 < T — f(x1) < f(a2).

Angenommen, f wére nicht injektiv. Dann gébe es (mindestens) ein y € Y, fiir
das die Gleichung f(x) = y (mindestens) zwei Losungen 1 und xo mit 1 < 9
und f(z1) = f(x2) = y hat. Da f streng monoton wachsend ist, folgt nun aber
f(z1) < f(z2). 4 Das ist ein Widerspruch zu f(z1) = f(z2) = y. Da unsere An-
nahme, dass f nicht injektiv sei, zu einem Widerspruch gefiihrt hat, muss diese
Annahme falsch sein. Also ist f injektiv. O

2.6 Die Umkehrfunktionen der klassischen Funk-
tionen

Nun fiihren wir den natiirlichen Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponenti-
alfunktion ein.
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Definition 2.41. (natiirlicher Logarithmus)

—_— X
Die Ezxponentialfunktion Graph von f(x) = e
— Graph von g(x) = In(x)

und die Diagonale h(x) = x

Ihre Bildmenge ist y

exp: R—=R :
st streng monoton wachsend und
somit nach Hilfssatz[2.40 injektiv. 2]

Also ist exp : R — |0, 00[ bijektiv.

Bexp - exp(R) :]0’ OO[ /
3

Die Umkehrfunktion heifst der na- -1
turliche Logarithmus
=2
In :=exp ' :]0,00] = R.
=3-

—

Wir halten einige wichtige Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus fest:

In(z - y) = In(x) + In(y) fir alle z,y > 0.

4) In (—) = In(z) — In(y) fiir alle z,y > 0.
Y

5) In(z?) = p In(z) fir alle x > 0 und alle p € R.

An dieser Stelle fiihren wir noch die Exponentialfunktion und den Logarithmus

mit einer beliebigen Basis a € )0, 00[ \{1} ein.

Definition 2.42. (Exponentialfunktion und Logarithmus zur Basis a)

Sei a €]0,00[\{1}. Wir definieren die Exponentialfunktion zur Basis a

durch
exp, : R =10, ool exp,(z) :=a" :=¢

Diese Funktion ist bijektiv und thre Umkehrfunktion ist der Logarithmus zur

Basis a, gegeben durch

log, :]0,00[ = R, log,(y) =

In(a) x
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— 1)" —— Graph von f(x) = _In(x)
Graph von f(x) = (?j In(2)
I
— und Graph von g(x) = 2% — und Graph von g(x) = I:E)Z(;
8,
4,
y >

Abb. 2.12: Graphen von exp,(r) = 2% (blau) und exp; 5(z) = (1/2)" (rot) im
linken Bild, und die Graphen der zugehorigen Umkehrfunktionen log,(z) (blau)
bzw. log; 5() (rot) im rechten Bild.

In Abbildung sind die Graphen der Exponentialfunktion und der zugehorige
Logarithmus zur Basis a = 1/2 und a = 2 veranschaulicht.

Man iiberzeugt sich leicht, dass die Formel fiir log,(y) stimmt, indem man y = a”
(wobei per Definition a® = e™(®?) nach x auflost:

Yy = eln(@)z — In(y) = In (eln(“)x)
In(y
= In(y) = In(a) z = lngai = .

Nun betrachten wir kurz die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funk-
tionen. Dazu miissen wird uns zunachst iiberlegen, ob diese Funktionen jeweils
injektiv sind, bzw. mit welchen Einschrankungen an ihre Definitionsmenge diese
Funktionen jeweils injektiv werden. Weiter benotigen wir die Bildmenge der ge-
gebenenfalls eingeschréankten injektiven Funktion, da diese die Definitionsmenge
der Umkehrfunktion wird.

sin : R — R und cos : R — R sind weder injektiv noch surjektiv. Durch Ein-
schrankung der Zielmenge erreicht man Surjektivitdt, und durch Einschrankung
der Definitionsmenge erreicht man Injektivitat. Betrachtet man

S : {—g, g} — [—1,1], s(z) := sin(x),
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|— Graph von f(x) = arcsin(x) | |— Graph von f(x) = arccos(x) |

T
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2 X

Abb. 2.13: Veranschaulichung der Graphen von arcsin (links) und arccos (rechts).

c:[0,7] — [—1,1], c(x) := cos(x),

so sind s und ¢ bijektiv und haben jeweils eine Umkehrfunktion.

Definition 2.43. (Arcussinus und Arcuscosinus)
(1) Die Umkehrfunktionen von s : [=Z,2] — [=1,1], s(x) := sin(z), heift
Arcussinus und wird mit
. -1 ™ T
arcsin := s : [-1,1] — {——, —]
22
bezeichnet.
(2) Die Umkehrfunktionen von ¢ : [0,7] — [—1,1], ¢(z) := cos(z), heifit
Arcuscosinus und wird mit

arccos := ¢ ' : [—1,1] = [0, 7]

bezeichnet.

Die Graphen des Arcussinus und des Arcuscosinus sind in Abbildung darge-
stellt.

Der Tangens tan : Dy,, — R ist zwar surjektiv, aber nicht injektiv. Betrachtet
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|— Graph von f(x) = arctan(x) | |— Graph von f(x) = arccot( x) |
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Abb. 2.14: Veranschaulichung der Graphen arctan (links) und arccot (rechts) mit
ihren jeweiligen Asymptoten (in rot).

man . }_f f{ SR t(z) = tan(z),

so ist t bijektiv und hat eine Umkehrfunktion. Analog ist der Cotangens cot :
D.,t — R zwar surjektiv, aber nicht bijektiv. Betrachtet man

u 0, 7[— R, u(zx) := cot(x),

so ist u bijektiv und hat eine Umkehrfunktion.

Definition 2.44. (Arcustangens und Arcuscotangens)

(1) Die Umkehrfunktionen von t : |—3,Z[ — R, ¢(z) = tan(z), heift
Arcustangens und wird mit

™ T
t = t_l . R ]__7_|:
arctan — D)

bezeichnet.

(2) Die Umkehrfunktionen von u :0,7[— R, u(x) := cot(x), heifst Arcus-
cotangens und wird mit

arccot :=u ' : R — 0, 7|

bezeichnet.
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|—— Graph von f(x)= Arsinh(x)] |— Graph von f(x) = Arcosh(x)|
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Abb. 2.15: Der Graph von Arsinh (links) und der Graph von Arcosh (rechts).

Die Graphen des Arcustangens und Arcuscotangens sind in Abbildung ver-
anschaulicht.

Zuletzt betrachten wir kurz die Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funk-
tionen. Dazu miissen wird uns zunachst iiberlegen, ob diese Funktionen jeweils

injektiv sind, bzw. mit welchen Einschrankungen an ihre Definitionsmenge diese

Funktionen jeweils injektiv werden. Weiter benotigen wir die Bildmenge der ge-

gebenenfalls eingeschrinkten injektiven Funktion, da diese die Definitionsmenge

der Umkehrfunktion wird.

Der Sinus hyperbolicus sinh : R — R ist bijektiv.

Der Cosinus hyperbolicus cosh : R — R ist weder injektiv noch surjektiv, aber
die Funktion ¢ : [0, 00[ — [1, 00] ist bijektiv und hat somit eine Umkehrfunktion

Definition 2.45. (Areasinus und Areacosinus)

(1) Die Umkehrfunktion von sinh : R — R heifit Areasinus und wird mit
Arsinh :=sinh ™' : R — R bezeichnet.

(2) Die Umkehrfunktion von ¢ : [0,00[— [1,00[, ¢(z) := cosh(x), heift
Areacosinus und wird mit Arcosh := cosh™" : [1,00[ — [0, 00| bezeich-
net.

Die Graphen des Areasinus und des Areacosinus sind in Abbildung veran-
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|—— Graph von f(x) = Artanh(x) | |— Graph von f(x) = Arcoth(x)|
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Abb. 2.16: Der Graph von Artanh (links) und der Graph von Arcoth (rechts) mit
ihren jeweiligen Asymptoten.

schaulicht.

Die Tangens hyperbolicus und der Cotangens hyperbolicus sind beide injektiv, und
nach der Einschrankung der Zielmenge auf die Bildmenge erhalten wir jeweils eine
bijektive Funktion.

Definition 2.46. (Areatangens und Areacotangens)

(1) Die Umkehrfunktion von tanh : R — | — 1,1] heifst der Areatangens
und wird mit Artanh := tanh ™ :] — 1,1 — R bezeichnet.

(2) Die Umkehrfunktion von coth : R\ {0} — R\ [—1, 1] heifst Areacotan-
gens und wird mit Arcoth := coth™ : R\ [=1,1] — R\ {0} bezeichnet.

Die Graphen des Areatangens und des Areacotangens sind in Abbildung
veranschaulicht.

Die Eigenschaften und Graphen der Areafunktionen kénnen direkt aus den Ei-
genschaften und Graphen von sinh(z), cosh(x), tanh(x) und coth(x) hergeleitet
werden. Beispielsweise wissen wir, dass die Geraden g(x) = —1 und h(z) = 1
horizontale Asymptoten fiir tanh(z) und coth(z) sind. Daher wissen wir, dass die
vertikale Linie durch (—1,0) und die vertikale Linie durch (1,0) beide vertikale
Asymptoten von Artanh(x) und Arcoth(z) sind.
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Zur Ubung leiten wir eine explizite Darstellung fiir den Areasinus her.

Beispiel 2.47. (explizite Formel fiir Arsinh(x))

Wir wollen eine explizite Darstellung der Umkehrfunktion Arsinh(z) von sinh(z)
finden. Dazu setzen wir sinh(z) = y und lésen nach x = Arsinh(y) auf:

xT —x

sinh(x) = % =y = et —e ' =2y,
und mit der Substitution z = e* erhalten wir
1
z2——=2y |-z — 22—1:2yz)—2yz
z
— 22 —2yz—1=0
— (22—2yz+y2)—1—y220
2. binom.
Formel
1 2 2\ _
= (z—y)*—(14+y*)=0
3. binom.
Formel

& oy VI (—y—VTH?) =0

— z=y=x \/ﬁy2
Daher sehen wir, dass gilt

e =z=yxt+1+19°
Weil e > 0 gilt und weil aus m > \/? = gy die Abschétzung
y— 1+ <y—y=0
folgt, konnen wir die Losung mit dem Minuszeichen ausschliefsen. Daher gilt
e”“":;ij\/Ty2 = azzln(er\/TyQ)
= Arsinh(y) =In (y + m%

und wir haben eine explizite Formel fiir Arsinh(x) hergeleitet.

2.7 Verkettung von Funktionen

Zuletzt lernen wir die Verkettung oder das ,nacheinander Ausfithren* von Funktio-
nen kennen. Wir werden dieses bendtigen, wenn wir die Kettenregel beim Ableiten
und die Substitutionsregel beim Integrieren besprechen.
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Definition 2.48. (Verkettung von Funktionen)

Seien f: D —Y und g : D — Z Funktionen. Ist By C ﬁ, so konnen wir die
Verkettung

gof:D—Z, (go f)(x):=g(f(x)),

definieren. ,go f“ wird als ,,g verkettet mit f* oder kurz als ,,g nach f* gelesen.

Die Idee hinter der Verkettung von Funktion ist in der nachfolgenden Skizze ver-
anschaulicht: Fiir die Bildmenge By = f(D) von f muss By C D gelten, damit
wir y = f(z) (fiir jedes x € D) in g(y) einsetzen diirfen.

9

\/’

gof

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 2.49. (Verkettung von Funktionen)
(a) Seien
f:R—R, f(x) :=sin(x),
g:R—>R, g(x) = 2°.
Dann gilt By = [-1,1] C R = D, und B, = [0,00[C R = Dy, und wir
erhalten die Verkettungen
gof:R—R, (go f)(x) = [Sin(a:)]Zzsin2(a:),
fog:R—=R, (f o g)(x) = sin(x?).
Insbesondere sehen wir, dass f o g # go f gilt.
(b) Seien
f:R =R, f(x) = e",
g:]0,00[ = R, g(z) == x.

Dann gilt By = ]0, 00[ C [0, 00[= D, und B, = [0,00] € R = Dy, und wir
erhalten die Verkettungen

gof:R—R, (9o flla) =Ver,
fog:]0,00] = R, (fog)(x)=ev".
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(c) Seien

f:1]0,00] = R, f(x) :=In(x),
g:R—R, g(x) = sin(z).

Dann gilt By = R C R = D, und wir erhalten
go f:]0,00[—= R, (9o f)(z) =sin (In(x)).

Da B, = [—1, 1] keine Teilmenge von D; =10, oo ist, ist fog nicht definiert.

Ein Sonderfall ist die Verkettung einer bijektiven Funktion mit ihrer Umkehrfunk-
tion.

Bemerkung 2.50. (Verkettung von Funktion und Umkehrfunktion)

Ist f: D — Y bijektivund f~!: Y — D die Umkehrfunktion von f, so sind
flof:D—=Dund fof':Y — Y definiert, und es gilt

(fflof)(x):ffl(f(ac)) =z fiir alle z € D,
(fof Ny =Ff(f"y) =y firalleyeY.
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KAPITEL 3

Komplexe Zahlen

Es ist unbefriedigend, dass quadratische Gleichungen der Form 2% + ¢ = 0 mit
¢ > 0 keine reellen Losungen haben. Daher fiihren wir in Teilkapitel [3.1] die kom-
plexen Zahlen als Erweiterung des Zahlbereichs der reellen Zahlen ein und lernen
die Grundrechenarten Addition, Multiplikation (und damit auch Division und
Subtraktion) kennen. Wir entwickeln auch bereits eine geometrische Anschauung
der komplexen Zahlen in der ,Gaufsschen Zahlenebene®.

In Teilkapitel werden wir sehen, dass nun alle quadratischen Gleichungen (mit
reellen Koeffizienten) mit Vielfachheit gezdhlt genau zwei komplexe (nicht not-
wendigerweise verschiedene) Losungen haben.

In Teilkapitel fithren wir dann die Polardarstellung der komplexen Zahlen ein.
Wir lernen, wie man zwischen der ,Normaldarstellung* (oder kartesischen Dar-
stellung) komplexer Zahlen und der Polardarstellung hin und her wechselt. Mit
Hilfe der sogenannten Euler-Formel konnen wir komplexe Zahlen in der Polardar-
stellung sehr bequem multiplizierten und dividieren. Beide Prozesse bekommen
nun auch eine einfache geometrische Anschauung.

In Teilkapitel betrachten wir beliebige komplexe Polynome vom Grad n und
lernen, dass diese (mit Vielfachheit gezahlt) immer jeweils n komplexe Nullstellen
haben. Speziell werden wir Gleichungen der Form z" = w mit einer vorgegebenen
komplexen Zahl w l6sen. Dieses fiihrt fiir w = 1 auf die n-ten Einheitswurzeln und
fiir beliebiges n auf ,,gedrehte und skalierte Kopien“ der n-ten Einheitswurzeln.

67
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3.1 Einfiihrung in die komplexen Zahlen

Motivation: Die Gleichung 22> + 1 = 0 hat in R keine Losung. Es war eine
geniale Idee von Carl Friedrich Gaufs (1777-1855), einfach so zu tun, als gébe
es eine Losung dieser Gleichung. Es ist klar, dass die Losung keine reelle Zahl
sein kann, sondern ein anderes Objekt sein muss. Wir nennen dieses Objekt die
imaginire Einheit und bezeichnen es mit i. Fiir ¢ gilt also i* = —1.

Definition 3.1. (komplexe Zahlen)

(1) Sei i die imagindre Einheit, d.h. es gelte i* = —1. Dann heifit ein
Objekt der Form
a+bi mit a,beR

eine komplexe Zahl. Die Menge der komplexen Zahlen wird mit
C:.= {a+bz’ . a,beR}

bezeichnet.

(2) Sind a +bi und ¢+ di mit a,b,c,d € R, so gilt per Definition

a+bi=c+di = a=cundb=d.

Bemerkung 3.2. (R als Teilmenge von C)

Die komplexen Zahlen enthalten die reellen Zahlen als Teilmenge, denn jede
reelle Zahl a kann man als a + 0 - 7 = a + 04 schreiben. Also gilt R C C.

Man kann mit komplexen Zahlen wie mit reellen Zahlen rechnen, wenn man i? =

—1 betrachtet. Betrachten wir dazu zunéchst einige Beispiele.

Beispiel 3.3. (Rechnen mit komplexen Zahlen)
(a) (14+2)+B—i)=14+34+2i—i=4+1

b) (14+24)-(3—i)=3—i+6i—2i® = 3+5i+2=5+5i
T

1v=-1

(¢) Um einen Bruch mit Nenner 3 — i zu vereinfachen, erweitern wir den Bruch
mit 3 + ¢ und vereinfachen:

1420 (1+24)(3+1i) 3+4i+6i+24
3—i  (3—=9)(34+14) 9 — 42
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70— (—1) 0 10 10"
2=—1

3+7i—2 1+47i 1 7
Warum haben wir mit 3 + ¢ erweitert? Durch diesen , Trick® wurde der

Nenner reell, namlich 10. Die Division durch 10 kénnen wir nun als Multi-
plikation mit 1/10 auffassen.

Die von uns bereits intuitiv angewendeten Rechenregeln sind korrekt, und wir
halten diese als Definition fest.

Definition 3.4. (Addition und Multiplikation komplexer Zahlen)
Seien a,b,c,d € R. Dann definieren wir:

(1) Addition in C: (a+bi)+ (c+di):=(a+c)+ (b+d)i

(2) Multiplikation in C: (a+bi)-(c+di):=(ac—bd)+ (ad+bc)i

Betrachten wir noch ein Beispiel.

Beispiel 3.5. (Addition und Multiplikation komplexer Zahlen)
(a) (5—60)+ (m+v2i)=(B+7m)+ (V2 —6)i
(b) (—v3—=34)-(2—-+3i) = —2v3+3i—64+334°
=—2v3-3i-3V3=-5V3-3i

Wir fiithren noch einige Bezeichnungen ein.

Definition 3.6. (Realteil und Imaginirteil, Betrag und konjugiert
komplexe Zahl)

Sei z=a+bi € C mita,beR eine komplexe Zahl. Folgende Bezeichnungen
sind tblich:
Re(z) :==a ist der Realteil von z,

Im(z) := ist der Imagindrteil von z,

|z| := v a®+ b? ist der Betrag von z,

Z:=a—b1 ist die zu z kongugiert komplexe Zahl.
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Achtung: Der Imaginérteil von z = a + b4 ist Im(z) = b (und nicht b7).

Beispiel 3.7. (Real-, Imaginérteil, Betrag, konjugiert komplexe Zahl)
Gegeben sei die komplexe Zahl

z2=2-3i=2+(-3)1.
Dann sind der Realteil bzw. der Imaginarteil von z
Re(z) =2  bzw. Im(z) = -3,
und der Betrag und die zu z konjugiert komplexe Zahl sind
2] = /224 (=32 =V13  bzw. z=2—(-3)i=2+3i.
Die zu Z konjugiert komplexe Zahl ist

z2=2-3i=2z.

Die komplexen Zahlen haben eine geometrische Anschauung.

Bemerkung 3.8. (Gauftsche Zahlenebene)
Jede komplexe Zahl z = a + bi (mit m A
a,b € R) ist durch das geordnete
Paar (a,b) € R? eindeutig bestimmt.
Daher ist es sinnvoll, sich z = a + b1 T (2) A 2
als Punkt (a,b) in einem kartesischen
Koordinatensystem, die sogenannte

Gaufische Zahlenebene, vorzustel- T E
len.

I I : >
Die x-Achse nennt man die reelle 1 Re(gz) Re

Achse (beschriftet mit Re), weil auf T
ihr die reellen Zahlen liegen. Die y- :
Achse heifst die imagindre Achse Y .
(beschriftet mit Im).

Der Betrag |z| = v/a? + b? ist der Abstand von z = a + bi (also von dem
Punkt (a,b)) zum Nullpunkt.

Die zu z = a+b1i konjugiert komplexe Zahl Z = a—bi (also der Punkt (a, —b))
entsteht durch Spiegelung von z = a + b (also dem Punkt (a,b)) an der
reellen Achse.
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Bei der Addition zweier komplexer Zahlen z = a+b7 und w = c+d1, also der
Punkte (a, b) und (¢, d) erhalten wir die komplexe Zahl z4+w = (a+c)+(b+d) i,
also den Punkt (a + ¢,b+ d).

Beispiel: Wir haben die komplexe Zahl z = 3+2 ¢ und ihre konjugiert komplexe
Zahl Zz = 3 — 24 in der Skizze rechts oben in der Gaufischen Zahlenebene
veranschaulicht.

Wir halten einige Rechenregeln fiir komplexe Zahlen fest.

Hilfssatz 3.9. (Rechenregeln fiir komplexe Zahlen)
Fiirw, z € C gelten:
(1) wFz=w+7% Im A
(2) w-z=w-Z
(3) Z==z
1
(4) Re(z) = 35 (= +2), ] =T
z
1
_ (s )
Im(z) = - (z—2) 5
() 2e€R & Im(2) =0 & z2=72 2| ) .
(6) 2] = |+ s
e 2 "//
(1) 2z =2 / _
(8) |2 w| = |2 - |w] Re
(9) Dreiecksungleichung: |z + w| < |z| + |w|
(10) Untere Dreiecksungleichung: ‘ 12| — |w| ‘ < |z + w|

Die Dreiecksungleichung ist in der Abbildung neben Hilfssatz[3.9]illustriert: Es
ist anschaulich klar, dass die Lange |z + w| einer Seite der Dreiecks immer kleiner
als die (oder gleich der) Summe der Léngen |z| und |w| der beiden anderen Seiten
seln muss.

Beweis von Hilfssatz [3.9: Die Rechenregeln in Hilfssatz [3.9] zeigt man durch di-
rektes Nachrechnen, wobei die Beweise von [(9)] und anspruchsvoll sind. [

Da im Hilfssatz die komplexen Zahlen z und w auch reell sein diirfen (da
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R C C ist), gelten alle Aussagen in Hilfssatz auch fiir reelle Zahlen. Fiir
r € Rist z = 2+ 04 und somit |z| = v22 + 02 = V22 = |z, d.h. der Betrag von
r € R C C ist der aus der Schule bekannte (Absolut-)Betrag einer reellen Zahl.

Also gelten insbesondere Eigenschaften [(8)] [(9)] und in Hilfssatz[3.9| auch fiir
den (Absolut-)Betrag reeller Zahlen.

Bemerkung 3.10. (Quotienten/Division komplexer Zahlen)
Aus Hilfssatz folgt fiir jedes z # 0 durch Erweitern mit z:

z z

%: _F (3.1)

I
8]
E

Do

Analog folgt fiir den Quotienten w/z zweier komplexer Zahlen w und z mit
z # 0 durch Erweitern mit z, dass

wo ow-zZ  w-z 1

- = = = ‘w -z 3.2

z  z-Z  |z)? |2|? s (3:2)
€R

gilt. Im rechten Ausdruck in (3.1)) und ist der Nenner nun reell, und wir
konnen die Multiplikation der komplexen Zahlen im Zahler wie iiblich mit De-
finition ausfithren und erhalten eine Zahl in der ,jiblichen* Darstellung
a + bt einer komplexen Zahl.

Wir sehen also: Um den Quotienten w/z zweier komplexer Zahlen w und z
mit z # 0 in die iibliche Form a 4 b¢ zu bringen, erweitern wir mit der zum
Nenner z konjugiert komplexen Zahl Z.

Betrachten wir noch zwei Beispiele fiir die Division komplexer Zahlen.

Beispiel 3.11. (Division komplexer Zahlen)

1 : = : :
(a) Um = zu berechnen erweitern wir mit ¢ = —i, also — = =) = — = —ti
7 i (1 —1

(b) Um den Quotienten

4+51
3— 24

zu berechnen, erweitern wir mit 3 — 27 = 3 + 27 und erhalten

4+5i  (4+5i)(3+20) 124150 +8i+ 104

3—2i (3—24)(3+2i) 32 + (—2)?
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12423010 24230 2 23

13 3 13 13"

Bemerkung 3.12. (Erweiterung des Zahlenkérpers)

Wir bemerken, dass die Einfiihrung der komplexen Zahlen zur Erweiterung des
Zahlenkorpers der reellen Zahlen eigentlich nicht so geheimnisvoll ist, denn wir
haben solch eine Vorgehensweise bereits frither in der Schule kennengelernt:

(1) Da z +1 = 0 in Ny keine Losung hatte, wurden die negativen Zahlen
(und damit die ganzen Zahlen Z) eingefiihrt.

(2) Da die Gleichung 2z = 1 keine Losung in den ganzen Zahlen Z hat,
wurden die Briiche (also die rationalen Zahlen Q) eingefiihrt.

(3) Da 2? = 2 keine Losung in den rationalen Zahlen Q hat; wurden die
irrationalen und damit die reellen Zahlen R eingefiihrt.

Wir sehen also, dass die Einfithrung der komplexen Zahlen nichts ,Obskures®
sondern nur eine Weiterentwicklung unserer iiblichen Vorgehensweise ist.

Achtung: Die komplexen Zahlen sind nicht angeordnet, d.h. es gibt (im Ge-
gensatz zu den reellen Zahlen) keine Relation ,,<“ auf C.

3.2 Das Losen quadratischer Gleichungen

Wir kommen nun auf quadratische Gleichungen 2> + px + ¢ = 0 mit p,q € R
zuriick und werden zeigen, dass jede solche Gleichung mit Vielfachheit gezahlt
in C genau zwei nicht notwendigerweise verschiedene komplexe Losungen hat.

Betrachten wir also eine beliebige quadratische Gleichung
ar’+br+c=0 (3.3)

mit a,b, c € R, wobei a # 0 ist. Wir diirfen auf beiden Seiten durch a # 0 teilen
und erhalten somit

=0 = > +pr+q=0 (3.4)

mit p,q € R. Es reicht also aus, Gleichungen der Form (3.4)) zu betrachten.
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Mittels der quadratischen Ergénzung und der ersten binomischen Formel erhalt
man

0=a>+px+gq
Y P\? 1A%
(ke () -0
<x+ 2x+ 5 ) 5 +4q

2

S B (SRS ETIE

i.D
e Fall D = 0: Ist D = 0, so vereinfacht sich die Gleichung zu
_ 13)2 _ P

und diese einzige reelle Losung hat die Vielfachheit 2, weil der Faktor
x + ‘g mit der Potenz 2 auftritt. Mit Vielfachheit gezéhlt haben wir also

zwel reelle Losungen.

e Fall D > 0: Fiir den Fall, dass D = 12 —q > 0 gilt, erhalt man mit der
dritten binomischen Formel aus (3.5)) die Gleichung

0= <:1:+§+\/5) <x+§—\/5>

B p p? p p?
<x+2+ 1 q)(m+2 1 q),

deren zwei reelle Losungen die aus der Schule bekannte p-q-Formel sind:
Tr=—5—\ 74 und To = —

e Fall D < 0: Mit den komplexen Zahlen kénnen wir nun auch den Fall

2
p
D=——-¢q<0
1 q

behandeln. Dazu schreiben wir

2 2 2
p p 2 p
D:—— = — _— pr —_——

N’
=—D>0

und erhalten mit der dritten binomischen Formel aus (3.5))
2

0= <x+g)2—i2 (q—%)
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2
= <x+§+i q%) <az+gz qp—>.

Fiir D < 0 erhalten wir also die beiden komplexen, nicht-reellen Losungen

2 / 2
azlz—g—i q—% und asgz—g+z' q—%.

Wir beobachten, dass jede der beiden Losungen jeweils die zur anderen
Losung konjugiert komplexe Zahl ist.

DN

Natiirlich muss man die Formeln fiir die Losungen in den drei Fallen nicht aus-
wendig lernen! Statt dessen sollte man sich die Vorgehensweise mit quadratischer
Ergénzung, Anwendung der binomischen Formeln, fiir D < 0 das Umschreiben
von D = i? - (—D) und zuletzt die Anwendung der dritten binomischen Formel
merken. — Wir halten unsere Ergebnisse in einem Satz fest.

Satz 3.13. (Losungen quadratischer Gleichungen)

Jede quadratische Gleichung ax®> +bx +c=0 mita,b,c € R, wobei a # 0,
hat in C genau zwei nicht notwendigerweise verschiedene Lésungen
x1,x9 € C, d.h. es gilt

O=ax*+br+c=(z—x1)(x— x9).
Dabei konnen nur die folgenden drei Faille auftreten:

o 11,72 € R mit x1 # x9 (2wei verschiedene reelle Losungen)
o 1,79 € R mit x1 = xo (eine reelle Losung mit Vielfachheit 2)

o 1,15 € C\ R mit T3 = 1 (zwei verschiedene komplexe, nicht reelle
Liosungen, die konjugiert komplex zueinander sind)

Betrachten wir dazu einige Beispiele.

Beispiel 3.14. (quadratische Gleichungen mit reellen Koeffizienten)

(a) 22 +32+2=0

Wir formen die quadratische Gleichung 2? + 32 4+ 2 = 0 wie folgt mittels
quadratischer Ergédnzung und der binomischen Formeln um:

9\ 9 3\? 1
O:x2+3:c+2=(x2+3x+z)—1+2:(x+§> 1

— <x+g>2— (%)2: <x+g—%> <x+g+%> = (z+1) (z +2).
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Also finden wir zwei verschiedene reelle Losungen 1 = —1 und a9 = —2.
(b) 22 -8z 4+ 16 =0

Wir formen die quadratische Gleichung 22 —8 +16 = 0 mittels der zweiten
binomischen Formel um:

0=2—8x+16 = (z — 4)°.
Wir erhalten also die einzige reelle Losung x = 4 mit der Vielfachheit 2.

(c) 22— 42+ 13 =0

Wir formen die quadratische Gleichung z?> — 4z + 13 = 0 wie folgt mittels
quadratischer Ergdnzung und der binomischen Formeln um:

0=2"—42+13= (2" -4z +4) —4+13
=(x—2)+9=(z—2)>—(34)°
=(r—2—-31)(x—2+31).

Nun lesen wir ab, dass die quadratische Gleichung die folgenden beiden
nicht-reellen, zueinander konjugiert komplexen Losungen hat:

r1 =24 31 und To = 2 — 31.

3.3 Polardarstellung komplexer Zahlen

Wir leiten nun die Polardarstellung von komplexen Zahlen in der Gaulfsschen Zah-
lenebene her:

Im A
Sei zunédchst z € C mit |z| = i
1, d.h. z liegt auf der Einheits-
kreislinie
Sin (@) 5
{zeC : |z|=1}.
Dann gilt (siehe Skizze) ¢ \ >
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Dabei ist ¢ der Winkel zwischen der positiven reellen Achse und der Strecke vom
Ursprung nach z. Man misst ¢ gegen den Uhrzeigersinn. Der Winkel ¢ wird im
Bogenmafs angegeben und heift das Argument von z, also ¢ = arg(z). Das
Argument arg(z) von z ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig
bestimmt, und man gibt es iiblicherweise als Winkel aus [0, 27| an.

Nun betrachten wir beliebige komplexe Zahlen z # 0, d.h. es sei r > 0 und z € C
mit Betrag |z| = 7. Ist ¢ der Winkel in Bogenmaf zwischen der positiven reellen
Achse und der Strecke vom Ursprung nach z, so finden wir analog

Re(2) Im(z)

= cos(9), — sin(9)
<= Re(z) =r cos(9), Im(z) = r sin(¢)
—  z=rcos(¢)+rsin(p)i=r|cos(¢)+sin(¢)i.

Dieses ist die Polardarstellung von z € C, z # 0. Es ist iiblich, das Argument
¢ = arg(z) durch einen Winkel im Intervall [0, 27[ anzugeben.

Methode 3.15. (Umrechnung zw. Normal- und Polardarstellung)

Machen wir uns klar, wie die Umrechnung zwischen der Normaldarstel-
lung komplexer Zahlen z = a 4+ b1 und der Polardarstellung funktioniert:

(1) Liegt z in Polardarstellung
z =1 [cos(®) + sin(¢) 7]

vor, so ist die Normaldarstellung gegeben durch

z=a+bt mit  a =1 cos(¢p), b =r sin(¢).

(2) Liegt z in der Normaldarstellung z = a + b1 vor, so wissen wir direkt

r=|z| = Va®+ b

Weiter wissen wir wegen a = r cos(¢) und b = r sin(¢), dass gilt

cos(¢) = g und sin(¢) = é

r
Anhand der Vorzeichen von a = Re(z) und b = Im(z) bestimmt man
mit der unten stehenden Tabelle, in welchem Quadranten die komplexe
Zahl z liegt.
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o Ist Re(z) = 0 bzw. Im(2) = 0 so wissen wir bereits, dass das
Argument /2 oder 3w/2 bzw. O oder w ist. In diesem Fall konnen
wir direkt am Vorzeichen von Im(z) bzw. Re(z) ablesen, was das
korrekte Argument ¢ = arg(z) ist.

o Sind Re(z) und Im(z) beide ungleich null, so lisst sich die komplexe
Zahl z eindeutig einem Quadranten zuordnen. Wir suchen dann das

Argument ¢ = arg(z) so in dem zu dem Quadranten gehdrenden
Intervall fir die Winkel, dass

Re(2) und sin(¢) = )

r r

cos(¢) =

erfullt sind.

Bedingungen an

Quadrant Re(z) und Im(2)

1. Quadrant | Re(z) > 0 und Im(z) >0 0<¢p< g
¢

(0° < ¢ <90°)
2. Quadrant | Re(z) < 0 und Im(z) > 0 g <¢op<m
(90° < ¢ < 180°)
3. Quadrant | Re(z) < 0 und Im(z) <0 T<¢< 3;
(180° < ¢ < 270°)

3
4. Quadrant | Re(z) > 0 und Im(z) <0 Eﬂ <¢<2rm

(270° < ¢ < 360°)

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 3.16. (Polardarstellung)
(a) Fiir die komplexe Zahl z = 1 + 4 gilt
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Im A
z =141 = \/5 [COS (E) + sin (E) z} -
4 4
denn: r = |1 +i] = V2, und ¢
lasst sich aus der nebenstehenden 1+ 141

Zeichnung ablesen oder mit Hilfe
der folgenden Uberlegungen berech-

nen: An //&q’
\4)\
Re(2) 1 V2
cos(¢) = = 7 =5
4502 =7
Im(z) _ 1 _ V2 ; R:

(o) = =2 = — =
konnen wir ablesen, dass z im 1. Quadranten liegt und dass genauer ¢ =
arg(z) = m/4 ist.

(b) Fiir die komplexe Zahl z = —1 + /34 finden wir

r=lel = (124 (VB2 = VI3 =vi=2

Wir haben hier Re(z) = —1 < 0 und Im(z) = v/3 >0, dh. 2 = —1 + /33
liegt im 2. Quadranten. Damit bekommen wir 7/2 < ¢ < w. Weiter gilt

cos(¢) = Rer(z) = _21 = —% und sin(¢) = ImT(z) = \f

Wir wissen, dass (wegen £ = 60° und 2?” =71 -5 £ 120° = 180° - 60°),
also

coS <E> = % und daher CoSs <2ﬂ) = —1

3
sin <2§) — sin (g) - ?

Mit dem Winkel/Argument ¢ = arg(z) = %77 liegen wir im 2. Quadranten.
Also folgt die Polardarstellung:

sfe) (5]

Mit der Polardarstellung kann man die Multiplikation und Division komplexer
Zahlen sehr viel einfacher durchfiihren als mit der kartesischen Darstellung.
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Satz 3.17. (Rechnen mit der Polardarstellung)
Seien z,w € C\ {0} mit den Polardarstellungen

z =1 [cos(¢) + sin(¢) 7] bzw.  w=s[cos(¢) + sin(v) .
Dann, gelten:
(1) z =1 [cos(¢) —sin(¢)i] = r [ cos(—¢) + sin(—¢) i
(2) = * [cos(6) — sin(@)i] = - [cos(~6) + sin(~g)

(3) 2 w=(r-s)- [cos(p+ ) +sin(6+ 1)
(4) 2F =rk [COS(k¢) + sin(ko) z} fiir alle k € Z

r

(5) = == [cos(6 — ) +sin(o — ) ]

S

Anschauliche Bedeutung von Satz [(3): Multiplikation in C kann man
sich so vorstellen: Will man z-w berechnen, so nimmt man den Punkt z, streckt ihn
um s = |w| am Ursprung und dreht den entstandenen Punkt dann um ¢ = arg(w)
gegen den Uhrzeigersinn.

Anschauliche Bedeutung von Satz (5)F Division z/w fasst man als
Multiplikation

z 1 w ( ) 1

—_— =z — = Z- = \Z2 W) —

w w w W Jw|?

auf und erhalt damit eine analoge Interpretation. Eine Drehung um — gegen der
Uhrzeigersinn ist dabei eine Drehung um ¥ im Uhrzeigersinn.

Beweis von Satz[3.17:

(1) Dieses folgt direkt, wenn man nutzt, dass Cosinus eine gerade Funktion und
Sinus eine ungerade Funktion ist.

(2) Wir erweitern mit Z und nutzen, dass Cosinus eine gerade Funktion und
Sinus eine ungerade Funktion ist:

%: % = # §:T—12-7“ [ cos(¢) — sin(¢) 7]
=~ [eos(0) = sin(9) ] = 1 [con(—0) +sin(—0) ]

(3) Nachrechnen unter Ausnutzung der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosi-
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nus (vgl. Seite liefert:
z-w =71 |cos(®) +sin(¢)i] - s | cos(¢) + sin(v) i]
=rs [\cos(qb) cos(1)) — sin(¢) sin(¢)) —|—§in(gb) cos(¢) i 4 cos(¢) sin(¢) i |

7 7

TV TV

— cos(¢-+1) —sin(-+p)
=15 [ cos(¢ + ) +sin(¢ + ¥) i].
(4) Durch wiederholte Anwendung von |(3)[ findet man fir k € N
Z=z-z2=(r-r) [cos(¢p+ ¢)+sin(¢ + ¢) ]
=r? [cos(k¢) + sin(k¢) 1],

2 =z-2"=(r-r*) - [cos(¢ + 2¢) + sin(¢ + 2¢) 1]
=17 [ cos(3¢) + sin(3¢) 4],

=z = (r ") Teos(¢ + (b — 1)) +sin(¢ + (k — 1)¢) 4]
= 1" [cos(k¢) + sin(ke) i].
Fiir k = 0 gilt per Definition 2° = 1 und 1 =7 = r° [ cos(0) + sin(0) ].

Fir k € Z \ Ny ist &k = —¢ mit einem ¢ € N. Mit und dem bereits
bewiesenen Fall fiir positives k folgt dann

1 1

B (—)e = (— [cos(—¢) + sin(—9) z‘])g

[ cos(—¢) + sin(—¢) i]e =t | cos(—L¢) + sin(—Lg) i
=" [ cos(k¢) + sin(ke) .

(5) Mit |(2)| und |(3)| folgt

Z
— =z
w

?rﬁml'—‘

= [cos(d) + sin(@) ] - - [cos(—1) + sin(—) ]

S

g

r

=~ [cos(¢ — ) +sin(6 — ¥ i].

Damit ist der Satz bewiesen. ]
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Notation 3.18. (Polardarstellung mit Euler-Formel)
Definiert man fiir ¢ € R

e'? .= cos(¢p) + sin(¢) 1, (Euler-Formel)

so erhalt man die Polardarstellung
z=re" mit r=|z|, ¢ =arg(z).

Mit z = re’ und w = se™ aus C\ {0} lautet Satz dann:

rei®
cw=(re) - (se) = (rs)elet)

& (7“ em)k — 1P % fiir alle k € Z.

z
11 1w
Z
Z

2
Z_Tret T i)
w  se s
Wir kénnen nun mit e’ mit den iiblichen Rechengesetzen fiir die Exponenti-
alfunktion rechnen. Die Aussagen von Satz sind damit ganz natiirlich.

Betrachten wir ein Beispiel fiir das Rechnen mit der Euler-Formel.

Beispiel 3.19. (Rechnen mit der Polardarstellung mit Euler-Formel)

Seien z = 2¢€'3, w = \/iei%w. Dann gelten
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3.4 Komplexe Nullstellen von Polynomen®

In Teilkapitel haben wir bereits gesehen, dass jede quadratische Gleichung
ar’+br+c=0 mit a,b,c € R und a # 0

mit Vielfachheit gezdhlt genau zwei (nicht notwendigerweise verschiedene) Losun-
gen in C hat. Eine analoge Aussage gilt fiir polynomiale Gleichungen beliebigen

Grades.

Satz 3.20. (Fundamentalsatz der Algebra)

Seien n € N und cgy, c1, ¢, ...c, € C mit ¢, # 0. Wir betrachten das komple-
xe Polynom

n
p(z) :cna7"+...—|—62x2—|—clx—|—co:chxk.
k=0

Die Gleichung p(x) = 0 hat dann immer mindestens eine Liosung in C.

Durch wiederholte Anwendung dieser Aussage, ldsst sich das Polynom somit
faktorisieren als

px)=cy(xr—2z1)(x—29) ... (x — 2),

wobei z1, 22, ..., 2z, die n (nicht notwendigerweise verschiedenen) Lisungen
von p(x) =0 in C sind.

Insbesondere gilt Satz natiirlich auch fiir reelle Polynomfunktionen, also wenn
Co, C1,Co, . .. Cp € R sind.

Im Folgenden betrachten wir nur einen Sonderfall polynomialer Gleichungen
n-ter Ordnung: Sei n € N. Wir suchen alle komplexen Losungen der Gleichung

" =1.
[st z eine Losung von 2 = 1, so gilt fiir |z|:
12" = [2"] = |1] = 1, also 1z| = 1.

Deshalb hat z die Polardarstellung z = €’ mit einem geeigneten Argument ¢.
Wir setzen diese in die Gleichung 2™ = 1 ein:

2 =1 = (e =1

*Dieses Teilkapitel ist nicht klausurrelevant.
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— M =1
— e = mit k€7
— ng=2knr mit keZ
2k :
< ¢=—m mit keZ (3.6)
n

Fir £ = 0,1,2,...,n — 1 erhalten wir in (3.6) Winkel im Intervall [0, 27[. Fiir
alle anderen k € Z, also fir k € Z \ {0,1,2,...,n — 1}, erhalten wir Winkel der
Form

20
d=—m+m?2n mit £ € {0,1,2,...,n— 1} und m € Z.
n

Fiir solche Winkel gilt aber

pi(Hmtman) _ i%n | im2w _ ei%ew7
=1
d.h. fiir die Winkel
2k
p=—mn mitke{0,1,2,...,n—1}
n

erhalten wir bereits alle verschiedenen Losungen z = e/ der Gleichung 2" = 1.

Also hat ™ = 1 genau die n verschiedenen (komplexen) Losungen

;21 - 47 2(n—1)7

L, en, en, ..., e ", (3.7)

genannt die n-ten Einheitswurzeln.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 3.21. (3-te Einheitswurzeln)
Wir berechnen die dritten Einheitswurzeln: Mit (3.7) finden wir (mit n = 3)

wobel wir cos (—) = —3, sin (%) = 73; COS (%ﬁ) = _% und sin (%ﬁ) - =
benutzt haben.
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Im A Im Im A

Re

Abb. 3.1: n-te Einheitswurzeln in der Gaufsschen Zahlenebene.

In Abbildung [3.1] sind die n-ten Einheitswurzeln in der Gaufsschen Zahlenebene
tir n = 3, n = 4 und n = 6 dargestellt. Wir sehen, dass die n-ten Einheitswurzeln
die Ecken eines gleichseitigen n-Ecks sind, welches so positioniert und skaliert

wurde, dass seine Ecken alle auf dem Einheitskreis liegen und dass eine Ecke der
Punkt (1,0), also die Zahl z = 1, ist.

Mit den n-ten Einheitswurzeln und der Polardarstellung konnen wir nun jede
Gleichung der Form 2" = w mit w € C in den komplexen Zahlen losen und
erhalten n (komplexe) Losungen. Wir bezeichnen die Losungen von ™ = w auch
als n-te Wurzeln von w. Betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel 3.22. (n-te Wurzeln einer komplexen Zahl)

Wir wollen alle komplexen Losungen der Gleichung
23 =8i
bestimmen. Ist z Losung, so gilt fiir |z|:
12> = |2°| = [8i] = 8 — |z| = 2.

Also hat z die Polardarstellung z = 2 €’ mit geeignetem ¢. Einsetzen in 2® = 84
und Ausnutzen von 87 = 8¢'2 liefert:

2 =8i (2€'%)% = 81

8¢ = 8¢'2

o130 _ i3

eB? = el2 . T iy keZ
>

o136 — i3 +2km)

[ A

mit k €Z
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— 3¢:g+2k7r mit ke Z

2k
— qb:%—i—?ﬂ mit k£ € Z.

Also ist die Losungsmenge

L= {zei’é, 26187 2&3”} = {V3+i, —V3+i, —2i}.
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KAPITEL 4

Folgen in R

In diesem Kapitel lernen wir Folgen in R kennen und untersuchen deren Eigen-
schaften, insbesondere deren Konvergenz bzw. Divergenz. Genauer ist dieses Ka-
pitel wie folgt aufgebaut:

In Teilkapitel 4.1|fithren wir den Begriff einer Folge in R ein und lernen beschrank-
te, alternierende und monotone Folgen kennen. In Teilkapitel fithren wir den
Begriftf der Konvergenz einer Folge in R gegen einen Grenzwert ein. Dieser ist
einer der schwierigsten Begriffe der Analysis — lassen Sie sich also nicht entmuti-
gen, falls Sie Konvergenz nicht direkt verstehen sollten! Wir lernen auch, dass der
Grenzwert einer konvergenten Folge in R immer eindeutig bestimmt ist.

In Teilkapitel betrachten wir konvergente Folgen in R mit Grenzwert null,
sogenannte Nullfolgen, und es werden verschiedene Resultate iiber konvergente
Folgen im Kontext von Nullfolgen vorgestellt. Im Teilkapitel lernen wir Re-
chenregeln fiir konvergente Folgen kennen. Mit diesen kénnen wir die Grenzwer-
te komplizierter konvergenter Folgen auf die Grenzwerte einfacher konvergenter
Folgen zuriickfiihren. In Teilkapitel werden verschiedene Resultate zur Kon-
vergenz von Folgen in R vorgestellt. In Teilkapitel werden Folgen betrachtet,
deren Folgenglieder in einem gewissen Sinn gegen 400 oder gegen —oo streben.

4.1 Folgen in R: Definition und Eigenschaften

Wir definieren zunéchst Folgen in R.

89
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Definition 4.1. (Folge in R)

Fine Funktion a : D — R mit der Definitionsmenge D :=={n € Z : n > ny}
und der Zielmenge R heifit eine Folge in R (oder Zahlenfolge in R).

Schreibweise: Statt a(n) schreibt man tblicherweise a, und bezeichnet a, als
das Folgenglied mit Index n. Die Folge bezeichnet man dann mit (ay)n>n,
oder kurz (ay).

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 4.2. (Folgen in R)

1 1 1 1 1 1
(a) — : 17_7_7_7_7_a"'
N/ 1 2 3 456
(b)  (2™)n>0 : 1, 2, 4, 8, 16, 32, ...
(¢) (1)p>1 ; 1, 1,1, 1, 1, ...
(d) ((—1)”)nZO : 1, -1, 1, =1, 1, ...
(e) (n)n>0 ; 1, 1, 2, 6, 24, 120, ...

o (03 66606

Die Folgen aus (b) und (d) sind in Abbildung {.1| veranschaulicht.

Definition 4.3. (gleiche Folgen in R)

Seien ng, mg € Z. Zwei Folgen in R, (ay)n>n, und (by)n>m,, sind gleich, wenn
gilt: (i) ng = mqg und (i) a,, = b, fiir alle n > ny.

Wir lernen nun verschiedene grundlegende Eigenschaften von Folgen in R kennen.

Definition 4.4. (beschrinkte Folge in R)

Sei (an)n>n, €ine Folge in R. (ay)n>n, heift beschrdnkt, wenn es eine Schran-
ke S > 0 gibt, so dass gilt

la,| < S fiir alle n > ny.
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A
8 T ®
6 | i
1 o L J ()
4 + ®
| | | | | | | -
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2+ e 1 2> 3 4 5 6 71"
®
| | | o -1 + o o o o
| | | -
1 2 3 "

Abb. 4.1: Im linken Bild sind die ersten vier Folgenglieder der Folge (2"),>( veran-
schaulicht. Im rechten Bild sind die ersten acht Folgenglieder der Folge ((—1)”)n>0
veranschaulicht. B

Ist (an)n>n, in R nicht beschrankt, so heifst (an)n>n, cine unbeschrdinkte
Folge.

Bemerkung: Es gilt: |a,| < S <«<— —-5<a,<S
Beispiel 4.5. (beschrinkte Folgen in R)

1
(a) <—) ist beschrankt.
n>1

n

n

Begriindung: Fiir alle n > 1 gilt <1

(b) (2"),>0 ist unbeschrénkt.

Begriindung: Da 2™ beliebig grofs werden kann, wenn wir n hinreichend grofs
wihlen, gibt es kein S > 0 mit |2"| < S fiir alle n > 0.

(¢) ((=1)" n!)n>0 ist unbeschrankt.

Begriindung: Da n! beliebig grofs werden kann, wenn wir n hinreichend grofs
wahlen, gibt es kein S > 0 mit |(—1)"n!| =n! < S fiir alle n > 0.

Zuletzt lernen wir noch alternierende und monotone Folgen kennen.
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Definition 4.6. (alternierende Folge und monotone Folge)
Sei (ap)n>n, €ine Folge in R.
(1) (an)n>n, heift alternierend, wenn die Folgenglieder abwechselnd positiv
und negativ sind.

(2) (an)n>n, heifst monoton wachsend, wenn gilt: a, < an1 fir alle
n > nyg.
(3) (an)n>n, heifst monoton fallend, wenn gilt: a, > a1 fir alle n > ny.

(4) (an)n>n, heifit streng monoton wachsend, wenn gilt: a, < a,41 fir
alle n > ny.

(5) (an)n>n, heifit streng monoton fallend, wenn gilt: a, > a,41 fir alle
n > ng.

(6) (an)n>n, heiffit monoton (bzw. streng momnoton), wenn (a,)n>n, Mo-
noton wachsend oder monoton fallend (bzw. streng monoton wachsend
oder streng monoton fallend) ist.

Beispiel 4.7. (alternierende und monotone Folgen)

(a) ((—=1)"), ., ist alternierend.

1)
(b) <( ) ) ist alternierend.
n>0

1
(c) <—> ist streng monoton fallend, denn
/=1

1 1
<n<n+1 — — >

) fir alle n € N.
n n+1

(d) (n)p>o ist streng monoton wachsend, denn

n<n-+1 fiir alle n € Nj,.

(e) (2(1+ (—1)”))n>O ist weder alternierend noch monoton fallend noch mo-
noton wachsend, denn

4 fiir n gerade,

2(1+(=1)") = {

0 fiir n ungerade.
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4.2 Konvergenz von Folgen in R

Wir fithren nun die Begriffe einer konvergenten Folge und des Grenzwertes ein.
Diese gehoren zu den schwierigsten Begriffen der Analysis. Lassen Sie sich von
dem abstrakten Konzept der Konvergenz gegen einen Grenzwert aber nicht ab-
schrecken. Wenn Sie dieses verstanden haben, dann wird es einfach und intuitiv. —
Das Konzept des Grenzwertes einer Zahlenfolge ist fiir die Analysis zentral, denn
es ermoglicht uns, in den nachfolgenden Kapiteln Grenzwerte von reellen Funk-
tionen, die Stetigkeit reeller Funktionen und schlielich die Begriffe der Ableitung
und des Integrals einzufiihren.

Wir betrachten zunéachst ein paar Beispiele von sogenannten konvergenten
Folgen in R und deren Grenzwerten sowie von sogenannten divergenten
Folgen in R, um ein Gefiihl fiir die Begriffe der Konvergenz, des Grenzwertes
und der Divergenz zu bekommen. Unsere fiinf Beispiel-Folgen sind:

D0 L o (),

(d) (7)nx1 e) ((- ))M

Wenn wir sagen, ,eine Folge (a,),>,, konvergiert gegen einen Grenzwert
a € R¥, dann bedeutet dieses anschaulich, dass sich die Werte a,, der Zahl «a
tendenziell immer weiter anndhern (und irgendwann auch nicht wieder
entfernen), wenn der Index n > ny immer grofier wird. Betrachten wir
zunachst die ersten drei Beispiele:

(a) Fiir die Folge (1/n),>1 ndhern sich die Folgenglieder a,, = 1/n immer dichter
der Zahl a = 0 an, wenn n grofser wird. Dabei kommen wir der Zahl a = 0
beliebig nahe, indem wir n grok genug wéhlen: Z.B. gilt fiir die Entfernung
e:=1/10°=1079, dass

1

la, —a| =|—— O‘ = <10%=¢  fiirallen >n.:=10% (4.1)

n

Also vermuten wir, dass die Folge (1/n),>1 konvergent ist mit dem Grenz-
wert a = 0.

Wichtig ist bei der Idee der Konvergenz aber nicht nur, dass wir fiir jede
Entfernung € > 0 ein n. € N finden konnen, so dass a,_ hochstens die Ent-
fernung € zu z hat, sondern dass auch alle nachfolgenden Folgenglieder
a, mit n > n. hochstens die Entfernung ¢ zu a haben. In diesem Bei-

spiel ist das fiir e = 107° erfiillt, denn (4.1)) gilt fiir alle n > n. = 10°.
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In (4.1) haben wir eine feste Entfernung ¢ = 107 betrachtet. Eine zu (4.1)
analoge Bedingung muss fiir jedes € > 0 gelten. Natiirlich muss man dann
gegebenenfalls auch ein neues zu € passendes n. finden.

(b) Fiir die Folge (n/(n + 1))n>1
n und der Nenner n + 1 der Folgenglieder b, = n/(n + 1) sich relativ zur
Grofe von n nur wenig unterscheiden. Wir haben also fiir grofses n

sehen wir, dass fiir grokes n > 1 der Zahler

n
n—+1

~ 1

b, =

Y

und je groker n wird, desto dichter liegt der Wert von b, = 25 bei der

Zahl 1. Also vermuten wir, dass die Folge (n/(n+1)) _, konvergent ist mit
dem Grenzwert b = 1. -

Man kann sich dieses mit Hilfe des vorigen Beispiels auch noch anders klar-
machen: Schreiben wir

n  (n+1)-1 n+1 1 1

bn: - - - y
n+1 n—+1 n+1 n+1 n+1

(4.2)

so kénnen wir mit den Uberlegungen fiir (1/n),>; vermuten, dass die Folge
(1 /(n+ 1))n>1 gegen den Grenzwert b = 0 konvergiert. Daher sollte wegen

der Darstellung der Folgenglieder (4.2) die Folge (n/(n+1)), _ gegen den
Grenzwert b =1 —a =1 — 0 = 1 konvergieren.

(¢) Bei der Folge ((—1)"/n) <o handelt es sich um eine Folge, die abwechselnd
positive und negative Werte annimmt, aber auch hier ndhern sich die Fol-
genglieder ¢, = (—1)"/n der Zahl null immer weiter an. Wir vermuten also,
dass auch hier der Grenzwert ¢ = 0 ist. Analog zur Folge (1/n),>1 finden
wir fiir z.B. € := 1/10° = 1079, dass gilt

(=1)" (=" _ |1

n n n

<1079 =¢ fiir allen > n. := 10°.

-]

ea—c] = |

An diesem Beispiel sehen wir, dass es nicht erforderlich ist, dass sich die
Folgenglieder dem Grenzwert ,von einer Seite” her ndhern: Die Folgenglieder

1
- — fiir n ungerade,
(=1)" n
CTL = _=
n 1
— fiir n gerade,
n

sind abwechselnd kleiner bzw. grofser als der Grenzwert ¢ = 0.

Wir halten noch einmal fest, was wir aus diesen drei Beispielen iiber konvergente
Folgen gelernt haben.
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Bemerkung 4.8. (Anschauung der Konvergenz von Folgen in R)

(1) Die Folgenglieder a,, einer konvergenten Folge (a,),>,, ndhern
sich dem Grenzwert ¢ immer weiter an, wenn n > ny wachst.
Dabei muss die Anndherung nicht ,,monoton‘ sein, d.h. die Folgen-
glieder konnen sich von beiden Seiten dem Grenzwert nahern, und sie
diirfen sich sogar ,zwischendurch® wieder von a weiter entfernen, solange

erfiillt ist.

(2) Wichtig ist aber, dass fiir jede beliebige fest vorgegebene Entfer-
nung ¢ > 0, alle Folgenglieder a,, ab einem gewissen Index n.
nicht weiter als diese Entfernung ¢ vom Grenzwert a entfernt
sind, also dass |a, — a| < ¢ fiir alle a,, mit n > n. gilt. Dabei hangt die
Wahl von n. natiirlich von der Entfernung ¢ ab.

Betrachten wir nun die beiden letzten Beispiele von Folgen.

(d) Die Folgenglieder a,, = n der Folge (n),>1 werden beliebig grof, wenn n > 1
wachst. Insbesondere konnen wir keine reelle Zahl a finden, an die sich die
Folgenglieder immer weiter annahern. Daher vermuten wir, dass die Folge
(n),>1 keinen Grenzwert hat und damit divergent ist. (Man sagt
weine Folge ist divergent” bzw. ,eine Folge divergiert, wenn sie nicht gegen
einen Grenzwert konvergiert. )

(e) Die alternierende Folge ((—1)") _, ist ein anderer Fall als (n)nen. Hier gilt

-1 fiir n ungerade,
bn = (_1)n -

+1 fiir n gerade.

Die Folgenglieder sind also abwechselnd —1 und +1. Wir konnten nun ver-
muten, dass b = 1 und b = —1 beides Grenzwerte der Folge sind. Dies ist
aber nicht der Fall, denn eine konvergente Folge hat nur einen Grenzwert,
und dieser ist eindeutig bestimmt.

Dass die beiden Zahlen b = 1 und b = —1 keine Grenzwerte der Fol-
ge ((—=1)"),., sind, kann man sich bereits mit unserem bisherigen intui-
tiven Verstdndnis der Konvergenz wie folgt klar machen: Betrachten wir
zB. b = 1. Wire b = 1 ein Grenzwert der Folge ((—1)"), _, dann sollte
es fir e = 1/10 ein n. geben, so dass alle z,, mit n > n. ‘héchstens den
Abstand € = 1/10 von b = 1 haben. Dies ist aber fiir alle b, mit Wert —1,
also alle z, mit ungeraden n > 0, nicht erfiillt, denn fiir diese gilt

1
by —1]=]—-1-1=2>— =e.
bo—1]=|—1-1]=2> — ==
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Analog kommt b= -1 (und auch jede andere reelle Zahl) als Grenzwert
nicht in Frage. Wir sehen also, dass die Folge ((—1)") _, keinen Grenzwert
1 oder —1 haben kann und vermutlich divergent ist.

Nun definieren wir den Grenzwert und die Begriffe  konvergent” und ,divergent".
Diese abstrakte Definition beschreibt lediglich mathematisch, was wir bereits an
unseren Beispielen gesehen haben.

Definition 4.9. (konvergente Folge in R und Grenzwert)

Sei (ap)p>n, €ine Folge in R.

(1) (an)n>n, heifst konvergent gegen a € R, wenn gilt: Zu jedem € > 0
existiert ein Index n. > ngy so, dass fir alle n > n. gilt: |a, —a| < ¢.
(Beachten Sie, dass die Wahl fiir n. von € abhdngt.)

(2) Konvergiert (ap)n>n, gegen a (d.h. wenn (a,)p>n, konvergent ist ge-
gen a), so schreibt man

. n—oo .
a = lim a, oder a, — a oder a, — a firn — oo
n—oo

und nennt a den Grenzwert oder Limes von (ay,)n>n,-

(3) Konvergiert (ay)n>n, nicht (d.h. wenn (ay,)p>n, nicht konvergent ist), so
heift (an)p>n, divergent. (Man sagt dann, dass (an)n>n, divergiert.)

Die Anschauung hinter der abstrakten Definition des Grenzwertes liefert
die Beobachtung, dass die Bedingung

la, —a|l <e fir alle n > n. (4.3)
aquivalent ist zu
—e<a,—a<ce fir alle n > n, ’—l—a
— a—c<a,<a-+e fir alle n > n,.. (4.4)

Die Aussage bedeutet aber, dass alle Folgenglieder a,, mit n > n. in dem
Intervall [a — ,a + €] liegen miissen (siche auch Abbildung [4.2). Da und
fiir jedes € > 0 gelten miissen, konnen wir € > 0 immer kleiner machen,
und zu jedem (beliebig kleinen) ¢ > 0 finden wir ein n., so dass alle Folgenglieder
a, mit n > n. im Intervall [a — ¢, a + €] liegen. Indem wir € > 0 immer kleiner
machen schrumpft das Intervall [a — €, a + €] irgendwann auf den einen Punkt a
zusammen. Dieser Punkt a ist der Grenzwert der konvergenten Folge (ay,)n>n,-

Achtung: Die Limes-Schreibweise darf nur verwendet werden, wenn eine Folge
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—® e —o—© &— >
a—¢ a a-+¢€

Abb. 4.2: Zu jedem £ > 0 kann man ein n, finden, so dass alle a,, mit n > n, in
dem abgeschlossenen Intervall [a — e, a + €] liegen. Dies ist angedeutet, indem wir
die ersten fiinf Folgenglieder a, mit n > n. eingezeichnet haben. Alle weiteren
nicht mehr eingezeichneten a,, mit n > n. liegen natiirlich ebenfalls in [a—¢, a+-¢].

konvergiert! Bevor man schreibt ,, lim a,", muss man sich erst davon {iberzeugt
n—oo

haben, dass dieser Grenzwert auch wirklich existiert, d.h. dass die Folge (ay)n>n,
konvergiert!

Wir wollen nun fiir einige unserer Beispiele konvergenter Folgen vom Anfang dieses
Teilkapitels die Konvergenz mit Hilfe der Definition nachweisen. Dabei geben
wir zunéchst fiir drei Beispiele eine ganz ausfiihrliche Argumentation, bei der wir
unsere Gedanken/Uberlegungen mit aufschreiben.

Beispiel 4.10. (konvergente Folge in R mit Grenzwert 0)

Wir wollen zeigen, dass die Folge (a,)n>1 = (1/n),>1 gegen den Grenzwert a = 0

konvergiert, also dass gilt
1

lim — = 0.
n—oo N,

Nachweis: Wir gehen geméfs Definition 4.9 vor. Sei € > 0 beliebig. Dann suchen
wir ein n. € N (welches von £ abhéngt) so, dass gilt

1

n

~ -0

<e fir alle n > n.. (4.5)
n

a, — a| =

1
n

1 | B

Wir iiberlegen uns nun, dass fiir n > n. immer gilt:

1 1
- < — fir alle n > n..
n - n.
Damit erhalten wir
1 1 1
la, —a| = ——O‘ =—<—  firallen>n.. (4.6)
n n - ne
Wenn wir nun n. so wahlen kénnen, dass gilt
1
— <g, (4.7)
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dann folgt aus (4.6) und (4.7]), dass (4.5)) erfiillt ist, und wir haben gezeigt, dass
die Folge (1/n),en gegen a = 0 konvergiert.

Umformen von (4.7)) liefert

1 1 1
— <€ |:¢€ — <1 |-n. = - < ng,
€

Ne €N

wobei alle ,,<*-Zeichen erhalten bleiben, da e > 0 und n. > 1 > 0 gelten. Wahlen
wir also n. € N so, dass n. > 1/e gilt, so folgt (4.7)).

Abschliefsend halten wir unseren Nachweis der Konvergenz noch einmal zusam-
mengefasst in Kurzform fest:

Zu € > 0 beliebig wihlen wir n. € N mit n. > 1/e (& 1/n. < ¢), und dann gilt

1

n

1 1
_S_
n - neg

~-0
n

la, —a| = <e firallen > n..

1 ‘ B

Also konvergiert (1/n),>1 geben den Grenzwert a = 0.

Beispiel 4.11. (Konvergenz einer konstanten Folge in R)

Sei (an)n>n, = (€)n>n, mit a, = c fiir alle n > ny eine konstante Folge. Dann
ist die Folge (¢),>n, konvergent mit dem Grenzwert a = c.

Nachweis: Um dieses nachzuweisen, miissen wir zu einem beliebigen ¢ > 0 ein
n. € N mit n. > ng (das in der Regel von e abhéngt) finden, so dass gilt

la, —a|=lc—c|=0<e firallen > n..

Diese Bedingung ist hier aber automatisch fiir alle n > nyq erfiillt, d.h. wir kénnen
n. := ng wahlen.

Wir halten den Nachweis der Konvergenz noch einmal in Kurzform fest:

Zu jedem € > 0 gilt fiir n. := ny, dass
la, —al|=|c—c|=0<e  furallen > n. = ny.
Also konvergiert die konstante Folge (¢),>n, gegen den Grenzwert a = c.

Beispiel 4.12. (konvergente Folge in R mit Grenzwert # 0)

Um zu zeigen, dass die Folge

n
bn n -
( ) = <n+1>n21
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gegen den Grenzwert b = 1 konvergiert, gehen wir wie folgt vor:

Wir betrachten ein beliebiges € > 0. Wir suchen nun ein n. € N, so dass gilt

‘bn_b| -

n+1 n+1

n_':

n—(n+1)‘:

-1 1 .
= < g firallen > n..
n+1 n+1
(4.8)

Da wir nur n > n. betrachten miissen, konnen wir 1/(n + 1) in (4.8)) wie folgt
nach oben abschéatzen:

1 1 1 .
< < — fiir alle n > n.. (4.9)
n+1"n.+1" n.

Aus (4.9) folgt also

‘bn—b| —

1 1
G ‘ < — fur alle n > n.. (4.10)

n+1 :n—l—l_nS

Kénnen wir nun n. € N so wihlen, dass 1/n. < ¢ gilt, dann folgt aus (4.10)),
dass (4.8) gilt. Die Bedingung 1/n. < € kann aber wie folgt in eine dquivalente
Bedingung fiir n, umgewandelt werden:

e>0 —

™M |~
[\
S
m

€N,

Wir halten unseren Nachweis wieder in Kurzform fest:

Sei € > 0 beliebig. Wéhlen wir n. € N so, dass n. > 1/e gilt, so ist 1/n. < e,
und es gilt

b, — b =

; ‘

—1 1 1 .
= < —<e¢ fiir alle n > n,,
n+1

n+1 n+1" n.

d.h. die Folge (n/(n+1)) _, konvergiert gegen b = 1.

Beispiel 4.13. (alternierende divergente Folge)

Um zu zeigen, dass die Folge ((—1)”)n>0 divergiert, zeigen wir, dass sie kei-
nen Grenzwert hat, also dass keine reelle Zahl ¢ € R der Grenzwert der Folge

((—1)”)n20 ist.

Dazu miissen wir fiir jedes g € R zeigen, dass es ein € > 0 gibt, so dass fiir
kein n. > 0 die Grenzwert-Bedingung erfiillt ist. Dies bedeutet aber, dass fiir
dieses spezielle ¢ > 0 fiir jede Wahl von n. > 0 ein N > n. existiert, so dass

lan —g| = [(=1)Y — g| > ¢ gilt.
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Sei also g € R ein Kandidat fiir einen Grenzwert. Wir wihlen € = %, und n. € N
sei beliebig. Dann sind n. und n.+1 zwei aufeinander folgende natiirlichen Zahlen,
d.h. eine der beiden Zahlen ist gerade und die andere ist ungerade. Also erhalten
wir unter den Folgengliedern a,,, = (—1)" a,,_+1 = (—1)""! einmal den Wert —1
und einmal den Wert +1.

Ist g <O, sogﬂt|1—g|>\1—0\:1>5:%, d.h. wir haben
1 1
\ang—g|:|1—g\>5:§ oder \an€+1—g|:\1—g\>5:§.
Ist g>0,s0gilt [ —1—g|>|—1-0]=1>¢e =4, dh. wir haben
1 1

In beiden Fallen sehen wir, dass die Konvergenzbedingung verletzt ist.

Also ((—1)”)n>0 keinen Grenzwert und ist somit divergent.

Da wir nun verstanden haben, wie das ganze funktioniert, geben wir den Nachweis
der Konvergenz einer Folge ab jetzt nur noch in der ,Kurzform* geben (bei der
die Hintergrund-Uberlegungen nur noch auf dem ,Schmierzettel stehen).

Beispiel 4.14. (konvergente Zahlenfolgen und Grenzwerte)

1) —1)"

(a) Die Folge <( ) ) konvergiert gegen 0, also lim (=1 = 0.
Nachweis: Fir alle n € N gilt |(—=1)"/n — 0| = 1/n. Sei € > 0 beliebig.
Wiéhlen wir n. € N so, dass n. > 1/¢ gilt, so ist 1/n. < e, und es gilt

(—1)" 11

—<—<ze fir alle n > n..
n n - ne

(b) Die Folge (e™"),>0 konvergiert gegen den Grenzwert 0.

Nachweis: Fiir alle n € Ny gilt |[e™ — 0| = e™". Sie € > 0 beliebig. Da der
natiirliche Logarithmus eine streng monoton wachsende Funktion ist, gilt

In an-
wenden

e <e JEN —n. < In(e) = n. > —1In(e).
Waihlen wir n. so, dass n. > max {0, — 111(5)} ist, so gilt
e —0l=e"<e ™ <c¢ fir alle n > ng,

wobel wir in e < e " genutzt haben, dass n > n. < —n < —n,
und dass e” eine (streng) monoton wachsende Funktion ist.
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Wir beweisen nun zwei wichtige Eigenschaften von konvergenten Folgen.

Satz 4.15. (Eindeutigkeit des Grenzwertes und Beschrianktheit)

(1) Der Grenzwert einer konvergenten Folge in R ist eindeutig bestimmt
(d.h. eine konvergente Folge in R hat genau einen Grenzwert).

(2) Jede konvergente Folge in R ist beschrankt.

Beweis von Satz[{.15: Sei (ay)n>n, eine Folge in R.

(1) Beweis durch Widerspruch: Angenommen, (ay,),>n, habe zwei Grenzwerte
a,a € R mit a # a. Dann ist der Abstand d := [a — a| > 0.

Wir wihlen nun € €10, %l[ Da (an)n>n, sowohl gegen a als auch gegen a
konvergiert, existieren n,. > ng und ng. > ngp, so dass gilt
la, —a| < e fir alle n > ngg,

la, —al <e  fiiralle n > ng..
Sei nun n. := max{n,., TLa"E}. Dann gilt fiir alle n > n,:
d=la—al=|@-a,) + (ay — a)|

d
<l|la—apy|+|a,—a| <e+e=2e<2.-==d
—_—— N—— 2

<e <e

Im zweiten Schritt haben wir dabei die Dreiecksungleichung (siehe Hilfssatz
genutzt. Es ist also d < d. 4 Dieses ist ein Widerspruch! Daher
kann die Folge (ay,)n>n, also nicht zwei verschiedene Grenzwerte haben.

(2) Die Folge (ay)n>n, sei konvergent gegen a. Also existiert zue = 1 einny > ny

mit

la, —al <1 firalle n > n;. (4.11)
Sei M := max{|an,|, ..., |an|, 1+ |a|}. Dann ist

la,| < M fiir alle n > ny, (4.12)

d.h. die Folge (ay)n>n, ist beschrankt.
Nachweis von ({(§.13):

e Fall : ng <n<n, = Jla,] <M (nach der Definition von M)
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e Fall2:in>n = |a,| = |(an—a)+a| < |an—a|+|a] < 1+]a] < M,
wobei wir in der ersten Abschétzung die Dreiecksungleichung (siehe

Hilfssatz und in der zweiten Abschitzung (4.11)) genutzt ha-
ben. ]

Aus Teil (2) von Satz folgt mittels Kontraposition (vgl. Anhang [D]), dass
unbeschrankte Folgen divergent sind. Dieses wird héufig eingesetzt, um die Di-
vergenz einer Folge zu begriinden, und wir halten diese Folgerung als Hilfssatz
fest.

Folgerung 4.16. (aus Satz [4.15; unbeschrinkt = divergent)

Ist eine Folge in R unbeschrdinkt, so ist sie divergent.

Achtung: Umgekehrt darf man nicht argumentieren, d.h. eine beschrankte
Folge muss nicht konvergent sein!

Vgl. Beispiel 4.13 ((—1)”)n>0 ist beschrénkt und trotzdem divergent!

Beispiel 4.17. (unbeschrinkt = divergent)
(a) Die Folge (n),>1 ist unbeschrénkt; also ist sie divergent.

(b) Die Folge (n!),>1 ist unbeschrankt; also ist sie divergent.

4.3 Nullfolgen in R

In diesem Teilkapitel lernen wir mathematische Aussagen iiber sogenannte Null-
folgen in R, d.h konvergente Folgen in R mit Grenzwert null, kennen.

Definition 4.18. (Nullfolge)
Fine Folge in R, die gegen 0 konvergiert, heifit eine Nullfolge.

Beispiel 4.19. (Nullfolgen)

1
(a) (—) ist eine Nullfolge (vgl. Beispiel 4.10)).
n>1

1
(b) (3—n> ist eine Nullfolge (vgl. Beispiel |4.26| unten).
n>0
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—1)
(c) (( ) ) ist eine Nullfolge (vgl. Beispiel 4.14|((a))).
n n>1

Die néchste Bemerkung hélt einen wichtigen Zusammenhang zwischen konvergen-
ten Folgen und Nullfolgen fest.

Bemerkung 4.20. (konvergente Folgen und Nullfolgen)
Sei (an)n>n, €ine Folge in R. Dann gilt:

(@n)n>n, konvergiert gegen a = (an — @)p>n, ist eine Nullfolge.

Beispiel 4.21. (zu Bemerkung |4.20))

Nach Beispiel 4.12 gilt fiir die Folge (ﬂLﬂ)n>1

n n—oo

— 1.
n+1
Nach Bemerkung 4.20| gilt dann auch, dass die Folge (nLJrl — 1)n> , gegen 0 kon-
vergiert. In der Tat finden wir -
n _1:n—(n—|—1) _ —1 _ 1 s
n+1 n—+1 n+1 n+1

weil nach Beispiel |4.10 (#1)n> , gegen (0 konvergiert.

Wir lernen nun weitere Resultate iiber Folgen und Nullfolgen kennen.

Satz 4.22. (beschriankte Folge mal Nullfolge = Nullfolge)

Seien (ap)n>n, eine Nullfolge und (by)n>n, eine beschrinkte Folge. Dann ist
(b @) pn>n, eine Nullfolge.

Beweis von Satz[{.23: Sei € > 0 beliebig.

Da (ay)n>n, eine beschrankte Folge ist, gibt es ein S > 0, so dass |a,| < S fiir
alle n > ng gilt.

Da (by)n>n, eine Nullfolge ist, existiert n.,g > ng so, dass fiir alle n > n. /g gilt:
b, = |b, — 0] <e/S.
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Fiir jedes n > n. gilt also

|y by — O] = |ay, bn| = |an| - [bp] <5+ [by] < S'E = €.
—— —— S
<S <e/S
Also ist (ay, by)n>n, eine Nullfolge. O

Betrachten wir zwei Beispiele zur Anwendung von Satz [4.22]

Beispiel 4.23. (beschriankte Folge mal Nullfolge = Nullfolge)

(a) Die Folge (1/n),>1 ist eine Nullfolge, und die Folge ((—1)”)n>1 ist be-
schrankt. Nach Satz ist die Folge -

(3)..= (5.

somit eine Nullfolge.
(b) Die Folge (1/n),>1 ist eine Nullfolge, und die Folge (sin(n)) _, ist be-

n>1

schrinkt, da |sin(n)| <1 fur alle n > 1 gilt. Nach Satz ist die Folge

(5= (e 2).

somit eine Nullfolge.

Satz 4.24. (Nullfolge ist Majorante — Folge ist Nullfolge)

Sei (ap)p>n, €ine Folge in R. Findet man einen Index ny > ng und eine
Nullfolge (by,)p>n, mit

la,| < b, fiir alle n > nq,

s0 ist auch (ay)n>n, €ine Nullfolge. Die Folge (by,)n>n, heifst dann eine Ma-
jorante fiir (a,)n>n,-

Beweis von Satz|4.2/]: Sei € > 0 beliebig.

Da (by)n>n, eine Nullfolge ist, existiert n. > nj so, dass fiir alle n > n. gilt:
|b,| = b, — 0| < €.

Fiir jedes n > n. gilt also

la, — 0| = |a,| < b, = |b,] <e.
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Also ist (ap)p>n, eine Nullfolge. O

Beispiel hitten wir auch mit Satz behandeln konnen.

Beispiel 4.25. (Anwendung von Satz [4.24))
Fiir die Folge (Smnﬂ) gilt
n>1

sin(n)| _ [sin()] 1 o e > 1
_ /]’L i )

n

n

wobei wir |sin(x)| < 1 fiir alle # € R genutzt haben. Also ist die Nullfolge
(1/n),>1 eine Majorante fiir die Folge (Sinr(bn)) . Nach Satz |4.24] ist <_Sinrg”))
- n>1 n>1

somit eine Nullfolge.

Als letztes Beispiel betrachten wir die geometrische Folge.

Beispiel 4.26. (Konvergenz bzw. Divergenz der geometrischen Folge)
Sei ¢ € R. Fiir die geometrische Folge (¢"),>¢ gilt:

Fall 1: |g| < 1. Dann ist (¢"),>0 eine Nullfolge (sieche unten).

Fall 2: |g| > 1. Dann ist (¢"),>o unbeschrénkt, also divergent.

Fall 3. ¢ = 1. Dann ist (¢"),>0 die konstante Folge (1),,>0, also konvergiert (¢"),>0
gegen 1.

Fall 4: ¢ = —1. Dann ist (¢"),>0 = ((—1)”)n>0. Diese Folge ist divergent (nach
Beispiel 4.13)). -
Nachweis fiir Fall 1: Sei |q| < 1. Sei € > 0 beliebig. Dann gilt fiir alle n > n.

" =0l = 1¢"| = laI" < lq

Weil der Logarithmus streng monoton wachsend ist, folgt

Ne

e<e = Mld™) = enelnla) < o R, ) (1g]) < In(e).

[
Wegen |g| < 1ist In (|g|) < 0 und somit folgt

ne In (|g|) < In(e). = Ne >
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Also ist (¢")n>0 mit |g| < 1 eine Nullfolge. O

4.4 Rechnen mit konvergenten Folgen in R

In vielen Fallen konnen wir eine komplizierte Folge in R als Summe, Differenz,
Produkt oder Quotient einfacher Folgen in R schreiben. Sind die einzelnen einfa-
chen Folgen in R konvergent und kennen wir deren Grenzwerte, so konnen wir die
Konvergenz der komplizierten Folge und deren Grenzwert oft leicht mittels der
Grenzwertsétze aus der Konvergenz und den Grenzwerten der einfachen Folgen
herleiten. Betrachten wir zunachst ein motivierendes Beispiel.

Beispiel 4.27. (Rechnen mit konv. Folgen und deren Grenzwerten)

(@) (nQ—n>
Ap)n>1 — .
2n? 4+ 1 n>1

Fiir diese Folge ist es nicht direkt ersichtlich, dass sie konvergiert und was ihr
Grenzwert ist. Da sowohl im Nenner wie im Zihler die hochste Potenz n? ist
teilen wir den Nenner und den Zéhler durch n? (d.h. wir erweitern mit 1/n?):

Betrachten wir die Folge

)

2 _ 1
n°—n ==

n = = . 413
= 21 24 &4 (4.13)

Wir haben bereits gezeigt, dass die Folge (1/n),>1 gegen 0 konvergiert, und als
Produkt der Nullfolge (1/n),>; mit sich selbst konvergiert (1/n?),>1 ebenfalls
gegen 0. Weiter konvergiert die konstante Folge (¢),>1 gegen den Grenzwert c.
Damit wissen wir

1 1
lim — =0, lim — =0, lim ¢ = ¢ fiir jede Konstante ¢ € R.
n—o0 1, n—oo 1 11— 00

Wir wiirden nun gerne wie folgt argumentieren: Fiir die Folge im Zahler des
umgeformten Folgengliedes (4.13) gilt

1 1
lim (1——>:(lim 1)—(lim —>:1—0:1, (4.14)

n—00 n n—00 n—o0o M,

1
= =0
und fiir die Folge im Nenner gilt

: 1 : 1
lim | 2+ — :(hm2>—|— lim — | =2+0=2. (4.15)

n—00 n n—00 n—o00 N,

M —

—9 ~0



4. Folgen in R
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 107

Daraus wiirden wir nun gerne schliefsen, dass gilt

- 1
o nt—n o1 =1 nhj{)lo (1 n) 1
lim = lim T = ~ =%,
n—oo

wobel wir im letzten Schritt (4.14) und (4.15]) verwendet haben.

Die Grenzwertsétze im nachfolgenden Satz liefern uns die Rechtfertigung fiir un-
sere Argumentation im vorigen Beispiel.

Satz 4.28. (Grenzwertsitze fiir konvergente Folgen in R)

Seien (an)n>ng, (bn)n>n, konvergente Folgen mit den Grenzwerten

a:= lim a, und b:= lim b,.
n—0oQ n—oo

Dann gelten:
(1) Jim (o0 b0) = (fim ) + (fim ) = -+

(2) lim (a, - b,) = (lim an) : (lim bn) =a-b

n—00 n—00 n—00
(3) lim |a,| = | lim a,| = |a|
: o] 1 1
(4) Falls a # 0 ist, gilt lim — = — —_—
n—00 Ay, Iim ay, a
n—oo

Was ist mit der Differenz und dem Quotienten zweier konvergenter Folgen in R?

Folgerung 4.29. (Differenz bzw. Quotient konvergenter Folgen in R)
Es gelten die Voraussetzungen von Satz[4.28

(1) Dann folgt aus Satz|4.28|(1) und|(2), dass
lim (a, — b,) = li_>m (an + (=1) - by))

n—oo

= (lim an)—l— (lim(—l)) : (lim bn) =a+(-1)b=a—0.

n—oo n—oo n—oo

(2) Dann folgt aus Satz|4.28|(2) und|(4): Ist a # 0, so gilt

lim 2% — lim (i-bn) _ (hm i) - (lim bn>
n—00 (I, n—00 \ Qy, n—00 (I, n—00
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1 . 0 b
= - . (hm bn) = — = —.
lim a, n—00 lim a, a

n—oo n—oo

Beweisideen fiir Satz[4.28: Fiir den Beweis nutzt man die Definition 4.9 der Kon-
vergenz einer Folge und verwendet dabei jeweils die folgenden Abschatzungen:

(1) folgt mit der Dreiecksungleichung (siehe Hilfssatz [3.9[(9)) aus:

|(an = bn) = (a = b)| = [(an — a) + (=1) (by = )| < |an —al + [b, — D]

(2) folgt aus:

|y, b, — ab| = |a, b, — apb+ a,b— ab)
= |a, (b, — b) + (a, — a) b|
< lan| |by — b + |an — al [b]

(3) folgt aus: ||a,| — |a|| < |ay, — a
(mit der unteren Dreiecksungleichung aus Hilfssatz (10)))

(4) Da lim a, = a mit a # 0, existiert zu € = |a|/2 ein ny > ny mit
n—o0

||

la, —a| < 5 fir alle n > n;. (4.16)

Mit der unteren Dreiecksungleichung (siehe Hilfssatz (10)]) gilt

an —a| = |a —ay,| > | la] — |an] ’ > |a| — |an|. (4.17)
Aus (4.17) und (4.16) folgt dann fur alle n > ny
|a| |al 1 2
—lap| £ = = —<la,| = < - 4.18
o] — fa,| < 1 < Ja, oS )

Die Behauptung folgt nun aus

1 1

a, a

Cln—CL

|a,, — al 2

allal T fal?

la, — al fir allen > ny. O
an a
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Wir zeigen ausfiihrlich, wie man Satz beweist. Die anderen Aussagen in
Satz konnen analog bewiesen werden.

Beweis von Satz[{.2§[(1): Sei € > 0 beliebig. Da die beiden Folgen (ay,)n>n, und
(bn)n=n, jeweils mit den Grenzwert a bzw. b konvergieren, gilt: Zu § > 0 gibt es
jeweils ein ng s > ng bzw. ein ny e > 0 mit

la, —a| < fiir alle n > ng ¢

£
2
£

bzw. b, — b| < 5 fiir alle n > ny, <.

Sei nun n, = max{na,%, nb,%}. Dann gilt

la, —a| < fiir alle n > n. (4.19)

£
2
£

bzw. b, — b| < 5 fiir alle n > n.. (4.20)

Mit der Dreiecksungleichung (siehe Hilfssatz [3.9][(9)) folgt dann fiir alle n > n.

wobei wir in der dritten Zeile (4.19) und (4.20]) genutzt haben. Also konvergiert
die Folge (ay, + by)n>n, gegen a + b. O

Betrachten wir einige Beispiele fiir die Anwendung der Grenzwertsétze.

Beispiel 4.30. (Anwendung der Grenzwertsitze)

1 1 1,5« " :
(a)—2=—-—i>O-O:O, weil lim — =0 ist.
n?> n n n—o0 M
1 oo

Genauso gilt fir jedes feste k € N2 — — 0.
n

Man sieht dieses durch wiederholtes Anwenden der obigen Argumentation.

3n*—n+1 11 poee
) SR 3 S 3 g40=3,
n o n
1 .1 .
denn:  lim — =0, lim — =0, lim ¢=c fir jedes c € R.
n—oo M, n—oo N, n—00
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(@ 2ntl _ 2n+l o atar asee 040
n2+n+1 n2+n+1 L 14141 T140+0 7
1
denn: lim — =0, lim — =0, lim ¢=c fir jedes c € R.
n—00 M n—00 M n—r00

—00

1\ ",
(d) Fiir festes k € N gilt (1 + —) X (1+0)"=1, denn: Es gilt
n

n—00 n n—00 n—o00 7,

) 1 ) o1
lim (1—1——)2 Ilm1+Ilim—-—=1+0=1.

Wendet man nun Satz wiederholt (genauer (k—1)-mal) an, so folgt

. 1\* . 1N\ . 1
lIlm {(1+—) =|lm [1+ — -l lim (14— =1-1=1
n—o00 n | n—00 uys | =00 n

, 1\ 7. 1\ | .. 1\2
Iim (1+—] = |lim [1+4+ — <l lim [1+ —
n—oo n _n—)oo n ] n—oo n

k k—1
) 1 ) 1 . 1
lim (1+—> :[hm <1+—>}~[hm (1—|——) ]1'11.
n—00 n n—00 n n—00 n

1 n
Warnung: Diese Methode funktioniert nicht fiir die Folge ((1 + —) ) :
n neN

=1-1=1

Es gilt namlich

1 " n—,oo
(1 + —) ¥ e#£1 (mit der Euler-Zahl e).
n

In unseren Beispielen haben wir schon gesehen, was passiert, wenn die Folgenglie-
der durch eine rationale Funktion, also den Quotient zweier Polynomfunktionen,
gegeben sind. In der nachfolgenden Bemerkung halten wir dieses allgemein fest.

Bemerkung 4.31. (Folge ist Quotient von Polynomfunktionen)
Seien p, q reelle Polynomfunktionen, wobei ¢ nicht das Nullpolynom sein darf.

Dann gilt:

(1) Falls Grad(p) < Grad(q), so gilt p(n) 0.

q(n)
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(2) Falls Grad(p) = Grad(q) =: k, so gilt
atn) " by
wobei ay, der Leitkoeffizient von p und by der Leitkoeffizient von ¢ ist.

(3) Falls Grad(p) > Grad(q), so ist die Folge (p(n)/q(n)) unbeschrinkt,
d.h. divergent.

p(n) n Q0 ay

Den Nachweis dieser Aussagen erhédlt man, indem man wie in Beispiel den
Nenner und Zahler durch die hochste Potenz des Nenners teilt.

Betrachten wir dazu noch einige Beispiele.

Beispiel 4.32. (Folge ist Quotient von Polynomfunktionen)

1 n—oo .
(a) 2n2n++n 1 %0, da Grad(Zahler) = 1 < 2 = Grad(Nenner).
(b) sl 2 da Grad(Zéhler) = 2 = Grad(Nenner).

3 _
(c) <%> ist divergent, da Grad(Zahler) = 3 > 2 = Grad(Nenner).
n’+n

Zieht man die Wurzel einer konvergenten nicht-negativen Folge, so erhalt man
wieder eine konvergente Folge.

Satz 4.33. (Wurzelfolge einer konvergenten nicht-negativen Folge)

Sei (an)n>n, €ine konvergente Folge in R mit a, > 0 fiir alle n > ng und mit

dem Grenzwert a == lim a,,. Dann gelten:
n—oo

(1) 71113(()10 Van, = va, d.h die Folge (\/ﬁ)nZnO konvergiert gegen +/a.

(2) Fiir jedes feste k € N gilt lim /a, = Va,
n—oo

d.h. die Folge (‘k/a”)n>n0 konvergiert gegen /a.

Beweis von Satz . Wir unterscheiden zwei Félle:
e Fall 1: Sei @ = 0, d.h. (a,)n>n, ist eine Nullfolge. Sei € > 0 beliebig und
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£ :=¢2 > 0. Dann existiert ein nz > ng mit
0<a,=la,| =|a,—0| <e fiirallen > ne
Also folgt durch Ziehen der Wurzel:

0< a, <Ve=+Ve2=c¢ fir alle n > nz =: n,,
~—
-

d.h. (/@ )nsn, kKonvergiert gegen 0 = /0 = /.
e Fall 2: Sei a > 0. Es gilt

]\/a_n—\/alz{\/a_n—\/ﬁ{-(\/@JFﬁ) | (Van — Va) (van + va)|

(v + ) (Van + )
(Va)' = (V)| a1

— = < la, — al, (4.21)

(Van+va)  Vaw+va~ Va

wobei wir im dritten Schritt die dritte binomische Formel genutzt haben.
Mit dieser Abschétzung folgt aus der Konvergenz von (a,)n>n, gegen a die
Konvergenz von (‘/a”)n>n0 gegen +/a wie folgt: Sie € > 0 beliebig. Da

(@n)n>n, gegen a konvergiert, existiert zu € := /a € ein nz > ng so dass gilt

la, —a] <&=+/ae  fiiralle n > nz

Mit Abschéitzung (|4.21]) folgt nun

1 1
!N/an—\/a‘gﬁmn—cdg%\/ae:s fir alle n > nz =: n,,
<Vae

d.h. (,/a )nzno konvergiert gegen +/a. ]

Beispiel 4.34. (Wurzelfolgen)

2 1 I nosoo
() | T = 24— X V2
n n

1 kln o0 .
(b) y_:\/i%\’“/ﬁ:() fiir jedes feste k € N
n n
1 n—oo
— L.

1
Warnung: Das funktioniert nicht fiir <—> . Es gilt namlich
n>1

/n /n
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2 3/0,6 1 2 2 3/ 1
R e O R A I e Vi

(c) = = = =
N G Y & I S DA n2y/1— 1

n

n2<1+3%>_1+5/n—15n%91+30_1

n? /1 — 1-1

S

(d) Beider Folge ( n?+n— n) , liegt das Problem vor, dass wir die Differenz
der Terme vn2+n=n,/ 1 + % und n haben, die fiir n — oo beide wie

n wachsen. Daher ist unklar, was fiir n — oo mit ihrer Differenz passiert.
Um den Grenzwert der Folge (\/ n?+n — n)n>1 zu bestimmen, erweitern

wir mit v/n? +n + n, um mit der dritten binomischen Formel die Wurzel
im Zéahler des entstehenden Bruchs loszuwerden:

T — (VnZ+mn—n)(vn2+n+n) _ n4+n—n
vn?+n+mn vn2+n+mn
n

2

n
VnE 4 n n? (1+1)+n n( 1+%+1)

|
1+141 Vit1l 2

wobel wir im zweiten Schritt die dritte binomische Formel benutzt haben.

4.5 Konvergenzkriterien fiir Folgen in R

In diesem Teilkapitel lernen wir weitere Kriterien fiir die Konvergenz von Folgen

kennen.

Satz 4.35. (Einschlusskriterium)
Sei (by)n>n, €ine Folge. Falls ein Indexr ny > mng und konvergente Folgen
(@n)n>n, und (¢p)p>n, existieren mit

(i) an < b, < ¢, fir alle n > ny, und

(11) Jggo a, = hm Cn,

so ist auch (by)n>n, konvergent gegen den Grenzwert b:= lim a, = lim ¢,.
- n—0o0 n—00
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Beweis von Satz [4.35: Sei € > 0 beliebig und n. > ny mit |a, — b] < ¢ und
lc, — b| < e fiir alle n > n.. Dann gilt fiir alle n > n.

—e<—la,—b<a,-b<b,—b<¢,—b<lc,—b| <e.
Also gilt

—e<b,—b<c¢ d.h. b, — b < e fir alle n > n.. O

Beispiel 4.36. (Folge mit n-ten Wurzeln)
(a) Behauptung: /n —> 1

Beweis: Es gilt /n > 1, weil die n-te Wurzel einer Zahl > 1 ebenfalls > 1
ist. Fiir n € Nsei a, := ¢/n—12>0.

Idee: Wir zeigen, dass (an)p>1 := (Y/n—1)
Nachwers: Es gilt

, eine Nullfolge ist.

vn — 1 = 1+a,=n = (1+a,)" =n,

und fiir n > 2 finden wir mit dem binomischen Satz (vgl. Satz [1.30))

n=1+a,)" = Z (Z) 1% qf > <g> al + (Z) a’

k:O\ / Z
>1>0
—1
=1+ (Z)ai:1+%ai,

wobel wir im letzten Schritt

(n)z n! _nn-1)n=2)! n(@m-1)
2) = 2 (n—2)! 2N (n —2)! >

genutzt haben. Es folgt durch Umformen fiir n > 2

—1 —1
nZl—i—%aﬁ <~ n—lz%ai
— (n—1) 2 S — 25

n—1).———>a —>a
nn-1) — " n_— "

und somit a? < 2/n fiir alle n > 2, d.h.

2 nooo
la,| < \/i7i> 0.
n
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Also ist (ay)n>2 = (/1 — 1)n>2 eine Nullfolge nach Satz 4.24. Mit Bemer-
kung [4.20| folgt die Behauptung lim /n = 1. ]
n—oo

(b) Behauptung: Fiir festes ¢ > 0 gilt /¢ —> 1.
Beweis: Wir unterscheiden die beiden Falle ¢ > 1 und 0 < ¢ < 1.

e Fall 1: Sei ¢ > 1. Wéhle n; € N mit n; > ¢. Dann gilt 1 < ¢ < n fiir
alle n > ny. Durch Ziehen der n-ten Wurzel erhdlt man:

1=V1<c<in
n—>oo\L \Ln—>oo

1 1

Mit dem Einschlusskriterium aus Satz mit den Folgen (a,)n>n, =
(C/T)n>n1 = (1)psn, und (by)p>n, = (\”/ﬁ)mnl folgt die Behauptung
lim {/c = 1. -

n—oo

e Fall 2: Sei 0 < ¢ < 1. Da 1/¢ > 1 ist, folgt mit Fall 1 und Satz (4):

=1. U

1 1

1
n n/ =
Ve c

el B

<

Beispiel 4.37. (fiir das Einschlusskriterium)
Fiir die Folge (by)n>1 = (V1 + 7”)n>1 gilt fiir alle n > 1:

7= <1+ <Y+ T =2 T =2V =27,

wobel wir genutzt haben, dass \/x eine (streng) monoton wachsende Funktion ist.
Mit @, := 7 und ¢, := ¥/2-7 haben wir zwei Folgen (a,),>1 und (¢, ),>1 definiert,
fiir die gilt

T=a,<VIi+7"<c,=V2-7 fur alle n > 1. (4.22)
Beide Folgen sind konvergent mit den Grenzwerten

lim a, = lim 7=7 bzw. lim ¢, = lim (\75-7):7- lim \75:7-1:7,

n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

wobei lim /2 = 1 nach Beispiel |4.36{|(b)| gilt. Nach dem Einschlusskriterium aus

n—00

Satz |4.35/ folgt dann mit (4.22)), dass lim /1 + 7" =7 ist.
n—oo
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Satz 4.38. (Monotonieprinzip)

Set (ap)n>n, eine Folge in R. Ist (ay)n>n, monoton und beschrinkt, so ist
(@n)n>n, konvergent.

Betrachten wir ein Beispiel fiir die Anwendung des Monotonieprinzips.

Beispiel 4.39. (Anwendung des Monotonieprinzips)

Die Folge (an)n>1 = ( n ) ist konvergent, denn:
- n+ n>1
e Eis gilt
n n n+1 .
la,| = = < =1  furallen €N,
n+1 n+1 " n+1

d.h. (ap)n>1 = (nLH)n>1 ist beschrénkt.

e Wir formen a,1 passend um, um a,,1 > a, zu zeigen:

n+1 (n+1)3 n n+2n+1 n
Qa = — . = .
T2 n(n+2) n+1 n?+2n n+1
~—— N ~— )
=ap >1 =dan
n n
>1- = = Un,
n+1 n+1 ¢

——

:a"ﬂ

n

also a,.1 > a, fiir allen € N, d.h. (n—Jrl

)n>1 ist streng monoton wachsend.

Nach dem Monotonieprinzip ist die Folge somit konvergent.

4.6 Uneigentliche Grenzwerte fiir Folgen in R

Zuletzt betrachten wir noch Folgen, deren Werte in einem noch genau zu definie-
renden Sinn gegen +oo oder gegen —oo und streben.
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Definition 4.40. (divergent gegen +oco bzw. gegen —o0)

(1) Eine Folge (ap)n>n, heifit divergent gegen +oo, falls gilt: Fir jedes
R > 0 ewistiert ein ng > ng so, dass fir alle n > ng gilt: a, > R.

Man sagt dann auch, (ap)p>n, hat den uneigentlichen Grenzwert
+o00, und man schreibt

a, — 400 baw. lim a, = 400 bzw. a, — 400 fiir n — oo.
n—o0

(2) Eine Folge (ap)n>n, heifit divergent gegen —oo, falls gilt: Fir jedes
R > 0 ewxistiert ng > ng so, dass fir alle n > ng gilt: a, < —R.

Man sagt dann auch, (a,)p>n, hat den uneigentlichen Grenzwert
—00, und man schreibt

a, — —o00  bzw. lim a, = —oc0  bzw. a, = —o0 fiirn — oo.
n—oo

Die Bedingung ,Fiir jedes R > 0 existiert ein ng > ng so, dass fiir alle n > npg
gilt: a, > R.” bedeutet anschaulich, dass die Folgenglieder mit wachsendem n
beliebig grofs werden. Analog bedeutet ,Fiir jedes R > 0 existiert ng > ng so,
dass fiir alle n > ng gilt: a, < —R.“ dass die Folgenglieder mit wachsendem n
beliebig klein werden (im Sinne von negativ und im Betrag beliebig grof werden).

Betrachten wir ein paar Beispiele.

Beispiel 4.41. (divergent gegen +o0o bzw. gegen —c0)
n—odo n—oo

(a) n!l — 400 und —n!l — —0

(b) 2" ¥ 400 und -2""F —o
(c) ((—2)”)n>0 ist divergent, aber die Folge ist weder divergent gegen +o00 noch
divergent gegen —oo, d.h. die Folge hat keinen uneigentlichen Grenzwert.

Bemerkung 4.42. (divergent gegen —oc bzw. +00 = unbeschriankt)

Ist (@n)n>n, divergent gegen 400 oder —oo, 80 ist (ay,)n>n, unbeschrinkt. Dieses
folgt (fast) unmittelbar aus Definition [4.40]

Zum Abschluss halten wir noch eine alternative Charakterisierung von ,divergent
gegen +00 bzw. —oo™ fest, die niitzlich ist, um Folgen bequem auf die Eigenschaf-
ten divergent gegen +o00 bzw. —oo™ zu iiberpriifen.
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Hilfssatz 4.43. (divergent gegen +o0o bzw. divergent gegen —o0)

(1) (an)n>n, ist divergent gegen +o0o genau dann, wenn

(i) ein ny > ng existiert mit a, > 0 fir alle n > ny und

1
(11) (—) eine Nullfolge ist.
n>ni

an
(2) (an)n>n, ist divergent gegen —oo genau dann, wenn

(i) ein ny > ng existiert mit a, < 0 fir alle n > ny und

1
(11) (—) eine Nullfolge ist.
n>ni

an

Mit Hilfssatz kann man nun bequem einen formalen Nachweis fiir die Folgen
in Beispiel geben.

Beispiel 4.44. (divergent gegen +oo bzw. gegen —o0)

(a) Fir (n!)n>0 gilt:
(i) n! > 0 fir alle n > 0.
(ii) (1/n!)n20 ist eine Nullfolge.

Also ist (n!)n>0 divergent gegen +oo, d.h lim n! = +o0.

n—oo
Fiir ( — n!)n>0 gilt:
(i) —n! < 0 fir alle n > 0.
(ii) (1/(—n!)), ., ist eine Nullfolge.
Also ist ( — n!)n>0 divergent gegen —oo, d.h. lim —n! = —oc.
= n—00

(b) Fiir (27) _, gilt:
(i) 2" > 0 fiir alle n > 0.
(ii) (1/2")@0 ist eine Nullfolge.

Also ist (2”)n>0 divergent gegen +oo, d.h. lim 2" = +oc0.

n—oo
Fiir ( — 2”)n>0 gilt:
(i) —2" <0 fiir alle n > 0.
(ii) (1/(—2”))n>0 ist eine Nullfolge.

Also ist ( — 2”)n20 divergent gegen —oo, d.h. lim —2" = —o0.

n—oo
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—on

fiir n gerade,

fiir n ungerade.

Da ((—2)”)n>0 immer abwechselnd positive und negative Werte annimmt,

kann ((—2)"), ., nach Hilfssatz

4.43

nicht divergent gegen 400 oder gegen

—o0 sein (denn Eigenschaft (i) ist jeweils verletzt).
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KAPITEL 5

Stetigkeit reeller Funktionen

In Teilkapitel |5.1| fiihren wir den Begriff der Stetigkeit ein und lernen grundlegende
Eigenschaften der Stetigkeit kennen. In Teilkapitel [5.2] wird der Begriff des Grenz-
wertes einer Funktion f(x), wenn sich x einem Punkt u annéhert, eingefiihrt. In
Teilkapitel verallgemeinern wir den Begriff des Grenzwertes einer Funktion
f(x) in einem Punkt x = u dahingehend, dass wir uns dem Punkt x = u nur von
links oder nur von rechts ndhern. Hierbei betrachten wir auch den Fall, wenn z
gegen +oo oder gegen —oo strebt. In Teilkapitel lernen wir wichtige Resulta-
te iiber stetige Funktionen kennen, namlich den Zwischenwertsatz und den Satz
iiber die Existenz eines Minimums und eines Maximums einer stetigen Funktion
auf einem abgeschlossenen Intervall.

5.1 Definition und einfache Eigenschaften

Als Vorbereitung fiir den Begriff der Stetigkeit bendtigen wir den Begriff einer
Folge in der Definitionsmenge einer Funktion.

Definition 5.1. (Folgen in D)

Sei D C R. Man sagt, (uy)n>n, ist eine Folge in D, wenn alle Folgenglieder
u, n D liegen, d.h. wenn gilt u, € D fur alle n > nyg.

Nun kénnen wir Stetigkeit einfiihren.

121
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YA YA

=y

T X

Abb. 5.1: Die Funktion im linken Bild ist (in allen Punkten) stetig. Die Funktion
im rechten Bild ist unstetig im Punkt x(, weil die Funktion hier eine ,,Sprungstelle®
hat.

Definition 5.2. (Stetigkeit)
Es sei f: D — R eine reelle Funktion mit Definitionsbereich D C R.

(1) f heifit stetig in u € D, falls fiir jede Folge (uy)n>n, in D gilt:

(2) [ heifit stetig in D, falls f in jedem uw € D stetig ist.

Was bedeutet die Definition der Stetigkeit anschaulich?

Die Aussage besagt das Folgende: Wenn wir uns mit einer (beliebigen) Fol-
ge (Up)p>n, iIn D mit Grenzwert w dem Punkt w néhern, so strebt die Folge
( f (un))n>n0 der Funktionswerte gegen den Grenzwert f(u), also gegen der Funk-
tionswert in u.

Ist f auf einem Intervall D definiert, so bedeutet die Stetigkeit von f in D  lax*
ausgedriickt, dass der Graph einer in D stetigen Funktion eine durchge-
hende Kurve ist, die in keinem Punkt z, € D abreifst oder ,springt®.
Anschaulich ist dieses in Abbildung dargestellt. Die Funktion mit dem Gra-
phen im linken Bild in Abbildung[5.1]ist stetig, d.h. sie ist in allen Punkten stetig,
wogegen die Funktion mit dem Graphen im rechten Bild in allen Punkten aufser
xo stetig ist. In o = z( hat die Funktion im rechten Bild in Abbildung da-
gegen eine ,,Unstetigkeitsstelle; sie ,springt”® im Punkt x = xy und hat dort eine
Sprungstelle”.
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Beispiel 5.3. (stetige Funktionen)
(a) Sei f: R — R, f(z) := 22
o f ist stetig in u = 0, denn:
U, =30 — flun) = u?2 =3 0% = £(0)

e f ist sogar stetig in R, denn fiir jedes u € R gilt:

n—oo n—oo

Uy — U > flup) = up == u® = f(u)

(b) Sei sgn : R — R die sogenannte Signum-Funktion oder Vorzeichen-
Funktion, definiert durch:

y A
1@
1 fir z > 0,
sgn(z) = 0 firz=0, % -~
—1 tir x < 0. -

sgn ist nicht stetig in v = 0, denn fiir u,, = (—1)”% gilt:

1 n—oo 1 . .
(=1)"= "3 0, aber sgn(u,) = sgn ((—1)" —) = (—1)" divergiert.
n n
In allen u # 0 ist sgn stetig, denn ist u # 0, so reicht es fiir u < 0 Folgen
(Un)n>n, Mit u, < 0 fiir alle n > ngy zu betrachten. Analog reicht es fiir
u > 0 Folgen (uy)p>n, mit u, > 0 fiir alle n > ng zu betrachten.

(Erkldrung: Gilt u < 0, so muss fiir eine Folge (uy)n>n, mit lim u, = u
n—0oQ

(wegen der Konvergenz) ein n; existieren mit w, < 0 fir alle n > ny.
Statt (uy)n>n, kann man nun die Folge (u,),>n,, betrachten, welche ebenfalls
gegen u konvergiert und nur negative Folgenglieder u,, hat. Der andere Fall
ist analog.)

o Fallu<0:
Uy, = w mit u, <0 — sgn(u,) = —1 =3 —1 = sgn(u).
o Fallu > 0:
up, "= w mit w, > 0 — sgn(u,) = 1 =3 1 = sgn(u).

(c) Sei f:R —= R, f(z) :=z. Dann ist f stetig in R, denn fiir jedes u € R gilt:

n—o0 n—oo

Up — U — f(un):un—>u:f(u)



5.1. Definition und einfache Eigenschaften
124 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

(d) Sei f:[0,00[— R, f(z) := y/x. Die Funktion f ist stetig in [0, 00|, denn
fir alle u € [0, oo gilt: Ist (uy)p>n, eine Folge in [0, oo (d.h. wenn u,, > 0
fir alle n > ng) mit u, e u, dann folgt:

fun) = V/in == v/u = f(u).

(e) Die Funktionen exp, sin und cos sind stetig in R (ohne Beweis). Die zu-
gehorigen Umkehrfunktionen sind stetig auf ihrem jeweiligen maximalen
Definitionsbereich.

1
(f) Die Funktion f: R\ {0} = R, f(z):= —, ist stetig.
T

In der Tat folgt fiir jedes uw € R\ {0} und jede Folge (uy)n>n, in R\ {0}

mit lim w, = u aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen (siche Satz [4.28]), dass
n—oo

lim f(u,) = lim L % = f(u).

n—00 n—00 Uy,

(g) Die Dirichletsche Sprungfunktion

RAR B 1 firx € Q,
RoR S J@)=q fiir z € R\ Q,

ist in keinem Punkt v € R stetig.

Der néchste Satz erlaubt uns, komplizierte stetige Funktionen als Summe, Dif-
ferenz, Produkt oder Quotient einfacher stetiger Funktionen zu betrachten und
aus der Stetigkeit der einfachen Funktionen auf die Stetigkeit der komplizierten
Funktion zu schliefsen.

Satz 5.4. (Summe, Produkt und Quotient stetiger Funktionen)

Sei D C R, und seien f : D — R und g : D — R beide stetig in u € D.
Dann qilt:

(1) f+g, f-g und|f| sind stetig in u.
(2) Falls f(u) # 0 ist, so ist 1/f stetig in u.

Bemerkung 5.5. (Quotient stetiger Funktionen)

Seien die Voraussetzungen wie in Satz [5.4] Aus Satz [5.4] folgt dann auch: Falls
f(u) #01ist, soist g/f = g- (1/f) stetig in u.
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Beweis von Satz [5.4) Der Satz folgt aus den Grenzwertsitzen fiir Folgen (siehe

Satz {4.28)). O

Betrachten wir auch hierzu einige Beispiele.

Beispiel 5.6. (stetige Funktionen)
(a) Die Funktion f :[0,00[— R,

'_.I—F\/E
fe) ="

ist stetig in jedem u € [0, 00] (d.h. f ist stetig in [0, 00[), denn: Die Funk-
tionen g(z) = x, h(x) = /7, k(x) = 2%+ 1 sind stetig in jedem u € [0, oo,
und k(z) = 2> +1 > 1 > 0 fiir alle u € [0,00[. Nach Satz ist somit
auch f stetig in jedem u € [0, 00 .

(b) Reelle Polynomfunktionen sind stetig in R, denn eine reelle Polynomfunk-
tion

p(x) = "+ a, 12" 4.+ ayx® + ayx + ag

ist eine Summe von Produkten stetiger Funktionen.

(c) Aus (b) und Satz [5.4] folgt, dass rationale Funktionen

p(z)
flx) =
D= @
(mit p und g reellen Polynomfunktionen) in ihrer (maximalen) Definitions-

menge
Dy={zeR : q(z)#0}
stetig sind. Beispielsweise ist

T
stetig in Dy =R\ {—1,1}.
(d) Nach Satz[5.4]ist der Tangens
sin
tan = —
cos

stetig auf Dian = {3: €R : cos(x) # O}.
Nach Satz [5.4] ist der Cotangens
oS
cot = —
sin

stetig auf Deoy = {x € R : sin(x) # O}.
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Als Letztes untersuchen wir die Verkettung stetiger Funktionen.

Erinnerung: Gelten fiir zwei Funktionen fiir f : D — R und ¢ : D — R, dass
B; = f(D) C D, so kann man die Verkettung g o f bilden:

gof:D—=R,  (gof)(x):=g(f(x)).

Satz 5.7. (Verkettung stetiger Funktionen)

Die Verkettung stetiger Funktionen ist stetig. Genauer: Seien f: D — R
und g : D — R mit f(D) C D. Dann gelten:

(1) Ist [ stetig in u € D und ist g stetig in f(u) € D, soist go f stetig in
ueD.

(2) Ist [ stetig in D und g stetig in f(D), so ist go f stetig in D.

Beweis von Satz[5.7:

—
(1) Sei (up)p>n, cine Folge in D mit u, — u. Wir miissen zeigen

(90 f)(un) =% (g o f)(w).

Da f in u stetig ist, gilt f(u,) — f( ).
Sei nun v, := f(u,). Da f(D) C D,i st (vn)n>n, €ine Folge in D.
Da g in f(u) stetig ist und v, = f(u), gilt g(v,) = g(f(w)).

Also finden wir:
(g0 f)(un) = g(f(un)) = glva) == g(f(u)) = (g o f)(u)

(2) folgt direkt aus (1). O

Betrachten wir einige Beispiele fiir die Verkettung stetiger Funktionen.

Beispiel 5.8. (Verkettung stetiger Funktionen)

(a) f: R — R, f(x) := exp(a?) ist stetig in R, weil exp : R — R und
h:R — R, h(z) := 2%, beide in R stetig sind.

(b) f:[—=3,00[—= R, f(x) :== Va + 3 ist stetig in [ -3, 00[, denn: Es gilt f =
goh,und g: [0,00[— R, g(x) := /x, ist stetig in [0,00] und h: R — R,
h(x) := x + 3, ist stetig in R und h([—3,00[) = [0,00[C [0, 00[= D,.
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(c¢) Die hyperbolischen Funktionen

sinh(z) === (¢" —e™) und cosh(z) == (e" +¢™)

DN | —
DO |

sind stetig in R nach Satz [5.4) und nach Satz 5.7

5.2 Konvergenz fiir x — u

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel fiir den Grenzwert einer Funktion f(x) fiir
T — U.

Beispiel 5.9. (Grenzwert einer Funktion fiir z — u)

Die rationale Funktion

o 4z — 2

g(x) == T o192

hat den maximalen Definitionsbereich D = R \ {—2}. Sei (u;,),>p, eine Folge in
D mit u, =% —2. Dann gilt

ui+un —2  (uy+2) (u, — 1)
u, +2 Uy + 2

g(un) =

Man schreibt dann

2 —2 2 —1
lim g(x) = lim rrroc lim (z+2)(=1)
T——2 x——2 T+ 2 r——2 x -+ 2 T——2

Die Funktion ¢ ldsst sich nach x = —2 stetig fortsetzen:

g(x)  firxz # -2,

g:R—R, g(z) =
g gl) { -3 fir x = —2.

Die Funktion g ist stetig in R, und wir bezeichnen ¢ als die stetige Fortsetzung
von g nach z = —2.

Nach dem motivierenden Beispiel lernen wir die Definition des Grenzwertes einer
Funktion f(z) fir z — w.

Definition 5.10. (Grenzwert von f fiir x — u)
Sei I ein offenes Intervall (d.h. I =]a,b] oder I =] — 00,b[ oder I =]a, 0|
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oder I =R),u el und f: D — R, wobei D = I\ {u} oder D = 1. Wir

schreiben

lim f(z) =v oder fz) = v,
T—U

falls fiir jede Folge (uy)p>n, n I\ {u} gilt:

n—oo n—oo

Uy — U — f(u,) — v,

v heifit der Grenzwert von f fiir x gegen u. Man sagt auch: ,,f konvergiert
gegen v fir x gegen u*,

Zu beachten ist, dass D in der obigen Definition nicht der maximale reelle Defi-
nitionsbereich von f sein muss.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 5.11. (Grenzwerte von f fiir z — u)

1
(a) hH(l) — existiert nicht.
e d VN
—1 —1 1 1
(b) lim =~ = lim —— — lim—— = -
=12 —1 a1l (z—1)(z+1) a=124+1 2
(c)limem+1—eo+1—2
=0z +1  04+1

Bemerkung 5.12. (Stetigkeit und stetige Fortsetzung)

Sei I ein offenes Intervall.

(1) Seien D =1 und f: D — R. f ist genau dann stetig in u € I, wenn
der Grenzwert lim f(z) existiert und gleich f(u) ist, also wenn gilt

lim f(z) = f(u).

T—U
(2) Seienw € I, D = I\{u} und f: D — R stetig. Existiert v := lim f(z),
T—U
so lédsst sich f stetig nach u fortsetzen: Die durch

FiloR ﬂx)::{f(:c) fiir z € I\ {u},

v fir x = u,

definierte Funktion ist dann stetig in /. Man nennt feine stetige Fort-
setzung von f nach z = u.
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Betrachten wir nun einige Beispiele, in denen wir Grenzwerte nutzen, um eine
Funktion auf Stetigkeit bzw. stetige Fortsetzbarkeit in einzelnen Punkten zu iiber-
priifen.

Beispiel 5.13. (Stetigkeit und stetige Fortsetzbarkeit)

()

Die Funktion f: R — R,
22 —1

fla)y=q 1

0 wenn x =1,

wenn x # 1,

ist stetig in R \ {1} und nicht stetig in z = 1, denn

lim f() = tim i E D@D e =240 1),

r—1 r—1 1 — r—1 r—1 r—1

Die Funktion
2 —1

PRV SR @)=t
ist stetig in R\ {1} und l&sst sich stetig nach x = 1 fortsetzen, denn
2 —1 (x —1)(z+ 1)

i f(w) =l == = lim ———7=— = lim(z + 1) = 2.
Die Funktion
2
—1
~ ~ ‘ wenn x # 1,
f:R—=R, flx)y:=¢ z—1
2 wenn x = 1,

ist dann eine auf ganz R stetige Fortsetzung von f (nach z = 1).
Die Funktion

1
FR\{O} >R () =1
lésst sich nicht stetig nach 0 fortsetzen, denn hm flz) = hm 1/z existiert
nicht.

5.3 Einseitige Grenzwerte

Als Verallgemeinerung des Grenzwertes einer Funktion f fiir x — u betrachten
wir nun Grenzwerte einer Funktion f fir x — w mit > u bzw. x < u, d.h. wir
nahern uns v nur von einer Seite.
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Wir beginnen mit dem Fall, wenn x beliebig grofs bzw. beliebig klein wird, also
wenn r — +00 bzw. r — —o0.

Definition 5.14. (Grenzwerte fiir + — +o0o0 oder x — —00)

(1) Sei f :]a,oc0] — R. Wir schreiben:

lim f(x)=wv oder  f(x) =50,

Tr—+00

falls fiir jede Folge (up)p>n, n |a, o0 gilt:

u, =5 400 — flu,) =5 0. (5.2)

v heifit dann der Grenzwert von f fiir x gegen +oo. Man sagt auch:
L[ konvergiert gegen v fiir x gegen +00.“

(2) Sei f:]— o00,b|— R. Wir schreiben:

lim f(z)=wv oder  f(x) "==" v,
T——00
falls fiir jede Folge (up)p>n, in | — 00, b gilt:
U, = —00 — flun) =3 v. (5.3)

v heifst dann der Grenzwert von [ fir r gegen —oo. Man sagt auch:
L f konvergiert gegen v fiir x gegen —o0.”

Bei den Folgen (uy,)n>n, in (5.2)) bzw. (5.3) handelt es sich um Folgen, die geméifs
Definition divergent gegen +oo bzw. divergent gegen —oo sind.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 5.15. (Grenzwerte fiir © — +o0o oder z — —0)

22 +1 1
(a) z]_l)gloo Yo il denn fir (uy,)p>n, in [2, 00] mit u,, — 400 gilt

R 1t

3u2—7 1 B 7T "3-0 3

n n
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(b) lim sin(z) existiert nicht, denn
T—>+00

n—oo

T . T . .
n— — 400, aber (Sm (n —)) ist divergent!
2 n>0

Erkldrung: sin (”7”) nimmt abwechselnd die Werte 0, 1,0, —1 an. Genauer:

Fiir gerade n = 2k, k € Ny, gilt

/i

sin (n 5) = sin <2k g) = sin(km) = 0,

und fiir ungerade n = 2k + 1, k € Ny, gilt

i (n g) _ din ((Qk 1) g) — sin (/m T g)

{ 1 fir k gerade,

—1 fiir £ ungerade.

(¢c) lim e* =0 (zunéchst ohne Beweis)
T——00

Mit dem Begriff des Grenzwertes einer Funktion f fiir + — +o00 bzw. x — —o0
konnen wir nun waagerechte Asymptoten mathematisch sauber erkléren.

Bemerkung 5.16. (waagerechte /horizontale Asymptoten)
(1) Existiert v := lim f(z), so kann der Graph von f fiir grofe x durch

T—>+00
die Gerade y = v angenahert werden. Diese Gerade heikt dann eine

waagerechte /horizontale Asymptote fiir + — +oc.

(2) Existiert v := lim f(x), so kann der Graph von f fiir kleine x durch

T——00
die Gerade y = v angenahert werden. Diese Gerade heikt dann eine

waagerechte /horizontale Asymptote fiir z — —oc.

Betrachten wir zwei Beispiele fiir Funktionen mit waagerechten Asymptoten.

Beispiel 5.17. (waagerechte/horizontale Asymptoten)

(a) Die Funktion f : R\{0} — R, f(z) := 1/x, hat die waagerechte/horizontale
Asymptote y = 0 fiir x — +o0 und fiir x — —o00, denn wir haben

1 1
lim — =0 und lim — =0.
T——00 I T—+00 I

Der Graph dieser Funktion ist im linken Bild in Abbildung [5.2) gezeichnet.
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—— Graph von f(x) = 1 — Graph von f(x) = X
X x+1
— seine Asymptoten g(x) =0und x=0 __ und seine Asymptoten g(x) =1,
x=-1
4,
6,
¥ 2 4
Y
2,
2 4
X 4 2 2 4
> X
-4

Abb. 5.2: Der Graph der Funktion f : R\ {0} — R, f(z) := 1/x, mit seinen
Asymptoten (in rot) ist im linken Bild gezeichnet, und der Graph der Funktion
f R\ {-1} = R, f(z) := z/(x + 1), mit seinen Asymptoten (in rot) ist im
rechten Bild gezeichnet.

(b) Die Funktion

x
:RA\{—-1} - R =

PRV R, f@)=

hat die waagerechte/horizontale Asymptote y = 1 fiir x — 400 und fiir

r — —00, denn es gilt

1)—1 1
i = g EED=L o (1o —1,
r——ooqx + 1 T——00 r+1 T——00 r+1
1)—1
lm —% = o BV (o ~ 1
zs+ooxr + 1  zo+00 x4+ 1 T—+00 r+1

Der Graph dieser Funktion ist im rechten Bild in Abbildung [5.2] gezeichnet.

Nun definieren wir einseitige Grenzwerte.

Definition 5.18. (linksseitiger bzw. rechtsseitiger Grenzwert)
Sei I ein Intervall, w e I, D =1\ {u} oder D=1 und f: D — R.

(1) Sei I :=1N]—oo,u[# D, d.h. u ist nicht der linke Randpunkt von I.
f hat in u den linksseitigen Grenzwert v € R, wenn fir jede Folge
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(un)nZno i I gilt~'

n—oo

u, —= — flu,) — v

(Man betrachtet also nur Folgen (uy,)p>n,, die von links (bzw. von un-
ten) gegen u streben.) Man schreibt dann

3161}% f(x) =w.

(2) Sei I, :=IN]u,4+00[# 0, d.h. u ist nicht der rechte Randpunkt von I.
f hat in u den rechtsseitigen Grenzwert v € R, wenn fiir jede Folge
(Up)n>n, 0 Iy gilt:

n—0o00 n—oo
Uy — U — flu,) — v

(Man betrachtet also nur Folgen (u,)p>n,, die von rechts (bzw. von
oben) gegen u streben.) Man schreibt dann

glc{% f(x) =wv.

Betrachten wir einige Beispiele fiir linksseitige und rechtsseitige Grenzwerte.

Beispiel 5.19. (linkseitige und rechtsseitige Grenzwerte)

(a) glc%ﬁzo

(b) 9161}(1) sgn(z) = —1 und 9161{% sgn(z) =1 (vgl. Beispiel 5.3(|(b)

1
(¢) limsin (—) existiert nicht, denn:
N0 X

1
lim sin <—> = lim sin(y),

N0 T Yy—00

und dieser Grenzwert existiert nach Beispiel nicht.

Was ist der Zusammenhang zwischen dem Grenzwert, dem linksseitigen Grenz-
wert, dem rechtsseitigen Grenzwert und der Stetigkeit in einem Punkt z = u?



5.3. Einseitige Grenzwerte
134 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

Hilfssatz 5.20. (links-/rechtsseitige Grenzwerte und Stetigkeit)
Sei I ein offenes Intervall, w € I und f: D — R.

(1) Falls D = I oder D = I\ {u}, so existiert :};12% f(z) genau dann,
wenn il}(ltll f(z) und ;P{lrzlt f(z) beide existieren und ibereinstimmen. Es
qilt dann

lim f(z) = glcl/I% f(z) = lim f(x).

U TN\ U

(2) Falls D =1 ist, so ist f stetig in u genau dann, wenn gilt

lim f(z) = f(u)  und T f(z) = f(u).

Betrachten wir ein Beispiel fir die Anwendung von Hilfssatz [5.20]

Beispiel 5.21. (Anwendung von Hilfssatz |5.20))
(a) Die Funktion sgn : R — R (vgl. Beispiel 5.3|[(b)]) ist nicht stetig in « = 0,
weil gilt

3161;1(1) sgn(z) =—-1#1= 3161{% sgn(z). (5.4)

An (5.4) sehen wir auch, dass der Grenzwert lim sgn(z) nicht existiert.

z—0

2z —1 firax <1,

(b) Sei f:R —=R, f(x)::{ 5

T fir x > 1.

In allen Punkten x € | —o0, 1] ist die Funktion f als als die Polynomfunktion
22 — 1 definiert und somit auf | — oo, 1| stetig.

In allen Punkten z €]1,00] ist die Funktion f als die Polynomfunktion z?
definiert und somit auf |1, co[ stetig.

Inx =1 gelten f(1)=2-1—-1=1, und

_ e N 011 : a2 12
}jl}l%f(x)—il/‘ni(Qaf )=2-1-1=1, il{%f(x) :151{%:6 1“ =1

Also gilt

lin f(z) = lim /(a) = £(1) = 1

und nach Hilfssatz ist fin z =1 stetig.
Also ist f auf ganz R stetig.
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Zuletzt definieren wir noch uneigentliche Grenzwerte von Funktionen.

Definition 5.22. (uneigentliche einseitige Grenzwerte)
Sei I ein Intervall, w € I, D =1\ {u} oder D=1 und f: D — R.

(1) Es gelte I_ = IN] — oo, u[# 0. Wir schreiben li}n f(z) = 400, wenn
fiir jede Folge (up)p>n, in I gilt:

n—oo n—oo

Uy — U — f(up) — 400,

(2) Es gelte I := IN]| —oo,u[# 0. Wir schreiben li/r‘n f(x) = —o0, wenn
fiir jede Folge (uy,)n>n, in I gilt:

n—oo n—oo

Uy — U — f(u,) — —oc.

(3) Es gelte I, := IN]u,+oo[# (. Wir schreiben liin f(x) = 400, wenn
fiir jede Folge (up)p>n, in 14 gilt:

n—oo

Uy — U — fun) =5 +00.

(4) Es gelte 1. := INJu,+oo[# 0. Wir schreiben lim f(x) = —oo, wenn

T\ U

fiir jede Folge (up,)p>n, n I gilt:

n—00 n—0o
Up — U — f(u,) — —oc.

Betrachten wir einige Beispiele zu uneigentlichen Grenzwerten.

Beispiel 5.23. (uneigentliche einseitige Grenzwerte)

1 1
(a) lim =400 und lim = —00
tM]1 —x A 1l —=x
.1 .1
(b) lim = = 400 und lim — = 400
x,0 2 0 2
lim In(z) = —
(c) tim n(zx) 00

Mit dem Begriff des uneigentlichen Grenzwertes einer Funktion f in einem Punkt
x = u konnen wir nun vertikale Asymptoten einer Funktion mathematisch sauber
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definieren.

Bemerkung 5.24. (vertikale/senkrechte Asymptoten)

Seien die Voraussetzungen wie in Definition [5.22, Hat eine Funktion f einen
der folgenden uneigentlichen einseitigen Grenzwerte in einem Punkt z = wu,

I = +o0, i — oo, i = +oo oder li = o0,
lim f(z) = +oo, lim f(z) = —co, lim f(z) =+co oder lim f(z) = —o0

so hat f in x = u eine vertikale /senkrechte Asymptote.

Betrachten wir zum Abschluss zwei Beispiele fiir Funktionen mit vertikalen Asym-
ptoten.

Beispiel 5.25. (vertikale/senkrechte Asymptoten)
(a) Die Funktion f : R\ {0} — R, f(z) = 1/z, hat in = 0 eine vertika-
le/senkrechte Asymptote, denn wir haben

| 1
lim — = —o0 und lim — = +o0.
x0T N0 X

Der Graph dieser Funktion ist im linken Bild in Abbildung gezeichnet.
(b) Die Funktion

x
R\ {—-1} =R =
fRA-1} SR, )=
hat in x = —1 eine vertikale/senkrechte Asymptote, denn wir haben
lim N +00 und lim Sl —00.
s/ -1+ 1 aN—12+1

Der Graph dieser Funktion ist im rechten Bild in Abbildung [5.2] gezeichnet.

(¢) In :]0,00[— R hat in x = 0 eine vertikale /senkrechte Asymptote, denn es
gilt

lim 1 = —00.
xl{r(l) n(z) 00

5.4 Wichtige Satze uiber stetige Funktionen

Wir beginnen mit dem Zwischenwertsatz.
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Yo

-

Abb. 5.3: Veranschaulichung des Zwischenwertsatzes: Fiir x aus dem Intervall
|z, 29| treten wegen der Stetigkeit alle Werte zwischen f(z1) und f(z9) als Funk-
tionswerte auf, denn der Graph verbindet die Punkte (z1, f(z1)) und (z, f(z2)).

Satz 5.26. (Zwischenwertsatz)

Ser I C R ein Intervall, und sei f : I — R stetig. Seien x1,x9 € I, und yy
erfille f(x1) < yo < f(x2). Dann gibt es ein xy € I zwischen x1 und xo mit

f(z0) = vo.

Der Zwischenwertsatz erklart sich durch die Anschauung fiir Stetigkeit:
Wir nehmen hier 1 < x5 an; der Fall 9 < x7 ist analog. Bei einer stetigen
Funktion f auf einem Intervall I ist die Veranschaulichung des Graphen eine
durchgehende Kurve. Diese durchgehende Kurve verbindet die Funktionswerte
f(xy) fir x = a1 und f(x9) fir x = x9, wenn x alle Werte aus dem Intervall
(21, 29] durchléduft (siche auch Abbildung [5.3). Daher miissen aber alle Werte
y zwischen f(x1) und f(xs) als Funktionswerte fiir ein passendes x € |xy, x|
auftreten; ansonsten hétte der Graph der Funktion eine Unstetigkeitsstelle.

Betrachten wir zwei Beispiele fiir die Anwendung des Zwischenwertsatzes.

Beispiel 5.27. (Anwendung des Zwischenwertsatzes)
Die Funktion

f:R—=R, f(x) == eV — cos(z),
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ist stetig in R. Besitzt die Gleichung f(x) = 2 (mindestens) eine Losung?
f(0) =ev? —cos(0) =e— 1< 2,
f(g) :€V1+7f—COS<g> :eVH%—O:e L3 >el=e> 2.

Also gilt fiir y = 2, dass f(0) =e—1<2<e< f(5). Nach dem Zwischenwert-
satz hat die Gleichung f(x) = 2 daher eine Losung z € }O, 5 [

Beispiel 5.28. (Losen einer Fixpunktgleichung)

Wir wollen die Frage beantworten, ob die Gleichung x = cos(z) (mindestens)
eine Losung x € [0, 7] besitzt? Falls die Gleichung eine Losung x* € [0, 7| besitzt
wird dieser Punkt von cos(z) auf sich selbst abgebildet: cos(x*) = x*. Man nennt
einen Punkt mit dieser Eigenschaft daher auch einen sogenannten ,Fixpunkt® der
Funktion cos(x). (,Der Punkt bleibt ,fix“/unverdndert unter der Funktion f.“)

Um die gestellte Frage zu beantworten, transformieren wir unser Problem:
x = cos(x) = x — cos(z) = 0.
Wir definieren uns die Funktion
f:[0,7] — R, f(x) := 2z — cos(x),

und suchen nun die Nullstellen dieser Funktion, also die Punkte x¢ mit f(zq) = 0.
Die Funktion f ist auf [0, 7] stetig.

Nun gilt aber
f(0) =0 —cos(0) = —1,
f(m)=m—cos(m)=mm—(-1)=m+ 1L

Nach dem Zwischenwertsatz nimmt f(z) fir x €0, 7| alle Werte zwischen f(0) =
—1 und f(m) = m + 1 an. Insbesondere wird der Wert 0 €] — 1,7 + 1] als
Funktionswert angenommen, d.h. es gibt ein z* €]0,7[ mit f(z*) = 0 oder
dquivalent dazu x* = cos(z*).

Wir halten noch zwei Folgerungen aus dem Zwischenwertsatz fest.

Folgerung 5.29. (aus dem Zwischenwertsatz)
Ser I C R ein Intervall und sei f: I — R stetig. Dann gelten:

(1) f(I) ist ein Intervall (oder enthdlt nur einen Punkt).
(2) f ist injektiv. <= [ ist streng monoton.
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Als letztes Resultat lernen wir den Satz iiber die Existenz des Minimums und
Maximums einer stetigen Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall kennen.

Definition 5.30. (Maximum und Minimum)
Seien D C R und f: D — R eine Funktion.

(1) M € R heifit ein (globales) Maximum von f, wenn
(1) M = f(xy) fir ein xg € D und
(1) f(x) < M fir alle x € D gilt.
Schreibweise:  max f(x) := M

xeD
(2) m € R heifit ein (globales) Minimum von f, wenn
(1) m = f(xg) fir ein xg € D und
(11) f(x) > m fir alle x € D gilt.

Schreibweise:  min f(x) :=m
xeD

Das Minimum bzw. das Maximum einer reellen Funktion (sofern diese existieren)
sind der kleinste bzw. der grofte Funktionswert.

Satz 5.31. (Existenz von Minimum und Maximum einer stetigen
Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall)

Seiena,b € Rmita < bund f : [a,b] — R stetig. Dann hat f ein Maximum
und emn Minimum.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 5.32. (Maximum und Minimum)

Die Funktion f : [-1,2] — R, f(z) := 2, ist stetig und hat die Bildmenge
By = [0,4]. Also hat f nach Satz[5.31]auf [—1, 2] ein Minimum und ein Maximum.
Genauer gilt

' =0 d = 4.
i, f(z) un D, f(z)

Bemerkung 5.33. (Erliduterungen zu Satz |5.31))
Die Voraussetzungen von Satz miissen genau beachtet werden.

(1) Der Definitionsbereich der Funktion muss ein abgeschlossenes Intervall,
also ein Intervall der Form [a, b], sein. Gehort ein Randpunkt (oder beide)
nicht zum Definitionsbereich, so gilt Satz im Allgemeinen nicht, wie
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das folgende Beispiel zeigt:

f:]0,1] = R, f(z) := 1/z, ist stetig und hat die Bildmenge By =
£(]0,1]) = [1,00[. Daher ist f auf ]0, 1] unbeschrinkt und hat kein Maxi-

muinn.

Auch auf die Stetigkeit von f kann nicht verzichtet werden, wie man an
dem folgenden Beispiel sieht:

wenn x = 0,

1
o or @)=

— wenn 1z €]0,1],

T
ist nicht stetig in « = 0. Wir finden die Bildmenge By = f([0,1]) = [1, 00/ .
Daher ist f auf [0, 1] unbeschrinkt (d.h. die Betrdge der Funktionswerte
von f werden beliebig groft) und hat kein Maximum,



KAPITEL ©6

Differenzierbarkeit

In Teilkapitel [6.1] fiihren wir zunédchst den Begriff der Ableitung einer Funktion ein
und lernen diese mit dem Differentialquotienten zu berechnen. Hat eine Funktion
in einem Punkt zy eine Ableitung, so nennen wir sie in x( differenzierbar. In
Teilkapitel lernen wir dann die Regeln zur Berechnung der Ableitung der
Summe, des Produkts, des Quotienten und der Verkettung zweier differenzierbarer
Funktionen kennen. Die letzten drei Regeln werden mit den Namen Produktregel,
Quotientenregel bzw. Kettenregel bezeichnet.

In Teilkapitel werden die ersten Resultate zu lokalen Extrema, also lokalen
Minima oder lokalen Maxima, einer Funktion vorgestellt. In Teilkapitel wird
der Mittelwertsatz der Differentialrechnung eingefiihrt. Dieser erlaubt viele niitz-
liche Folgerungen: So konnen wir mit ihm z.B. das Monotonieverhalten einer
differenzierbaren Funktion mit Hilfe ihrer ersten Ableitung charakterisieren. In
Teilkapitel lernen wir die sehr niitzlichen Regeln von de I'Hospital zur Grenz-
wertbestimmung von Quotienten von Funktionen in speziellen Punkten kennen.

In Teilkapitel werden hohere Ableitungen eingefithrt und mit diesen der Satz
von Taylor formuliert. Der Satz von Taylor stellt besonders in den Natur- und
Ingenieurwissenschaften ein wichtiges Hilfsmittel dar, um komplizierte Funktionen
durch ein Polynom niederen Grades angenahert darzustellen.

In Teilkapitel lernen wir schlieflich ein hinreichendes Kriterium zur Charak-
terisierung lokaler Extrema mit Hilfe der ersten und der zweiten Ableitung einer
Funktion kennen.

141
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6.1 Die Ableitung

Definition 6.1. (differenzierbare Funktion und Ableitung)
Sei I ein offenes Intervall. Sei f : I — R eine reelle Funktion und xqy € I.

(1) f heifit differenzierbar in x, wenn der Grenzwert

ﬂ(xo) = ['(m) = lim fla) = flxo) _ . flao+h) = flzo)

dz Tty T — T h—50 h

(6.1)
existiert. f'(zg) heifit dann die Ableitung von f in x.
(2) [ heifit differenzierbar in I, wenn f in jedem Punkt von I differen-

zierbar ist. f'(x) ist dann fir jedes x € I erkldrt und liefert die Funktion
f': I — R, genannt die Ableitung von f.

Wie in der Abbildung rechts
illustriert, ist der Differen-
zenquotient

f(z) = f(x0)

T — Xy

die Steigung der Geraden
durch die Punkte (zg, f(zo))

und (z, f(z)).

Fir x — xy nahert sich der
Differenzenquotient der Stei-
gung der Tangente an den
Graphen von f im Punkt
(20, f(xg)) an, sofern diese
Tangente existiert.

In der Nédhe von x( lasst sich f dann durch die Tangente approximieren, d.h. an-
néhern, (lineare Approximation).

flzg+1t)~ f(xg) +t f(xg)  fiir kleines t € R.

Man bezeichnet

lim f(x) = f(x0) wnd I f(xo+h) — f(x0)

r=x0 T — X h—0 h

jeweils als den Differentialquotienten von f in x.
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Dass die beiden Grenzwerte in (6.1)) iibereinstimmen, sieht man, indem man h :=
xr — x9 und damit x = x¢ 4+ h setzt. Dann geht x — x( iiber in h — 0. Das h
spielt die Rolle des in der Physik und der Ingenieurwissenschaften iiblichen Ax.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 6.2. (Berechnung der Ableitung mit Differentialquotienten)
(a) f:R—=R, f(z) =22 und 7 € R

N f(x)—f(a:o):xZ—az%:(x—xo)(x+x0):x+x0%2xo
xr — Xo xr — X r — X
— f'(zo) = lim f(@) = /(o) = lim (2 + ) = 22
T—T0 T — xo T—T0

— f ist differenzierbar in zo und f'(zo) = 2 .
Da f in jedem z differenzierbar ist, finden wir als Ableitungsfunktion:
fR—R, f(z)=2z.
(b) f:R—=R, f(z):=x,und g € R
f(z) = f(zo) _ T~ %o

— =1
T — Xy T — Xy
— Pleg) = tim LTIy
T—X0 €T — J,'O T—X0

— f ist differenzierbar in zg und f(zg) = 1.
Da f in jedem zq differenzierbar ist, finden wir als Ableitungsfunktion:

MR- R, f(z) =1.

(¢) f:R—=R, f():=|z|,und 2o =0

Die Betragsfunktion f ist in g = 0 nicht differenzierbar, denn (vgl. Ubungs-
zettel) der Grenzwert

lim [z — 10 = lim m existiert nicht.
r—0 1 — O z—0 I

(d) Die Exponentialfunktion, der Sinus und der Cosinus sind differenzierbar auf
ganz R, und es gilt (ohne Nachweis):

exp’(x) = exp(x), sin’(x) = cos(z), cos'(x) = —sin(x).
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Zuletzt beweisen wir noch einen interessanten Satz.

Satz 6.3. (differenzierbar in zy = stetig in )
Seien I ein offenes Intervall, f : I — R und x¢ € I. Dann gilt:

f st differenzierbar in x. = f st stetig in xg.

Beweis von Satz[0.5: Sei f differenzierbar in z und sei r : I — R definiert durch

f(x) B f(xO) / .
— fi(xo fiir x # x,
T’(ﬂf) - r — Xy ( ) (6.2)

0 flir x = x.

Da lim r(z) = 0 = r(xg) ist, ist r stetig in x.
T—TQ

Durch Auflésen von (6.2) fiir x # g nach f(x) findet man

@ =@ iy e @I

T(l’) - T — Xy T — Xy
= f(2)=f(@o) + [f(z0) +7(2)] (x — 0),

und diese Gleichung gilt auch fiir z = x, da

flxo) = flxo) + [f'(x0) +r(x0)] (w0 — 20)

=0
ist. Somit gilt fiir alle z € I:
f(@) = flmo) + [f(w0) + r(2)] (z — x0). (6.3)
Da r stetig in xy ist, folgt aus (6.3, dass auch f stetig in xq ist. ]

Die Umkehrung des obigen Satzes ist im Allgemeinen falsch! Beispielsweise
ist die Betragsfunktion f(x) = |z| in 29 = 0 stetig, aber sie ist in zp = 0 nicht
differenzierbar (nach Beispiel [6.2] (c)).

6.2 Rechenregeln fiir Ableitungen

In diesem Teilkapitel lernen wir wichtige Rechenregeln fiir die Ableitung kennen.
Die erste Gruppe von Rechenregeln beschéaftigt sich damit, wie man die Ableitung
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der Summe, des Produkts bzw. des Quotienten zweier differenzierbarer Funktionen
berechnet. Danach lernen wir die sehr wichtige Kettenregel kennen, mit der man
die Verkettung zweier differenzierbarer Funktionen differenzieren kann.

Satz 6.4. (Rechenregeln fiir die Ableitung)

Sei I ein offenes Intervall. Seien f: I — R und g : I — R differenzierbar
m xg € 1. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) Fira e R ista- f=af differenzierbar in xy, und es gilt
(a f) (20) = a f'(20)-
(2) f+ g ist differenzierbar in xy, und es gilt
(f +9)(w0) = f'(z0) + g (20)-
(3) - g ist differenzierbar in xy, und es gilt
(f - 9)'(x0) = f'(20) g(w0) + f(x0) §'(20). (Produktregel)

(4) Ist g(xo) # 0, so ist /g differenzierbar in x,, und es gilt

IAY o) = f'(@o) g(wo) — flao) g'(20)
(9) (o) [9(96'0)}2

(Quotientenregel)

Wir beweisen Satz [6.4] weil der Beweis die nicht offensichtlichen Formeln der
Produkt und der Quotientenregel transparenter macht und das Verstandnis ver-
bessert.

Beweis von Satz|[6.4)

(1) Wir berechnen die Ableitung von « f in zy mit dem Differenzenquotienten:

(a f)(@) — (a f)(xo) _ aflx) —aflx) _  fx) = f(z0) amay

a f'(wo),

r — X T — Xy Tr — Xy

wobei wir im letzten Schritt genutzt haben, dass f in x( differenzierbar ist.
Also ist « f differenzierbar in xg und (af)'(z¢) = a f'(z0).

(2) Wir berechnen die Ableitung von f-+g in 2y mit dem Differenzenquotienten:

(f+9) @) — (f + 9)(wo)  flx)+g(x) — (f(x0) + g(x0))

r — X r — Xy
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= PO SO ) g )

wobei wir genutzt haben, dass f und ¢ in xy differenzierbar sind. Also ist
[ + g differenzierbar in xy, und die Ableitung in xy ist (f + g)'(xo) =
f(wo) + ¢’ (o).

(3) Wir berechnen die Ableitung von f - ¢ in zy mit dem Differenzenquotienten:

(f - 9)(@) = (f - g)(xo) _ f(x)g(x) = f(x0) g(o)

f(x)g(z) — f(wo) g(x) + f(x0) g(x) — f(20) 9(0)
T — Xy
(f(x) = f(x0)) g(x) + f(z0) (9(x) — g(x0))
T — Xy
= L= T )+ gy 2L =000

2 F (o) g(@o) + f(x0) g (w0),

wobei wir genutzt haben, dass f und g in z( differenzierbar sind. (Bei der
Grenzwertbildung haben auch genutzt, dass g nach Satz stetig in g ist
und dass somit g(z) % g(xo) gilt.) Also ist f - g differenzierbar in 20, und
die Ableitung in xg ist

(f - 9)'(z0) = f'(w0) g(o) + f(x0) g (o).

(4) Aussage zeigt man dhnlich wie Aussage |(3)| O

Betrachten wir nun diverse Beispiele fiir die Anwendung der Rechenregeln aus

Satz [6.4]

Beispiel 6.5. (Rechenregeln fiir die Ableitung)
(a) Seien k € Nund f; : R = R, fi(z) := 2*. Dann ist f;, differenzierbar und

fi(x) = kot L.

Nachweis:
filxy)=2r = fi(x)=1=1-2" (nach Beispiel

fa)=2’=z-2 — fia)Z

(nach Beispiel [6.2][(b)]

() z+x-(v)=1-2+2-1=22z
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(d)

(e)

fa(x) =2 =2% 2

= fi(2) e (2 x+2? () =2z -2+ 2> 1=232"

(nach Beispiel [6.2][(b)] und fj(z) = 2z)

— fa@) B @Y et (@) =kt e 1= (k1) 2t

(nach Beispiel und fi(x) = k2*71),

wobei (PR) fiir Produktregel steht. O
Sei p:R—=R, p(x) = Z ar ¥, eine reelle Polynomfunktion vom Grad
k=0

n > 1. Dann ist p nach Beispiel und den Rechenregeln in Satz in
ganz R differenzierbar, und es gilt

p(z) = Zak katt
k=1
Insbesondere ist p’ ebenfalls eine reelle Polynomfunktion mit dem Grad

Grad(p') = Grad(p) — 1.

1

Seien k € N und g, : R\ {0} = R, gp(z) :=a2% = — . Dann ist g in
x

R\ {0} differenzierbar und

k

.

gr(w) = —ka™ = -

Dieses folgt mit der Quotientenregel und Beispiel [(a)}

/ Dok . (kY R T A S
g;(a;):<1):(1) 1 (z?) 0 1-k

o (2F)2 (2F)2
_ _ki_l B T L W s B L S Ay S|
T

Ebenfalls mit der Quotientenregel sieht man, dass rationale Funktionen in
ihrem maximalen Definitionsbereich differenzierbar sind. Die Ableitung ist
wieder eine rationale Funktion.

Betrachten wir die Tangensfunktion:

an(x) = sin(x)

cos(x) fir 2 € Dy = {37 €R : cos(x) # ()}
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Mit der Quotientenregel folgt: tan ist auf Dy,, differenzierbar, und es gilt

sin’(x) - cos(z) — sin(x) - cos'(x)
cos?(x)

cos(x) - cos(x) — sin(z) - (— sin(z))

tan’(z) =

cos?(x)
cos?(z) + sin?(z)
B cos?(x)
1
_ J) cos?(x) jeweils fir € Dyay,.
1 + tan®(z)

Nun fithren wir die Kettenregel zum Differenzieren von verketteten Funktionen
ein.

Satz 6.6. (Kettenregel)

Seien I, J offene Intervalle. Seien f : I — R und g : J — R reelle Funktionen
mit f(I) C J. Ist f differenzierbar in xy € I und ist g differenzierbar in
f(xg) € J, soist go f differenzierbar in xq und es gilt:

(go f) (xo) = ¢'(f(x0)) f'(x0) -
—_——

aufsere innere
Ableitung Ableitung

Beweisidee fiir Satz[0.6: Wir formen den Differenzenquotienten wie folgt um:

(90 f)(x) = (g0 f)lwo) _ 9(f(®)) — g(f(20))

r — Xy T — Xy

L ULl S ) s ) 1),

Der mit einem Ausrufungszeichen gekennzeichnete Schritt und die nachfolgende
Grenzwertbildung miissen allerdings sauber begriindet werden und setzen voraus,
dass f(z) # f(x) fiir alle x dicht bei zq gilt. O

Betrachten wir einige Beispiele.
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Beispiel 6.7. (Kettenregel)
(a) Betrachten wir b : R — R, h(x) := e~ Dann ist

h(z) =(go f)(x) =g(f(zx)) =

mit den beiden Funktionen

2

g:R—=R, gy) :=¢", und fR—=R, f(z):=—127
und es sind ¢'(y) = e¥ und f'(x) = —2x. Nach der Kettenregel gilt:

W)= % (—2z)=-2ze ", r € R.
N e —
=9'(f(®))  —fr(a)

1 1
(b) Betrachten wir sinh : R — R, sinh(z) = 5 (" —e™) = 5 et ——e "
Dann ist
: 1 L
sinh(z) = k(z) — (go f)(x) = 5673 —5e v
1 1
mit ]{?(ZC) = §€CE7 g(Z/) - 5 eya f(x) = I,
/ ]' T / 1 !/
]{(113)256, g(y):§ey7 f(x)__la

und nach der Kettenregel gilt:

1 1 1
sinh’(z) = 569” — 56*93 (=1) = 5
' =f'(x)
=K(z) =g (f(2))

(e" + e ") = cosh(z), r € R.

Analog zeigt man cosh’(z) = sinh(x) fiir alle z € R.

Beispiel 6.8. (mehrfache Anwendung der Kettenregel)

(a) Sei h:R =R, h(z):=sin <x2i 1>. Dann ist
M) = (g0 @) = g(f(@), mit g(y) =sin(y), () =

g(y) = sin(y) ist in R differenzierbar mit der Ableitung ¢'(y) = cos(y).
Wenn f(x) = 1/(2? 4+ 1) ebenfalls in R differenzierbar ist, so folgt mit der

Kettenregel
W (@) : Ly (6.4)
) = cos : . .
x2+1 22+ 1
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Die Funktion f(x) = 1/(z% + 1) ist wiederum eine verkettete Funktion:

f(@) = (uov)(z) =u(v(z)) mit u(y):= 1 y o w(x) =2t 41,

Mit der Kettenregel finden wir
—2x
/ (2 —2 —
fi(x)=—(z"+1) T Er 1R (6.5)

=uw(v(@) V@

Einsetzen von (6.5)) in (6.4]) liefert, dass h in R differenzierbar ist mit der

Ableitung
1 —2x
h'(z) = . :
() = cos (x2 + 1) (22 +1)?

Natiirlich hatte man f’ auch mit der Quotientenregel berechnen kénnen.
Sei h:R — R, h(z):=cos (e *!). Dann ist

hx) = (g0 F)(x) = g(f(@), mit g(y):=cos(y), flz)=e"""".
Die Funktion g ist auf R differenzierbar, und f ist die Verkettung

f(@) = (uov)(z) =u(v(z)), mit u(y):=exp(y), v(z):=22"+1.

Als Verkettung der auf R differenzierbaren Exponentialfunktion mit der auf
R differenzierbaren Polynomfunktion 222 + 1 ist f auf R differenzierbar.
Somit ist auch h = g o f auf R differenzierbar. Wir finden mit zweitacher
Anwendung der Kettenregel

h/<$) _ g/<f($)> f/(ZU) — _gin (62x2+1) . (62$2—|—1>/

e €2x2+1 sin (62x2+1).

= —sin (eQIQH) 2 g —

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie man bequem die Ableitung der Umkehrfunk-
tion f~! einer streng monotonen differenzierbaren Funktion f berechnen kann,
wenn man die Ableitung f’ von f schon kennt.

Sei f : I — R nun streng monoton und stetig in /. Dann ist f injektiv (nach
Hilfssatz [2.40). Mit Folgerung folgt, dass die Bildmenge J := f(I) ein In-
tervall ist, und somit wird f : I — J bijektiv. Also existiert die Umkehrfunktion

S

J — I, und es gilt
f_l(f(x)) =z fir alle z € I. (6.6)
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Falls f in @g € I differenzierbar ist mit f’(x¢) # 0 und falls f~! in yo = f(z0)
differenzierbar ist, so folgt mit der Kettenregel aus (6.6)):

) (f@) flr)=1 = (f)(f(20)) =

1 1

=  (f)(y)= ) )

Diese Uberlegungen liefern die Idee fiir den nachfolgenden Satz.

Satz 6.9. (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei I ein offenes Intervall, und sei f : I — R streng monoton und stetig.
Ist f in xg € I differenzierbar und f'(xq) # 0, so ist f~1 in yy == f(xo)
differenzierbar und

1 1

(f_ )/(yo) = f’(xo) = f’(f’l(yo)) .

Beweisidee fir Satz[0.9: Da f : I — R streng monoton und somit injektiv ist,
existiert fiir y € f(I) mit y # yo genau ein x # g mit f(x) = y. Also kénnen
wir den Differenzenquotienten hinschreiben und finden durch Umformen:

(S @) =) @) = 1 (f(x0)

Y=Y a f(z) = f(zo)
_ T — X 2=z 1 _ 1
f@) = Flzo)  Flxo)  f(fHw))
wobei wir die Voraussetzung f’'(xg) # 0 genutzt haben. ]

Betrachten wir einige Beispiele fiir die Anwendung des Satzes iiber die Ableitung
der Umkehrfunktion.

Beispiel 6.10. (Ableitung der Umkehrfunktion)

1
(a) Fiir y > 0 gilt In(y) = ~.
()
Begrindung: Die Funktion f: R —]0,00][, f(z) := exp(x) = e”, ist streng
monoton wachsend und bijektiv und differenzierbar auf R mit der Ableitung
f'(x) = exp/(z) = e # 0, und die Umkehrfunktion ist f~! = In. Mit
Satz (6.9 folgt, dass die Umkehrfunktion f~! = In auf ]0, oo[ differenzierbar
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ist mit der Ableitung

N v 1 R S S
In'(y) = (f )<y>_f’(f1(y))_f'(ln(y))_eln@)_y'

(b) Sei g : [0,00[ = [0,00[, g(y) := /Y.
Die Funktion f : [0, 00[ — [0, 00[, f() := 22, ist streng monoton wachsend
und bijektiv mit der Umkehrfunktion f~'(y) = g(y) = /y. Weiter ist
f differenzierbar fiir alle x > 0 mit der Ableitung f'(z) = 2z. Es gilt
fl(x) =2x # 0 fir z > 0. Mit Satz folgt, dass die Umkehrfunktion
g= f~tin ]0,00[ differenzierbar ist mit der Ableitung

W) V) 2v5 2

Nachdem wir nun die Ableitung des natiirlichen Logarithmus kennen, konnen wir
nun auch die Ableitung von A :]0,00] — R, h(x) := x% mit beliebigem a € R
(vel. Definition mit Hilfe der Kettenregel berechnen. (Bisher kennen wir nur
die Félle mit a € Z.)

Beispiel 6.11. (Kettenregel)
Fir x > 0 und a € R gilt (vgl. Definition [2.42)

2% :=exp (a In(z)) = et nl@),
Mit der Kettenregel folgt fiir festes a € R\ {0}, dass die Funktion
f:]0,00[=]0,00,  flx) =t =,

nach x differenzierbar ist und dass gilt

d

f’(m)za[exp(aln(x))}:exp(aln(x))-gza:-%:x-a-x =ax" ",

wobel wir (a ln(zc))/ = aln'(z) = a1 = 2 genutzt haben. Im letzten Schritt
haben wir benutzt, dass fiir a,b € R\ {0} gilt 2% - 2¥ = 2%

6.3 Lokale Extrema: notwendige Bedingung

In diesem Teilkapitel lernen wir die ersten Aussagen zu lokalen Extrema einer re-
ellen Funktion f, genauer zu lokalen Maxima oder lokalen Minima, kennen. Wir
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werden zuerst diese neuen Begriffe mit Hilfe der Funktionswerte von f charakte-
risieren. Dann lernen wir eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir
die Existenz eines lokalen Extremums an die erste Ableitung einer differenzierba-
ren Funktion f kennen. In Teilkapitel werden wir spater noch eine zusatzliche
Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Extremums kennenlernen, welche die
zweite Ableitung einer (zweimal differenzierbaren) Funktion f benutzt. Weiter
lernen wir den Satz von Rolle kennen, der ein niitzliches Hilfsmittel darstellt.

Definition 6.12. (lokales Maximum/Minimum, lokales Extremum)
Sei D CR mit D # 0, und sei f: D — R eine reelle Funktion.

(1) f hat in xy € D ein lokales Maximum, falls es ein offenes Intervall
I gibt mit xo € I und

f(x) < f(xo) firallex e IND.

(2) f hat in xy € D ein lokales Minimum, falls es ein offenes Intervall 1
gibt mit xy € I und

f(x) > f(xg) fiir allex € IND.

(3) f hat in g € D ein lokales Extremum, falls f dort ein lokales Mazi-
mum oder ein lokales Minimum hat.

Bevor wir einige Beispiele betrachten, halten wir in der nachsten Bemerkung den
Zusammenhang mit dem bisherigen Begriff des (globalen) Maximums und (glo-
balen) Minimums einer Funktion fest.

Bemerkung 6.13. (lokale und globale Minima/Maxima)

In Definition haben wir die Begriffe des (globalen) Maximums und des
(globalen) Minimums einer Menge kennengelernt. Unter dem (globalen) Ma-
ximum bzw. dem (globalen) Minimum einer Funktion f : D — R (sofern
diese existieren) versteht man den groften bzw. kleinsten Funktionswert. Ist
Yo = f(zo) ein (globales) Maximum bzw. ein (globales) Minimum von f, so
hat f in x auch ein lokales Maximum bzw. lokales Minimum.

Umgekehrt gilt dieses im Allgemeinen nicht, d.h. lokale Maxima bzw. lokale
Minima sind nur in seltenen Féllen auch globale Maxima bzw. globale Minima.

Betrachten wir nun einige Beispiele.
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Beispiel 6.14. (lokale und globale Extrema)

(a) Die Funktion f : R — R, f(z) := 2% hat in 2o = 0 ein lokales und ein
globales Minimum, denn es gilt

f(0)=0<2?= f(x) fir alle x € R.

(b) Die Funktion f : R — R, f(z) := e"@= Y hat in 29 = 1 ein lokales und
ein globales Maximum, denn es gilt (weil e < 1 fiir alle ¢ > 0)

F)=e"=1>e @V = f(a) fiir alle x € R.

(c¢) Die Funktion f: R — R, f(z) := x sin(x), hat in 2y = 0 ein lokales (aber
kein globales Minimum), denn

f(0)=0-sin(0) =0 < x-sin(z) = f(z) furallez € }—E,E{ :
g/ 2'2
>0

,%[ das gleiche
t man z.B. an

(Wir haben hier genutzt, dass sin(z) und z fiir allez € |—
Vorzeichen haben.) Dass das Minimum nicht global ist si
dem Funktionswert

/(03) =) o (5)=(5) =g eomro

Im néchsten Satz lernen wir eine notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung
fiir ein lokales Extremum kennen.

[CHNTE]

Satz 6.15. (lokales Extremum in zy = f’(x¢) = 0)

Sei I ein offenes Intervall, o € I und f : I — R differenzierbar. (Da I keine
Randpunkte hat, liegt x¢ im Inneren von I.) Hat f in xq ein lokales Extremum,
so gilt f'(xg) = 0.

Bevor wir diesen wichtigen Satz beweisen, betrachten wir unsere vorigen Beispiele
und machen wir uns an einem neuen Beispiel klar, warum aus f’'(z) = 0 nicht
folgt, dass f in z ein lokales Extremum hat.

Beispiel 6.16. (lokales Extremum in 2y = f'(z9) = 0)
(a) Nach Beispiel hat die Funktion f: R — R, f(z) := 2% in 29 = 0

ein lokales und ein globales Minimum. Es gilt f/(x) = 2z, und somit gilt in
der Tat f/(0) =2-0=0.
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(b) Nach Beispiel [6.14]|(b)| hat die Funktion f : R — R, f(z) := e @~V" in
xo = 1 ein lokales und ein globales Maximum. Es gilt mit der Kettenregel

f’(a:) _ 6—(33—1)2 ) ( ) (SU _ 1)) — _9 (:U _ 1) 6_(33_1)2’

und in der Tat gilt

2

ffy==2-1-1) -V =—2.0.¢"=0.

(c) Nach Beispiel hat die Funktion f : R — R, f(x) := x sin(x), in
xo = 0 ein lokales (aber kein globales) Minimum. Es gilt mit der Produkt-
regel

f(z) =1-sin(z) + z - cos(z) = sin(x) — x cos(x),

und wir finden in der Tat f'(0) = sin(0) — 0 - cos(0) =0 —0=0.

(d) Unser nachfolgendes Beispiel zeigt, dass die Bedingung f’(z¢) = 0 nur not-
wendig aber nicht hinreichend fiir die Existenz eines lokalen Extremums
ist. In anderen Worten: Aus f'(zy) = 0 folgt nicht, dass die Funktion ein
lokales Extremum in x( hat.

Betrachten wir hierzu die Funktion f : R — R, f(z) := 3. Dann gilt
f'(x) = 32* und f(0) = 3-0% = 0, aber wegen

f(=z)=(—2)*= -2 < 0= f(0) <2’ = f(z) fiir alle 2 €]0, 00|

kann f kein lokales Extremum in xy = 0 haben (denn jedes noch so kleine

Intervall | — e,e[ um 0 enthélt sowohl Punkte x, fiir die negative Funk-
tionswerte auftreten, als auch Punkte x, fiir die positive Funktionswerte
auftreten).

Beweis von Satz6.13: Wir betrachten nur den Fall eines lokalen Maximums. Den
Fall eines lokalen Minimums behandelt man analog.

Die Funktion f habe in z( ein lokales Maximum. Dann gilt fiir alle x € DN [T
(wobei I ein gentigend kleines offenes Intervall um zg ist), dass f(z) < f(x¢) ist.
Da f differenzierbar ist, gilt:

=T Tr — Xy x/‘xO\ T — X J f/‘:ﬂo T — Xy )
>0 >0
F(o) = Tim f) = flwo) _ g F@) = flxo) _ o F@) = flwo)
T—Tg T — X T\(Zo T — X TN\ T — Xo
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a 3 & b
Abb. 6.1: Veranschaulichung des Satzes von Rolle.
Aus f'(xg) > 0 und f'(zo) < 0 folgt f'(z) = 0. ]

Nun lernen wir den Satz von Rolle kennen.

Satz 6.17. (Satz von Rolle)

Seien a,b € R mit a <b. f:[a,b] — R sei stetig in [a,b] und differenzierbar
in la,bl. Ist f(a) = f(b), so gibt es mindestens ein & € la,b] mit f'(§) = 0.

Beweis von Satz[6.17: Wir unterscheiden zwei Félle.
Fall 1: f sei eine konstante Funktion. Dann ist f/(x) = 0 fiir alle = € |a, b| .

Fall 2: f sei nicht konstant. Da f auf [a, b] stetig ist, hat f auf [a, b] ein (globales)
Maximum und Minimum (nach Satz[5.31)). Da f(a) = f(b) und f nicht konstant
ist, wird mindestens eines dieser Extrema in ]a,b] angenommen. Also existiert
¢ €la, b so, dass f(§) ein globales und damit auch lokales Extremum von f ist.

Mit Satz folgt /(&) = 0. O
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| | |
| I
a & £ b
Abb. 6.2: Veranschaulichung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung.

6.4 Der Mittelwertsatz

Satz 6.18. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung (MWS))

Seien a,b € R mit a < b. Die Funktion f sei stetig in [a,b] und differenzierbar
in Ja,b[. Dann existiert £ €]a,b] mit

F0) = fla)

f'(€) =——— (6.7)

Veranschaulichung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung: Be-
trachtet man die Sekante von (a, f(a)) nach (b, f(b)), so findet man mindestens
einen Punkt £ €]a,b[, in dem die Tangente parallel zu dieser Sekante ist (siche

Abbildung [6.2). Der Quotient
f(0) — f(a)

b—a
ist die Steigung der Sekante, also der Geraden durch (a, f(a)) und (b, f(b)). f'(£)
ist die Steigung der Tangente in &.

Zu beachten ist, dass Satz nur eine Existenzaussage ist, denn er garantiert
uns nur die Existenz eines Punktes ¢ € Ja, b[ mit Eigenschaft (6.7). Er gibt uns
aber auch fiir eine konkrete Funktion und ein konkretes Intervall |a, b] keinerlei
Information dariiber, welches der genaue Punkt £ in ist. Der Mittelwertsatz
der Differentialrechnung ist daher besonders fiir theoretische Uberlegungen niitz-
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lich (d.h. zum Gewinnen weiterer Erkenntnisse iiber differenzierbare Funktionen),
wie wir noch im Verlauf dieses Kapitels sehen werden. Man kann mit dem Mit-

telwertsatz der Differentialrechnung auch niitzliche Abschiatzungen fiir konkrete
Funktionen beweisen (siehe Beispiel [6.19)).

Wir beweisen nun den Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Beweis von Satz[6.18: Es sei

f(b) — f(a)

W) = fla) - L2

(x —a), x € [a,b].

Dann ist h stetig auf [a,b] und differenzierbar in ]a, b[. Aukerdem gilt h(a) =
fla) = h(b), da

f(b) = f(a)
b—a
f(b) = fla)
b—a

f) = fla)

h(a) = f(a) - !

(a—a) = fla) -
h(b) = f(b) — (b—a) = f(b) = (f(b) — f(a)) = f(a).

Nach dem Satz von Rolle existiert ein £ € |a, b[ mit

N _pl . f(b) _ f(a)
0=1(e) = se) - 1O
Es folgt die Behauptung durch Auflésen nach f/(€). ]

Betrachten wir ein Beispiel fiir die Anwendung des Mittelwertsatzes der Differen-
tialrechnung.

Beispiel 6.19. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Es gilt |sin(x)| < |z fiir alle z € R, denn:

Fall 1: Sei x = 0. Hier ist |sin(0)| =0 < |0].

Fall 2: Sei x # 0. Nach dem Mittelwertsatz existiert ¢ zwischen  und 0 mit

sin(r)  sin(z) — sin(0)

= = sin’(§) = cos(§).

T z—0

Also gilt (durch Multiplizieren auf beiden Seiten mit x) sin(z) = cos(§) - ¢ und
somit

[sin(z)] = [cos(§) - 2 = | cos(£)] - |2] < [z].
——

<1
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Eine wichtige Folgerung aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung sind die
folgenden Charakterisierungen des Monotonieverhaltens (also Wachstumsverhal-
tens) einer differenzierbaren Funktion mit Hilfe ihrer ersten Ableitung.

Folgerung 6.20. (Monotonieverhalten und erste Ableitung)
Seien I ein offenes Intervall und f : I — R differenzierbar. Dann gelten:

(1) f'(x) =0 firallex € I. <= f ist konstant auf I.

(2) f'(x)

(3) f'(x) <0 firalexel. <= [ ist monoton fallend auf I.
()

(4) f'(x) >0 fir alle x € 1. = f ist streng monoton wachsend
auf 1.
(5) f'(x) <O fir alle x € I. = f ist streng monoton fallend auf I.

x) >0 firalexel. <= f ist monoton wachsend auf I.

Die durchgestrichenen Folgepfeile <= in Folgerung (4) und (5) bedeuten, dass
die Folgerung mit <= nicht gilt.

Man beweist die Aussagen in Folgerung mit Hilfe des Mittelwertsatzes der
Differentialrechnung.

Bemerkung 6.21. (Folgerung aus dem Mittelwertsatz)
Da jede streng monoton wachsende oder streng monoton fallende Funktion injek-
tiv ist, folgt mit Hilfssatz aus Folgerung (4) und (5): Fiir jede auf dem
offenen Intervall I differenzierbare Funktion f : I — R mit stetiger Ableitung
gilt:

f'(z) # 0 fiir alle z € 1. = f ist injektiv.

Erklirung: Ist f’ stetig, so folgt aus f'(x) # 0 fiir alle z € I, dass f’ (wegen seiner
Stetigkeit) keinen Vorzeichenwechsel haben kann. Also muss gelten f’'(z) > 0 fiir

alle x € I oder f'(x) < 0 fir alle z € I. Mit Folgerung bzw. folgt

dann, dass f streng monoton und damit nach Hilfssatz [2.40| injektiv ist.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 6.22. (Anwendung von Folgerung [6.20))
(a) f:R =R, f(z):=a? — fl(x)=2x
In | —00,0[ ist f streng monoton fallend, da f'(x) = 2z < 0 fiir alle z < 0.

In 0, 00[ ist f streng monoton wachsend, da f'(x) = 2z > 0 fiir alle z > 0.
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b) f:R =R, f(z) =23 — f'(z) = 32°
Da f'(z) = 322 > 0 fiir alle # € R ist, ist f in ganz R monoton wachsend.

Aber: Obwohl f/(0) = 0 gilt, ist f in ganz R sogar streng monoton wachsend
und somit auch injektiv. Man sieht an diesem Beispiel, warum in Folgerung

nicht die Riickrichtung ,,<=" gelten kann.
(¢) f:R—=R, f(z) := sinh(x)
1
— f'(x) = cosh(x) = 5 (e"+€e ) >0 firallex€R.

Also ist sinh in ganz R streng monoton wachsend.

6.5 Die Regeln von de ’Hoéspital

Wir starten mit der Motivation fiir die Regeln von de I"'Hospital:

Sei I ein offenes Intervall, und seien f,g : I — R stetig in I. Sei xg € [I. Gilt
g(xp) # 0, dann ist
o f@) )
a0 g(x)  g(xo)
da der Quotient f/g in x( stetig ist.

9

Ist dagegen g(xg) = 0, so kann man so nicht argumentieren.

Kommt man mit elementarem Umformen des Quotienten f(z)/g(x) nicht weiter,
kann die Differentialrechnung helfen, wie man an dem folgenden Beispiel sieht:

Wir mochten den Grenzwert _
. sin(z)
im

z—0 €T

berechnen, falls dieser existiert. Hier haben wir die Situation, dass fir x — 0
sowohl der Nenner als auch der Zahler gegen null streben. Weil sin(0) = 0 ist und
der Sinus auf ganz R und damit insbesondere in xy = 0 differenzierbar ist, gilt
dann aber . . .
sin(z) _ sin(z) — sin(0) i sin’(0) = cos(0) = 1.
x x—0

Allgemeiner gilt die nachfolgende Regel, mit deren Hilfe sich viele Grenzwerte
einfach berechnen lassen.

Satz 6.23. (erste Regel von de ’'Hospital)
Sei I ein offenes Intervall und o € I. Seien f : I — R und g : I — R
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differenzierbar (und damit stetig) in I mit ¢'(z) # 0 fir alle x € I\ {zo}.
Falls f(xo) = g(xg) = 0 ist, so gilt

lim /() = lim f(z)

i g@) e g(a)

sofern der rechts stehende Grenzwert existiert.

Betrachten wir zunéchst einige Beispiele zur Anwendung der ersten Regel von de
I’Hospital.

Beispiel 6.24. (Anwendung der ersten Regel von de I’Héspital)

v
(a) Gesucht ist der Grenzwert lim ‘

z—0 €T
Fall ,,0/0“ vor, da

lim(ex—l):eo—lzo und limx = 0.
r—0 x—0

, sofern er existiert. Hier liegt der

Wir finden mit der ersten Regel von de I'Hospital

T _ 1 e —1) z
lime :limu:lime—:hmex:eozl.
=0 I z—0 (gj)’ z—0 1 x—0
: .oet—1 . .
(b) Gesucht ist der Grenzwert hn% 5— , sofern er existiert. Hier liegt der
T— €T
Fall ,0/0* vor, da
lim(e"—1)=e"—1=0 und  lima®=0. (6.8)
x—0 —0
Es gilt
T _1 et — 1) r
lim 5 :limQZime—,
z—0 I z—0 ($2) z—0 21
und der Grenzwert lim — existiert nicht! Insofern hilft uns hier die erste

z—=0 22
Regel von de I'Hospital nicht weiter. Wir konnten aber den Grenzwert

,I'Q

lim
r—0 e — 1
untersuchen (Kehrwert der vorigen Funktion). Hier liegt wegen eben-
falls der Fall ,0/0" vor, und die erste Regel von de I'Hospital liefert
7’ ()’ .2z 0 0

M1 ey e a1
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X

Damit wissen wir nun auch, dass der Grenzwert lim nicht exis-

z—0 g2
tiert. (Es existieren in zg = 0 fiir (e* — 1)/2% nur uneigentliche einseitige

Grenzwerte. )

2
: . " —=3x+2 i -
Gesucht ist der Grenzwert lim , sofern er existiert. Hier liegt

r—1 x—1
der Fall ,0/0“ vor, da

lim(x2—3x+2):1—3—|—2:0 und lim(x—l):O.

r—1 z—1

Wir finden mit der ersten Regel von de I’'Hospital

2 —3z+2 . (*=3z+2)  2:-3 2-3
lim = lim —— = lim = = —1.
r—1 r—1 x—1 (ZC — 1) z—1 1 1
1 — cos(x)

Gesucht ist der Grenzwert lim

5 , sofern er existiert. Hier liegt
z—0 X
der Fall ,0/0“ vor, da

lim (1 —cos(z)) =1—cos(0)=1—-1=0  und lim 22 = 0.

z—0 z—0

Wir finden mit der ersten Regel von de I’'Hospital

, (1= cos(x))/ .
lim 5 = lim y = lim
z—0 T z—0 (332> =0 2

1 — cos(x) sin(x)

Nun befinden wir uns wieder in der Situation ,,0/0% da

limsin(z) =0  und lim2z =0
z—0 z—0

ist, und wir wenden die erste Regel von de I'Hospital erneut an:

(sin(x))/ . cos(x)

. sin(z) . 1
lim —— = lim ——~ = lim = —.
=0 2% z—0 (2 [E) z—0 2 2

Wir erhalten also durch zweifache Anwendung der ersten Regel von de
I’Hospital

1 — cos(x 1
lim 1 008@) _ 1
z—0 2 2
3
: oxt—2r+1 - L
Gesucht ist der Grenzwert lim , sofern er existiert. Hier liegt

z—1 2 —1

der Fall ,0/0“ vor, da
lim (z° —22z+1)=1"-241=0 und lim(2°—1)=1"-1=0.

rz—1 rz—1
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Wir finden mit der ersten Regel von de I'Hospital

o —2zr+1 (P —22+41) 322-2 3.12-2 1
lim = lim = lim = =

il a2 — 1 =1 (22— 1) sl 2w 2.1 2

Eine falsche Anwendung der ersten Regel von de ’'Hospital wére die fol-
gende Argumentation gewesen

> —2r+1 (x3—2x+1) 312 -2
lim 5 = —— = lim
x—1 Tré — x—1 (5132 _ 1) x—1 2q
) . !/
2 iy 32 ,2) im0 g
z—1 (2 a;) r—1 2

denn wir diirfen die erste Regel von de I’'Hospital nicht noch ein zweites mal
anwenden, weil in
. 32?2
lim
r—1 2z
nicht der Fall ,0/0“ vorliegt (da lin%(?) x? —2) =1ist).
T—

Nun skizzieren wir noch den Beweis von Satz [6.23]

Beweis von Satz [0.23: Sei x € I mit x # xy. Mach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung (siehe Satz [6.18)) existieren &7, &> zwischen x und xy mit

o) _J@-I@) _ piey oy, I8 _g@ 0l e,

T — X9 T — X9 T — X9 r — Xy

wobel wir f(xy) = g(z¢) = 0 genutzt haben. Der Quotient f(z)/g(x) wird somit

fx)  f(x)— flz) LD ey,

0
= = = Y a

g(z)  g(x) —g(wy)  gl=sl) — g(&)

Ir—Xo
/
falls a:= lim f(x)
=20 g ()

existiert.

Dabei nutzen wir aus, dass fiir z — xg das Intervall |z, zq| falls z < z¢ bzw.
|zo, [ falls > xy immer weiter zusammenschrumpft und somit im Grenzwert
r — xg die Zwischenstellen & = & (x) und & = &(x) jeweils gegen xy streben
miissen. ]

Der néchste Satz hélt einige Varianten der ersten Regel von de 'Héspital fest fiir
den Fall, dass man sich dem Punkt xy nur von unten oder nur von oben néhert.
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Satz 6.25. (Varianten der ersten Regel von de I’Héspital)
Seien f :la,b|— R und g :la,b[— R differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fir alle
x €la,b.

(1) Es gelte li{‘n f(z) =lim g(x) = 0. Dann ist
f(x)

T\
/
lim ——= = lim f,(x)
Na g(x)  aNa g'(z)

Y

falls der rechts stehende Grenzwert existiert.
(2) Es gelte ;151/% f(x) = }jl;rll)g(x) = 0. Dann ist
/
(@) _ . [

lim —= = ,
o) 2 g(a)

falls der rechts stehende Grenzwert existiert.

Die Aussagen |(1) bzw. |(2) gelten sinngemdfS auch fir lim  bzw. hrll , d.h.
T——00 T—r+00

fiir a = —o0 bzw. b = +o00.

Wir lernen nun eine zweite Regel von de I’Hospital kennen fiir den Fall, dass der
Betrag des Nenners und der Betrag des Zahlers jeweils gegen oo streben.

Satz 6.26. (zweite Regel von de I’Héspital)
Seien f :]a,b[— R und g :]a,b[— R differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fir alle

x €la,bl.
(1) Es gelte h\in |f(x)| = li{‘n lg(z)| = c0. Dann ist

lim ﬂ = lim f(z)
Magl@)  rag@)

falls der rechts stehende Grenzwert existiert.

E. li =1 =o00. D '
(2) Es gelte Jj1;1’}1)|f(x)\ Jj1;1r11)|g(5L')\ oo. Dann ist

lim (_x) = lim f(z)
P gle) agla)’

falls der rechts stehende Grenzwert existiert.
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Die Aussagen |(1) bzw. [(2) gelten sinngemdf auch fir lim bzw. lim |, d.h.

T——00 r—400

fiir a = —o0 bzw. b = 400.

Beispiel 6.27. (Anwendung der zweiten Regel von de I’Héspital)

()

In(x
Gesucht ist der Grenzwert lim (z) , sofern er existiert. Wegen
T—00 €T
lim |In(z)| =00  und lim |z| = oo
T—r00 T—00

liegt hier der Fall ,,00/00* vor. Nach der zweiten Regel von de I'Hospital gilt
1/x o1

/
lim In(z) = lim M = lim = lim — =0.
=00 I T—00 (CI}) r—oo | T—00 I

Gesucht ist der Grenzwert lim xe *, sofern er existiert. Hier haben wir
T—00

den Fall eines Produkts zweier Funktionen, vom denen eine gegen null und
eine im Betrag gegen oo strebt, also hier

lim |z| = o0 und lim e™* = 0.

T—r00 T—r00
In solch einem Fall kénnen wir das Produkt der beiden Funktionen immer

als Quotient schreiben, bei dem der Zédhler und der Nenner im Betrag gegen
oo streben: Hier gilt

. _ . X
limze™* = lim —.
T—00 z—00 ¥
Nun gilt fiir den Zéahler und Nenner
lim |[x| =00  bazw. lim |e*] = oo,
T—00 T—r00

und es liegt der Fall ,,00/00“ vor. Mit der zweiten Regel von de 'Hospital
erhalten wir
(z)’ 1

. - . Y . . . _
limze ™ = lim — = lim - = lim — = lim e " = 0.
T—00 x—o0 et T—00 (€x> z—o0 e’ T—>00

xT

(Bemerkung: Wir hétten das Produkt der beiden Funktion ebenso als Quo-
tienten schreiben konnen, bei dem der Zahler und der Nenner gegen null
streben:

e " 1

lim ze ¥ = lim : mit lme* =0 und Iim —=0.
T—r00 r—00 = r—0Q0 T—r00 x
X

xT

Allerdings hétte uns hier Satz nicht zum Ziel gefiihrt.)
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(¢) Analog zu [(b) konnen wir fiir jedes feste & € N durch wiederholte Anwen-
dung der zweiten Regel von de I'Hospital zeigen:
i x

lim 2"e ™ =Ek!- lim — = 0.
T—00 z—o00 e¥

(d) Gesucht ist der Grenzwert li\r% x In(z), sofern er existiert. Hier haben wir
xT

den Fall eines Produkts zweier Funktionen, vom denen eine gegen null und
eine im Betrag gegen oo strebt, also hier

limxr =0  und lim |In(x)| = oo.
N0 2N\0

Wir schreiben das Produkt wieder so um, dass der Fall ,00/00" vorliegt:

1

X

In(x)

lim z In(z) = lim wobei nun  lim | In(z)| = oo, lim

) = .
2\0 2\0 1/$ BN N0

Nach der zweiten Regel von de 'Hospital finden wir

In(x) . (ln(a:))/_l, 1/x

limz In(z) = lim ——= = lim = lim
z\0 ( ) N\ 0 1/x x\0 (1/$)/ 2\0 —1/1’2
2
zlim—x—:hm—x:O.

z\0 T N0

6.6 Hohere Ableitungen und Satz von Taylor

In diesem Teilkapitel lernen wir Ableitungen ,hoherer Ordnung” kennen, d.h.wenn
man ein Funktion mehr f als einmal differenziert (sofern dies méoglich ist). Wir
berechnen also erst f’ und danach (f’). Dann ist (f')" =: f” die zweite Ablei-
tung der Funktion f. Weiter lernen wir den fiir Anwender sehr wichtigen Satz von
Taylor kennen. Das Satz von Taylor gestattet es eine (n + 1)-mal stetig differen-
zierbare Funktion angenéhert durch eine Polynomfunktion vom Grad n (und von
jedem Grad < n) darzustellen.

Definition 6.28. (hShere Ableitungen)
Sei I ein offenes Intervall, und seien f: 1 - R, xg € [ und k € N.

(1) Ist f differenzierbar in I und ist f' in xo differenzierbar, so heifst f
zweimal differenzierbar in x.

F(xo) = f"(x0) == (f) (x0)
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heifst dann die zweite Ableitung von [ in xy. Ist f in jedem xg € I
zwermal differenzierbar, so heifit f zweimal differenzierbar in I.

(2) Allgemein heifit f in xy k-mal differenzierbar, wenn f in I (k—1)-
mal differenzierbar ist und =Y in xy differenzierbar ist.

FB (o) i= (F5 Y (o)

heifst dann die k-te Ableitung von [ in xg.

(3) Man schreibt: fO .= f, f1) .= f

(4) CH(I) = {f:I—=TR : fist k-mal differenzierbar und FE) st stetig}
i1st die Menge der in I k-mal stetig differenzierbaren Funktionen.

(Anmerkung: ,C* steht hier fir ,continuous® (englisch fir ,stetig®). ) Man
sagt dann fiir f € C*(I): f ist k-mal stetig differenzierbar in I.

(5) C*(I) := ﬂ CF(I) ist die Menge aller Funktionen, die zu jedem C*(I)

keN
gehoren, d.h. die also beliebig oft stetig differenzierbar sind.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 6.29. (k-mal stetig differenzierbare Funktionen)

(a) Alle Polynomfunktionen sind beliebig oft stetig differenzierbar. Sie gehoren
also zu C*(R).

(b) Die Exponentialfunktion, Sinus und Cosinus, sowie die hyperbolischen Funk-
tionen sinh und cosh gehoren alle zu C*(R), also

exp, sin, cos, sinh, cosh € C*(R).

(¢) Der Logarithmus In :]0,00] — R ist beliebig oft stetig differenzierbar in
]0, 00[, also In € C>(]0, 00| ).

Mit dem Satz von Taylor kénnen wir eine (n+1)-mal stetig differenzierbare Funk-
tion durch eine Polynomfunktion vom Grad n (und durch eine Polynomfunktion
von jedem Grad < n) angenédhert darstellen. Solche Approximationen* (Néhe-
rungen) komplizierter Funktionen durch eine Polynomfunktion spielen sowohl in

der Mathematik als auch in den Natur- und Ingenieurwissenschaften eine wichtige
Rolle.
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Satz 6.30. (Satz von Taylor)

Seien I ein offenes Intervall, n € Ny, f € C"™(I) und xg € I. Dann existiert
zu jedem x € I eine Stelle &, zwischen xg und x mit

(ni 1)! f(n+1)(§x) (x . xo)n+1

A 7

2= 30 5 1) (2 — )+
k=0

::T;&;xo) =: R, (z; aco) (Restglied)

Die Funktion T, (x;zo) heifft n-tes Taylorpolynom um die Entwicklungs-
stelle xy. (Zu beachten ist, dass die Stelle &, von x abhdngt.)

Betrachten wir zunachst einige Beispiele.

Beispiel 6.31. (Anwendung des Satzes von Taylor)

(a) Die Funktion f: R — R, f(x) := exp(x) = €7, ist in jedem Punkt x € R
beliebig oft differenzierbar und es gilt f*)(z) = exp®(2) = exp(z) = €*
fiir alle £ € Ny. Nach dem Satz von Taylor ist das n-te Taylorpolynom um
die Entwicklungsstelle zg = 0

ZEGXP ZEZ’ _ZHZ’

Das Restglied ist

1
eXp(n+1)(€x) (l‘ . 0)n+1 - eﬁx xn+1

Bn(;0) = (1)

(n+1)!
mit einem &, zwischen x und 0.

Taylorsche Formel fiir die Entwicklung von exp um xg = 0: Zu jedem x € R
existiert ein &, zwischen x und 0, so dass gilt

n

1 1
exp(x) = e" = T,(x;0) + R,(x;0) = Z ] ot 4 CEmL s " (6.9)

Damit erhélt man die folgende Fehlerabschétzung fiir die Qualitat der An-
néherung von f(z) = exp(x) durch sein n-tes Taylorpolynom mit Entwick-
lungsstelle g = 0: Durch Umsortieren von und bilden des Absolutbe-
trags auf beiden Seiten finden wir
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— Graph von f(x) = " —— Graphenvon T,(x,0)=1 + x,
_T2(X,0)=1+X+1?X2, T3(X,0)=1+X+1?x2+1€x3

7 —
6

Abb. 6.3: Veranschaulichung der Graphen von f: R — R, f(x) = e”, (schwarz)
und seinen n-ten Taylorpolynomen T,,(x;0) um die Entwicklungsstelle 2o = 0 fiir
n =1 (rot) und n = 2 (blau) und n = 3 (grin).

Fir |z| <1 (und somit auch |&,| < 1, da &, zwischen 0 und x liegt) folgt
dann beispielsweise:

‘n+1 S

— s 1 s ,
(n+1)' ~N = (n+1)'
§e|§m|§el <1

In Abbildung[6.3|sind die Graphen der natiirlichen Exponentialfunktion exp
und seiner n-ten Taylorpolynome um zy = 0 fiir n = 1, 2, 3 gezeichnet. Man
sieht, dass bereits fiir n = 3 das Taylorpolynom fiir x dicht bei g = 0 die
Funktion f(z) = exp(x) sehr gut annéhert.

(b) Wir wollen alle Taylorpolynome von f : R — R, f(z) := sin(x), um die
Entwicklungsstelle 2y = 0 berechnen. Dazu brauchen wir vorab die Ablei-
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tungen von f(z) = sin(x).

fla) =sin(z), f'(z) =cos(x), f"(x)=—sin(z), fP(z)= - cos(x),
fW (@) =sin(z), fO(x) = cos(x), fO(x)=—sin(z), f7(z)=—cos(x),
und wir sehen, dass fiir alle k& € Ny gilt
FU9(x) = sin(x), FHHD () = cos(x),

FHE) (2) = —sin(z), FHE) (2) = — cos(a).
Damit finden wir

1
To(z;0) = ﬁsm(()) 0,

Ty (2:0) = Ty (x: 0) + % in/(0) (2 — 0)'
=0+ cos(0)z =z,

Ty(x;0) = Ty(x;0) + % sin”(0) (z — 0)?

1 3 L
—.T-Fa(—COS(O))x =T 5%
1
Ti(;0) = Ty(x; 0) + sin®(0) (x — 0)*
_ ! ! 4 _ L3
=T —|—Zsm(0)x =T 5%,
1
T5(x;0) = Ty(z;0) + o sin®(0) (z — 0)°
_ 1 s 1 5_ 1 1 5
T = 5% —I-ECOS(O)x x—gx —I—gsc
Allgemein gilt
T2m+2($;0) T2m+1 xZ; O = Z 2]€—|— kZUZk—H m € NO-
k:O

In Abbildung[6.4]sind die Graphen von sin und seinen n-ten Taylorpolynome
um zo = 0 fiir n = 3, 5, 7 gezeichnet. Man sieht, dass diese Taylorpolynome
fir z dicht bei 2y = 0 die Funktion f(z) = sin(z) sehr gut annidhern.
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—— Graph von f(x) = sin(x ) —— Graphenvon T, 3(%, 0)=x— % x3
1 .1 1

— T, (x,0)= x3+ x5, T (x x3+120 ~ 5040 X
1.5 -
1]
y ]
0.5
| //@/i
0.5+

/

_1 -
-1 .5 -

Abb. 6.4: Die Graphen von f : R — R, f(x) := sin(z), (schwarz) und seinen
Taylorpolynomen T,,(x;0) um die Entwicklungsstelle zp = 0 vom Grad n = 3
(rot), n =5 (blau) und n = 7 (griin).

(¢) Wir berechnen die ersten drei Taylorpolynome von f : [0, 00 = R, f(z) :=
Vv, um die Entwicklungsstelle zy = 1.

To(x;1) = %(z— =1,

Ti(ws1) = To(as 1) + 3y = (0 = 1) = 143 (0 = 1)

Ty(z;1) = Ty(x; 1)+% (—1 1—3/2> (. —1)
:1—|——(x—1)—%(:1:—1)2,

wobel wir
1/2 : L i 1 " L 3
fley=a"7  fle)=g27"=-—F, und [fi(z)=—-2x

genutzt haben.
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Nun betrachten wir noch wichtige Spezialfélle des Satzes von Taylor und eine
Anwendung. Die nachfolgenden Spezialfélle des Satzes von Taylor werden in den
Natur- und Ingenieurwissenschaften hiufig genutzt, um eine komplizierte (einmal,
zweimal bzw. dreimal stetig differenzierbare) Funktion durch eine konstante, eine
lineare bzw. eine quadratische Polynomfunktion anzunédhern.

Bemerkung 6.32. (Spezialfille des Satzes von Taylor)
Sei f € C3(I) und zy € I. Dann gilt nach dem Satz von Taylor:

(1) n=0:  f(z)= f(zo) + f'(&) (z — o)
mit einem &, zwischen x und x.

Dieses ist eine Umformulierung des Mittelwertsatzes der Differentialrech-

nung (vgl. Satz[6.18)).
2) n=1 f(z)= flzo)+ f'(z0) (v — ) + % F(&) (& = w0)?

\ 7

~
Gleichung der Tangente an f in xq

mit einem &, zwischen x und x.

(3) n=2:  f(x) = f(xo) + f'(w0) (v — x0) + %f’/(fco) (z — @)

o fE) (@ - m)?

mit einem &, zwischen z und x.

Zuletzt beweisen wir noch den Satz von Taylor.
Beweis von Satz[6.30: Wir betrachten die beiden Félle x = z¢ und x # x( separat.

Fall 1: Sei = 9 Dann verschwinden alle Terme (x — 29)*, k= 1,2,3,...,n+1
und wir bekommen

To(xo;x0) = f(xg), Ry(z;x0) =0, undsomit f(xg) = T,(xo; o) + 0.
Fall 2: Sei x # xy. Sei p € R so gewahlt, dass gilt

1
flx) =T,(x;x0) + T 1)

(Erkldrung: Da man die obige Gleichung nach ¢ auflésen kann, muss es ein solches
o geben.) Wir bestimmen nun p. Hierzu definieren wir ¢ : I — R durch

(x — xo)”+1 0.

1
(n+1)!

plt) 1= F(@) = 3 U (= — s (o = 1) o
k=0

7

~

=T, (x;t)
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Dann gilt ¢(x) = ¢(xy) = 0 wegen T, (z; x) = f(z) bzw. nach der Definition von
0. Nach dem Satz von Rolle (siehe Satz [6.17)) existiert £ zwischen zp und z mit

#'(€) = 0.

Also berechnen wir zunéchst ¢'(t):

P(t) = — kz:; % FEV@) (2 — )k + Z % FO@) -k (2 — t)F!

+ CESY m+1)(x—1t)"p
"1 1 | .
= — ; X FEV@) (2 — )" + /; =1 FR@) (@ =)+ =)
n n—1
=3 ) - )+ 3 T - ) )
k=0 =0 '
S FrD) (@ =) - L FEI@) (2 = 1)
n! pn k!
+ nz_:l i FUD@) (@ = 1) + 1 (z—18)"0
— k! n!
1 n n 1 n
= Hf( () (x—t) =)
= =" (o f"()
Daher gilt fiir £ zwischen g und z mit ¢/(§) = 0, dass
0= ()=~ (x—&)" (o~ F* ()
d.h. o= fFU(€), da x # € ist. ]

6.7 Lokale Extrema: hinreichende Bedingung

In Teilkapitel haben wir gelernt, dass bei einer differenzierbaren Funktion
in jedem Punkt z(, in dem ein lokales Extremum vorliegt, f'(xo) = 0 gelten
muss. Wir haben aber an dem Beispiel f : R — R, f(z) := 2?, und 2y = 0
gesehen, dass die Bedingung f’(z¢) = 0 nur notwendig ist (d.h. sie muss gelten,
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wenn ein lokales Extremum vorliegt) aber nicht hinreichend ist (d.h. sie garantiert
nicht, dass in xg auch wirklich ein lokales Extremum liegt). Nun lernen wir eine
zuséitzliche Bedingung an die zweite Ableitung kennen, so dass beide Bedingungen
zusammen die Existenz eines lokalen Extremums garantieren.

Satz 6.33. (hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema)

Sei I offenes Intervall und f € C*(I). Fiir xy € I gelte f'(xg) = 0 und
f"(xg) > 0 bzw. f"(x¢) < 0. Dann hat f in xq ein lokales Minimum bzw. ein
lokales Maximum.

Beweis von Satz[6.53 Fiir xo € I gelte f'(zo) = 0 und f"(z¢) > 0. Da f” stetig
in [ ist, existiert € > 0, so dass f"(z) > 0 fir alle x € |xg — e, 20 + [N 1.

Sei also © € |xg + €,29 — €[N 1. Nach dem Satz von Taylor existiert &, zwischen
x und g mit

f@) = flxo) + f'(2o)(x — @0) + % (&) (& = 0)* > f(z0).
=0 >0 20

Also hat f in z ein lokales Minimum.

Analog zeigt man, dass aus f'(zg) = 0 und f"(xy) < 0 folgt, dass f in xy ein
lokales Maximum hat. ]

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 6.34. (lokale Extrema)

Wir wollen alle lokalen Extrema der Funktion f: R — R, f(z) := xe ", bestim-
men und den Graphen dieser Funktion skizzieren.

Wir halten fest, dass f in 2y = 0 eine Nullstelle hat.

Nun berechnen wir die erste Ableitung und finden deren Nullstellen: Nach der
Produktregel und der Kettenregel gilt

fla)=(ze) =1 +awe ()= (1-z)e ™

und aus f'(z) = (1 —xz)e* =0folgt 1 — 2 =0, also x =1 (da e * # 0 fiir alle
z € R). Also ist z; = 1 der einzige Kandidat fiir ein Extremum.

Nun berechnen wir die zweite Ableitung. Mit der Produktregel und der Ketten-
regel gilt

/

f(z) = ((1 — ) e_”’) =(-1)-e"+(1—x)e " (-1)
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-X

— Graph von f(x) = xe

=2.5

Abb. 6.5: Veranschaulichung der Graphen von f: R — R, f(z) =ze "

=—e'—e"Hret=(x—-2)e "

Fiir 1 = 1 finden wir f’(1) = (1 —=2)e! = —e7! < 0. Also hat f : R — R,
f(x) = xe™™, in x; = 1 ein lokales Maximum. Die Koordinaten dieses lokalen
Maximums sind (1, f(1)) = (1,e7 ).

An f'(x) = (1 — x)e " kénnen wir sehen, dass f in | — 0o, 1] (also links von
xr1 = 1) streng monoton wachsend und in |1, 00| (also rechts von x; = 1) streng
monoton fallend ist. Also liegt in (1,e~!) nicht nur ein lokales Maximum sondern
sogar ein globales Maximum vor.

Es gilt weiter
lim ze* = —o0.
r——00

Es gilt lim || = oo und lim |e*| = oo (Situation ,,00/00"), und mit der zweiten
T—r T—00

Regel Véno?ie I’Hospital finden wir

. _ . T ) 1
Iimze ¥ = lim — = lim — = 0.
T—500 z—o00 er r—o00 ¥

T

Mit diesem Informationen konnen wir den Graphen der Funktion f : R — R,
f(z) = ze™™, skizzieren. Der Graph der Funktion f : R — R, f(z) = xe™", ist
in Abbildung [6.5] gezeichnet.
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KAPITEL 7

Integration

In Teilkapitel [7.]] fiihren wir das bestimmte Riemann-Integral

/abf(x)dx

geometrisch motiviert als der Flacheninhalt unter der Kurve des Graphen von
f von x = a bis x = b ein. Weiter lernen wir die grundlegenden Eigenschaf-
ten des Riemann-Integrals kennen. In Teilkapitel lernen wir den Hauptsatz
der Integral- und Differentialrechnung kennen. Dieser stellt einen Zusammenhang
zwischen dem Riemann-Integral und der Ableitung her und erlaubt es, aus dem
Wissen iiber die Ableitungen von Funktionen Erkenntnisse iiber (unbestimmte)
Integrale von Funktionen zu gewinnen. Hier wird auch der Begriff einer Stamm-
funktion einer Riemann-integrierbaren Funktion eingefiihrt.

In Teilkapiteln und lernen wir zwei wichtige Integrationstechniken kennen,
namlich die Methode der partiellen Integration und die Substitutionsregel. Dieses
sind die ,Gegenstiicke” zu den Differentiationsregeln Produktregel und Ketten-
regel. In Teilkapitel werden spezielle Substitutionen fiir gewisse Klassen von
Integranden diskutiert. In Teilkapitel [7.6|lernen wir die Partialbruchzerlegung, die
Integrationsmethode fiir rationale Funktionen, kennen. Fiir die Partialbruchzer-
legung benoétigen wir in einem Vorbereitungsschritt haufig Polynomdivision, die

bereits in Kapitel [2| behandelt wurde (vgl. Beispiel [2.14)).

Im letzten Teilkapitel werden schlieflich sogenannte uneigentliche Integra-
le behandelt: Dieses sind Integrale, bei denen entweder der Integrationsbereich
unbeschrankt ist oder bei denen der Integrand auf dem Integrationsbereich unbe-
schrankt ist.

177
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Abb. 7.1: Der Fldcheninhalt zwischen der Funktion f und der z-Achse von z = a
bis x = b wird mit geeigneten Rechtecken abgedeckt. Die Summe der Flachenin-
halte dieser Rechtecke ergibt eine Naherung fiir den Flacheninhalt zwischen dem
Graphen der Funktion f und der x-Achse von x = a bis x = b, also fiir den Wert
des Integrals.

Iy

8
8
8

7.1 Das Riemann-Integral

Wir lernen zunéchst die geometrisch motivierte Herleitung des Riemann-Integrals
kennen.

Seien I = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall und f : [a,b] — [0,00] eine
stetige Funktion. Gesucht ist der Flacheninhalt des Gebietes, das von dem
Graphen von f und der Geraden y = 0 (also der z-Achse) sowie den Senkrechten
durch x = a und x = b berandet wird. Wir werden diesen Flacheninhalt als

A= /abf(x)da:

bezeichnen und so das bestimmte Riemann-Integral von f iiber [a, 0] (d.h. von
x = a bis x = b) definieren.

Um diesen Fldcheninhalt zu berechnen, geht man folgendermafen vor (vgl. Ab-

bildung :
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(1) Man zerlegt [a, b] in n Teilintervalle I = [xp_1,zx], K = 1,2,...,n, wobei

a=$0<$1<3}2<...<$ni1<In=b.

(2) In jedem Teilintervall I wiahlt man eine Stiitzstelle & € .

(3) Man betrachtet die Rechtecke Ry mit Grundlinie I}, und Hohe f(&). Der
Flacheninhalt von Ry, ist dann

|Ri| = f(&k) (xr — 2p-1)-

(4) Man addiert die Flacheninhalte auf:

S=Y IRl =) f(&) (wr—wr).
k=1 k=1

Dieses ergibt eine Naherung des gesuchten Fldacheninhalts A.

Wenn man immer mehr Teilintervalle nimmt, so dass die maximale Breite dieser
Teilintervalle, also

max (2 — m3-1),

immer schmaler wird, so wird die Naherung fiir den Flacheninhalt immer besser.
Fiithrt man nun einen Grenziibergang (fiir n — 0o) durch, bei dem die maximale
Breite dieser Teilintervalle gegen null strebt, so erhélt man den exakten Wert A
des gesuchten Flacheninhaltes.

Bevor wir eine mathematisch saubere Definition des Riemann-Integrals geben,
iberlegen wir uns noch, was mit der Interpretation des Integrals als Flacheninhalt
passiert, wenn nicht alle Funktionswerte der stetigen Funktion f gréfer oder gleich
null sind:

Fiir stetige Funktionen f : [a,b] —] — 00, 0] konnen wir analog vorgehen: Wir
suchen den Flacheninhalt des Bereiches, der durch den Graphen von f, die z-
Achse und die senkrechten Geraden x = a und x = b begrenzt wird. Allerdings

definieren wir
b
/ f(x)dx

als —1 mal diesen Flicheninhalt, da die Flache unterhalb der z-Achse liegt.
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Abb. 7.2: Geometrische Interpretation des Integrals / f(x) dz als Fldcheninhalt.

Fiir stetige Funktionen f : [a,b] — R mit beliebigen (also moglicherweise posi-
tiven und negativen) Funktionswerten weisen wir den Fldcheninhalten der Fla-
chenstiicke zwischen Graphen und z-Achse (von x = a bis = b) oberhalb
der x-Achse ein positives Vorzeichen zu und den Flécheninhalten der Flachen-
stiicke zwischen Graphen und z-Achse (von & = a bis x = b) unterhalb der
z-Achse ein negatives Vorzeichen zu (vgl. Abbildung [7.2). Dann summieren wir
diese , Flacheninhalte mit Vorzeichen auf und erhalten so

/ab f(z)dx.

Nachdem wir jetzt eine Anschauung von dem Begriff des Integrals gewonnen ha-
ben, definieren wir nun das Riemann-Integral.

Definition 7.1. (beschriankte Funktion)

Seien D C R und f : D — R eine Funktion. f heifit beschrdankt, wenn es
eine Schranke S > 0 gibt, so dass |f(x)| < S fir alle x € D ist.

Beispiel 7.2. (beschrinkte Funktionen)

(a) Jede stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall ist beschrankt,
denn sie hat dort ein Maximum und ein Minimum. Genauer: Ist eine Funk-
tion f : [a,b] — R stetig, so gilt

m := min f(t) < f(x) < max f(t) =: M  fiir alle x € [a, }]
t€a,b] t€(a,b]
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und damit | f(z)| < max {|m|, |[M|} =: S fiir alle z € [a, b].

(b) sgn : R — R ist nicht stetig, aber auf jedem Intervall beschrdnkt, denn
|sgn(z)| <1 fiir alle x € R.

Das Riemann-Integral wird fiir beschrankte Funktionen eingefiihrt.

Definition 7.3. (Riemann-integrierbare Funktion, Riemann-Integral)

Sei f:|a,b] — R eine beschrinkte Funktion.
(1) Sein € N. Firk =1,2,...,n sei I} := [xp_1, Tk], wobei
a=20< 1 <9< ...<Tp_1<xy,=">0.
Dann heifst Z := {11, I»,...,I,} eine Zerlegung von |a,b].

((Z) ;== max (xk — Zbk_l)

1<k<n
heif§t die Feinheit von 7. X, := (51, oyt ,fn) heif§t ein Zwischen-
vektor fir Z, falls & € I, & € Iy, ..., &, € 1, gilt.

(2) Ist Z eine Zerlegung von |a,b] und Xz ein Zwischenvektor fir Z, so
definieren wir die (zugehorige) Riemannsche Zwischensumme wie

folgt:
S(f.Z,Xz) fok T — Th—1)-

(8) Die Funktion f heiffit Riemann-integrierbar tber |a,b], wenn es eine
Zahl A in R gibt mit folgender Eigenschaft: Zu jedem £ > 0 existiert
ein 9. > 0 so, dass fir alle Zerleqgungen Z von I mit £(Z) < d. und alle
zugehorigen Zwischenvektoren Xy gilt:

1S(f, Z,X5) — A| <e.

A heifst dann das Riemann-Integral von f tiber [a,b], und wir no-

tieren A als ,
/ flz)dz:=A

Man bezeichnet die Funktion f als den Integranden des Riemann-
Integrals.

(4) Wir schreiben R([a,b]) fir dic Menge aller tiber [a,b] Riemann-
integrierbaren Funktionen.
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(5) Wir definieren:

[ swa=— [ s ar

/aaf(a:) dz := 0.

Erklarung: Die zunéchst ,ungewohnlich® aussehende Definition von Riemann-

integrierbar iiber [a, b] und die darauf aufbauende Definition des Riemann-Integrals
in Definition bedeuten das Folgende:

Ist die beschriankte Funktion f : [a,b] — R Riemann-integrierbar iiber [a, b],
so gilt fiir jede Folge (Z;);>1 von Zerlegungen Z; von [a, b] mit lim; . ¢(Z;) =
und fiir jede beliebige Wahl von Zwischenstellen Xz = (59 ),féj ), e ,57%)) fiir
Z;, dass die Folge der Riemannschen Zwischensummen (S( [, Z;, X Zj))j>1 stets
konvergent ist und immer denselben Grenzwert A besitzt. Dieser Grenzwert
A heift das bestimmte Integral von f iiber [a,b] und wird mit

b

/ flr)dr = A:= lim S(f, Z;, Xz,) (7.1)
a J—0

bezeichnet. Zur praktischen Berechnung des Riemann-Integrals verwen-

det man dann eine Folge von moglichst giinstigen Zerlegungen und moglichst

giinstigen zugehorigen Zwischenstellen. Bevor wir dieses fiir einige Beispiele de-

monstrieren, lernen wir erst einen niitzlichen Satz kennen.

Satz 7.4. (hinreichende Bedingungen fiir Integrierbarkeit)

(1) Ist f : [a,b] — R monoton (d.h. monoton wachsend oder monoton fal-
lend), so ist f € R([a,b]).

(2) Ist f: [a,b] — R stetig, so ist f € R([a,b]).

Betrachten wir nun einige Beispiele.

Beispiel 7.5. (Riemann-Integral einer konstanten Funktion)
Sei f: R — R, f(x) := ¢ mit einer Konstante ¢ € R, eine konstante Funktion.

e Diese Funktion ist stetig auf R und damit insbesondere stetig auf jedem
Intervall [a,b]. Nach Satz[7.4]ist f daher iiber jedes Intervall [a, b] integrier-
bar.
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e Wir vermuten wegen der Interpretation des Integrals als Flacheninhalt der
Flache zwischen dem Graphen und der z-Achse von x = a bis © = b, dass
gelten sollte

/abf(x)dx:c-(b—a).

e Betrachten wir nun sogenannte dquidistante Zerlegungen Z; von [a, b] (also
Zerlegungen mit gleichen Abstédnden der Punkte zx, & = 0,1,2,...,7),
d.h. Z; ist eine Zerlegung von [a,b] in n; = j Teilintervalle der Lénge
(b —a)/j. Die Punkte der dquidistanten Zerlegung Z; sind also

2 =a+k-——  k=0,1,2...,]

und wir wahlen die Zwischenstellen f,ij ) = x,ij ). Dann gilt

J , . .
S(f. 25, Xz) = > £(&7) - (o) =)

Y
J J
— 1
:E c (b _a):c-(b—a) E —=c-(b—a)
k=1 J =1
——

Also erhalten wir, wie vermutet,
b b
/ f(z)dx :/ cdr = lim S(f, Z;, Xz,) = limc-(b—a) =c- (b—a).
a a J—0 Jj—00

Beispiel 7.6. (Riemann-Integral der Standardparabel iiber [0, b])
Wir wollen

b
/ ?dr mitbh >0 (7.2)
0

berechnen.

e Da die Standardparabel f : R — R, f(z) := 22, stetig ist, ist sie nach
Satz [7.4] iiber [0, b] integrierbar, und das Integral ((7.2)) existiert.

e Wir verwenden hier wieder dquidistante Zerlegungen Z; in n; = j Teilin-
tervalle gleicher Lange, also

2=k, k=0,1,2,... ]

.|
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Als Zwischenstellen verwenden wir &gj ) = :c,gj ). Dann erhilt man

J . . .
S(£. 2, Xz) = D f(&)) - @ —af))

Mit vollstandiger Induktion kann man zeigen, dass gilt:

<.

Zk2:éj(j+1)(2j+1).
k=1

Damit folgt

lim S(f, Z;, Xz,) = lim

—00 —00 <
j j J
<
J

b
1
e Also finden wir / *dz = lim S(f,Z;, Xz,) = §b3.
0

j—00

Beispiel 7.7. (Riemann-Integral von 1/x iiber [1, b))

Wir wollen das bestimmte Integral

b
1
/ —dx fiir ein festes b > 1
1 X

berechnen.

e Die Funktion f :]0,00[— R, f(x) := 1/x, ist stetig und somit iiber jedes
Intervall [1,b] mit b > 1 integrierbar.
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e Hier niitzen uns die dquidistanten Zerlegungen wenig. Statt dessen wéh-
len wir die Zerlegungen Z; in n; = j Teilintervalle mit x,(f ) = Vi k=
0,1,2,...,7, und die Zwischenstellen f,(f = x,(C) = b(*=D/7 Dann erhilt
man

J J
‘ 1 o
S(F. 23 Xz) = 3 FE) - (@ =) = 3 s - (077 = 58707)
k=1

ib bk/J plk— 1)/1’) — i (bl/j ~1)=3j- (bl/j —1).

k=1 k=1

Nun bilden wir den Grenzwert fiir 7 — oo

. pl/i —1q
lim S(f,Z;,Xz) = lim [j- ("7 = 1)] = lim

k—o00 j—0o0 j—00 1/]

(7.3)

Da 1/j fur j — oo gegen null strebt, kénnen wir nun in (7.3) auch 1/j
durch x ersetzen und statt des Grenzwertes fiir j — oo entsprechend den
rechtsseitigen Grenzwert fiir x ™\, 0 betrachten. Also

bl/j —1 bt —1 In(b)-x __ 1
lim S(f, Z;, Xx,) = lim — = lim —lm "
j—o0 J—00 1/] N0 X N\ 0 T
In(b)-z _ q ! In(b) en(®)-z In(d) e
i € )y 2O "0 (b — In(b),
2\0 (x) 2\,0 1 1

wobei die erste Regel von de I’'Hospital verwendet wurde, da

lim (eln(b)'f” — 1) =0 und limz = 0.
N0 N0

]—)OO

b1
e Also finden wir / —dz = lim S(f,Z;, Xz) = In(b).
1

Bemerkung 7.8. (Notation und Berechnung von Integralen)

(1) Die Bezeichnung der Integrationsvariablen ist willkiirlich! Beispielsweise

oilt b b
/af(az)dx:/af(t)dt

(2) Die obige Definition [7.3| macht keine Einschrankung an die Funktionswerte,
aufser dass diese |f(x)] < S fiir alle x € [a, b] mit einer Schranke S erfiillen
(da f auf [a,b] beschrankt ist). Die Stetigkeit der Funktion f in unserer
geometrischen, Anschauung wird in Definition nicht vorausgesetzt.
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Abb. 7.3: Idee der Untersumme U

A/

f,Z) und der Obersumme O(f, Z).

Im Schulunterricht wurden Integrale méglicherweise mit Unter- und Obersummen
eingefiihrt. Dieses fiihrt fiir stetige Funktionen zu einer dquivalenten Definition des
Integrals, wie es in der folgenden Bemerkung erklart ist.

Bemerkung 7.9. (Untersummen und Obersummen)
Wir betrachten hier nur in [a, b] stetige Funktionen. Diese nehmen nach Satz[5.3]]

ein Minimum und ein Maximum in [a, b] und in jedem abgeschlossenen Teilinter-
vall von [a, b] an. Wahlt man die Zwischenstellen & € [z)_1, xx], so dass

f(€)= min f(z)

TE[Tp—_1,2k]

—

~~

gilt, so erhélt man die Untersumme U(f,7) fir die Zerlegung Z. Entspre-
chend bekommt man die Obersumme O(f, Z), wenn man Zwischenstellen &, €

[l‘k_l, a:k] mit
x)

verwendet. Geometrisch entspricht dies der Verwendung ,eingeschriebener bzw.
,2umbeschriebener Rechtecke (siehe Abbildung [7.3). Es gilt fiir jede Wahl der
Zwischenstellen Xz = (&1,&,...,&,)

f(€) = max f

TE€[TK_1,Tk]

~—~

U(t,Z) < S(f. Z,Xz) < O(f. Z).

In Definition kann man daher bei einer in [a, b] stetigen Funktion dquivalent
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auch verlangen, dass fiir jede Folge von Zerlegungen (Z;),>1 mit lim ¢(Z;) = 0 die
j—o0

zugehorige Folge der Untersummen (U (f, Zj)) und die zugehorige Folge der

j=1
Obersummen (O( f Zj))j>1 jeweils konvergent sind und beide immer denselben
Grenzwert haben, dessen Wert nicht von der gewihlten Folge von Zerlegungen

abhangt.

Der nachste Satz stellt wichtige grundlegende Eigenschaften des Riemann-Integrals
zusammen.

Satz 7.10. (Eigenschaften des Riemann-Integrals)
Seien f: [a,b] = R und g : [a,b] — R beschrinkte Funktionen.

(1) Ist a < c <b, so gilt
f € R([a,b]) = feR(a,c) und feR(cb]).

In diesem Fall gilt:
/abf(x)d:c _ /acf(x)da:+/cbf(x)dx.
(2) Ist f € R([a.}])) und a € R, so ist o f € R([a,b]) und
/ab(a £(z)dz = a /abf@;) dz.
(3) Sind f,g € R([a,b]), so ist auch f+ g € R([a,b]) und es gilt
/ab(f+g>(x) dr /abf(:c) dr + /abg(x) de.
(4) Sind f.g € R([a,b]) und gilt f(z) < g(z) fiir alle @ € [a,b], so ist

[ 1@< [(gwa

(5) Ist f € R([a,b]), so ist auch |f] € R([a,b]), und es gilt

/ o) do

< / ' f ()] da.
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Abb. 7.4: Geometrische Bedeutung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung fiir
stetige Funktionen: Die Fléche zwischen der x-Achse und dem Graphen der Funk-
tion f(x) (von x = a bis x = b) ist gleich der Rechteckflache iiber [a, b] mit der
Héhe f(€) fiir eine geeignete Zwischenstelle € € (a, b).

Als letzten Punkt in diesem Teilkapitel lernen wir den Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung kennen.

Satz 7.11. (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Ist f : |a,b] — R stetig auf |a,b], so gibt es ein & € [a, b] mit

/f 1) (b a).

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung ist in Abbildung [7.4] anschaulich erklért.

Wir beweisen den Mittelwertsatz der Integralrechnung, weil der Beweis instruktiv
ist.

Beweis von Satz[7.11: Da f : [a,b] — R stetig ist, existieren nach Satz [5.31]

m := min f(x) und M := max f(x)
z€[a,b] v€lab]

SOWie Tpin, Tmax € [@,b] mit f(Xmm) = m und f(Tna) = M. Fir alle x € [a, b]
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gilt also m < f(x) < M, und daher folgt mit Satz [7.10][(4)], dass

b b b
m(b—a) :/ mdxﬁ/ f(:c)dazg/ Mdx = M (b— a).
Es folgt mit Division durch b — a, dass gilt

1

f(xmin):mgb_a

/ F(@)de < M = f(mm).

Da f stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz (Satz [5.26]) ein £ € [a, b
(zwischen i, und Tyay und somit in [a, b)) mit

bia/a f(z)dz — f(&) (b—a) =/a f(z)dz. O

f&) =

7.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung

Wir beginnen mit der Einfiihrung des Begriffs einer Stammfunktion.

Definition 7.12. (Stammfunktion)

Seien I ein Intervall, f : T — R und F': I — R. Falls F' in I differenzierbar
ist und F' = f gilt, so heifit F' eine Stammfunktion von f.

Betrachten wir ein paar Beispiele von Stammfunktionen.

Beispiel 7.13. (Stammfunktionen)

(a) Sei f: R = R, f(x) := 2% Dann ist F : R — R, F(x) := 2*/3, eine
Stammfunktion von f, denn es gilt

1
F’(a:):§-3x2:x2:f(a:) fir alle z € R.

F(z) = 23/3 ist aber nicht die einzige Stammfunktion von f(z) = 2?, denn
z.B. sind

1 1
G:R— R, G(x)::§x3—|—5, und H:R — R, H(:I:)::§x3—e,

ebenfalls Stammfunktionen von f(z) = 2.
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(b) Sei g : R — R, g(x) := €”. Dann ist jede Funktion der Form G : R — R,
G(x) := e”+ ¢, mit einer beliebigen Konstante ¢ eine Stammfunktion von g,
denn

G'(z) = (" + c)/ =e' =g(x) fir alle z € R.

(c) Sei h :])0,00][— R, h(x) := 1/x. Dann ist jede Funktion H :]0,00[ — R,
H(z) := In(x) + ¢, mit einer beliebigen Konstante ¢ eine Stammfunktion
von h, denn

H'(z) = (In(z) + c)/ 1 h(z)  fir alle z €]0, 00].

X

Was wir bereits in den vorigen Beispielen gesehen haben, gilt im Allgemeinen:

Bemerkung 7.14. (Stammfunktionen)

Ist F' eine Stammfunktion von f, so ist auch F' + ¢ fiir jede Konstante ¢ eine
Stammfunktion von f, denn

(F+c¢)=F+0=F.

Nach dieser Vorbereitung konnen wir den Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung formulieren.

Satz 7.15. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f :[a,b] = R stetig. Dann gelten:

(1) Die Funktion

F :la,b] — R, F(x) = /xf(t)dt,

ist eine Stammfunktion von f.

(2) Ist umgekehrt F' irgendeine Stammfunktion von f, so gibt es eine Kon-
stante c € R mat

F(x) :c—|—/$f(t)dt

und es qilt

b
/a f(a)de = F(b) — F(a) =: [F(x)} . (7.4)
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Warum ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung so
wichtig? Mit unserem Wissen iiber Ableitungen kénnen wir Stammfunktionen
bestimmen; und mit konnen wir Integrale bequem berechnen, wenn wir eine
Stammfunktion F' des Integranden f kennen.

Wir skizzieren den Beweis dieses wichtigen Satzes.

Beweisskizze fir Satz[7.15:
(1) Sei x €]a,b]. Ist h € R mit |h| klein genug, so gilt:

([ [ 08)

/ f(t)dt — f(x) (nach Satz

/ £(1) &——/hﬂ@& (7.5)

F(x+h)— F(z )
h

1
h
1
h

wobei wir im Schritt ((7.5)) genutzt haben, dass

1 1 T+h
l==—-h=-— 1d¢
h h/Jj ’

und da f(x) fiir ein Integral tiber ¢ eine Konstante ist, gilt somit

f(x)zf(:r)%/ 1 dt = / fa

x+h
%/+|ﬂ®—ﬂ@Mt fiir h > 0,

- i—/%]ﬂw—f@ﬂ& fir b < 0
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(1

) (w+h—x) max [f(t) = f(x) fir > 0,
- 1 .o
| (=) max ()= f@)] firh <0
( 1 .o
iy b max [f(t) - f(z)] fiir b > 0,
- 1 .o
| —h (=h) sthd s ‘f(t) - f(IU)’ fiir h <0
( h—0 )
) e, f(t) = f@)| =30 fiir h >0,
a max[f(t) - f(z)] 220 fiw h <0
\ z+h<t<z y

weil f stetig ist. Wir erhalten also

r _

lim (x+h)— F(x)
h—0 h

d.h. F'(z) = f(x) fir alle x €]a,b[. Um F'(z) = f(z) auch fiir die Rand-
punkte x = a bzw. x = b zu erhalten, muss man dort einen einseitigen
Differenzenquotienten betrachten.

L) e g N - F@)
h—0 h

= f(z),

— f(x)

Ist F' irgendeine Stammfunktion von f und ist G definiert durch

G(z) == F(z) — /xf(t) dt

G'(z) = F'(z) — (/:f(t) dt)/ = f(x) — f(x)=0  fiir alle x €la,b],

so gilt

wobei wir Teil (1) genutzt haben. Also ist G auf ]a, b[ eine konstante Funk-
tion, d.h. es gibt ein ¢ € R mit G(z) = ¢ fur alle z €]a, b[, d.h.

—/:f(t)dt:c = —c+/f (7.6)

Weil G als differenzierbare Funktion stetig ist, folgt aus G(z) = c fiir alle
x €la,b[, dass G(x) = c fiir alle x € [a,b] gilt. Damit gilt (7.6) fir alle
x € [a,b]. Aus (7.0 folgt dann fiir x = b bzw. 2 = a

F(b) - F(a) :c+/abf(t)dt— <c+/aaf(t)dt) :/abf(t)dt. O
e
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Bemerkung 7.16. (Stammfunktion und unbestimmtes Integral)

Ist F' eine Stammfunktion von f, so schreiben wir auch

/f(x) dz

fiir F(z). [ f(z)dx ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.
[ f(z)dz heiBt auch das unbestimmte Integral von f im Gegensatz zu
einem bestimmten Integral von f

/abf(a:) dz.

Betrachten wir einige Beispiele fiir unbestimmte Integrale.

Beispiel 7.17. (unbestimmte Integrale)
(a) Fira e R\ {—1} gilt

- a — 1 a+l-1 _ a
e <a+1x ) (a+1)z T

(b) /ldlen (Jz|) + ¢, denn

x

In (j2) In(x) wenn x> 0
n(|z|) =

In(—z) wenn 1z < 0
1

— wenn x >0 .
x

— —xln(m): = —.

1 1 X

- =— wenn <0

—xr
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1

T2 dz = arctan(z) 4+ ¢, da nach Satz[6.9 und Beispiel [6.5|(e)
T

(e) /cos(sc) dx = sin(z) + ¢
o [

1 1 1
tan’ (arctan(z)) 1+ tan? (arctan(z)) 1+a22’

arctan’(z) =
wobei wir tan’(z) = 1+ tan?(z) genutzt haben.

Betrachten wir auch einige Beispiele fiir bestimmte Integrale.

Beispiel 7.18. (bestimmte Integrale)

() /O 7 os(x) d = [sin(a) ;z — sin(27) — sin(0) = 0 — 0 = 0
(b) /:ida: - [m(upﬁzi — In(2) — In(1) = In(2)
© [ Lar={m(e)]” = m (1) - el
(1) —In(e) =0—1 = —1
(@ /O " in(x) dr [~ cos(@)] =~ cos(m) + cos(0) = ~(~1) + 1 =2
(e) /_Za:?’dx _ Ex‘*]zz: _ 334—3(—3)4 ~0

7.3 Partielle Integration

Die Methode der partiellen Integration beruht auf der Produktregel der Dif-
ferentiation (siehe Satz [6.4]|(3))): Fiir u,v € C'([a, b]) gilt

(u(z) v(a:))/ =/ (z)v(x) + u(z) V(). (7.7)

Da alle auftretenden Funktion u, v, v’ und v’ auf [a, b] stetig sind kénnen wir das
Integral von ([7.7)) tiber [a, b] berechnen und erhalten

b b
/ (u(x v(x))/dx:/ (v () v(z) + u(z) v'(z)) dz

A\ 7

= [u@) o)
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= {u(x) v(a:)K_Z = /ab u'(z) v(x) dr + /abu(m) V'(x) dw
= {u(x) v(x)Kj; - /abu(x) V(z)dz = /ab v (z)v(z)dx

Die Formel in der letzten Zeile bezeichnet man als die Methode der partiellen
Integration. Wir halten dieses als Satz fest.

Satz 7.19. (Methode der partiellen Integration)
Sind u,v € C'([a,b]), so gilt:

Bemerkung 7.20. (Partielle Integration unbestimmter Integrale)

/u'(x)v(m) doe = u(z) v(z) — /u(x) V' (x) du.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 7.21. (partielle Integration: bestimmte Integrale)

Bestimmte Integrale kénnen wir mit zwei Varianten berechnen (siehe unten): ent-
weder direkt oder indem wir zunachst das zugehorige unbestimmte Integral be-
rechnen und erst danach die Grenzen einsetzen.

3

(a) Variante 1: Direkte Berechnung von / retdx
-1

dx

o,
)
I
1
<&
<m
IS
| I |
8 =
L
I
.
<H
<m
IS

3
/ x e
=~~~
=v(z) =u/( =v'(z) =u(x)
3 =3
=3¢* —(=1)e ! = / e'dr =3¢’ +e ! - [em}

r=-—1

=33+l = (63—6_1> =2+ 267!
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3

Variante 2: Berechnung von / xe’dr mit dem unbestimmtem Integral
-1

€T e doe= x €' — 1 - €' dx
~— ~ ~—

=v(z) =u/(x) =v(z) =u(x) =v'(z) =u(x)

u(x
:xex—/exdx:xe“”—e”—kc:(:c—l)e”+c

und somit

3 =3
/ xemdaz:[(x—l)ex] =2e’ — (=2)e P =26+ 27

Wir diirfen bei der Berechnung des bestimmten Integrals die Integrations-
konstante weglassen, denn in ([7.4)) in Satz kann jede beliebige Stamm-
funktion gewéhlt werden (also auch die mit Konstante ¢ = 0).

(b) Variante 1: Direkte Berechnung von / t sin(t) dt
0

0 t=m T

t sin(t) dt = t — cos(t —/ 1 -(—-cos(t)) dt

/o_\/\v«() [_\/( ())Lo y L)
_U(t) Zu’(t) —U(t) Zu(t) =v (t) Zu(t)

=7 (—cos(m)) =0 (—cos(0)) + /07r cos(t) dt

t=m
=1—0+ {sin(t)} . =7 +sin(r) —sin(0) =7+0—-0=r
=

Variante 2: Berechnung von / t sin(t) dt mit dem unbestimmtem Inte-
0

gral
/ t sin(t)dt=_t (—cos(t)) —/ 1 - (—cos(t)) dt
7\" SN—— 7\/' ~—— 7\"/ N——
=u(t) —u/(¢) =o(t) —u(t) =v/(t) —u(t)
= —t cos(t) + /Cos(t) dt = —t cos(t) +sin(t) + ¢

und somit

t=m

/0 t sin(t) dt = [—t cos(t) + sin(t)]

= [ — 7 cos(m) +sin(m)| — [ — 0+ sin(0)] = .

t=0
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Beispiel 7.22. (partielle Integration: unbestimmte Integrale)

(a) Berechnung von /ln(m) dz fiir z > 0:

1
/ln(x) dz :/ 1 ‘In(z)dz=_=z In :1:)—/ r =
~ ——~ ~—~ ~~

=u/(x) =u(x) =u(z) =N~

=v'(x)

dx

=v(x) =v(x)

::L‘ln(x)—/ldx:xln(:r)—x+c.

(b) Berechnung von / z? e dx : Bei diesem Integral muss man partielle Inte-

gration zweimal hintereinander anwenden.

22 e dox= 2 €° —/ 2x €' dx

N~ A ~~ O~~~ ~ =~
=v(z) =u'(z) =v(z) =u(z) =v'(z) =u(z)
= 27" — 2 / r e’ dz

=v(x) =u'(x)

:x26m—2(xex—ex+c)

=(*—22+2)e"+¢  mitc:=—2c
(c) Berechnung von / sin(t) cos(t) dt:

/sin(t) cos(t) dt = sin(t) sin(t) —/cos(t) sin(t) dt
—— —— —— ——

=v(t) =u/(t) =o(t) =u(t) =v'(t) =u(t)
= sin’(t) — /sin(t) cos(t) dt

Wir addieren auf beiden Seiten das unbestimmte Integral [ sin(t) cos(t) d¢
und missen dann aber auf der rechten Seite eine Integrationskonstante ¢
erganzen, weil das letzte unbestimmte Integral verschwunden ist:

2 /sin(t) cos(t) dt = sin®(t) +¢ =

1 ~
/sin(t) cos(t) dt = 5 sin®(t) + ¢ mit c:=¢/2.
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(d) Berechnung von / t In(t)dt fur ¢t > 0 mit zwei Varianten:

1 1 1
Variante 1: / t In(t) dt = 5752 In(t) — / 5152 - dt
=u/(t) :vv(t) ~—~ :vv(t) ~

=u(t) =u(t) =v'(t)
1, 1

= —t*In(t)— = [ tdt
50 -5 [
1 1

= 5752 In(t) —Zt2—l—c.

Fiir Variante 2 nutzen wir, dass wir bereits wissen (vgl. Teil , dass
(t In(t) — t)/ = In(t) gilt.

/ t In(t)dt=_t¢ (tIn(t)—t)— / 1 (tIn(t) —t) dt
t) =u/(t) =u(t) =u(t) =v/(t) = u(t)

= t? 1n(t)—t2—/t1n(t)dt+/tdt

1
=* In(t) —t* — /t In(t) dt + §t2
2 1 2
=t In(t) — St —/tln(t)dt,
also
1
/t In(t) dt = t* In(t) — 5752 —/t In(t) dt ‘ +/t In(t) dt
— 2/1& In(t)dt = t* In(t) — = > +¢ (7.8)
—

t2+c mit ¢ :=

DO | O

Da wir keine weiteren Integrale auswerten, miissen wir im Schritt ((7.8)) die
Integrationskonstante ¢ ergénzen.

In der néchsten Bemerkung halten wir einige Tipps fiir den Umgang mit partieller
Integration fest.
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Bemerkung 7.23. (Praxistipps fiir partielle Integration)

/xf(x)dx

lassen sich durch partielle Integration losen, sofern

/f(:c) dx

bekannt ist. Man wéhlt dann v/(x) = f(x) und v(z) = z. Die Ausnah-
me von dieser Regel ist
/ z In(z) dz.

Hier ist es giinstiger, v/(z) = x und v(x) = In(x) zu wahlen (siche dazu
Beispiel [(c)))-

(2) Integrale der Form

(1) Integrale der Form

/xkf(az)da: mit k € N

lassen sich manchmal durch (mehrfache) partielle Integration berechnen

(siehe Beispiel (b))

7.4 Die Substitutionsregel

Seien f stetig und F eine Stammfunktion von f und u eine C!-Funktion. Falls die
Verkettung F' o u existiert, liefert die Kettenregel

(Fou)(x) = F’(u(:p)) u'(z) = f(u(x)) u' ().
Integration iiber [a, b] auf beiden Seiten ergibt
r=b

r=a

/ab fu(z)) W' (z)dz = /ab(F ou)(z)dr = {(F o u)(a:)}
= F(u) - Flu) = [F)] " = | " ) at

Nun konnen wir wir die Substitutionsregel formulieren.
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Satz 7.24. (Substitutionsregel)
Seiu € C*([a,b]), [c,d] :=u([a,b]). Ist f: [c,d] — R stetig, so gilt:

b u(b)
/ fu(z)) ' (z)dz = / f(t)dt. (7.9)
a u(a)

Bemerkung 7.25. (Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale)

/f(u(a:)) o' (z)de = [/ f(t) dt] - (7.10)

Achtung: Riicksubstitution nicht vergessen! Es ist ganz wichtig, dass
man nach dem Berechnen von [ f(¢)dt wieder ¢ = u(z) einsetzt!

Betrachten wir einige Beispiele.
Beispiel 7.26. (Substitutionsregel)

2
(a) Berechnung von / e~ zdx : Wir setzen
0

1
du——QJ: — ——du =z dx

uw=u(r)=—x — e 9

mit den neuen Integralgrenzen
u(0)=—-0°=0 und w(2)=-2*=—-4

und erhalten mit dieser Substitution

[ e () o[
e’ xdx = e (—=z)du=|—<e
0 0 2 2 u=0

d
1 1 1 _
:—564—<—§> 6025(1—64).

(b) Berechnung von / sin®(x) cos(z) dz : Wir setzen

u=u(r) =sin(zr) = j—u =cos(r) = du=cos(z)dz
T
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und erhalten mit dieser Substitution

/ sind(z) cos(x) dx — [ / 2 du] .

1 1
= [_ ut + ¢ =~ sin*(z) + ¢

4 ] u=sin(z) 4

Bemerkung 7.27. (Anwendung der Substitutionsregel)

In der Praxis wird die Substitutionsregel oft ,yon rechts nach links* angewen-
det, d.h. wir ersetzen auf der rechten Seite von ([7.10)) (bzw. von (7.9)) t = u(z)
mit einer injektiven Funktion u und erhalten mit

% = u/(z) = dt = /(z) dz

/ () dt = [ / f (@) o (2) deu_l(t), (7.11)

falls f stetig und wu stetig differenzierbar ist. Man beachte, dass die Injektivi-
tat von u erforderlich ist, damit man im letzten Schritt nach der Berech-
nung des Integrals die Substitution ¢ = u(z) durch # = w~1(t) mit Hilfe der
Umkehrfunktion u~! von u wieder ,riickgéingig machen” kann. Fiir bestimmte
Integrale erhalten wir analog zu ((7.11))

somit

d u~1(d)
/ f(t)dt = /_1( | f(u(z)) W' (z) dz. (7.12)

Betrachten wir ein Beispiel, in dem wir eine , Riickwéarts-Substitution” benutzen.

Beispiel 7.28. (Substitutionsregel)

¢ 1
/1 t (14 In(t)) d

Wir wihlen die Substitution t = e* (< = = In(t)), also

dt
t=¢e" = d—:ex — dt = e* dx
T
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und erhalten mit den neuen Grenzen In(1) = 0 und In(e) =1

/e ! dt—/1 ! eId:z:—/1 ! dz
t(1+m@®)  Jo e (1+1n(er)) o 1+

Mit der weiteren Substitution

dy _
doe

folgt mit den neuen Grenzen y(0) = 1 und y(1) = 2

‘ 1 | 21 y=2
/1 t(1+In(¢)) dt:/() 1—l—xdx:/1 Qdy: [ln(‘y‘)}yzl

=2
- [m(y)]y — In(2) — In(1) = In(2).
y=1
Alternativ kann man das Integral auch wie folgt mit einer Substitution losen:
du 1 1
=1+In(t — — = = du = —dt
u + In(?) rrialy u=dt,

und mit den neuen Grenzen

uw(l)=1+In(l)=14+0=1 und wule)=1+In(e)=1+1=2

finden wir
e 1 u(e) 2
/ dt=/ —du=/ —du
1 t(1+1n(?)) u() U LU
u=2
— [1n(|u|)} =(2)~In(1) = In(2)

In der nédchsten Bemerkung halten wir zwei Standardsubstitutionen fest.

Bemerkung 7.29. (zwei Standardsubstitutionen)

(1) Seien f stetig und A, u € R mit A # 0. Dann gilt:

[ 10t war=| [ 5 ad] = 5 [ sl

Erkldrung: Dieses folgt mit der Substitution

du _
doe

du = dx.

> =




7. Integration
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn

203

(2) Sei f € CH(I) mit f(z) # 0 in I. Dann gilt:

Erklarung: Dieses folgt mit der Substitution

du_

u=flo) = L= =

[ (1], s

o) = In (|f(z)]) + c.

du = f'(x)dx.

Betrachten wir auch hierzu einige Beispiele.

Beispiel 7.30. (Standardsubstitutionen)

L .
(a) /cos(Sx—5)dx:§sm(3x—5)+c

27 9 9
(b) /$2+1dx:1n(|a: +1])+c==*+1)+c

7.5 Substitutionen fiir spezielle Integranden

Zu erkennen, wann es sinnvoll ist die Substitutionsregel anzuwenden und mit
welcher Substitution, ist weitgehend Ubungssache. In der nachfolgenden Tabelle
sind einige Faustregeln fiir die Substitutionsregel festgehalten.

/ f(x)dz, und der Integrand f(z) enthélt

Substitution

(ganzzahlige) Potenzen von e”

Potenzen von x und vax + b

Potenzen von x und /1 — x? x = sin(t)
Potenzen von x und vx? — 1 x = cosh(t)

Potenzen von x und Va2 + 1
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Betrachten wir hierzu einige Beispiele.

Beispiel 7.31. (Substitution ¢ = e*)

(a) /1+€2$dx:/1+—(6x)2dx

et et

Wir substituieren

t=¢e" — — =" =1 — dx = - dt.

Dann gilt

1+ e 1+ 1 2+1
/ +e Qo — / +t-—dt _ /t+ gt
et t t t=e® t2 t=e®
1 1 1 _
= / 14+ =) dt =|t——-+c =e'——+c=e"—¢e "+ec
t2 t=e* t t=e% e’

(b) Um das unbestimmte Integral

h
/ cosh(x) 4
1+ e”
zu berechnen, driicken wir zunéchst den cosh(z) durch die Exponentialfunk-
tion aus, also cosh(z) = (e” + e™*)/2. Somit gilt

/cos (x)dx:/_e +e dx:—/e te’
1+ e* 2 1+e” 2 1+ e*
dt

1
Wir substituieren nun ¢ = e”, also T e’ =t dh. dr= n dt. Dann gilt
x

h 1 T —T
/COS (:c)dx:_/e e’
14e* 2 1+e*

B 1/(t+%)1dt
|2 t

2] A+

1 12
_ |1 / Rl S
_ 2 t2(1 + t) t=e*

—_1/ e dt+1/ L
2] 2141 2) 21+t |, .

1 1 1 1
= |z | —dt+ = | =——=dt
2) 1+t +2/t2(1+t) Lex
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1 1 1
() = — | .
[2 (|1 + |)+2/t2(1+t) L_ex

Dabei diirfen wir bei der Berechnung von [ 1%% dt die Integrationskonstante

weglassen, weil in dem verbleibenden Integral [ m dt noch eine Integra-

tionskonstante enthalten ist.

Unklar ist noch, wie man das verbleibende Integral

1
/t2(1 Y

berechnet. Dieses erfordert die Methode der Partialbruchzerlegung, die wir
in Teilkapitel [7.6] besprechen.

Beispiel 7.32. (Substitution t = Vaz + b)

/ < dx
r—1

zu berechnen, substituieren wir t = /r — 1 < x = t? 4 1, und somit gilt

%:% <— dr = 2tdt.
dt

(a) Um das unbestimmte Integral

Also erhalten wir

241
/ ~ _dz= /t ha 2tdt] :[2/(t2+1)dt]
r—1 I t /=1 t=y/z—1

[ 1 2
= 2(—t3—|—t—|—c>] :[—t3+2t+2c]
L \3 =71 3 t=vaz—1

2
= §(;z:—1)3/2+2(a;—1)1/2+’5

mit der neuen Integrationskonstante ¢ := 2 ¢. Im letzten Schritt haben wir
(x — 1)V/? = /o — 1 genutzt.

(b) Um das unbestimmte Integral

zu berechnen setzen wir

d
(t:\3/x+1 — x:t3—1> — (Tf:StQ — dx:3t2dt).
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Also erhalten wir

el

t ) t3
3t dt 3 dt
th—1 - Sﬁ =1 ] et
[ B —1)+1
- t—1 ={/z+1 t=32+1

[ 1 1
— 3/1dt+3/3 dt] :[3t+3/3 dt] |
i t - 1 t= 3/x+1 t - 1 t= 3/x+1

Wir kénnen bei der Berechnung des ersten unbestimmten Integrals [ 1d¢ die
Integrationskonstante weglassen, weil in dem zweiten unbestimmten Integral
1l ﬁ dt noch eine Integrationskonstante enthalten ist.

Unklar ist noch, wie man der verbleibende Integral

1
[

berechnet. Dieses erfolgt ebenfalls mit der Methode der Partialbruchzerle-
gung, die wir in Teilkapitel [7.6) besprechen.

Beispiel 7.33. (Substitution z = sin(t))

(a) Um das unbestimmte Integral

| 7=
—dz
1 — a2
zu berechnen, setzen wir
(:c =sin(t) <= t= arcsin(:v)) — V1 —ax?=cos(t),

(%:cos(x) — dx:cos(t)dt>.

Wir erhalten damit

[ ===/ Sci:;(tt)) coslt i) e i)
(7.13)

Das Integral

/ sin?(t) dt = / sin(t) sin(t) dt
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kann mit partieller Integration mit «'(¢) = sin(t), v(¢) = sin(¢) und somit
u(t) = — cos(t) und v'(t) = cos(t) berechnet werden:

/sinQ(t) dt = /sin(t) sin(t) dt = — cos(t) sin(t) — / ((— cos(t)) cos(t)dt
= —cos(t) sin(t) + /COSZ(t) dt.

Addition von / sin?(t) dt auf beiden Seiten und cos?(t) +sin®(¢) = 1 liefert

2/sin2(t) dt = — cos(t) sin(t) + /COSQ(t) dt + /sinQ(t) dt
= —cos(t) sin(t) +/ {COSQ(LL) + sinz(t)] dt
= —cos(t) sin(t) + / 1dt

= —cos(t) sin(t) +t+ ¢

=t — cos(t) sin(t) + ¢

und somit |

/ sin?(t) dt = (t — cos(t) sin(t) + c). (7.14)

Wir ersetzen noch den Cosinus durch

cos(t) = /1 — sin’(¢t) (da  sin®(t) + cos®(t) = 1)

und erhalten somit

1

/sinQ(t) dt = 5 (t — sin(t) 4/1 — sin®(t) + c) :
Bei der Riicksubstitution finden wir nun wegen sin (arcsin(x)) =z

z? [
dz = / sin®(t) dt]
/ V1-— x? L t=arcsin(x)

— % (t —sin(t) /1 — sin®(¢) + c)]

t=arcsin(x)

1
3 (arcsin(x) —rvV1—22+ c) :
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(b) Um das unbestimmte Integral

/ 2 \/1—73:2 dx
zu berechnen, setzen wir
(x =sin(t) <= t= arcsin(a:)) — cos(t) =1 — a2,
(% =cos(z) <= dx = cos(t) dt) :
Wir erhalten damit

/x2 V1—22de = / sin?(t) cos(t) - cos(t) dt]
— _ / (sin(t) cos(t))2 dt] R

[1
— |- / sin?(2t) dt] : (7.15)
4 t=arcsin(z)

t=arcsin(z)

wobel wir im letzten Schritt das Additionstheorem

éin(t) cos(t) + sin(t) cos(tz = sin(t 4+ t) = sin(2t)

~

= 2 sin(t) cos(t)

1
= sin(t) cos(t) = 5 sin(2t) (7.16)
benutzt haben.
d 1
Mit der Substitution y = 2, TZZ =2 & dt = 3 dy, erhéalt man weiter

1 1
|:—/Sil’12(2t) dt] = [—/Sinz(y) dy] : (7.17)
4 t=arcsin(z) 8 y=2 arcsin(x)

Das Integral auf der rechten Seite wurde bereits im vorigen Beispiel berech-
net und wir erhielten (siehe (7.14)))

1

/sinQ(y) dy = 5 (y — cos(y) sin(y) + c). (7.18)

Damit folgt aus ((7.15)), (7.17)) und (7.18]), dass
/x2 V1—2a2dx = E/SmQ(y) dy]
y=2arcsin(x)
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= |76 <y — cos(y) sin(y) + c)]

y=2 arcsin(x)

57 15 oS sint) + 1|
= |—y— — cos(y) sin(y) + —
_16 16 16 y=2 arcsin(x)
1 : 1 : : .
=3 arcsin(z) — T (2 arcsin(z)) sin (2arcsin(z)) + 6 (7.19)

Wir nutzen die Additionstheoreme
sin(2w) = sin(w + w) = sin(w) cos(w) + sin(w) cos(w)
= 2 sin(w) cos(w) = 2 sin(w) /1 — sin?(w),

cos(2w) = cos(w + w) = cos?(w) — sin*(w)

=1 —sin*(w) — sin®*(w) = 1 — 2 sin*(w),

wobei wir cos(w) = 4/1 — sin?(w) genutzt haben, um weiter zu vereinfa-
chen. Wegen sin(arcsin(z)) = x folgt aus den obigen Formeln

sin (2 arcsin(z)) =2zv1—2>  und cos (2 arcsin(z)) = 1 — 22°.
Einsetzen in ([7.19)) liefert

1 1
/:1:2\/1—x2d33:—arcsin(x)——(1—2x2)23; 124 &
8 16 16
= L arcsin(z) — L ((1 e xQ) z(1— a:2)1/2 + <
8 8 16
1 : 1 ooz Lo o~
—Sarcsm(x) 8x(l x) +8:1:(1 ) 4¢

mit der neuen Integrationskonstanten ¢ := ¢/16.
Beispiel 7.34. (Substitution x = cosh(t))

(a) Um das unbestimmte Integral

wobei z > 1,

| =
2 —1

zu berechnen, substituieren wir fiir x > 1

(x =cosh(t) mitt >0 <=t = Arcosh(x) mit z > 1)
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— Var—1= \/coshz(t) — 1 = sinh(¢),

d
(TSE =sinh(t) <=  dz =sinh(¢) dt) ,

wobei wir cosh?(¢) —sinh?(¢) = 1 genutzt haben. Arcosh = cosh™* (genannt
Areacosinus) ist die Umkehrfunktion von cosh. Damit erhalten wir

1 | 1
———dx = / _ sinh(t) dt] = [/ 1 dt}
/ vVa?—1 L Slnh(t) t = Arcosh(z) t = Arcosh(z)

— |t c} = Arcosh(z) + ¢
L t = Arcosh(z)

Wir sehen also, dass fiir > 1 die Funktion Arcosh eine Stammfunktion von
1/v/x? — 1 ist, oder umgekehrt, dass 1/v/x? — 1 die Ableitung von Arcosh

1st.

(b) Um das unbestimmte Integral

/\/ 2?2 — 1duz, wobei x > 1,

zu berechnen, substituieren wir fiir x > 1

(x =cosh(f) mit t >0 <= ¢ = Arcosh(z) mit z > 1)

— Var—1= \/COShQ(t) — 1 = sinh(?),

d
<TZZ = sjnh(t) =+ dr = Sinh(t) dt) ,

wobei wir cosh?(t) — sinh?(t) = 1 genutzt haben. Damit erhalten wir

/\/ﬁdx = / sinh(t) sinh(t) dt]

t = Arcosh(zx)

= / sinh? () dt] . (7.20)
L t = Arcosh(z)

Mit partieller Integration erhélt man mit «/(¢) = sinh(¢) und v(¢) = sinh(t)
und somit u(t) = cosh(t) und v'(t) = cosh(t)

/ sinh?(¢) dt = cosh(t) sinh(t / cosh(t) cosh(t) dt

= cosh(t) sinh(t / cosh2



7. Integration
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 211

Wir addieren nun auf beiden Seiten / sinh?(¢) dt und nutzen

cosh?(t) — sinh?(t) = 1. (7.21)

2/sinh2(t) dt = cosh(t) sinh(t) — /coshQ(t) dt—|—/sinh2(t) dt
= cosh(t) sinh(t) — / (coshQ(t) — sinhQ(t)) dt
= cosh(t) sinh(t) — / 1dt

= cosh(t) sinh(t) —t + c.
Also finden wir

1 t
/sinh2(t) dt = 5 cosh(t) sinh(t) — 5T g :

Wir driicken noch sinh(¢) mittels ([7.21]) durch sinh(t) = \/ cosh?(t) — 1 aus.

1
/Sil’lh2(t) dt = 5 cosh(t) \/coshz(t) —1- % + g :

Einsetzen in (7.20) und Ausnutzen von cosh (Arcosh(z)) = z liefert

/ Va2 —1ldr = /sinh2(t) dt}
L t = Arcosh(x)

1
= | = cosh(t) \/COSh2(Zf) —1- ! + 2

L 2 2 2 t = Arcosh(z)

1 1 ~
:E:z:\/:z:2—1—§Arcosh(:L‘)+c

mit der neuen Integrationskonstanten ¢ := ¢/2.

Beispiel 7.35. (Substitution von z = sinh(x))

(a) Um das unbestimmte Integral

1
dx
/ Va2 +1

zu berechnen, substituieren wir = sinh(¢) und erhalten wegen

cosh?(t) — sinh®(t) = 1
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fiir diese Substitution

(x =sinh(t) <= t= Arsinh(x))

— Va2 +1 = 4/sinh?(#) + 1 = cosh(¢)

(% = cosh(t) <= dx = cosh(t) dt) :

Dabei ist Arsinh = sinh™' (genannt Areasinus) die Umkehrfunktion von
sinh. Also gilt

1 1
———dx = [/ cosh(t) dt} = [/ 1 dt}
/ vaz+1 COSh(t) t = Arsinh(z) t = Arsinh(z)

- [t + C]t:Arsinh(a:) - AI‘SiDh(JS‘) tc

Wir sehen also, dass Arsinh eine Stammfunktion von 1/v/2? + 1 ist, oder
umgekehrt, dass 1/v/x2% + 1 die Ableitung von Arsinh ist.

Um das unbestimmte Integral

/ 1 [x2 + 1 vaz+1
/ 1+—2da::/ x—|2— dx:/ v dx, wobei x > 0,
x x x

zu berechnen, substituieren wir z = sinh(¢) und erhalten wegen

cosh?(t) — sinh?(t) = 1
fiir diese Substitution

(x =sinh(f) mit t >0 <= ¢ = Arsinh(z) mit z > O)

— Va4l = \/smh2 ) + 1 = cosh(¢

(E—cosh() — dx—cosh()dt).

Also gilt

1 Va2 +1 h(t
/\/1+—2dm:/ v dz = /COS cosh(t )dt]
X L Sll’lh t = Arsinh(z)
B / osh2 ]
t = Arsinh(z )
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Nun ersetzen wir den Cosinus Hyperbolicus und den Sinus Hyperbolicus
durch ihre Definitionen mit der Exponentialfunktion cosh(t) = (e' +¢71)/2
und sinh(¢) = (! — e7")/2. Wir erhalten

2 1t 4 ,—t))2 2 —9t
/COSh (t)dt:/(z(e +e1)) dtzl/e +2+e ar.

sinh(t) (et —e ) 2 el — et

wobei wir 2ef et = 2¢e/7t = 2€¥ = 2 genutzt haben. Wir substituieren nun
y=c¢' alsot =1In(y), dy/dt =e' =y < dt = dy/y, und somit

1 [ 4242 1 P24+ 5

_/6—:—'_—? q — —/—ﬁ’—dy

2 el —e 2 y— Y .
y=e

1 / yt 4297 + 1
2 yt —y? et

1 o)+ By +1
_/(:y y1+(2y+)dy]
y =y y=et

2

1 3y?+1
= |= 1 d
2-/ ( " y4 _y2) y] y=et

1 1 [3y?+1
—|Z [ 1dy+= d
_2/ y+2/y4_y2 yL_et

1 1 [3y2+1
= |-y+- d
_2y+2/y4—y2 y]

32 +1
/y”‘—zﬂ 4y

kénnen wir mit der Methode der Partialbruchzerlegung aus dem nachsten
Teilkapitel 16sen.

y=e'

Das verbleibende Integral

7.6 Integration rationaler Funktionen

Um rationale Funktionen zu integrieren, benotigt man die Methode der Parti-
albruchzerlegung, die wir in diesem Teilkapitel kennenlernen werden. Als Aus-
gangspunkt halten wir fest, welche rationalen Funktionen wir bis jetzt bereits
integrieren konnen.
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Bemerkung 7.36. (Stammfunktionen rationaler Funktionen)

1
(1) / dz =In(Jz —a|) + ¢, wobeia € R
T —a

1 _ (x —a)t™
2 - — — n = -
()/(aj—a)”dx /(:1: a) "dx T + ¢,
wobei a € R und n € N\ {1}
1 1
(3) /—dx:—arctan (§>+c, wobei a > 0

2+ a? a a

Begriindung: Mit der Substitution x = awu, dr = adu und Beispiel

folgt

1 [ 1 1 1
/—dx = /—adu = —/ du
22 + a? ) (au)?+ a? u=z/a a) u®+1 u=z/a

1 1 T
= |- arctan(u) +c = — arctan (—) + c.
u=z/a

a a a
@) [ de= (@@t te wobcia>0
aj2—|—a2 CU—2 ni\xr a Cc, WoDbe€l a

Begriindung: Mit der Substitution v = x> + a*, du/2 = z dx, folgt

x 1 du 1
_— — —_— — —_ 1
/ 3.72 + Cl2 dx [/ U 2 :|ux2+a2 |:2 ! (lu‘) + C] u=z2+a?

1 1
:5ln(|x2—i—a2\)—|—c:§ln(x2—|—a2)—|—c (weil 2% + a* > 0).

Die Idee der Partialbruchzerlegung ist, dass sich (komplizierte) rationale
Funktionen héufig in eine Summe einfacher rationaler Funktionen zerlegen lassen,
welche man dann jeweils einfach integrieren kann.

Methode 7.37. (Partialbruchzerlegung)

Die Methode der Partialbruchzerleqgung dient zur Integration rationaler
Funktionen

f:Df =R, f(z) ::]M mit ~ Dy:={zeR : gq(z)#0},
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wobei p und q Polynomfunktionen sind mit Grad(q) > 1.

Schritt 1: Polynomdivision, falls Grad(p) > Grad(q) (Zihlergrad >
Nennergrad)

Schritt 2: Faktorisierung des Nennerpolynoms q(x)
Schritt 3: Partialbruchzerlegung

Fiir jeden Faktor (x — a)™ bzw. jeden Faktor ((x — a)* + b*)" in der Fuk-
torisierung von q(x) wdhlen wir die in der Tabelle angegebene Summe von
Partialbriichen. Diese Summen von Partialbriichen fiir die einzelnen Fakto-
ren des Nennerpolynoms werden aufsummuert. Dabei miissen alle Konstanten
unterschiedlich benannt sein.

Faktor in q(x) Ansatz

(x —a)™ i + ¢, + -|-—Cm
r—a (r—a)?2 =~ (z—a)"

A1$+Bl 4 AQ.%'-l-BQ 4 4 An.I-I-Bn
(x —a)?+b ((:c—a)2+b2)2 T ((w—a)2+ )"

((z —a)*+0%)"

Wir setzen diesen Ansatz gleich der (nach der Polynomdivision iibrig gebliebe-
nen) rationalen Funktion mit dem faktorisierten Nenner und formen geeignet
um, um die Konstanten A;, B;, C; zu bestimmen.

Schritt 4: Integration der einzelnen Summanden in der Partialbruchzerle-
gung

FEinzelne Schritte konnen je nach Situation entfallen, falls die rationale Funk-
tion bereits in der passenden Form vorliegt.

Schritt 3 benotigt ein Beispiel, damit klar ist, wie die Methode zu verstehen
ist: Fur p(z)/q(x) mit Grad(p) < Grad(q) und

q) = (x—x)™ ... (x— )™ - ((x — )’ + b%)n1 c ((az —ar)? + bz)w

wiirden wir also den folgende Ansatz erhalten:
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o ) Ciny
+...+ + g T T
r—u1xr (v —xp) (x — xp)™
AV 4B AL 4 B - AV 2+ BY
(v —a1)? + b3 ((x—a1)2+b%)2 (=)0
LAYt BY  ADa B A0z 4 BY

+...+ =
(¢ = a)> + 0} ((z — ag? +b2)° ((z = an)? +07)

wobei die oberen Indizes der Konstanten anzeigen, zu welchem Faktor im Nen-
ner die Konstanten gehoren. (Wir miissen sicherstellen, dass alle Konstanten in
den einzelnen Termen verschiedene Namen haben; sonst bekommen wir falsche
Ergebnisse!)

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 7.38. (Partialbruchzerlegung)

22t + 22 -3
d
(a)/ 22 +1 ‘

Schritt 1: Polynomdivision

2
(22 +2* =3) (®+1)=22"-1——
e+ 1
—(22% +22%)
—z? -3
()

—2
Schritt 2 und Schritt 8 entfallen, da der Nenner keine reellen Nullstellen
hat und bereits faktorisiert ist und da das Restpolynom

2
241

bereits in der (mit der Partialbruchzerlegung) gesuchten Form vorliegt.

Schritt 4: Integration der Summanden

2 2 _ 2
/;U+a: de:/ 27% —1— dx
241 241

2
:/(2x2—1)dx—/ 5 dx
¢+ 1

2
= §x3 — x — 2 arctan(x) + ¢




7. Integration
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 217

(b) / 32241 de

3 —a?4x—1

Schritt 1 entfillt, da Zdhlergrad < Nennergrad.

Schritt 2: Faktorisierung des Nenners
Pt —1=(x—1)(2*+1)

(Durch Probieren findet man die Nullstelle z = 1 des Nenners; danach
berechnet man die Faktorisierung mittels Polynomdivision.)

Schritt 3: Partialbruchzerlegung

322+ 1 (@ -1)+ (227 +2)
(x—1)(22+1) (z—1)(22+1)
(=1 (z+1) 2(2?+1)
(=1 (@2+1) (z—1)(22+1)
r+1 2
::L’2—|-1+x—1 (7.22)
x 1 2

x2+1+x2—|—1+x—1

Hier haben wir mittels geschickter Umformungen die rationale Funktion in
die ,richtige Form® (7.22)), die mit der Partialbruchzerlegung gesucht wird,
gebracht. Wir lernen weiter unten, wie man ,systematisch* vorgeht, um die
Partialbruchzerlegung zu berechnen.

Schritt 4: Integration der Summanden

/ 322 +1 1 / T 1 N 2 4
xr = x
-2 4+r—1 24+1 2241 -1

T 1 2
— d d d
/xQ—l—l x—l_/aﬂ—i—l ng—'_/ar:—l v

= % In (z* 4 1) 4 arctan(z) + 2 In (Jz — 1]) + ¢

Wie findet man nun in Schritt 3 im Allgemeinen die Koeffizienten in den Zéhlern
im Ansatz der Partialbruchzerlegung? Hier gibt es drei Vorgehensweisen:

Koeffizientenvergleich: Wir multiplizieren mit dem Nennerpolynom ¢(z). Das
Zahlerpolynom p(z) ist dann gleich demjenigen Polynom, welches man als Zah-
ler erhélt, wenn man im Ansatz alle Briiche auf den Hauptnenner bringt. Diese
Polynome sind gleich, wenn in ihnen die gleichen Potenzen von x auftreten und
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deren Koeffizienten jeweils gleich sind. Die so erhaltenen Gleichungen fiir die Ko-
effizienten liefern ein lineares Gleichungssystem fiir die Konstanten.

Einsetzen spezieller Werte fiir x: Durch das Einsetzen von speziellen Werte
von z, die keine Nullstellen von ¢(x) sind, erhalten wir jeweils eine Gleichung fiir
die Konstanten. Haben wir N Konstanten und erhalten wir durch Einsetzen von N
verschiedenen Werten von x also IV solche Gleichungen und sind diese Gleichungen
Jinear unabhéngig”, so erhalten wir ebenfalls ein lineares Gleichungssystem, aus
dem wir die Konstanten bestimmen konnen.

Grenzwertverfahren: Man kann einzelne Konstanten bestimmen, indem man
beide Seiten, also p(z)/q(z) und den Ansatz, mit der Hauptnenner, also dem
Nennerpolynom ¢(z), multipliziert und dann fiir jeder Nullstelle a des Nennerpo-
lynoms ¢(z) den Grenzwert z — a bildet.

Wir illustrieren die verschiedenen Methoden unten an einem Beispiel. Das Grenz-
wertverfahren ist meist die schnellste Variante; allerdings muss es manchmal mit
anderen Vorgehensweisen kombiniert werden.

Beispiel 7.39. (Partialbruchzerlegung mit den verschiedenen Methoden
zur Bestimmung der Koeffizienten)

T —2 r—2
d _

22—z z(r—1)

Tz — 2 A B
Ansatz: _— = — 7.23
nsatz x(x—l) $+x_1 ( )

Koeffizientenvergleich: Wir multiplizieren den Ansatz ((7.23) mit dem Hauptnen-
ner q(z) =x (z — 1),

r—2=A(x—1)+ Bz = r—2=(A+B)xz — A,
und wir lesen mittels Koeffizientenvergleich ab, dass
(A+B=1und —A=-2) < (B=1-A=1-2=—1und A=2).

Also gilt A =2 und B = —1, d.h.

x—2 2 —1 2 1

x(r—1) x+x—1 r x—1

Einsetzen spezieller Werte fir x: Wir setzen in den Ansatz (7.23) z.B. jeweils
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r =2 und x = —1 ein (beide sind keine Nullstellen des Nenners) und erhalten:
1 1
0=5A+ B ~A+B= 0 (I
<~ 2
3 1
—§=—A—§B —2A - B=-3 (IT)

Nun addieren wir die zweite Gleichung zu der ersten Gleichung:

H+(): —2A=-3 = A=2

Durch Einsetzen von A = 2 in (I) findet man 1+ B = 0, also B = —1. Wir finden
also ebenfalls 5 5 |
x J—

t(x—1) z z—-1

Grenzwertverfahren: Wir multiplizieren den Ansatz ([7.23)) mit dem Hauptnenner
q(x) = x (x — 1) und erhalten

r—2=A(x—1)+ Bz,

Der Grenzwert x — 1 liefert nun —1 = B, und der Grenzwert x — 0 liefert nun
—2=—A, also A = 2. Auch mit dieser Methode erhalten wir also

T —2 2 1

r(x—1) = x—1

Von nun an nutzen wir nur das Grenzwertverfahren.

Beispiel 7.40. (Partialbruchzerlegung mit Grenzwertverfahren)
4a* — 4z —2
() —5—
Schritt 1: entfillt, da Zéhlergrad = 2 < 3 = Nennergrad
Schritt 2: Faktorisierung des Nenners: 23—z =z (22 —1) = z (z+1) (v —1)

42> —4zx—-2 A B
Schritt 3: Ansatz: ‘ * = + + ¢
r(x+1)(x—1) =z zx4+1 x-—1

Wir multiplizieren den Ansatz mit ¢(x) =z (x + 1) (x — 1):
4o —4r—2=A@x+1)(r—1)+Br(x—1)+Cux(x+1)

Der Grenzwert x — 0 liefert —2 = —A, d.h. A = 2.
Der Grenzwert x — —1 liefert 6 =2 B, d.h. B = 3.
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Der Grenzwert x — 1 liefert —2 =2C, d.h. C' = —1.
Also gilt:
4x2—4x—2_ 4o —4x—2 _2+ 3 1
-z  z@+l)(z-1) =z z+1 x-1
2
x
b
Schritt 1: entféllt, da Zahlergrad = 2 < 3 = Nennergrad
Schritt 2: entfallt, da der Nenner bereits faktorisiert ist
x? A B C
Schritt 3: Ansatz: =
CRrE o: Ansatz G—1P o-1 @=17 @=1p
Wir multiplizieren den Ansatz mit dem Hauptnenner ¢(z) = (z — 1) und
erhalten
?=Ax -1+ B(x—-1)+C. (7.24)
Der Grenziibergang x — 1 liefert 1 = (', also C' = 1. Wir setzen nun C' = 1
zunachst in ((7.24)) ein:
?=Ax—-1)*+B(x—-1)+1
2 2
— -1 =Ax—-1 B(r—-1 (-1
: @12+ Ba-1) |-
— (z—1)(z+1)
— r+1=A(x—-1)+B (7.25)
Der Grenziibergang  — 1 in (7.25)) liefert 2 = B, also B = 2. B = 2 in
(7.25)) einsetzen liefert
r+1=A(x-1)42 <<= z-1=A(xz-1) ‘ (z—-1) = A=1
Also finden wir
w1 N 2 1
(r—13 -1 (z—-1)2% (z-1)3"
x
(c)

(x+2)?2(x—1)
Schritt 1: entféllt, da Zahlergrad = 2 < 3 = Nennergrad
Schritt 2: entfallt, da der Nenner bereits faktorisiert ist

T A B C

Schritt 3: Ansatz: _
U o ANSAE T =) r—1 242 (@ +2)

(7.26)
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Wir multiplizieren ([7.26]) mit dem Hauptnenner (z+2)? (z—1) und erhalten

r=A(x+2>*+B(x+2)(z—1)+C(z—1). (7.27)
Der Grenziibergang x — 1 in liefert 1 =9 A, d.h. A =1/9.
Der Grenziibergang x — —2 in liefert —2 = —3C', d.h. C' = 2/3.
Wir setzen A =1/9 und C'=2/3 in ein:

1 2
:c:§($+2)2+B(x+2)(:c—1)+§(m—1)
1 2
— B@waxx—n:x—§@+zf—§@—n
1 2 2
i 2)? — = -
T 9(x+) 3713
1 2 1
== S — 2)?
20+ 9(x+)
1 1
:§($+2)—§($+2)2

::@+Q)<%—%x>

=@+ )

Division durch (x + 2) (x — 1) liefert nun B = —1/9. Wir finden also

1 1 1

X

1 1
(z+22(x—-1) 9 z—1 9 z+2

(x+2)%

L2
3

322 +1
(x —1) (22 +1)
Schritt 1: entfallt, da Zahlergrad = 2 < 3 = Nennergrad
Schritt 2: entfallt, da der Nenner bereits faktorisiert ist

Fiir diese rationale Funktion hatten wir in Beispiel [7.3§[(b)| mit ,,geschickten
Umformungen die Partialbruchzerlegung ausgerechnet. Wir wollen dieses
nun systematisch machen:

3r2+1 A Brx+C
Schritt 3: Ansatz: —
cr WA I (@) -1 241
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Wir multiplizieren mit dem Hauptnenner ¢(z) = (x — 1) (2? 4 1):
327 +1=A@*+ 1)+ (Bx+C)(z—1) (7.28)

Der Grenzwert fiir x — 1 liefert 4 =2 A, d.h. A = 2.

Wir setzen A = 2 in ([7.28]) ein und formen um:

3274+ 1=2@*+1)+(Bx+C)(z—1)
= > —1=(Bx+C)(z—1)
= (x—1)(x+1)=(Bx+C)(x—1)

ZL t41=Bz+C =  B=1udC=1

Also erhalten wir

32241 2 r+1

(:E—l)(x2+1)_:r:—1+x2+1'

Zuletzt betrachten wir noch ein Beispiel einer rationalen Funktion deren Partial-
bruchzerlegung bereits bekannt ist und berechnen das Integral.

Beispiel 7.41. (Integration rationaler Funktionen)

/ x+ 2 4 / x+2 d
T = T
2 —2x 42 (x—1)2+1

und wir sehen, dass die Partialbruchzerlegung bereits vorliegt. Mit der Substitu-
tionu=x—1 & w4+ 1=z, also dr = du, erhalten wir

x+ 2 [ [ u+3
dr = du
('T - 1)2 + 1 u2 + 1 u=r—1

I U 3
— /u2+1du+/u2+1du]u:x_l

[1
=15 In(u® + 1) + 3 arctan(u) + c]
u=xr—1

In ((z —1)* +1) + 3 arctan(z — 1) + c.
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7.7 Uneigentliche Riemann-Integrale®

Bei sogenannten ,uneigentlichen Riemann-Integralen handelt es sich um Integra-
le, bei denen der Integrationsbereich unbeschréankt ist oder bei denen der Inte-
grand unbeschrankt ist.

Wir beginnen mit zwei motivierenden Beispielen.
Beispiel 7.42. (uneigentliche Integrale)
(a) Fir R > 0 gilt

R a=R R 0 R R—x
exdx:{—ex] =—¢ "+e =1—e """ 1.
0 x=0

Mit diesem Grenzwert konnten wir definieren

00 R
/ e Ydr:= lim e Ydr = lim (1 — e_R) = 1.
0

R—o0 0 R—

(b) Fir e mit 0 < e < 1 gilt

1 r=1
/ In(z)dz = [.7; In(z) — x} =In(l)—1—c1In(e) +¢ =4 -1,

wobei wir genutzt haben, dass mit der zweiten Regel von de I'Héspital folgt

1 In(e))’ 1
lim (£ - In(e)) = lim In(e) = lim ( n<€)2 = lim /€ 5 = lim—e = 0.
eN0 eN\o0 1/5 e\o0 (1/5) eNo0 —1/6 eN\0

Also konnten wir definieren

1 1

In(z)dz := lim In(z)dxr = lim | In(1) =1 — ¢ In(e) + | = —1.

| ) do =ty [ o) do = tim [1n(1) (€) +¢]
-0

Im Beispiel hatten wir einen unbeschrinkten Integrationsbereich
(némlich [0, oo ), und in Beispiel [7.42][(b)| hatten wir einen unbeschrankten In-
tegranden (néamlich In(x)) auf einem beschriankten Integrationsbereich (ndmlich
[0, 1]). Wir nutzen die in den beiden Beispielen beobachteten Vorgehensweisen, in
der néchsten Definition.

*Dieses Teilkapitel ist nicht klausurrelevant.
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Definition 7.43. (uneigentliche Integrale)

(1) Sei a € R fest, und sei entweder b € R mit b > a oder b = oo. Ist
fe R([a, z]) fiir jedes z € [a,b[, so schreiben wir

/ ) de = iy [ (o),

falls der Grenzwert existiert.

(2) Sei b € R fest, und sei entweder a € R mit a < b oder a = —oco. Ist
fe R([y, b]) fir jedes y €la,b], so schreiben wir

b b
/ f(x)dz :=1lim | f(x)dz,

yNa Jy

falls der Grenzwert existiert.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 7.44. (uneigentliche Integrale)

(a) / e “dx =1 nach Beispiel |7.42]|(a)
0

0
(b) / e “dx existiert nicht, denn fiir y mit —oo < y < 0 gilt

o0

0 z=0 Yy——00
/ e tdxr = [—e_x] =—14+e V" — 0.
y =Y

o0
(c) / cos(z)dx existiert nicht, denn fiir z mit 7 < z < oo gilt
s

=z

/: cos(r) dr = [sin(x)} = sin(z) — 51_2@ = sin(z),

und der Grenzwert fiir z — oo existiert nicht!

o0

1

(d) / —dx existiert nicht, da fiir z mit 1 < z < oo gilt
1 T

/: i da = [m(a;)r:z —In(2) — In(1) = In(z) =% .
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1
(e) / In(z)dz = —1 nach Beispiel [7.42(|(b)
0

1

1

(f) / —dz existiert nicht, da fir y mit 0 <y <1 gilt
0o T

i T=y

/1 e = [1n(x)}x1 = 1In(1) — In(y) = — In(y) 5 +oc.

Der néchste Hilfssatz stellt Resultate iiber uneigentliche Integrale iiber Potenzen
von T zusammen.

Hilfssatz 7.45. (uneigentliche Integrale tiber Potenzen von x)
Sei o € R fest. Dann gilt

1 00 fir a < -—1,
(1) / r®dx = 1
0 P fiir o> —1.
1 .
o0 — fir o< —1,
(2) / % dx = a+1
1 00 fiir o> —1.

Beweis von Hilfssatz|7.49:

(1) Der Fall @« = —1 wurde bereits in Beispiel behandelt. Sei also
a # —1. Dann gilt fiir e mit 0 <e <1

! 1 =
/ % dx = [ :I:O‘H] = (1—e*
. + a—+1

a—+1

r=&
. 00 fir a< —1,
o4 1
fir a>—1.
a—+1

(2) Der Fall @« = —1 wurde bereits in Beispiel [(d)] behandelt. Sei also
a # —1. Dann gilt fir Rmit 1 < R < o0

/ z%dx = ot - (RO‘H = 1)
1 (8 + 1 =1 (87 —|— ]_
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1 3y
Roxe ) T fir a<—1,
00 fir o> —1.

Damit sind alle Falle in Hilfssatz [7.45] bewiesen.

Als Néchstes betrachten wir Integrale iiber | — 0o, oo, also iiber ganz R.

Bemerkung 7.46. (Integrale iiber | — 0o, 00[)
Sei a € R. Das uneigentliche Integral

/ f(z)dx (7.29)
existiert genau dann, wenn

sowohl / ' f(x)dx  als auch / N f(x)dx

existieren. Es gilt dann

/_Zf(:c)dx:/_;f(x)dx—k/aoof(x)dx

Dabei ist a € R beliebig, d.h. der Wert des uneigentlichen Integrals ([7.29))
(wenn dieses existiert) hdngt nicht von der Wahl von a ab

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 7.47. (Integrale iiber |

< 1
(a) /ool+$2dx:7r, denn:

— 00, 00[)

S|
/ dz = {arctan } = arctan(z) — arctan(0)
0 1 + .CC2 r=

— arctan(z) “=5°

Y

Do =

O —
1 =0
/y 2 de = [arctan(x)] = arctan(0) — arctan(y)

r=y

— —arctan(y) "= g :
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Also gilt

R | 0 1 * 1 T T
/_Ool+:z:2 v /_Ool+a:2 x+/0 1122 " 2+2 a

(b) / x dx existiert nicht, obwohl

o0

R 1, " 1 1
lim rdr = lim [— $2] = lim [5 R? — ~ (—R)2] = lim 0=0.

R—o0 R R—o0 t——R R— R—o0

Fazit: Die Grenziiberginge gegen 400 und —oo miissen getrennt betrach-
tet werden!

Ein korrekter Losungsweg lautet:

R 1,170 R
/ xdx:[—xﬂ — " R? -0 =¥ .
0 2 =0 2

o0
Da / xr dx nicht existiert, existiert / x dx ebenfalls nicht.
0

—00

Der néchste Satz erlaubt uns, die Existenz eines uneigentlichen Integrals zu unter-
suchen, indem wir das uneigentliche Integral {iber geeignet vereinfachte Funktion
betrachten.

Satz 7.48. (Majoranten- und Minorantenkriterium)
Seien a,b € RU{—o00, 400} mit a < b. Fiir f :]a,b|— R gelte f € R([c,d])
fir allec,d € R mita <c<d<b.

(1) Majorantenkriterium:
Falls es eine Funktion g :]a,b]— [0, 00| g¢ibt, so dass

(1) |f(x)| < g(z) fir alle x €la,b] gilt und
(11) / x)dx existiert,

b
dann existiert auch / f(x)de

(2) Minorantenkriterium:
Falls es eine Funktion h :]a,b]— (0,00 gibt, so dass

(1) 0 < h(z) < f(z) fir alle z €a,b] gilt und
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b
(11) / h(z)dx nicht existiert,

b
dann existiert auch / f(x)dx nicht.

Man nennt die Funktion ¢ in Satz eine Majorante fiir f und die Funk-
tion h in Satz eine Minorante fiir f.

Betrachten wir hierzu drei Beispiele.

Beispiel 7.49. (Majoranten- und Minorantenkriterium)

(a) Anwendung des Majorantenkriteriums:

1 ..

sin(x

/ ( )dx existiert, denn:
0 a

(i) Es gilt |sin(x)| < |z| fiir alle z € R und damit

sin(z) _ | sin(x)| <1=:g(x) fiir alle x € R, und

|z]

X

1 1
(ii) / g(x)dx = / ldz =1 existiert,
0 0

1 .-
Nach dem Majorantenkriterium existiert somit auch / sin() dz. (Die
0 i
Majorante ist g : [0,1] — R, g(z) :=1.)
(b) Anwendung des Majorantenkriteriums:
> cos(z) L
dr existiert, denn:
1 x?
.. |cos(z) 1 .
(i) > < Pl g(x) fiir alle z € [1,00[ und
oo oo 1
(ii) /1 g(x)dx = /1 ) dz existiert nach Hilfssatz [7.45)|(2)|
Nach dem Majorantenkriterium existiert somit auch / cos(zx) dz. (Die
1 Wi

Majorante ist g : [1,00[ = R, g(x) := 1/2%)
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(c) / sin(z) dz existiert, da fiir R > 1 gilt:
1

x
R R
1
/ sin(@) dx:/ sin(z)- — dx
1 X 1 N=—~— X
T =~

> sin(x)

e
o
\‘_/

und das uneigentliche Integral / dr existiert nach Beispiel

1 X

(d) Anwendung des Minorantenkriteriums:

©x — % sin(z) o _
5 dz existiert nicht, denn:
1 X

(i) Fir alle z € [1,00] gilt:

x— 3 sin(z) 1-— 4 sin(z) S 1—35 1

x2 x — oz 21’

wobei wir genutzt haben, dass wegen |sin(z)| < |z| fiir alle z € R

1 1 1 1
by sin(x) < %\sin(:ﬁﬂ < 9 |z| = 5. T=3 fur alle z € [1, 00|
gilt und somit
1 1 1
1—£Sm(x)21—§:§ furaﬂe:rE[l,oo[

<1 1 [*1
(ii) / —dx = —/ —dx existiert nach Hilfssatz [7.45|(2)| nicht.
1 2 2 1 X

. o . >z — % sin(z)
Nach dem Minorantenkriterium existiert
1

5 dx nicht.
T
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KAPITEL &

Differentialgleichungen erster Ordnung

In Teilkapitel betrachten wir motivierende Beispiele gewohnlicher Differenti-
algleichungen ersten Ordnung und lernen die grundlegenden Definitionen kennen.
Eine Differentialgleichung erster Ordnung ist eine Gleichung, in der eine Varia-
ble (z.B. die Zeit t oder der Ort x) sowie eine noch unbekannte Funktion dieses
Variablen (also z.B. y(t) bzw. y(x)) und deren erste Ableitung (also z.B. y/(¢)
bzw. y'(x)) vorkommen. Das Ziel ist, die unbekannte Funktion zu finden. Eine
solche Differentialgleichung kann ebenso die Bewegung eines Objektes (als Funk-
tion der Zeit) wie auch den radioaktiven Zerfall einer radioaktiven Substanz be-
schreiben.

In Teilkapitel lernen wir die wichtige Methode der Trennung der Variablen
kennen, mit der man eine ganze Klasse von Differentialgleichungen erster Ord-
nung losen kann. In Teilkapitel und Teilkapitel untersuchen wir lineare
Differentialgleichungen erster Ordnung naher. Wir werden sehen, wie man diese
elegant 16sen kann, indem man erst die zugehdrige homogene Differentialgleichung
16st und danach eine (beliebige) Losung der inhomogenen Gleichung findet. Aus
diesen beiden Bestandteilen kann man dann additiv die allgemeine Losung der
linearen Differentialgleichung erster Ordnung zusammenbauen.

8.1 Differentialgleichungen erster Ordnung: Defi-
nition und Beispiele

Wir beginnen mit einem motivierenden Beispiel aus der Chemie und Physik.

233
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Chemische Anwendung 8.1. (radioaktiver Zerfall)

Sei u(t) die zur Zeit ¢ vorhandene Menge einer zerfallenden radioaktiven Substanz
mit Zerfallskonstante A > 0. Fiir eine kleine Zeitspanne h := At # 0 gilt

u(t+h) —u(t) = —Au(t)h,
sofern |h| klein genug ist. Wir dividieren durch h und lassen h gegen 0 gehen:

(1) = llzli% u(t + h})L — u(t)

= —Au(t).
Dieses fiihrt auf die Differentialgleichung
u'(t) = —Aul(t).

Sie ist daher ein mathematisches Modell fiir den radioaktiven Zerfall.

Nach diesem motivierenden Beispiel definieren wir nun, was eine gewohnliche
Differentialgleichung erster Ordnung ist.

Zur Erinnerung: R? =R x R = {(t, y) @ty € R}

Definition 8.2. (gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung)
Seien D CR? und f : D — R eine Funktion.

(1) Man nennty = f(t,y) eine gewShnliche Differentialgleichung ers-
ter Ordnung. t heifst unabhdngige Variable, und y heifit abhdngige
Variable.

(2) y: I — R heifit eine Lésung von y' = f(t,y), falls

(i) y auf einem offenen Intervall I definiert und dort differenzierbar
151,

(11) der Graph von y in D enthalten ist und
(iii) ' (t) = f(t,y(t)) fir allet € I gilt.

Wir kiirzen Differentialgleichung gelegentlich auch mit DGL ab. Das Wort ,,ge-
wohnlich® wird haufig weggelassen, da wir nur gew6hnliche (und keine partiellen)
Differentialgleichungen betrachten.

Betrachten wir zunachst einige Beispiele.

Beispiel 8.3. (gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung)
(a) v =y — 12 (oder ausfiihrlicher: y/(t) = y(t) — t?)
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ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung mit
D :=R? ft,y) =y —t2
Fiir jede Konstante ¢ € R ist
y:R—R, y(t) :=2+2t +1* +ce,
eine Losung, denn
Y (t) =2+ 2t +ce =y(t) — 12

Also hat die Differentialgleichung nicht nur eine einzige Losung, sondern es
gibt eine ganze Losungsschar. Wir werden sehen, dass dieses immer so ist.

(b) v = In(t) (oder ausfiihrlicher 3/(t) = In(t))

ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung mit
D : =10, o[ xR, f(t,y) :==1n(t)

héngt hier nicht explizit von y ab. Fiir jede Konstante ¢ € R ist
J héng ( ]
y :]0,00[ = R, y(t) ::/ln(t)dt:tln(t)—t+c,

eine Losung der Differentialgleichung. Dieses sind alle moglichen Losungen.

In den vorigen Beispielen waren die Losungen der gewohnlichen Differentialglei-
chungen erster Ordnung immer angegeben, und wir haben nur im zweiten Beispiel
gesehen, wie man diese Losungen findet. Wie man die Losungen zu einer gewohnli-
chen Differentialgleichung erster Ordnung findet, wird uns in den néchsten Teilka-
piteln beschaftigen. Vorher lernen wir noch ein weiteres Konzept kennen, das die
in der Losung vorkommende Konstante betrifft. Hierzu betrachten wir zunéchst
noch einmal die Chemische Anwendung [8.1] des radioaktiven Zerfalls.

Chemische Anwendung 8.4. (radioaktiver Zerfall (fortgesetzt))

In der Situation des radioaktiven Zerfalls (siche Chemische Anwendung ist
héaufig bekannt, wie viel der radioaktiven Substanz zu einem Zeitpunkt ¢y vorhan-
den ist: u(ty) = ug. Eine solche Information heift eine Anfangsbedingung. ug heifst
der Anfangswert (zum Zeitpunkt ¢t = ty). Die Differentialgleichung v’ = —A u zu-
sammen mit der Anfangsbedingung u(ty) = ug wird dann ein Anfangswertproblem
genannt.
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Definition 8.5. (Anfangswertproblem)

Seien D C R?, f : D — R eine Funktion und (to,y0) € D. Ein Anfangs-
wertproblem (AWP) ist eine gewéhnliche Differentialgleichung y' = f(t,y)
mit einer Anfangsbedingung y(to) = yo:

v = f(t,y),  ylto) = vo.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 8.6. (Anfangswertproblem)
(a) ¥y =y—1* y(0)=1
Nach Beispiel sind

y:R— R, y(t) =242t +t* +cé', c e R,
alle Losungen der Differentialgleichung. Die Bedingung
1=y0)=2+0+0+ce’=2+¢ = c=-1

zeigt, dass nur fiir ¢ = —1 die Losung y auch die Anfangsbedingung erfiillt.
Also ist

y:R— R, y(t) =2+ 2t +1* — €,
die Losung des Anfangswertproblems.
(b) ¥ =In(t), y(1) =2
Nach Beispiel [8.3][(b)] ist

y :10,00[ = R, y(t) ==t In(t) —t +c, ceR,
die allgemeine Losung der Differentialgleichung. Es gilt

2=y(1)=1-In(1)—14+c=c—1 = c=3.
—0

Also ist
y 110, 00[ = R, y(t) ==t In(t) —t + 3,

die Losung des Anfangswertproblems.
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8.2 Trennung der Variablen

Als erste Losungsmethode fiir gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung
lernen wir die Methode der Trennung der Variablen kennen. Diese kann zur
Losung einer grofsen Klasse (aber nicht aller) gewohnlichen Differentialgleichungen
erster Ordnung angewendet werden. Genauer betrachten wir in diesem Abschnitt
nur gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung, die sich auf
die Form

,_ 9(t)

= ) mit  h(y) #0

bringen lassen. Bei solchen Differentialgleichungen ist es moglich, die Variablen
t und y zu ,trennen”. Wir setzen dabei voraus, dass g und h stetig sind.

Betrachten wir zunachst einige Beispiele.

Beispiel 8.7. (DGLen, deren Variablen man trennen kann)
2

(a) ¥y =3t°e ¥ = —  Eine Trennung der Variablen ist moglich.
ey

(b) ¥ =y -+t Eine Trennung der Variablen ist nicht mdoglich.

t
(c) v =yt = 7 Eine Trennung der Variablen ist moglich, sofern y # 0
bleibt.

Die folgende Uberlegung kann hilfreich sein bei der Entscheidung, ob die Trennung
der Variablen moglich ist oder nicht: Man schreibt dy/dt statt y’ und versucht,
die Differentialgleichung so umzuschreiben, dass auf der linken Seite nur y und
auf der rechten Seite nur ¢ vorkommt. Dabei darf man mit dy und dt¢ mit den
iiblichen Regeln der Buchstabenrechnung rechnen. Wir illustrieren dieses an den
obigen Beispielen.

Beispiel 8.8. (DGLen, deren Variablen man trennen kann)
dy

(a) v/ =3t*e = EzSth*y = eVdy = 3t*dt
Die Variablen sind jetzt getrennt.

b) v =y+t — %:y+t — dy = (y+1t)dt
Hier ist eine Trennung der Variablen unmoglich.

(c) v =yt — %:yt — idy:tdt

Die Trennung der Variablen ist moglich, sofern y = 0 bleibt.
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Wir lernen nun die Methode ,/ Trennung der Variablen zur Losung solcher Diffe-
rentialgleichungen kennen.

Lésungsmethode 8.9. (Trennung der Variablen)
Sei I ein offenes Intervall. Ist y: I — R eine Losung von

v =99 )y =g, wobei h(y) £ 0,

h(y)
so qilt
h(y@®)y'(t) =g(t), tel
Da g und h stetig sind, konnen wir Stammfunktionen G und H von g bzw. h

wdhlen. Es gilt also G'(t) = g(t), H' (y) = h(y). Damit folgt nach der Ketten-
regel:

(Hoy)(t)=H'(y(t)y'(t) = h(y(t) y'(t) = 9(t) = G'(2).
Also existiert eine Konstante ¢ € R mit H (y(t)) = G(t) + c.

Da h stetig und H'(y) = h(y) # 0, ist H streng monoton, zumindest auf der
Bildmenge von y. Also existiert dort die Umkehrfunktion H=* von H und es
qilt

y(t) = H ' (G(t) +c).
Fiur die praktische Durchfiihrung der Trennung der Variablen nutzt
man gerne auch die folgende ,,Physiker-Methode*:

%:% = hMy)dy=g(t)dt <+ / d?/—/(t)dt

Nach dem Berechnen der unbestimmten Integrale muss noch nach y = y(t)
aufgelost werden.

Wir 16sen nun (soweit moglich) die Beispiele [8.7 und [8.8 mit Trennung der Varia-
blen.

Beispiel 8.10. (Trennung der Variablen)

(a) ¥ =3t*e ¥ und wir erhalten:

y =3t ey =3¢

— /ey /3t2dt
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— eV =3 4 ¢
= y(t) = In(t® + ¢), falls t* + ¢ > 0.

Mit der ,Physiker-Methode* sieht der Losungsweg wie folgt aus:

E::st2e—y — e’ dy = 3t*dt
— /eydy:/?)tzdt
< e/ =1 +c

— y(t) =y = In(t> + ¢), falls t* + ¢ > 0,

und wir erhalten natiirlich die gleiche Losung wie oben.

Wir miissen #* + ¢ > 0 untersuchen, um die moglichen offenen Definitions-
intervalle in Abhangigkeit von ¢ € R zu bestimmen:

/|c| =~/—c, wenn ¢ <0,
—/|c| = =/c, wenn ¢ > 0

Bre>0 <— £>-—c <+— t>{

Also finden wir die folgenden Losungen:
y: | Vlcl,oo[ = R, y(t) :=In(t’+¢), wennc<0,
y: ] —+|coo[ =R, y(t):=In(t*+c), wennc>0.

(b) ¥ =ty und man sieht direkt, dass die konstante Funktion y(t) = 0 eine
Losung ist. Ab jetzt betrachten wir nun noch den Fall y(t) # 0.

Durch Trennung der Variablen kann man alle Losungen finden, die stets #£ 0
bleiben, und wir setzen ab jetzt y(t) # 0 voraus:

dy _

1
=t = —dy = tdt
Qi y Y

Y
1
— /—dy:/tdt
Y
1

= In(ly)) ==t"+c

2
— ly| = €3+ = ¢ 3t

=  y(t)=y=tee.
Insbesondere erhélt man fiir jedes ¢ € R zwei Losungen:
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y1(t) = €° eitz, yo(t) = —efe2".
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Alle gefundenen Losungen lassen sich in einer Formel zusammenfassen:
y:R— R, y(t) = Ce”, C eR.
In Teilkapitel werden wir sehen, dass es keine weiteren Losungen geben

kann.

Zum Abschluss dieses Teilkapitels 16sen wir noch zwei Anfangswertprobleme mit
Trennung der Variablen.

Beispiel 8.11. (Trennung der Variablen fiir Anfangswertprobleme)
(a) v =3t%e, y(-1)=0
Schritt 1: Trennung der Variablen:

d
_y:?,t?e*y — eydy:3t2dt
dt
— /eydy:/3t2dt
— eV =13+ e (8.1)

Schritt 2: Anfangsbedingung y(—1) = 0 einarbeiten:

VN = (—1)P3 +¢ = d=c—1 = c=2.

Schritt 3: Konstante ¢ = 2 in ({8.1)) einsetzen:

eV =t2+2 = yt)=In{t+2),
falls £ +2 > 0, d.h. falls t > —v/2.

Lésungsvariante mit bestimmten Integralen:

d
d—‘z::%tzey — e/ dy = 3% dt,

und bei der nun folgenden Integration verwenden wir bestimmte Integrale,
deren untere Grenze die Anfangswertbedingung beriicksichtigt:

/t ey (s) ds = /t 35*ds = [ey(s)} R [53} .

—1 —1 s=—1 s=—1
V() _ oy(=1) — 43 _ (—1)3

11
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— M= 1=1342
= y(t) =In(t® +2), fallst> —v/2.
Also ist die Losung des Anfangswertproblems
y: |- \575,00[ — R, y(t) :=In(t*+2).
(b) Radioaktiver Zerfall (vgl. Chemische Anwendung [8.1)):

u = —Mu, u(0) =up >0

Schritt 1: Trennung der Variablen:

d 1
e N Zdu=—\dt
dt U
u
= In (Ju]) = =Xt +ec (8.2)

Schritt 2: Anfangsbedingung u(0) = ug > 0 einarbeiten:

In (Ju(0)]) =-A-0+c=c = ¢ = In(uyp).
N —’

— In(uol) = In(ux)
Schritt 3: Konstante ¢ = In(ug) in einsetzen:
In (Ju(t)]) = =Xt + In(ug)
e [ut)] = e NI — oA glnluo) oA
= u(t) = fuge M.

Da die Losung differenzierbar, also insbesondere stetig ist und u(0) = ug > 0
gilt, ist u: R — R, u(t) :=uge ™, die Losung des Anfangswertproblems.
In Teilkapitel 8.3 werden wir sehen, dass dieses die einzige Losung ist.

8.3 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung;:
die homogene Gleichung

Wir beginnen mit der Definition einer linearen Differentialgleichung erster Ord-
nung.
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Definition 8.12. (lineare Differentialgleichung erster Ordnung)

Fine Differentialgleichung erster Ordnung heifit linear, wenn sie von der
Form

y = a(t)y + bt) (8.3)

ist (oder sich durch elementare Umformungen auf diese Form bringen ldisst).
Daber sind a : I — R und b : I — R stetige Funktionen auf einem offenen
Intervall I.

Ist b(t) = 0 fiir alle t € I, so heifst die Differentialgleichung homogen,
andernfalls nennt man sie tnhomogen.

Betrachten wir zunachst einige Beispiele.

Beispiel 8.13. (lineare Differentialgleichung erster Ordnung)
3
(a) ¥ = 7Y ist linear und homogen. Hier ist a(t) := 3/t und b(¢) := 0.

(b) ¥ =y +t* st linear und inhomogen. Hier ist a(t) := 1 und b(t) := ¢2.

(c) ¥ =y?>+t ist nicht linear wegen des quadratischen Terms 7?2.

In diesem Teilkapitel betrachten wir ausschliefslich homogene lineare Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung. Inhomogene lineare Differentialgleichungen
erster Ordnung behandeln wir in Teilkapitel 8.4 Sei also in diesem Teilkapitel
immer a : I — R stetig, und wir betrachten dann

y =a(t)y.  (H)

Homogene lineare Differentialgleichungen erster Ordnung kann man immer durch
Trennung der Variablen losen! Einfacher geht es mit dem folgenden Satz.

Satz 8.14. (Losung einer homogenen linearen DGL erster Ordnung)
Set A : I — R eine Stammfunktion von a. Fir jedes C € R ist dann

yg I — R, yr(t) == C et

eine Losung von (H). Jede Lisung von (H) ldsst sich in dieser Form darstellen.

Wir beweisen den Satz, weil sein Beweis instruktiv ist.

Beweis von Satz[8.1): Da a : I — R stetig ist, besitzt A eine Stammfunktion. Es
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gilt nach der Kettenregel
Yy (t) = C AW A'(t) = C e a(t) = alt) yu (1), tel.
=ym(t)
Also ist yy tatséchlich eine Losung von (H).

Kann es weitere Losungen geben? Nein, denn sei y irgendeine Losung von (H)
und z(t) := e~ 4® y(t). Dann gilt mit der Kettenregel fiir alle t € I

(1) = e A0 (—a(t) y(t)+e Dy (1) = 4Oy (1) — alt) y(1)) = e AO-0 =0,

A\ g

=0
da y eine Losung von (H) ist und daher gilt:

yt) =at)yt) = Y{t)—al)ylt)=0.

Da 2/(t) = 0 fur alle t € [ ist, ist z konstant auf I, d.h. es existiert C' € R mit
z(t) = C fur alle t € I. (Fiir diesen Schluss ist es wichtig, dass I ein Intervall ist!)
Damit gilt

C =e 4 y(1) = y(t) = C e,

d.h. die Losung y von (H) ist ebenfalls von der Form . O

Betrachten wir nun einige Beispiele, um die Anwendung von Satz zu iiben.

Beispiel 8.15. (Lésung homogener linearer DGLen 1. Ordnung)

(@d:§y

t
Hier ist a(t) :=3/t, d.h. a:R\ {0} — R ist stetig.
Die Stammfunktion von a(t) ist A(t) := 31n (|t|) =1In (|t*), t € R\ {0}.
R\ {0} ist kein Intervall. Deshalb betrachten wir ¢ > 0 (also ¢ €]0, 00[)
und t < 0 (also ¢t €]0, 00[ ) getrennt.
1) t>0: yg(t) =Ce =C |t =0t €
(i) t>0: yu(t) =C D =Cpf = C¥*, CeR
i) t<0: yg(t)=CeP) =t =C(-t) = ~C *=Ct, CeR
(i) yu(t) = Ce I (=) ,
=C
Fazit: Somit sind
Y1 ] —00,0[ =R, ymi(t):=Ct’, CeR, und
yu2 :10,00[ = R, yus(t) :=Ct*, CeR,
3

jeweils eine allgemeine Losung von y' = TV
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(b) Sei a € R fest. Wir betrachten die Differentialgleichung
y =ay.
Hier gilt:
a(t) := a, teR (d.h. a(t) = a ist unabhéngig von t),
A(t):==at, tekR

Alsoist yg : R = R, yyu(t) := Ce™, die allgemeine Losung von 3/ = ay.

Wir kommen nun noch einmal auf Anfangswertprobleme zuriick.

Bemerkung 8.16. (AWP fiir homogene lineare DGL 1. Ordnung)
Sei tg € I und yy € R. Dann hat das Anfangswertproblem

y=at)y,  ylto) = o,
immer genau eine Losung.

Begriindung: Die allgemeine Losung von 3’ = a(t) y ist durch
yu(t) = C e, tel,

wobei A eine Stammfunktion von a ist, gegeben. Setzt man ¢y ein, so erhélt
man

Yo = yu(to) = CeA(tO), also C =y e Alto).

Damit ist C' durch y(ty) = yo eindeutig bestimmt. Die Losung des Anfangs-
problems ist dann

Betrachten wir noch zwei Beispiele fiir Anfangswertprobleme mit einer homogenen
linearen Differentialgleichung.

Beispiel 8.17. (AWP fiir homogene lineare DGL 1. Ordnung)
3

() v =~y y(=1)=1

Aus Beispiel wissen wir, dass

yg1:] — 00,0 =R, ygi(t):=Ct’, CcR, und
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YH?2 :]07 OO[—> Rn yH,2(t) ‘= Ct37 C € Ra

jeweils eine allgemeine Losung von 3 = —y. Da ty = —1 negativ ist, be-
trachten wir nur die auf | — 0o, 0] definierte Losung y = ypm 1.

Wir setzen ty = —1 ein und verwenden die Anfangsbedingung y(—1) = 1:
1=y(—-1)=C(-1)°=-C, also C=-L1
Einsetzen von C = —1 in y = yg liefert, dass
y:]—o0,0[— R, y(t) == —t3,

die gesuchte Losung des Anfangswertproblems ist.
(b) Radioaktiver Zerfall: Seien A > 0, ug > 0 und

u' = —Au, u(0) = uyp.

Nach Beispiel (mita = —\)ist y: R = R, u(t) =Ce™M, C €R,
die allgemeine Losung der DGL v = — A u.

Anfangsbedingung u(0) = ug einarbeiten:
uy = u(0) =Ce ' =C = C' = uy

Alsoist u: R — R, u(t) := uge , die Losung des Anfangswertproblems.

8.4 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung;:
die inhomogene Gleichung

Wir betrachten nun inhomogene lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

y =at)y+0o(t),  (IH)

wobei a,b : I — R stetig sind. Der erste Schritt zur Losung solcher Gleichungen
ist, die zugehorige homogene Differentialgleichung

Y =a(t)y  (H)
zu betrachten. Wir haben in Satz gesehen, dass
yr(t) = C e, tel,

die allgemeine Losung von (H) ist, wobei A eine Stammfunktion von a ist.
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Wir untersuchen zunéchst die Struktur der allgemeinen Losung von (IH):
Angenommen wir kennen eine spezielle Losung yg von (IH). Ist y irgendeine Lo-
sung von (IH), so gilt fir z := y — yg:
Z(t) =y (t) — ys(t) = a(t) y(t) + b(t) — |alt) ys(t) — b(t)]
= a(t) [y(t) — ys(t)] = a(t) z(t).

Also ist z eine Losung von (H), d.h. es existiert eine Konstante C' € R mit
2(t) = C e also y(t) — ys(t) = C e, Durch Auflosen nach y(t) findet man
y(t) = ys(t) + C e = yg(t) + yu(2).

=ynu(t)

Damit haben wir den nachfolgenden Satz bewiesen.

Satz 8.18. (Losung einer inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung)

Die allgemeine Losung von (IH) ldsst sich schreiben als

Y =1Ys+YH,

wobei yg eine (spezielle) Losung von (IH) und yy die allgemeine Losung von
(H) ist.

Wir lernen nun das Losungsverfahren ,Variation der Konstanten” zur Bestimmung
der allgemeinen Losung der inhomogenen Gleichung kennen.

Losungsmethode 8.19. ((IH) 16sen mit Variation der Konstanten)
Schritt 1: Man bestimmt die allgemeine Lésung von (H):

yu(t) = CeAl), wober A eine Stammfunktion von a ist.
Schritt 2: Man macht den Ansatz y(t) = C(t) e,
Dann folgt mit der Produktregel
Y (t) =C'(t) e + C(t) eV a(t).
FEinsetzen in (IH) liefert

C'(t) AW + C(t) e a(t) = a(t) C(t) er™ +b(t)
) (1) ’ (v
=Y =Y

= ')t =)
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Betrachten wir einige Beispiele und Anwendungsprobleme.

Beispiel 8.20. (Variation der Konstanten)
(a) v =y — ¢ (also hier: a(t) = 1 und b(t) = —t?)

Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Losung von y' = y

yr : R = R, yH(t)::C’eXp</1dt):Cet.

Schritt 2: Variation der Konstanten

Ansatz: y(t) == C(t) e — y(t)=C'(t)e +CO(t) e

Einsetzen in ¢/ = y — ¢ liefert:
C'(t)e' + CO(t)e' = Ot) ' — 12 = C'(t) e = —t*

= C'(t) = —t*e "

Integration iiber ¢ liefert nun mit zweimaliger partieller Integration:

City= [ t* (—e')dt= e —/ 2t e ! dt

=v(®) ) = u(t) u(t) =v/(t) =u(t)

=te '+ 2te '+ 2 +c.
Also ist die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

y: R —= R, y(t):=Ct)e' = (Pe'+2te " +2e "+ )¢
=t?4+2t+24ce!, ceR.

(b) ' = —sin(t) y + sin(t) (also hier: a(t) = —sin(¢) und b(t) = sin(t))
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Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Lésung von 3’ = —sin(t) y

yg : R — R, yu(t) == C exp </ — sin(t) dt) = C esl)

Schritt 2: Variation der Konstanten

Ansatz:
y(t) = Ct) eV = yt) =)W + C(t) ™D (—sin(t)).
Einsetzen in die inhomogene DGL liefert:

C'(t) e — C(t) e® sin(t) = —sin(t) C(¢) e + sin(¢)

= C'(t) e = gin(t) = C'(t) = sin(t) e~ W),

Durch Integration iiber ¢ findet man mit der Substitution

d
u = — cos(t), also d—? =sin(f) <= du =sin(¢)dt,
dass
C(t) = /Sin(t) e~ d¢ = {/ e" du]
u=— cos(t)
= [e” + c} — e 4 ¢
u=— cos(t)

Also ist die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung

y:R—=R, yt)=Ct)e>? = (e” C(’S(t)—l—c) e = 14ce > ceR.

Lésungsvariante fir y = —sin(t) y + sin(t):

Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Lésung von 3’ = —sin(t) y:

yg : R — R, yu(t) == C exp (/ — sin(t) dt) = C e,
Schritt 2: Schreibt man die inhomogene Differentialgleichung um in
y = —sin(t) y + sin(t) = sin(t) (1 — y),

so sieht man, dass yg(t) := 1 eine (spezielle) Losung ist. (In der Tat gilt fiir

ys(t) = 1: ys(t) = 0 = sin(t) (1 — 1) = sin(t) (1 — ys(t)).) Nach Satz[8.18

ist somit die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung

y:R—=R, y(t):=ys(t) +yu(t) =1+ Ce>D  CeR.
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Nun betrachten wir noch zwei Anfangswertprobleme.

Beispiel 8.21. (Variation der Konstanten fiir Anfangswertproblem)
/ 3 3t ; 3 3t
Y zzy—i—t e —2t, y(l)=1 also hier: a(t)zzundb(t):t e — 2t

Weil wir ¢ # 0 voraussetzen miissen, kommen nur die Intervalle | — 0o, 0] und
10, 00[ als offene Definitionsintervalle in Frage. Da ¢y = 1 > 0, betrachten wir nur
das Intervall |0, ocol.

3
Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Losung von ¢’ = n y auf ]0, 00

3
yu :]0,00[ = R,  yy(t) :==C exp (/ ;dt) = O ()
=0 = o) =03 CeR
Schritt 2: Variation der Konstanten
Ansatz: y(t) = C(t) t* — Y (t) = C'(t)t° + C(t) 3¢

Einsetzen liefert fiir ¢ > 0:

C't)t* +C(t) 3t =

~ | W

Ct)t* +t*e' — 2t — C't) 1P =t3e" — 2t
/ i 2 ¢ 2 i, 2
= C'(t)y=¢€¢"— = — C(t) = ¢ = dt:e+¥+c.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist also
2
y 110, 00 — R, y(t) == (et—l- p +c> =t +2* +ct?, ceR.

Schritt 3: Anfangsbedingung einarbeiten
l=y(l)=e+2+c = c=-1—e
Fazit: Die Losung der Anfangswertproblems ist also

y 110,00 = R, y(t) :=t3e' + 21> — (1 +e)t’.
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KAPITEL 9

Lineare Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

Nun lernen wir lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung kennen, wobei uns
insbesondere der Sonderfall konstanter Koeffizienten interessiert. In Teilkapitel
lernen wir die grundlegenden Begriffe und die allgemeine Losungstheorie kennen.
In Teilkapitel lernen wir, wie man homogene lineare Differentialgleichungen
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 10st, und in Teilkapitel lernen
wir, wir man mit der Methode der unbestimmten Koeffizienten eine spezielle Lo-
sung der zugehorigen inhomogenen Gleichung findet. In Teilkapitel [9.4] betrachten
wir schlieklich Anfangswertprobleme.

9.1 Einfilhrung und Losungstheorie zu linearen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

In diesem Teilkapitel lernen wir zunédchst die neue Notation und Terminologie
kennen.

Definition 9.1. (lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung)

Seien I C R ein offenes Intervall und seien ag, a1,b : I — R stetige Funktio-
nen. Fine Gleichung der Form

y' +ai(t)y + ao(t) y = b(t) (9.1)

251
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(oder eine Gleichung, die sich in diese Form bringen lisst) heifit eine lineare
Differentialgleichung (DGL) zweiter Ordnung. Falls b(t) = 0 fir alle
t € 1 gilt, heifst (9.1) homogen. Andernfalls heifst (9.1)) inhomogen.

Falls (9.1) inhomogen ist, nennen wir

' +a1(t)y +ag(t)y =0

die zu (9.1) gehdrende homogene lineare Differentialgleichung.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 9.2. (lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung)

(a) ¥y +4y + 7y =0 ist eine homogene lineare DGL zweiter Ordnung.

(b) y" +sin(t)y + cos(t)y = €' ist eine inhomogene lineare DGL zweiter Ord-
nung. Die zugehorige homogene lineare DGL ist y”+sin(t) ' +cos(t) y = 0.

(c) y" +ety +t2y =0 ist eine homogene lineare DGL zweiter Ordnung.

(d) 3" +y* =0 ist keine lineare, sondern eine nicht-lineare DGL zweiter Ord-
nung.

Definition 9.3. (Losung einer linearen DGL zweiter Ordnung)

Seten I C R ein offenes Intervall und seien ag, a1,b : I — R stetige Funktio-
nen. Fine Funktiony : I — R heifit eine Losung der Differentialgleichung

y" +ar(t)y + ao(t) y = b(t)

falls

(1) y auf I zweimal stetig differenzierbar ist und

(10) y'(t) + a1 (t) ¥/ (t) + aog(t) y(t) = b(t)  fir allet € I erfillt ist.

Der néchste Satz beschreibt die allgemeine Losungsmenge einer linearen Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung.

Satz 9.4. (allgemeine Lésung einer linearen DGL zweiter Ordnung)

Seien I C R ein offenes Intervall und seien ag, a1, b : I — R stetige Funktio-
nen.
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(1) Sindyy : I — R und yo : I — R zwei reellwertige Losungen von
y'(t) + ax(t) y'(t) + ao(t) y(t) =0, (9.2)
die keine Vielfachen voneinander sind, so ist
yun I — R, yu(t) = cryi(t) + c2 ya(t), 1,02 € R,

die (reelle) allgemeine Losung von (9.2)).
(2) Istys: I — R eine (spezielle) reellwertige Lisung von

y'(t) + ax(t) y'(t) + ao(t) y(t) = b(t), (9:3)

und ist yg : I — R die (reelle) allgemeine Losungen der zugehdrigen
homogenen linearen Differentialgleichung

y'(t) +ar(t) y'(t) + ao(t) y(t) = 0,
so ist die (reelle) allgemeine Lésung von (9.3)) gegeben durch

y: I =R, yt)=yst) +yut), ceeR

Beispiel 9.5. (allgemeine Losung einer linearen DGL zweiter Ordn.)

(a) Gesucht ist die allgemeine Losung von
Yy +y=0. (9.4)
Die homogene lineare DGL zweiter Ordnung (9.4) hat die beiden Losungen

y1 : R —= R, y1(t) :=sin(t), und yo : R = R, y5(t) := cos(t), denn fiir alle
t € R gilt jeweils

sin” (t) + sin(t) = cos'(t) + sin(t) = — sin(t) + sin(¢)

0,
cos”(t) + cos(t) = —sin'(t) + cos(t) = — cos(t) + cos(t) = 0.

Die beiden Funktionen y(t) = sin(t) und y»(t) = cos(t) sind offensichtli-
cherweise keine Vielfachen voneinander.

(Erkldrung: Betrachten wir ¢; sin(t) = cos(t) fir alle ¢ € R, so liefert
Einsetzen von t = 0, dass ¢; sin(0) = cos(0) also 0 = 1 4. Somit gibt
es kein ¢; € R, dass ¢; sin(t) = cos(t) fiir alle t € R erfiillt. Betrachten
wir sin(f) = co cos(t) fir alle t € R, so liefert Einsetzen von t = 7/2,
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dass sin (%) = C9 COS (%), also 1 = 0 4. Somit gibt es kein c» € R, dass

sin(t) = ¢ cos(t) fiir alle t € R erfiillt.)

Die allgemeine Losung von ((9.4)) ist somit

yg - R — R, yr (t) == c1 sin(t) + ¢o cos(t), c1,09 € R.

(b) Gesucht ist die Losung von
y'+y=5.

Mit Inspizieren, sieht man leicht, dass yg(t) = 5 eine spezielle Losung ist.
In der Tat gilt

yé(t) +ys(t) =045 = 5.
Aus Beispiel wissen wir bereits, dass

yg - R — R, yu(t) := ¢1 sin(t) + co cos(t), 1,02 € R,
die (reelle) allgemeine Losung der zugehorige homogene Gleichung
y' +y=0
ist. Nach Satz[9.4] ist daher
y:R—=>R, y(t):=ys(t)+yu(t) =5+c sin(t) +co cos(t), c1,00 €R,

die allgemeine Losung von 3" +y = 5.

In den nachfolgenden Teilkapiteln lernen wir, wie man homogene lineare Diffe-
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 10st und wie man in vielen Fallen
eine (spezielle) Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten finden kann.

9.2 Homogene lineare Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

In diesem Abschnitt betrachten wir homogene lineare Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (d.h. die Koeffizien-
tenfunktionen agp und a; sind jeweils konstant, also ag(t) = ap und a1(t) = a; fiir
alle t € I):

V' +ay +ay=0 (Ho)
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mit ag, a1 € R. Um diese Differentialgleichung zu 16sen, macht man den komple-
xen Exponentialansatz

Ableiten liefert
() =se’ und  y'(t) = s? e

Finsetzen in (Hy) ergibt nun:

sPettarset +apet =0

<— (32+a13+a0)65t:0
—  s+asta=0 (9.5)
2 2
<= 32+2%s+<%> —(%) +ayg=0
2 1
— (3-!—%) —Z(a%—élao)zo

Die Gleichung (9.5)) heift die charakteristische Gleichung von (H,). Fiir jede
Losung s von (9.5) ist e eine Losung von (Hp). Wir miissen also (9.5)) losen.
Dabei konnen drei Falle auftreten:

Fall 1: (9.5)) hat zwei verschiedene reelle Lésungen sq, 5o (falls a? — 4ag > 0).

Fall 2: (9.5)) hat eine zweifache reelle Losung s (falls a3 — 4a¢ = 0). Dann gilt
s =—a/2.

Fall 3: (9.5)) hat keine reellen Losungen (falls af —4 ag < 0). Dann hat (9.5)) zwei
konjugiert komplexe Losungen der Form

s1=a+ B und So=a— 1 mit o, 5 € R, wobei 8 # 0.
(Dabei sind «, 8 € R passend zu bestimmen.)

Anmerkung: Andere Félle konnen nicht auftreten, d.h. wir konnen keine ,dop-
pelte” komplexe, nicht-reelle Losung finden und auch keine zwei verschiedenen
komplexen, nicht-reellen Losungen, die nicht konjugiert komplex zueinander sind.

Das sieht man wie folgt: Sei s; € C \ R eine komplexe, nicht-reelle Losung von
(9.5). Dann gilt (indem wir die Gleichung komplex konjugieren)

2
sit+aisy+ay=0 s§+a151+a0:0

_9 .
sS1 4+ a1s1+ay=0

[

SiP4a15T+ay=0 (weil ag, a; € R sind).



9.2. Homogene lineare DGLen 2-ter Ordnung mit konst. Koeffizienten
256 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

Also ist sy := 57 ebenfalls eine Losung von (9.5). Mehr als zwei verschiedene
Losungen kann es bei einer quadratischen Gleichung nicht geben.

Fall 1 (a? —4ag > 0): Die charakteristische Gleichung (9.5)) von (Hs) habe zwei
verschiedene reelle Losungen sq, so. Dann sind

y R =R, y(t) := e, und Yo R = R, 1(t) := e,

Losungen von (Hsy). Da s; # s ist, sind diese beiden Losungen keine Vielfachen
voneinander. Damit gilt der nachfolgende Satz.

Satz 9.6. (zwei verschiedene reelle Lésungen der char. Gleichung)

Hat die charakteristische Gleichung von (Hy) zwei verschiedene reelle
Liosungen s1, so € R, so ist die reelle allgemeine Lisung von (Hs)

y: R — R, y(t) := c1 e + ¢y e c1, 0 € R.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 9.7. (zwei verschiedene reelle Losungen der char. Gleichung)
Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung 2-ter Ordnung

y' =4y +3y=0

Der Exponentialansatz y(t) = e (und damit ¢/(t) = se™ und y"’(t) = s%e
liefert

el —4se 43 =0 = (32—43+3) =0 = £—45+3=0.
Die charakteristische Gleichung
0=s5"—45+3=(s—1)(s—3)
hat die reellen Losungen s; = 1 und so = 3. Damit ist die reelle allgemeine Losung
y:R— R, y(t) :==cre' + ¢ e, c1,co € R.
Fall 2 (a? = 4ag): Die charakteristische Gleichung von (Hy) habe die

(einzige) reelle Losung s = —ay/2. In diesem Fall liefert der Exponentialansatz
nur eine Losung von (Hy), ndmlich

y1: R =R, y(t) =e* =e 2",
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Wir zeigen nun, dass
y 1 R — R, Yo (t) = te
ebenfalls eine Losung von (Hg) ist: Mit
ys(t) = (¢ eSt)/ =" +ise’ = (1+st)e”,
vy () = (14 st)e)

se’l + (1+st)se‘9t: (28+82t) et

folgt
Yo (1) + a1 y5(t) +agya(t) = (2s+ s*t) e + a1 (L + st) e + apt e
=[(s"+ars+a) t+(2s+a)]e’ =0,
N ~~ d ——
=0 =0
da s = —ay/2 eine Losung von s>+ a;s+ay =0und 2s + a; = 0 ist. Die
Losungen

y R =R, y(t) :=e", und o 1 R = R, 1(t) :=te™,

sind keine Vielfachen voneinander. Damit haben wir den nachfolgenden Satz be-
wiesen.

Satz 9.8. (genau eine zweifache reelle Losung der char. Gleichung)

Hat die charakteristische Gleichung von (Hsy) die einzige reelle Losung s =
—a1/2, so ist die reelle allgemeine Losung von (Hs)

y:R — R, y(t) :=cre +eote’ = (01 + ¢ t) e’ c1,c9 € R.

Beispiel 9.9. (genau eine zweifache reelle Losung der char. Gleichung)
Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung 2-ter Ordnung

1
y”+y’+1y:0.

Der Exponentialansatz y(t) = e (und damit ¢/(t) = se® und y"’(t) = s?e*)
liefert

1 1 1
3268t+$68t+168t20 — <s2+3+1>65t:0 — 82+S+Z:0'
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Die charakteristische Gleichung
1 1\”
0 — 2 —_ = —
5+ s+ 1 (8 + 2>

hat genau eine reelle Losung s = —1/2. Also ist die reelle allgemeine Losung

y:R—R, y(t) == 1 emat 4 cot em3t — (01 + ¢ t) e_%t, c1,c9 € R.

Fall 3 (a? — 4ay < 0): Die charakteristische Gleichung von (Hy) habe die kon-
jugiert komplexen Lésungen s; = o+ fi und so = a — i (mit o, § € R,
wobei 8 # 0). Damit erhalten wir die folgenden zwei komplexen Ldsungen von
(Hs), die keine Vielfachen voneinander sind:

21 R = C, z(t) = el = latiht — pat bt
= ¢ [cos(Bt) + i sin(Bt)] = e cos(Bt) + i e™ sin(Bt),
2R = C, z(t) = e = ela7) = oot o=t
= e [cos(—@t) +1 sin(—ﬁt)] = e cos(Bt) — i e sin(Bt),
wobei wir die Euler-Formel (vgl. Notation
' = cos(¢) + i sin(¢)

und sin(—z) = —sin(z) und cos(—xz) = cos(x) benutzt haben. Es gilt offensicht-
licherweise 21(t) = z9(t) und z5(t) = 21(t).

Wir sind aber eigentlich an den reellen Losungen (und nicht an komplexwertigen
Losungen) von (Hs) interessiert. Wir beobachten, dass die reellen Funktionen

niRSR,  g(t) = % [21(8) + 2(8)] = e cos(Bt),
pRSR () = o [ah) - »()] = " sin(5n

als gewichtete Summe von z; und 2 nach Satz ebenfalls Losungen von (Hy)
sind. (Anmerkung: Es gilt y1(¢) = Re(21(¢)) = Re(22(t)) und y2(¢) = Im(21(¢)) =
—Im(2s(t)).) Da B # 0 ist, kann man zeigen, dass die beiden reellen Lésungen
keine Vielfachen voneinander sind. Damit gilt der nachfolgende Satz.

Satz 9.10. (zwei zueinander konjugiert komplexe Losungen der cha-
rakteristischen Gleichung)

Hat die charakteristische Gleichung von (Hs) die beiden konjugiert kom-
plexen Lésungen s; = a+ B1 und so = a— B, so gelten:
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(1) Die komplexe allgemeine Losung von (Hs) ist
y:R—C, y(t) == ky e 4 ky ™' = ky elatBt 4 [y ela—Bt
= e [lﬁ Giﬁt + ko B_wt} , k‘l, ko € C.
(2) Die reelle allgemeine Losung von (Hy) ist

y: R —= R, y(t) == c; e cos(Bt) + co e sin(ft)
= e ¢y cos(Bt) + ¢ sin(Bt)], c1,co € R.

Betrachten wir auch hierzu ein Beispiel.

Beispiel 9.11. (zwei zueinander konj. kompl. Lsgen. der char. Glg.)

Wir betrachten die homogene lineare Differentialgleichung 2-ter Ordnung
y'+2y +2y=0.

Der Exponentialansatz y(t) = e (und damit ¢/(t) = se’ und 3’(t) = s?e)

liefert

el 425e 42 =0 = ($2+2s—|—2) =0 <= s*+25+2=0.

Die charakteristische Gleichung

0=5"4+25+2=(s+ 1) +1=(s+1)*—i*=(s+1—10)(s+1+1)

hat die zwei zueinander konjugiert komplexen (nicht-reellen) Losungen
s1=—14+1 und So = —1 —1.

Wir finden also die komplexe allgemeine Losung ¢y : R — C,

y(t) =k L N G e AT e e [/61 e + ky e—it]
mit kq, ke € C. Damit ist die reelle allgemeine Losung vy : R — R,

y(t) :=cre " cos(t) +cae " sin(t) = e " [c1 cos(t) + co sin(t)], c1,c0 € R

Bemerkung 9.12. (Zshg. zwischen reeller und komplexer Losung)
Es gilt fiir eine geeignete Wahl der Konstanten ki, ky € C bzw. ¢, € R:

e [k1 €™ + ko e "] = e [e1 cos(Bt) + o sin(Bt)]
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Abb. 9.1: Funktionen der Form e® mit o > 0 wachsen exponentiell. Funktionen
der Form e™ mit o < 0 streben exponentiell (wie e~ *) gegen null.

= k1 Pt 4 ko e Pt = ¢ cos(Bt) + ¢, sin(Bt)
— ki |cos(Bt) + i sin(Bt)] + ko | cos(Bt) — i sin(St)]
= ¢; cos(ft) + co sin(ft)
= (k1 + ko) cos(Bt) + i (k1 — ko) sin(Bt) = ¢1 cos(Bt) + ¢ sin(St)
= (k1 + ko) — c1] cos(Bt) + [i (k1 — ko) — ¢o] sin(Bt) =0
— (k1+ky)—c1=0 und i(ky—ks) —co=0
— c1 = k1 +ky und (CQZi(kl—kg) — iCQZkQ—kl)
— k= % (c—icy) mnd ky— %(c1 tie), (9.6)

wobei wir von der viertletzten Zeile in die drittletzte Zeile benutzt haben, dass
sin(ft) und cos(5t) keine Vielfachen voneinander sind und die Koeffizienten der
beiden Funktionen somit 0 sein miissen.

Es folgt aus dieser Rechnung: Die komplexe Losung

y(t) _ eozt I:kl eiﬂt + k‘g e—iﬁt}

ist genau dann reellwertig, wenn (9.6) mit ci, co € R gilt, also wenn ks = k; gilt.

Abschliefend schauen wir uns in Abbildungen [9.1],[9.2] und [9.3] Bilder der verschie-
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—— Graph von sin(t) —— Graph von COS(t)
—— Graph von sin(2 1) —— Graph von cos(2 t)
—— Graph von sin ;— —— Graph von cos( 1 )

A, L

1

Abb. 9.2: Funktionen der Form sin(5t) und cos(ft) sind klassische Wellen oder
Schwingungen. Der Wert (3 steuert die Frequenz der Schwingung.

denen Typen von Losungen an, um ein Gefiihl fiir die durch solche Funktionen
beschriebenen Phédnome zu bekommen.

9.3 Inhomogene lineare Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Sei I C R ein Intervall, und sei b : I — R stetig. Wir betrachten die inhomogene
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

'+ a1y +agy = b(t) (IH)

mit konstanten Koeffizienten ap,a; € R und die zugehorige homogene
lineare Differentialgleichung

Y +a1y +agy =0. (Hs)
Im Folgenden seien y; : I — R und yo : I — R zwei reellwertige Losungen von

(Hs), die keine Vielfachen voneinander sind, so dass die reelle allgemeine Losung
von (Hsy) durch

yu(t) = cryi(t) + caya(t), c, ¢ € R,
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Abb. 9.3: Funktionen der Form sin(ft) e* und cos(ft) e** sind Schwingungen,
deren Amplitude exponentiell wéchst, wenn o > 0 ist, bzw. deren Amplitude
exponentiell (wie e”") geddmpft wird, wenn a < 0 ist.

gegeben ist. Wenn wir eine (spezielle) reelle Losung yg von (IHj) finden konnen,
dann ist nach Satz [9.4] die reelle allgemeine Losung von (IHs) gegeben durch

y(t) = ys(t) +yu(t) = ys(t) + cry(t) + c2ya(2), cr,c0 € R

Wie kann man eine spezielle Lésung ys von (IH,) finden?



9. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn

263

"A[[PqR], IoP 93 edS USIYDaI Iop gruaSd SUNSOT o[[eIzads oIp nj Sfi zjesuy uaUlo URW }[JeMm OS
‘[Te] Iop SOSaIp 9S] "UIOS USJRILIOA J[[9(R], Iop o3 edg UeNUI[ Iop Ul (SH]) SUNYDID[S[RIJUSIOPI(] USIROUI] UOUFOWOYUL Iop
(2)q ©319G 99YODI OIP SSNUW ‘UURY UOPIOM JOPUOMISUR | TDJUDIZIJOOY UJUWIIISOUN Iop dPOYIOIN OIpP JWR(] T°6 O[[PqR],

w2 [(9)Ws (uag + +11g +0g) + (29)%00 (WY + 2 4+ 0p)] 2
11ST SUNYDIO[Y) USDSIISLIOYRIRYD 9P SUNSQT 9ydeI-Y oUId 2 ¢ + O S[[e]

w? [()s (w2 g+ 11 +0g) + (29)500 (Wt Y+ + 1Y + OF)]
11ST SUNYDIO[Y) ULYDSIISLIONRIRYD IOP SUNSQT] SUIY ¢ ¢ + 0 S[[B]

uodAjuouor)un,] I0saIp
@EES@ @QE p@@@
(29)u1s 42 (2 ™q + "+ 7279 + 9q)
I9po
(29)909 402 (W2 ™q + " 4+ 7219 + 9q)

[(2g)ws (y2g + 4+ 27 +0g) + (26)509 (2 ™Y 4+ + 1 + 0p)] 2
13ST SUNTPII[Y) USPDSIISIIO[RIRYD Iop SUNSQTT OUDej-y UL 2 ¢ S[[]

(2g)ws (y2Ug + +21g +0g9) + (26)500 (w2 "y + "+ 1 + 0F)
11ST SUNYDIOTY) ULYDSIISLIOINRIRYD IOp SUNSO| auloy 2 ¢ S[[®]

uodAyuouor)un,] I9saIp
OUWIING QUIO IOPO
(2g)ws (w2 ™q + "+ 779 + 0q)
I9po
(26)809 (w#™q + """+ 21 + %)

P (wd Y+ LY )

11ST SUNYDIO[Y) USDSIISLIOINRIRYD Iop SUNSQT 9ydeI-Y oUld O S[[R]
w? (Y 1Y+ O)

:1ST SUNYDIO[Y) UIYISIISLIO)NRIRYD IOP SUNSO] oUIOY O S[[e]

w2 (w2™q+ "+ 119+ 0q)

(W ™V + 2+ 0y) 42

11ST SUNYDIS[Y) ULYISIISLIOINRIRYD I9p SUNSOT 9UdeJ-y 9UId () S[[®]
A A SR S T A 7

11ST SUNYDISY) USYDSIISLIO)RIRYD IoP SUNSQTT SUIY () S[[®]

wlq+ "+ 1219+ 0

(2)Sfi 3 zyesuy

(3)q 93108 3o




9.3. Inhomogene lineare DGLen 2-ter Ordnung mit konst. Koeffizienten
264 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

Methode 1: Raten. Bitte hier immer nachweisen, dass es sich tatsédchlich um
eine Losung von (IHy) handelt, indem Sie Thre geratene Losung in die Differenti-
algleichung (IHs) einsetzen!

Methode 2: ,Methode der unbestimmten Koeffizienten* mit einem An-
satz nach Tabelle [9.1] Zuerst ist zu beachten, dass diese Methode nur ange-
wendet werden kann, wenn die rechte Seite b(t) der Differentialgleichung von einer
Form ist, die in der Tabelle aufgefiihrt ist. Ist dieses der Fall, so wihlt man ge-
méak der Tabelle einen Ansatz yg fiir die spezielle Losung und setzt diesen in die
inhomogene lineare Differentialgleichung (IHs) ein, um die Koeffizienten (d.h. die
Konstanten) im Ansatz zu bestimmen.

Bemerkung 9.13. (zu Tabelle [9.1)

(1) Merken muss man sich nur die letzte Tabellenzeile. Alle anderen Zeilen
sind darin als Spezialfille enthalten.

(2) Ist b(t) eine Linearkombination der in der linken Spalte genannten Funk-
tionen, so wahlt man als Ansatz fiir yg die Summe aus den entsprechen-
den Ansétzen in der rechten Spalte. Dabei miissen die Konstanten (also
die , Koeffizienten®) alle unterschiedlich benannt sein.

(3) Fiir lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung tritt in der Praxis
nur £ = 0,1, 2 auf.

(4) In C lésst sich jede quadratische Gleichung
t* +art+ag=0 (9.7)

mit ihren zwei komplexen (nicht notwendigerweise verschiede-
nen) Losungen sy, so € C faktorisieren:

(t —s1)(t—s9) =0. (9.8)

Ist s1 # s9, so sind s und sy jeweils einfache Losungen von (9.7) und
. Ist 81 = s9, S0 ist s := 51 = s9 eine zweifache Losung von (9.7
Y

und .

Betrachten wir einige Beispiele zur Anwendung der ,Methode der unbestimmten
Koeffizienten".

Beispiel 9.14. (Bestimmung einer speziellen Lésung der inhomogenen
linearen DGL mit der ,,Methode der unbestimmten Koeffizienten*)

(a) Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
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nung
y//_2y1+y — e3t.

Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Losung der zugeh. hom. lin. DGL.
Einsetzen des komplexen Exponentialansatzes y(t) = e (und y/(t) = se*,
y'(t) = s%e*!) in die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung

y' =2y +y=0
liefert
s2et =255 fet =0 = (s*—2s5+1)e =0 = s*—254+1=0.
Die charakteristische Gleichung lasst sich wie folgt faktorisieren:
0=5"—2s5+1=(s—1)7 d.h. sy =s9 =1 (zweifache Losung).

Damit finden wir die reelle allgemeine Losung der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung

Yy IR—)R, yH(t) = 01€t+62t6t: (Cl+02t)€t, C1,C9 € R.

Schritt 2: Finden einer speziellen Lisung. Es gilt b(t) = €3 und s = 1 ist
eine zweifache (und die einzige) Losung der charakteristischen Gleichung,
aber 3 ist keine Losung der charakteristischen Gleichung. Gemaf Tabelle
wahlen wir daher den folgenden Ansatz:

ys(t) =ve”,  ys(t) =3ve”,  yg(t) =9ve.
Einsetzen in die inhomogene lineare Differentialgleichung liefert:

1
Vo= =

9yett —2(3ye) + et =t = 4yt =¢ 1

Also ist .
ys : R — R, ys(t) == 1 e’

eine spezielle Losung.

Ergebnis: Die reelle allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung y" — 21/ +y = €% ist

1
y:R =R, y(t) == ys(t) +yr(t) = > e* +crel +eate
4

1
:Ze3t+ (c1 4 o) €, c1,02 € R,



266

9.3. Inhomogene lineare DGLen 2-ter Ordnung mit konst. Koeffizienten
©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

(b) Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ord-

nung
y//_2y/_|_y:€t.

Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Losung der zugeh. hom. lin. DGL.
Mit dem komplexen Exponentialansatz y(t) = e* finden wir analog zum
vorigen Beispiel die charakteristische Gleichung der zugehdrigen homogenen
linearen Differentialgleichung

y' =2y +y=0.
Die charakteristische Gleichung ist
0=s"—2s5+1=(s—1)7 d.h. sy =s9 =1 (zweifache Losung).

Damit finden wir die reelle allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen
Differentialgleichung

yg ZR—)R, yH(t) = et+02tet: (61+Cgt) et, C1,Co e R.

Schritt 2: Finden einer speziellen Lésung. Es gilt b(t) = e = el', und
s = 1 ist eine zweifache Losung der charakteristischen Gleichung. Geméfs
Tabelle [9.1] wihlen wir daher den folgenden Ansatz:

ys(t) = tye,  ys(t) = 2t+)ye',  ys(t) = 2+4t+17) e
Einsetzen in die inhomogene lineare Differentialgleichung liefert:
(24+4t+tH)ye =22t +tH)ye +t2yel = ¢
=  (2+4t+ -4t 20+ ) ye' =€
1

<= Z’yet:et <= 2v =1 — v =

Also ist eine spezielle Losung

1752 el

ys : R = R, ys(t) == 5

Ergebnis: Die reelle allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung v — 21/ +y = €' ist also

1
y:R— R, y(t) ==ys(t) +yu(t) = 5752 e+ (a1 +cat) e

1
= <01+02t+§t2) e, c, e € R
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(c) Wir betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung
Y — 2y + 2y = e cos(t).

Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Losung der zugeh. hom. lin. DGL.

Einsetzen des komplexen Exponentialansatzes y(t) = e (und y/(t) = se*,

y'(t) = s?e*) in die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung
y' =2y +2y=0

liefert

et —2s5et 426 =0 — (82—28+2)65t:0 — $2-25+2=0.

Die charakteristische Gleichung lasst sich wie folgt faktorisieren:

0=5"-2s5+2=(s—10 +1=(s—1)2—i*=(s—1—1)(s —1+1)
— s1=1+1, ss=1—1i (zueinander kompl. konj. Losungen),
d.h. @ =1 und g = 1. Damit erhalten wir die reelle allgemeine Losung der
zugehorigen homogenen Differentialgleichung
yg : R — R, yr(t) == ci e’ cos(t) + ey e’ sin(t)
= (c1 cos(t) + ¢ sin(t)) €', c1,co € R.
Schritt 2: Finden einer speziellen Lisung. Es gilt b(t) = €' cos(t), und 1+4

ist eine einfache Losung der charakteristischen Gleichung. Gemafs Tabel-
le wahlen wir daher den folgenden Ansatz:

ys(t) =t SA cos(t) + B sin(t)) ej =tyg(t),
— i (t)
Ys(t) = yn(t) +typ(t),

ys(t) = vy (t) + yu(t) + tyg(t) = 2y (t) + typ(t),

wobeil wir bereits wissen, dass die mit ygy abgekiirzte Funktion eine Losung
der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung ist. Einsetzen in
die inhomogene lineare Differentialgleichung und Ausnutzen, dass yy eine
Losung der zugehdrigen homogenen Gleichung ist, liefert

ye(t) — 295(t) + 2ys(t) = €' cos(t)
2y () + tyg(t) — 2 (yu(t) + typ(t)) + 2t ya(t) = ¢ cos(t)

<
= 2u(t) — 2um(0) + 1 (Y — 20 (1) + 2yn(t)) = € cos(t)

L
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= 2yy(t) —2yu(t) = €' cos(t).

Mit
yr(t) = (A cos(t) + B sin(t)) ',
yu(t) = (— Asin(t) + B cos(t)) €' + (A cos(t) + B sin(t)) €'
finden wir
244 (£) — 2yn(t) = €' cos(t
—  2(—Asin(t) + B cos(t)) ¢ + 2 (A cos(t) + B sin(t)) €'
— 2 (A cos(t) + Bsin(t)) ' = € cos(t)
= 2(—A81n ) + B cos(t )et—e cos(t
= 2(—Asm ) + B cos(t )
= —2Asin(t)+ (2B —1) cos(t):()
= —2A=0 und 2B-1=0
= A=0 und B= %
Also ist

1
ys : R — R, ys(t) :== étet sin(t),
eine spezielle Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung.

Ergebnis: Die reelle allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung y” — 2y’ + 2y = €' cos(t) ist

y:R—=R, y(t):=yst) +yu(t)

1
= §tet sin(t) + (c1 cos(t) + o sin(t)) €', c1,0 € R.

In der Literatur finden Sie weitere Methoden zur Bestimmung einer speziellen
Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung, beispielsweise:

e Variation der Konstanten,

e den Potenzreihenansatz.

Diese werden aber hier nicht weiter behandelt.

9.4 Anfangswertaufgaben

In diesem letzten Teilkapitel betrachten wir nun noch Anfangswertprobleme.
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Definition 9.15. (Anfangswertproblem fiir eine lineare DGL zweiter
Ordnung)

Sei I C R ewn offenes Intervall, und seien ag,a1,b : I — R stetige Funktionen.
Seien yo,y1 € R und ty € I. Die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

y' +ai(t)y +ao(t) y = b(t)
zusammen mit den Anfangsbedingungen
y(to) = o, y'(to) = m

heifit ein Anfangswertproblem (AWP) oder eine Anfangswertaufgabe.

Durch die Vorgabe der Anfangsbedingungen werden die zwei Konstanten in der
allgemeinen Losung festgelegt. Betrachten wir zwei Beispiele fiir Anfangswertpro-
bleme.

Beispiel 9.16. (Anfangswertprobleme)

(a) Betrachten wir das Anfangswertproblem
y'+2y +2y=0 y0)=1, y(0)=2

Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Losung der homogenen lin. DGL.
Mit dem komplexen Exponentialansatz y(t) = e (und damit y/'(t) = se*,
y"(t) = s? ') finden wir

et £ 2s5et 42t =0 — ?+25+2=0,
und die charakteristische Gleichung faktorisiert wie folgt:

0=5"4+2s5+2=(s+ 1) +1=(s+1)*—i*=(s+1—1i)(s+1+1)
— s1=—14+1 s0=—1—1,

d.h. @ = —1 und 8 = £1. Damit finden wir die reelle allgemeine Losung
y:R =R, y(t) :=cre " cos(t) + cae sin(t)
= e ' [c1 cos(t) + ¢ sin(t)], c1,c9 € R,
Schritt 2: Anfangsbedingung einarbeiten. Mit
y(t) = e [ cos(t) + ¢ sin(t)],
y'(t) = e " [ — ¢ cos(t) — ¢ sin(t) — ¢1 sin(t) + ¢ cos(t)],
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finden wir fiir die gegebenen Anfangsbedingungen in ¢t = 0:

1 =y(0) =€ [e1 cos(0) + ¢ sin(0)] = ¢y,
2 =19/(0) = €° [ — c1 cos(0) — ¢ sin(0) — ¢; sin(0) + ¢ cos(0)]

= —C1 + Ca.

Also gilt ¢ =1 und co =24 ¢; = 3.

FErgebnis: Die Losung des Anfangswertproblems ist

y:R =R, y(t) :=e " [cos(t) + 3 sin(t)].

Betrachten wir das Anfangswertproblem
Yy — 6y +9y=2¢" +9t— 15, y(0) = ¢'(0) = 0.

Schritt 1: Bestimmung der allgemeinen Léosung der zugeh. hom. lin. DGL.

Einsetzen des komplexen Exponentialansatzes y(t) = e (und 3/(t) = s e,

y'(t) = s e*!) in die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung
y' -6y +9y=0.
liefert
e’ —6se” +9e" =0 = s —6s+9=0.
Die charakteristische Gleichung faktorisiert wie folgt:
0=5"—65+9=(s—3) — s1 = s9 =3 (zweifache Losung).

Somit finden wir als reelle allgemeine Losung der zugehorigen homogenen
Gleichung

yg - R — R, yH(t) = e?’t + Cgtegt = (Cl + Co t) egt, C1,Co € R.

Schritt 2: Finden einer speziellen Losung. Es gilt b(t) = 2¢e' +9¢ — 15, und
s = 3 ist eine zweifache Losung der charakteristischen Gleichung, aber 0 und
1 sind keine Losungen der charakteristischen Gleichung. Geméaf Tabelle
wahlen wir daher den folgenden Ansatz:

ys(t) = Ae' + Bo+ Bit,  ys(t)=Ac' + By,  yl(t) = A€
Einsetzen in die inhomogene lineare Differentialgleichung liefert:

ya(t) — 6ys(t) +9ys(t) =2 +9t — 15
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& A —6(Ae'+B)+9(Ae' + By+ Byt) =2 +9t—15
— (4A-2)e" +(9By—6B; +15)+ (9B, —9)t=0

<— 4A—-2=0 und 9By—6B;+15=0 und 9B;—9=0
= A:%, By =1, Z%:é@By—w):ém—lwz—l
Also ist

1
ys : R — R, yg(t)1:§€t+t—1

eine spezielle Losung.

Zwischenergebnis: Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist

1
y:R=>R, yt) :=ys(t)+yu(t) = 5 e tt—1+(ci+eat)e™, c,e0 €R.

Schritt 3: Anfangsbedingungen einarbeiten. Mit
L 3t
y(t) = 5¢ +t—14(c1+eat)e™,
1
y'(t) = §et + 14 (cg+3c; +3cpt) e

finden wir fiir die gegebenen Anfangsbedingungen in t = 0:

Ozy(o):—€0+0—1+(c1+02-0)60:——1-|-01:_§+Cl’

2 2
1
Ozy/(O)2560+1+(62+301+302'0)60

1 3
:§+1+CQ+301:§+361+62,

1 3 3 3
also Cl:i und 02:—5—301:—5—52—3.

Ergebnis: Die Losung des Anfangswertproblems ist

1 1
y:R =R, y@y:§d+t—1+<§—soe%
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KAPITEL 10

Vektoren: Grundlagen

In diesem Kapitel lernen wir die Grundideen der Vektorrechnung kennen. In Teil-
kapitel fithren wir Vektoren ein, und in Teilkapiteln [10.2] und [10.3]lernen wir,
wie man Vektoren addiert und mit Skalaren (d.h. reellen Zahlen) multipliziert.
In Teilkapitel sehen wir, wie man Vektoren mit Punkten im n-dimensionalen
Raum R" identifizieren kann. Wir betrachten dabei auch die Parameterdarstel-
lung von Geraden und Ebenen in R"” (mit n > 2 bzw. n > 3). In Teilkapitel
beschreiben wir Kreise in R? und Kugeln in R? mit Hilfe von Vektoren und leiten
die Kreisgleichung und Kugelgleichung her.

In Teilkapitel fithren wir das Skalarprodukt zweier Vektoren ein, dessen Er-
gebnis eine reelle Zahl, also ein Skalar, ist, und untersuchen die Eigenschaften des
Skalarprodukts. In Teilkapitel nutzen wir das Skalarprodukt, um Geraden
in R? mittels einer Geradengleichung und Ebenen in R? mittels einer Ebenenglei-
chung darzustellen.

In Teilkapitel lernen wir schlieklich das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt)
zweier Vektoren in R? kennen, welches einen neuen Vektor ergibt, der auf den
beiden urspriinglichen Vektoren senkrecht steht. Wir betrachten die Eigenschaften
des Vektorprodukts, die unter anderem in der Physik eine wichtige Rolle spielen.

10.1 Spaltenvektoren

Wir beginnen mit der Definition eines (Spalten-)Vektors.

275
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Definition 10.1. (Spaltenvektoren)
(1) Ein (n-dimensionaler Spalten-)Vektor ist ein Objekt der Form

L1
— X2
X = :
In
wobei x1,x9,...,T, € R die Komponenten von X heiffen.

(2) Der Spaltenvektor

ol
I

(n Komponenten)

heifst der (n-dimensionale) Nullvektor.
(3) Seien
T Y1
X=|: und Yy =|:
Ln Yn

n-dimensionale Vektoren. X =y gilt per Definition genau dann, wenn

r1r =Y, o = Yo, RPN Tpn = Yn-

Betrachten wir nun einige Beispiele fiir Vektoren.

Beispiel 10.2. (Vektoren)

[—1

(a) ¥ = |V2] ist ein 3-dimensionaler Vektor.
0

17
—13
(b) ¥ = 0] ist ein 5-dimensionaler Vektor.
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1

ist ein 4-dimensionaler Vektor.

(d) w= ist ein 2-dimensionaler Vektor.

Bemerkung 10.3. (geometrische Vorstellung)

Spaltenvektoren (mit Ausnahme des Nullvektors) kann man sich als Pfeile mit
einer festgelegten Lange und Richtung vorstellen; fiir n = 2 in der Ebene und
fiir n = 3 im dreidimensionalen Raum. Dabei werden Pfeile mit gleicher Lange
und gleicher Richtung als gleich angesehen. Man spricht daher auch von ,frei-
en Vektoren“ im Gegensatz zu ,,gebundenen Vektoren*. Letztere stellt man
sich als Pfeile vor, die an einen Punkt (den Fufspunkt) mit dem ,Fuf* der Pfeils

angeheftet sind.
Beispiel (n = 2): Die Pfei-

le konnen im zweidimensio-
nalen kartesischen Koordina-
tensystem (der Ebene) dar-
gestellt werden. z.B. gilt fiir

ol

a:,lin z;-Richtung, 2 in zo-
Richtung

b: ,1 in x1-Richtung, —1 in
xro-Richtung

79 A

o

Beispiel (n = 3): Auch fiir n = 3 kann man
sich die Pfeile in einem kartesischen Koordina-
tensystem vorstellen. Dabei wiahlt man die x1-
, To- und x3-Achsen so, dass sie ein Rechtssys-
tem bilden, d.h. der Rechten-Hand-Regel
gentigen. (Rechte-Hand-Regel: Die x1-Achse,
die x9-Achse bzw. die x3-Achse zeigen jeweils
in die Richtung des Daumens, Zeigefingers
bzw. Mittelfingers der rechten Hand, wenn
diese so gespreizt sind, dass sie ein System

mit rechten Winkeln bilden.)

al

|

]
b
a
3 h
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Vektorielle Grofien (also Groken, deren Werte Vektoren sind) kommen in der
Physik hédufig vor. Beispiele sind: Krafte, Geschwindigkeit, Beschleunigung, elek-
trisches Feld.

Im Kontext von Vektoren bezeichnet man Grofen, deren Werte (reelle) Zahlen
sind, auch als skalare Grofien. Beispiele sind: Zeit, Temperatur, Masse.

Definition 10.4. (Linge/Betrag eines Vektors)

Sei X ein n-dimensionaler Vektor, also

X1
To

o’
I

Dann heifst

die Lange oder der Betrag von X.

Beispiel 10.5. (Lange/Betrag von Vektoren)
- 3
(a) X = [ 4] —

|§<’\:”Z”:\/m:\/%:5

1
1
1

R =||-1|| =12+ (-1)2+12=V3 ;
1

Bemerkung 10.6. (Linge/Betrag eines Vektors)
(1) Es gilt stets |X]| > 0.

(2) Fiir n = 2 oder n = 3 ist |X| gerade die Linge des zugehorigen Pfeils.
Dieses folgt aus dem Satz des Pythagoras.
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(3) Fir n = 1 gilt: X = [z1] = |X] = /22 = |z1], d.h. wir erhalten den
iiblichen Betrag der reellen Zahl x;.

Der nichste Hilfssatz zeigt, dass fiir alle Vektoren X # 0 sogar | X| > 0 gilt.

Hilfssatz 10.7. (Vektor hat Lange null < Vektor ist der Nullvektor)

Sei X ein n-dimensionaler Vektor, also

X1

9
X =

Ln

Dann gilt: N
1X| =0 = X ist der Nullvektor 0.

Die Aussage des Hilfssatzes ist geometrisch natiirlich klar. Wir wollen den Hilfssatz
jetzt auch noch rechnerisch iiberpriifen.

Beweis von Hilfssatz[10.77:

«“. W. .o . . e - - e o _
,<="1 Wir miissen zeigen: Xx = 0 = |X| =0

=0 = |[x[=vV0+..402=v0=0

“ Wi . . 1= - 7
,=" Wir miissen zeigen: |X| =0 = X =0

1X] =0 — \/x%—k...—l—x%:O
- 4. +2=0
— r7=0, ..., 22=0
— r1=0, ..., 2,=0
— X=0

Dabei haben wir im zweiten Schritt genutzt, dass Quadrate immer > 0 sind.

Damit haben wir beide Richtungen der Aussage bewiesen. [

Eine besondere Rolle spielen Vektoren mit Lange Eins.
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Definition 10.8. (Einheitsvektor)

Ein Spaltenvektor X ist ein Einheitsvektor (oder auch mormiert), wenn
1X| =1 gilt.

Betrachten wir einige Beispiele dazu.

Beispiel 10.9. (Einheitsvektoren)

—

1 — 1. g
(a) X = [O] ist ein Einheitsvektor, und y = [_ 1] ist kein Einheitsvektor,

denn:
X =V124+02=1, aber |¥]=V12+(-1)2=V2#1

(b) Fiir n € N heifen die n-dimensionalen Spaltenvektoren

1 0 0
1 0

e_l) — 0 b e_2) - Y Y e—n) =
10 10 1

die Standardeinheitsvektoren. Insbesondere sind die Standardeinheits-
vektoren fiir n = 2 bzw. n = 3 jeweils:

N 1 N 0
n=2 elzl()], 62__1];
1 [ 0
n=2 e= 0], e=|[1], e;= |0
0 i 1
os(t)

(c) Fiir jedes t € R ist

—
(\)
~—

] ein Einheitsvektor, denn nach Eigenschaft

sin(t)

des Sinus und Cosinus (vgl. Seite gilt:

[COS(t)] ‘ = \/0082(25) +sin®(t) = V1 =1.

sin(t)
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10.2 Vektoraddition

Wir lernen nun, wie man Vektoren addiert.

Definition 10.10. (Vektoraddition)
Seien X und Y n-dimensionale Vekto-

ren, also
L1 Y1
X=|: und Yy =
Ln Yn
Die Addition von X und y ist wie folgt g
definiert:
T (1 1+
X+y=|:|+]:]|:= :
Ln Yn Tn + Yn

(Nur Vektoren mit der gleichen Anzahl von Komponenten konnen addiert
werden, d.h. die Dimension der Vektoren muss tibereinstimmen. )

Formal werden n-dimensionale Vektoren also ,,komponentenweise** addiert, in-
dem man jeweils die Komponenten mit dem gleichen Index addiert.

Die Zeichnung neben Definition zeigt, was die Vektoraddition geometrisch
bedeutet: Wir verschieben den Vektor y so, dass wir seinen Fuff an die Spitze des
Vektors X heften konnen. Der Vektor X 4+ ¥ ist dann der Vektor, dessen Fuf
mit den Fuf§ von X iibereinstimmt und dessen Spitze die Spitze des verschobenen
Vektors y trifft.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 10.11. (Vektoraddition)

@ =B =18

1 ~1 1-1 0
b) | 2| +|v2]| = [2+V2]| = [2+V2
-3 0 340 -3
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Im néchsten Satz sind die Rechenregeln fiir die Vektoraddition zusammengestellt.

Satz 10.12. (Rechenregeln fiir die Vektoraddition)
Seien X,y und Z n-dimensionale Vektoren. Dann gelten:

(1) Kommutativgesetz: X+y =y +X

(2) Assoziativgesetz: (i’ + 37’) +Z =X+ (37 + ?)
(3) Dreiecksungleichung: {3{’ + Sf’| <IX|+ ¥l

(4) X + 0=0+%X=% (wobei 0 der Nullvektor ist).

Anschauung zur Dreiecksungleichung:

Anhand der nebenstehenden geometrischen

Interpretation der Vektoraddition macht man y

sich leicht klar, dass die Dreiecksungleichung

gelten muss: In dem Dreieck ist die Summe der

beiden Seitenlingen |X| und |y| immer gro-

Rer als die Seitenlinge | X + y| der dritten Seite. S
Xty

"l

Wenn X und y die gleiche Richtung haben,
dann fallt das Dreieck zu einer Linie zusam-
men”, und es gilt

X +¥]=IXI+[¥].

Beweis von Satz [(1); Mit dem Kommutativgesetz
fiir die reellen Zahlen gelten 1 +y1 = y1 + 21, ..., xp +
Yn = Yn + x, und somit

r1+y Y1 + 21
X+y= : = : =y +X%.
Tn + Yn Yn + Tn,

(In der graphischen Darstellung der Vektoraddition sieht man direkt, dass das
Kommutativgesetz gelten muss.) [
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Beweis von Satz [(2): Mit dem Assoziativgesetz fiir die reellen Zahlen gilt

21+ y1 21 | T t+yi+ 2
X+¥Y)+Z=| : |+]|:|= :
E Y1+ 21 |
= ||+ =X+ (¥ +72),
_xn yn + Z?’l_
womit das Assoziativgesetz fiir die Vektoraddition bewiesen ist. [

Der Beweis von Satz [10.12 ergibt sich direkt durch Nachrechnen, und den
Beweis der Dreiecksungleichung zeigen wir in Teilkapitel [10.5]

10.3 Multiplikation mit Skalaren

Nun lernen wir, wie man Vektoren mit reellen Zahlen multipliziert.

Definition 10.13. (Multiplikation mit Skalaren)
Seien A € R ewn Skalar und

x1

ﬁ
X =

1

L

ein n-dimensionaler Vektor. Dann
definieren wir

Das Symbol A (Jambda“) ist ein kleiner griechischer Buchstabe. Im Anhang
finden Sie eine Liste aller griechischen Buchstaben mit deren Namen.

Die skalare Multiplikation erfolgt also ,,komponentenweise*, indem man jede
Komponente des Vektors mit der reellen Zahl A multipliziert.
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Geometrische Anschauung der Multiplikation mit Skalaren: Das Bild
neben Definition liefert die geometrische Anschauung: Ein Vektor wird also
mit einem Skalar A multipliziert, indem man ihn streckt oder staucht (je nach
dem Wert von |A|) und seine Richtung umkehrt, falls der Skalar A negativ ist.

Definition 10.14. (parallele bzw. antiparallele Vektoren)

Gilt fiir zwei n-dimensionale Vektoren X und 'y, dass X = Ny (bzw. dquiva-
lent dazu 'y = % X ) mit einem X # 0, so sind X und 'y parallel, wenn X\ > 0
i1st, bzw. antiparallel, wenn A\ < 0 ist.

Beispiel 10.15. (Multiplikation mit Skalaren)

—1 —2 —1 —2
(a) 2 [ ]:[ ] — [ ] und [ 6} sind parallele Vektoren.

3 6 3
1 - 1 -
(b) =7 |=2| = | 27| = |—2| und | 27| sind antiparallele Vektoren.
0 0 0 0
—2 —1 —2 —1
1 4 2 4 2] .
(c) 5 losl = |24l = g und | 4 sind parallele Vektoren.
46 23 46 23

Wir erklaren nun, wie wir Vektoren subtrahieren.

Bemerkung 10.16. (Subtraktion von Vektoren)
Wir schreiben

—X:=(-1)X und X-y=X+(-Y).

Im néchsten Satz sind die Rechenregeln fiir die skalare Multiplikation zusammen-
gestellt.

Satz 10.17. (Rechenregeln fiir die Multiplikation mit Skalaren)

Seien X\, ;1 € R Skalare, und seien X und y n-dimensionale Vektoren. Dann
gelten:
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(1) Assoziativgesetz: (A p) X =\ (uX)
(2) Distributivgesetze:

A+ X=AX+pX und A(X+Y)=AX+)\Y

(3) |IAX| =1l |X|
(/) 0R=0 und A0 =0

Das Symbol p (,mii“) ist ebenfalls ein griechischer Buchstabe.
Beweis von Satz[10.17:

)\Il
AX| = : =V A2+ .+ Ax,)2 =/ N2 4. N2 2
A% V) aa)? = (/2243 2
A,

= R @ a2) = VR frE a2 = N [R]

Damit ist [10.17)|(3)| nachgewiesen. Satz[10.17)|(2)] und |(4)| zeigt man einfach durch
Nachrechnen. [

In der nédchsten Bemerkung halten wir fest, wie man einen beliebigen Vektor
mittels der Standardeinheitsvektoren darstellen kann.

Bemerkung 10.18. (Darstellung mit den Standardeinheitsvektoren)

Seien eq, €y, ...,e, die n-dimensionalen Standardeinheitsvektoren (siehe Bei-

spiel [(b)]). Dann gilt:

Iy n
— . — — — —
X = : =r1€e;+xr2€0+ ... +2x,€, = E x; €;
1=1

Ln
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10.4 Ortsvektoren und Verbindungsvektoren

In diesem Teilkapitel stellen wir einen Zusammenhang zwischen Punkten im R"
und Vektoren, genauer Ortsvektoren, her. Dabei lernen wir auch die Parameter-
darstellung von Geraden und Ebenen im R" kennen.

Definition 10.19. (n-Tupel, Punkte, R", Nullpunkt/Ursprung)
Fin Objekt der Form (x1, 2o, ..., x,) heifst ein n-Tupel.

n = 2: Statt 2-Tupel sagt man (geordnetes) Paar (siche Definition .
n = 3: Statt 3-Tupel sagt man auch Tripel.

R" := {(xl,xg,...,xn) D T, Lo, ..., T, € R}.

(x1,x9,...,2,) € R" nennen wir auch Punkte in R".

Der Punkt O := (0,0,...,0) € R" heifst der Nullpunkt oder Ursprung.

R? kann man sich als die Zeichenebene vorstellen, und R? kann man sich als
den 3-dimensionalen Anschauungsraum vorstellen. Man wahlt dazu jeweils ein
kartesisches Koordinatensystem.

Definition 10.20. (Verbindungsvektor und Ortsvektor)

Seien P = (p1,...,pn), Q= (q1,.-.,q,) € R".
(1) Der Verbindungsvektor von P nach Q
Q ist defintert durch

PQ
q1 — P1

PQ =
qn — Pn P

(2) Der Verbindungsvektor

p1—0 D1
p =0P= : = |:
pn — 0 Dn

vom Ursprung O nach P ist der Ortsvektor von P.
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Betrachten wir einige Beispiele.
Beispiel 10.21. (Punkte in R", Ortsvektoren und Verbindungsvektoren)

P:=(1,-1,3), Q:=(21,-2) ud X :=(-1,0,2)

sind Punkte in R3. Dann sind die zugehorigen Ortsvektoren

1 2 —1
B=0P=|-1|, 3=00=| 1/, und X=0X=| 0
3 —2 2

Die Verbindungsvektoren von P bzw. ) nach X sind

—1-1 —2 —1-2 —3
PX=|0-(-1)| =11 md  QX=| 0-1 | =]-1
2-3 —1 2 — (=2) 4

Wir halten nun einige leicht zu iiberpriifende Eigenschaften von Verbindungsvek-
toren und Ortsvektoren fest.

Hilfssatz 10.22. (Eigenschaften von Verbindungsvektoren)

(1) PP=0
(2) PQ + QR = PR
(3) QP = —PQ

(4) PQ2PO+0G -OP+03=-B+d=4-B
(5) ’P_Q)’ = Abstand von P und Q)

In der nachfolgenden Bemerkung kommen wir noch einmal auf den Zusammen-
hang zwischen Punkten, Ortsvektoren und Spaltenvektoren zuriick.

Bemerkung 10.23. (Zusammenhang zwischen Spaltenvektoren und Punk-
ten)

Jeder Punkt P = (p1,...,pn) € R" definiert seinen Ortsvektor

P1

f)’ pr— OP pr— :
Pn

eindeutig. Damit ist P eindeutig ein Spaltenvektor zugeordnet.
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Umgekehrt gibt es zu jedem Spaltenvektor

D1

P=|:
Pn

genau einen Punkt P = (p1,...,p,) in R" so dass OP = p. (Fiir n = 2 oder
n = 3 findet man P, indem man P mit seinem Fuf an den Ursprung © anheftet.
Die Pfeilspitze zeigt dann auf P.)

Man kann also Punkte in R"” mit ihren Ortsvektoren identifizieren. Des-
halb wird in der Fachliteratur haufig nicht klar zwischen Punkten und Vektoren
getrennt, d.h. der Punkt (pq,...,p,) wird manchmal als Vektor bezeichnet, und
umgekehrt wird

b1
B=|:
Pn

manchmal als Punkt bezeichnet.

Nun nutzen wir Verbindungsvektoren und Ortsvektoren, um Geraden bzw. Ebe-
nen in R” (mit n > 2 bzw. n > 3) darzustellen.

Anwendung 10.24. (Parameterdarst. von Geraden und Ebenen)

(a) Seien P,Q € R" (wobei n > 2) mit P # ). Die Gerade G durch P und @
kann beschrieben werden durch

g:{XGR" ; esexistierttERmit@_)_():C_’)_ﬁ—i—tf’_é}.

X

Der Verbindungsvektor Fé
ist ungleich dem Nullvektor
0,da P # Q ist, und PQ
heifst ein Richtungsvektor
von G. Die Gleichung

OX = OP +tPQ

heifst eine Parameterdar-
stellung von G. O

(Weder Richtungsvektor noch Parameterdarstellung sind eindeutig! Fiir je-
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des X # 0 ist auch @ ein Richtungsvektor von G. In der Parameterdar-
stellung kann man OP durch OR ersetzen, sofern R € G.)

(b) Sind P,Q, R drei verschiedene Punkte in R" (wobei n > 3), die nicht auf
einer Geraden liegen, so spannen diese eine Ebene &£ auf:

S:{XER” ; esgibts,tERmitCQ—X):(TD)—%SP—Q)—H?P—R)}.

Die Gleichung OX = OP+s PCj—H PR heikt eine Parameterdarstellung
von &.

Als Anwendung betrachten wir die Berechnung des Schwerpunktes von k£ Massen-
punkten.

Chemische Anwendung 10.25. (Schwerpunkt)

Sind Py, P, . .., P, Massenpunkte in R® mit den jeweiligen Massen my, mao, . . ., my,
so kann der Schwerpunkt S von P, P, ..., P, berechnet werden durch
1 . . 1N
OS = M (ml(’)Pl +m2C’)P2—|—...—|—mk(’)Pk) = M;m,(’)PZ,

wobei

k
M::m1+m2+...+mk:Zmi
i=1

die Gesamtmasse ist. Sind die Massen alle gleich, d.h. gilt m; = mo = ... =
my = m (und damit M = km), so vereinfacht sich die Formel zu

—

03 = (@I+(ﬁ+...+0—&’).

1
k
10.5 Kreise in R? und Kugeloberflachen in R**

In diesem Teilkapitel beschreiben wir Kreislinien in R? und Kugeloberflichen in
R3 mit Hilfe von Vektoren. Wir leiten dabei die Kreisgleichung und die Kugelglei-
chung her.

*Dieses Teilkapitel ist nicht klausurrelevant.
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Definition 10.26. (Kreislinie in R?)

Sein = 2. Die Kreislinie IC um den Mittelpunkt M = (my, ms) mit Radius
r > 0 ist die Menge aller Punkte X € R?, die von M den Abstand r haben:

K={xer: |MX|=r}. (10.1)

Es gilt also fiir X = (z1, 22) € R%:

Xek — |J\ﬁ|:r

— —>
X—m|:7”

<
— \/(xl —my)? 4 (rg —mo)2 =r
— 2

(21 — m1)2 + (9 — mg)2 =r

Die Gleichung

(x1 — m1)2 + (29 — mg)2 — r?

nennt man die Kreisgleichung der Kreislinie ((10.1]).

Beispiel 10.27. (Kreislinie)
Die Kreisgleichung
(x1 —2) + (22 +1)* =9

beschreibt die Kreislinie IC um M = (2, —1) mit Radius 7 = /9 = 3. Also

K= {(1’1,562) - Rz :

Nun definieren wir die Kugeloberfliche oder Sphére.

Definition 10.28. (Kugeloberfliche/Sphire in R?)

Sei n = 3. Die Kugeloberfiiche (oder Sphdre) S um den Mittelpunkt
M = (my, ma, m3) mit Radius r > 0 ist die Menge aller Punkte X € R3, die
von M den Abstand r haben:

s={xXer : [MX|=r}. (10.2)
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Es gilt also fiir X = (21,29, x3) € R3:
XeS |MX|=r

— —>
|x—m|:7"

Vi(zy —my)? 4 (29 — mo)2 + (23 —m3)2 =71

[

(21 — m1)2 + (9 — mg)2 + (23 — mg)2 =7

Die Gleichung

(x1 — m1)2 + (29 — mg)2 + (x5 — mg)2 =72

nennt man die Kugelgleichung der Kugeloberfliche ({10.2)).

Beispiel 10.29. (Kugeloberfliche /Sphéire)
Die Kugeloberfliche (oder Sphére) um M = (1,0, —1) mit Radius » = 2 wird
beschrieben durch die Kugelgleichung

(1 — 1) 4+ 25 + (23 +1)* = 4.

10.6 Das Skalarprodukt

Zunachst definieren wir den Winkel zwischen zwei Vektoren:

Seien also X,y zwei n-dimensionale Vektoren.
Wir setzen _yoraus, dass beide ungleich dem
Nullvektor 0 sind, und heften beide Vektoren
(mit ihren Fufspunkten) an ein und denselben
Punkt an.

%l

Den Winkel zwischen X und y bezeichnen wir
mit a = 4(5_(’, Sf’) 4(5_(’, Sf’) liegt immer zwi-
schen 0° £ 0 und 180° = 7. Es gilt:

L(X,¥)=4(¥,X). \oz/
X
Falls £ (X, Sf’) = 90° £ 7/2ist, so schreiben wir
X L y. (Das Symbol , L steht fiir ,ist senk-
recht zu®.)

<l

<!

Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, definieren wir noch 4(6, i’) = /2 fir

jeden Vektor X, d.h. der Nullvektor 0 steht per Definition auf jedem Vektor X
senkrecht.
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Definition 10.30. (Skalarprodukt)

Seien X und 'y n-dimensionale Vektoren. Das Skalarprodukt von X und 'y ist
definiert durch
Xy = !3{" : \y’\ cos(a),

wober v 1= 4(?{’, Sf’)

Bemerkung 10.31. (Skalarprodukt)
(1) X'y € R, d.h. X-y ist ein Skalar; daher kommt der Name , Skalarprodukt".

(2) Aus dem Vorzeichen von Xy kénnen wir die folgende Information gewinnen
(siehe Skizzen unten):

- d.h. X, ¥ schliefien
X-y>0 <= cos(fa)>0 <= ac [0,5[, einen spitzen

Winkel ein
. d.h. X, ¥ schliefen
X' ¥y<0 <= cos(a)<0 <= ac } —,W} . einen stumpfen
2 . .
Winkel ein
> T o dh X steht
X -y=0 <= cos(a)=0 <= a= 5 = 9% onkrocht auf 7
i/
) ey, H .
e EEE— < X
|¥] - cos(a) =
>()

Definition 10.32. (orthogonale Vektoren)

Gilt fiir n-dimensionale Vektoren X und Yy, dass X -y = 0 ist, so sagen wir,
X und 'y sind orthogonal.

Betrachten wir einige Beispiele.
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Beispiel 10.33. (Skalarprodukt)
(a) Seien

Dann sind }i’! =2, |¥| =+v2 und 4(?{’, Sf’) =45° = %, und wir berech-

nen:
- 2
X -y =2 V2 COS(%)ZQ V2 §:2
(b) Seien
> |2 q - |1
X =1, un y=1 4|
37 ,
Dann smd{x| = 2, ‘y| = /2 und i( , ):135"2?, und wir be-
rechnen:
2
X-y=2-V2 008(3—W>:2-\/§ <—§>—2
(c) Seien

f] = o-f)

Dann sind ‘§’| =1, |§7| =1 und 4(?{’, Sf’) =90° = g, und wir berechnen:

- ¥=1- 1-cos(g):1-1-0:0.

Die beiden Vektoren sind orthogonal.

Im nachfolgenden Hilfssatz halten wir die Eigenschaften des Skalarprodukts fest.

Hilfssatz 10.34. (Eigenschaften des Skalarprodukts)

—>

Seien X,y , Z n-dimensionale Vektoren und X € R. Dann gelten:
(1) X-% =]
(2) |X| =
(3) Cauchy-Schwarz-Ungleichung: ‘?{’ Sf" < ‘i" : Bf"
(4) Kommutativgesetz: X -y =y - X
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G)ANX-¥Y)=(X)- ¥y=X-(\Y)

(6) Fiir die n-dimensionalen Standardeinheitsvektoren e, es, ..., e, gilt:

.5 — 1, wenn i =k,
Pk 0, wenn 1 # k.

(7) Distributivgesetze:

-

||
X
‘<¢ Ni
+ -
%l <
N| N

xl{ A
I

Wir beweisen die Eigenschaften des Skalarprodukts aus Hilfssatz [10.34]

Beweis von Hilfssatz[10.5)):
(1) Wir untersuchen die beiden Fille X = 0 und X + 0 separat.
e Falls ¥ = O ist, so folgt: O - ‘ |- ‘O’ COS()—0—|0’
o Falls X # 0 ist, so ist 4(3_5, ?(’) = 0, und es folgt:
X X = ’3—5‘ : }i’| -cos(0) = ‘3{"2

1

(2) Eigenschaft folgt aus Eigenschaft [(1)] indem wir auf beiden Seiten die
Quadratwurzel ziehen.

(3) Sei a := £(X,y). Dann gilt:

%3] =|[%]- 5] cos(@)| = [%] - [¥] - | costa)| < [%]- |¥].
<1

(4) Fiir zwei beliebige n-dimensionale Vektoren X und y gilt 4{(35, Sf’) =
A(Sf’, >_<’) =: a. Damit folgt
X -y= ‘5_(” : ’y’ - cos(a) = \y’] : ’?{" cos(a) =y - X
(5) Wir betrachten die drei Félle A = 0, A > 0 und A < 0 separat.
o FullA=0:Ist A\=0,s0ist 0 X = 0 und 0 Yy = 6, und wir erhalten

0 §)=(0%) T =% (07)
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—>

Dabei haben wir genutzt, dass fiir jeden Vektor Z gilt Z- 0 = 0-Z =
0, weil ’O} = 0 ist.

o Full N> 0:1Ist A >0, soist 4{(/\ X, gf’) = 4{(5_5, Sf’) =: «, und es folgt

()\}—c’) Yy = !)\)—f‘ : !?‘ -cos(a) = ‘)\‘ }}—c" . Bf)‘ - cos(a)
eyl

A (2] 7] cosla) = A (X 7).

(
\

Analog zeigt man X - ()\ Sf’) = (i’ Sf’)
o Fall A< 0:Ist A< 0,s0ist £L(AX,y) =180° — £L(X,y). Mit o :=

£(X,Y) folgt also £(A X, ¥) = 7—a, und mit dem Additionstheorem
fiir den Cosinus (siehe Seite gilt

cos(m — a) = cos(m) cos(—a) —sin(w) sin(—a) = — cos(a).
=Tl —ese) =0

Somit folgt

Analog zeigt man X - ()\ S/’) =\ (?{’ Sf’)

(6) Zwei verschiedene n-dimensionale Standardeinheitsvektoren e; und e ha-
ben zueinander jeweils den Winkel

£L(ej,ep) =90° = /2.
Weiter haben die Standardeinheitsvektoren jeweils die Lange 1. Somit gilt

& - & = |&] - [eF] -cos («(&%.67))

— —~—~
-1 =1

€| - [€F] - cos(0) =1 fiir i = k,

B €| - |€F] - cos 7T/2)—0 fir ¢ # k.

(7) Wir geben einen anschaulichen Beweis fiir das erste Distributivgesetz:
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Seien die Winkel

~~

vgl. Skizze)

o= Ai(:)_c’, 7),

7:=4(X +Y, Z),

und seien die Projektionen der
Vektoren X, ¥ und X + y auf
Z (vgl. Skizze)

a:= ‘?{" cos(a), Z -
b:=|¥] cos(B),
c:= ‘?{’4— Sf)’ cos ()

V| |Z| cos(v) =c-|Z]
b) - |Z| = (|§<’} cos(a) + |¥| cos(ﬁ)) | Z]

- = —

= |X||Z] cos(@) + |¥| |Z| cos(B) =X -Z+ Y - Z

Das zweite Distributivgesetz folgt nun aus dem ersten Distributivgesetz mit
Hilfe des Kommutativgesetzes aus Hilfssatz [10.34][(4)}

— — —>—>

X=yV - X+Z2-X=X-YV+X O

Wir lernen nun eine zweite Formel zur Berechnung des Skalarprodukts kennen.

Satz 10.35. (alternative Formel fiir das Skalarprodukt)

Seien X und 'y n-dimensionale Vektoren, also

I n
X=|: und Yy =
':UTL yn

Dann qilt:

;5‘3’):$13/1+5U2y2+---+93nyn:Z%‘yz’-
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Beweis von Satz[10.35: Nach Bemerkung [10.18] gilt:

— —> —> —> —

X =xr1€ +r2€+ ... +x€, = x; €;,
1=1
n

_)

y:y1e1+y2e2+. +ynen— Yk €.
k=1

Damit folgt mit Hilfe der Eigenschaften des Skalarprodukts aus Hilfssatz [10.34}

n n
=1 k=1

= Z Z (zi€7) - (yrer) (nach Hilfssatz
i=1 k=1

- Z Z (ziye) (€ -er) (nach Hilfssatz
i=1 k=1 .

= Z i Ui, (nach Hilfssatz [10.34][(6))
i=1

wobei 9; ;, das Kronecker-Delta mit Wert 1 wenn ¢ = k und Wert 0 sonst ist. [

Als Anwendung der alternativen Formel fiir das Skalarprodukt konnen wir nun den
Winkel zwischen zwei beliebigen Vektoren (die beide vom Nullvektor verschieden
sind) berechnen.

Anwendung 10.36. (Winkelberechnung)

Gegeben selen zwei n-dimensionale Vektoren X und y, die beide ungleich dem
Nullvektor 0 sind. Gesucht ist der Winkel o = 4(5_5, y) zwischen den beiden
Vektoren. Es gilt

cos(ar) = i i : also Q = arccos (%) :
% [¥ %] |¥]

wobei wir das Skalarprodukt im Zéahler nun mit der Formel aus Satz [10.35
berechnen.

Betrachten wir zwei Beispiele.
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Beispiel 10.37. (Winkelberechnung)

(a) Wir suchen den Winkel zwischen den beiden (vom Nullvektor verschiedenen)

Vektoren
X = 0 un y = ) mi }x!- , ‘y‘— .
Dann gilt

X-y:[()]-L]:Q-l—i—O-l:Z

Daraus folgt fiir den Winkel o = A{(Ff, Sf’) zwischen den beiden Vektoren

g; = 2 _\/5 = O = arccos @ =
IR ree\T )

ik

cos(a) = |

(b) Wir suchen den Winkel zwischen den beiden (vom Nullvektor verschiedenen)

Vektoren
1

1
X=|-1 und y=|1

1 0
Wir berechnen zunéchst das Skalarprodukt:

1 1
X-y=|-1|-[1|=1-14+(-1)-14+1-0=1-140=0.
1 0

Weiter wissen wir, dass |X| # 0 und |y| # 0 gilt, da keiner der beiden
Vektoren der Nullvektor ist. Also finden wir fiir den Winkel o@ = A(?{’, y’)
zwischen den beiden Vektoren

2.5y 0

= == ==
Xyl XY

cos(a) 0 — a = arccos(0) = — = 90°.

Mit Hilfe des Skalarprodukts kénnen wir nun auch die Dreiecksungleichung
X +¥] < [X[+]7]

(vgl. Satz|10.12 beweisen.

Beweis von Satz 1(3):

’?{’ + ?‘2 =(X+Y) (X+7) (nach Hilfssatz
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=X X+X - ¥y+y-X+y'y (nach Hilfssatz [10.34][(7))
— R +2% 7+ |7) (nach Hilfssatz [10.34[(1)] und [(4))
<|R[*+2|%- 7|+ |7 (daX-¥<|X-¥))
<|X[*+2|%| 7] + 7] (nach Hilfssatz
= (%] + yy’\)Q, (nach der 1. binom. Formel)

und durch Ziehen der Quadratwurzel erhalten wir die Dreiecksungleichung

1X+¥| < |X|+]¥]- O

10.7 Geraden in R? und Ebenen in R**

In diesem Teilkapitel betrachten wir Geraden in R? und Ebenen in R3.

Sei eine Gerade G in R? gegeben durch die Parameterdarstellung (siche Skizze,

vgl. auch Anwendung [10.24][(a))

X=p+tv, teR,

mit dem Richtungsvektor bzw. dem Stiitzvektor

V= r}l] =+ 0 bzw. P = [p1] .

V2 Do v
Weiter sei P
— ai = ¢
a = [ ] #0
a9 é"
so gewihlt, dass @ L Vv (d.h. @ -V =0). p
Liegt X = (21, x2) auf G, so gilt fiir den zugehori- O

gen Ortsvektor X = p +t Vv, dass

- - —
a- "X =a:-

ol
+
3
||
my
=
+
my
<y
||
my

Also gilt:

a1 X1+ asxy =0>0 mit b:=a-P =ap+ apo.

*Dieses Teilkapitel ist nicht klausurrelevant.
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Als Wahl fiir @ mit a # 0 und @ L ¥ kommen alle Vektoren der Form

U2

zle ] mit  AeR)\ {0}

in Frage. Weitere & mit @ # 0 und @ L ¥ gibt es nicht.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 10.38. (Geradengleichung)

Sei G gegeben durch
R 3 1
X—L]—I—tL], teR.

Dann wahlen wir

und erhalten

e [ e

Also ist die Geradengleichung

2| o
[_1]'X:5 < 2x1 — X9 = D.

Umgekehrt ist auch jede Teilmenge von R? der Form
{X = (z1,22) €ER? : ayx +agas = b}
mit b € R und
[

eine Gerade in R?, deren Richtungsvektor auf a senkrecht steht.
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Beispiel 10.39. (Geradengleichung)
Die Geradengleichung

2x1+x9 =3 (103)

beschreibt die Gerade G durch die bei-
den Punkte P = (0,3) und Q = (£,0),
wie man durch Einsetzen in sieht.
Eine Parameterdarstellung von G ist bei-

spielsweise
x 0 3 I >
[1]: +t 2], teR. 3
I9 —
Wir halten in einer Definition fest, was wir gerade hergeleitet haben.
Definition 10.40. (Geradengleichung in R?)
Sei b € R und
— a1 =
= 0
“=[a) 7
Dann nennt man
a1x] +asxe => (104)
eine Geradengleichung in R%. Die Menge aller Punkte X = (z1, 1) € R?,
die erfiillen, liegen auf einer Gerade in R?, die auf & senkrecht steht.

Sei eine Ebene £ im R3 gegeben durch die Parameterdarstellung (vgl. auch An-

wendung [10.24]
X=p+sV+itw, s,t € R, (10.5)

wobei die beiden Vektoren v 0 und W + 0 nicht parallel oder antiparallel
sind. Sei a # 0 so gewdhlt, dass @ auf £ senkrecht steht, d.h. @ L ¥V und
a | w. Liegt X = (z1,22,23) in &, so gilt fiir den zugehorigen Ortsvektor
X=p+sV+tw, dass

B X=8 (B+sV+iW) =8 B+sa V413 W,
0 0
=:b = =

d.h. es gilt

@+ axs+azrs=>b mit b=a- P =aip +ayps + azps.
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Einen Vektor a # 6, der auf den beiden Spannvektoren Vv und w der Pa-
rameterdarstellung (10.5) der Ebene senkrecht steht, kann man leicht mit dem
Kreuzprodukt berechnen (siehe Teilkapitel [10.8)) .

Sind umgekehrt b € R und ein Vektor
5) = |49 75 (_))

gegeben, so ist
{X = (11, 29,23) ER® : a1 2y +agwy +azrs = b}

eine Ebene in R3, die auf @ senkrecht steht.

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 10.41. (Ebene in R?)
Sie die Ebene £ gegeben durch die Parameterdarstellung

17 0 0
X=|-2| +s|1|+t| 1}, s,t € R.

3 1 —1

\{ H/_}—/

auf den Vektoren V und w senkrecht steht. Also finden wir die Ebenengleichung

1 1 17
0| - X=a1= (0] |-2] =17,
0 0 3

d.h. zy =17.

Beispiel 10.42. (Ebene in R?)
Die Gleichung
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beschreibt eine Ebene € in R? durch 23 A
die Punkte P = (4,0,0), Q = (0,2,0)
und R = (0,0,4), wie man durch Ein-
setzen in sieht. Eine Parameter-
darstellung der Ebene &£ ist beispiels-
weise

fEl _4 _4 | I | |

4
2| = |0 +s5| 2| +¢t] O 2 X2
0 0 4

L3

mit s,t, € R3. r]

Wir halten abschliefend in einer Definition fest, was wir iiber Ebenen in R? gelernt
haben.

Definition 10.43. (Ebenengleichung in R?)

Sei b € R und
a1
gl) = | a9 75 6
as
Dann nennt man
a1x1+ayr9+az3xr3 =0 (10.7)

eine Ebenengleichung in R®. Die Menge aller Punkte X = (x1, 29, 23) € R?,
die (m erfillen, liegen auf einer Ebene in R3, die auf @ senkrecht steht.

10.8 Das Vektor- oder Kreuzprodukt

Im letzten Teilkapitel lernen wir das Vektor- oder Kreuzprodukt von Vektoren im
R3 kennen. Dieses ist nur fiir Vektoren im R? definiert.

Definition 10.44. (Vektorprodukt/Kreuzprodukt)

Seien
Uy U1

— —
u = |us und vV = |y

us U3
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dreidimensionale reelle Vektoren. Das Vektorprodukt (oder Kreuzpro-
dukt) O x V ist definiert durch

Ug V3 — U3 V9
—> —>
u X Vv = |Uzv — Uy vs3
U1 V2 — Ug U1

Bemerkung 10.45. (Vektorprodukt/Kreuzprodukt)
(1) U x V ist ein Vektor; daher der Name ,Vektorprodukt*.
(2) Das Vektorprodukt ist ausschlieflich fiir dreidimensionale Vektoren erklart!

Die Berechnung der Vektorprodukts kann man sich mit der folgenden Merkhilfe
erleichtern: Wir schreiben die ersten beiden Eintrige von W bzw. ¥, also u; und
uy bzw. v; und vy noch einmal unter U bzw. V. Dann erhalten wir die Eintrige
von U X V, indem wir in absteigender Reihenfolge jeweils die durch die schrigen
Linien verbundenen Eintrédge multiplizieren und anschlieffend die durch die rote
schrige Linie multiplizierten Eintrdge von denen durch die blaue schrage Linie
multiplizierten Eintrdgen subtrahieren. Also

Ul U1 U9 V3 — U3 V9
U9 X |V = U3V — U V3
Us >< (28] U1 Vg — U U1
Ul >< U1
U9 >< (%)

Betrachten wir ein Beispiel fiir die Berechnung des Vektorprodukts.

Beispiel 10.46. (Vektorprodukt)

1 —4 (—2)-6—3-5 —27
2 = | 3.(-49)—-1-6 | =[-18
1-5—(=2) - (—4) —3

X | 5
3] X| 6
1 X —4
2 X 5

Als Néchstes interessieren wir uns fiir die geometrische Interpretation der Vektor-
produkts.
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Bemerkung 10.47. (geom. Interpretation des Vektorprodukts)

(1) Sind W und V dreidimensionale reelle Vektoren, so gilt
(UxV)Ld und (U x V)LV,

d.h. der Vektor U x V steht senkrecht auf den Vektoren u und V.
Spannen die Vektoren W und V eine Ebene auf, so steht U x V senkrecht
auf dieser Ebene.

(2) Es gilt
U x V| = |d]| |V] sin(a), wobel o= £(U, V).

— /7

V 7
AN
|

Also ist |ﬁ X 7| der Flicheninhalt des von W und V aufgespannten
Parallelogramms.

=]

(3) UxV = 0 gilt genau dann, wenn U oder V der Nullvektor ist, oder
wenn U und V parallel oder antiparallel sind. Spannen W und V eine
Ebene auf, so ist weder @ noch Vv der Nullvektor, noch sind o ur_lgl v
parallel oder antiparallel. Also ist U x V in diesem Fall immer # 0.

Wir beweisen die in Bemerkung [10.47] festgehaltenen Eigenschaften des Vektor-
produkts.

Beweis von Bemerkung [10.47;

(1) Um nachzuweisen, dass U X V zu U und Vv senkrecht ist, miissen wir be-
. — — — — — — .
weisen, dass (u X V) -u =0 und (u X v) - v =0 gilt.

U2 V3 — U3 V9 Ui
—> —> —
(uxv)-u: U3V — UL V3| - |U2
U1 Vg — U U1 us

= (UQ V3 — Usg UQ) U1 + (U3 V1 — Uy Ug) U2 + (Ul Vo — U9 Ul) Uus
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:U1UQU3—UlUgu?,-l-UlUQ’LLg—U1U2U3+U1’02U3—’U1UQU3:O.

Mit einer analogen Rechnung weist man nach, dass (4 x V) - V = 0 ist.

Falls wir zeigen konnen, dass
W x V[ + (d-¥) =8 |v] (10.8)

gilt, so folgt mit o = A(u, V) und U -V = }ﬁ’! ‘7| cos(a), dass

u x v =|dl" |V u-V
| " =]
= ‘ﬁ’|2 \7!2 — ‘ﬁ’|2 ’V‘ cos? ()
= ‘ﬁ"Q v|? (1 — COSQ(Oz))
= ‘1—1"2 ’V|2 sinQ(oz),
wobel wir
sin?(a) + cos?(a) = 1 = sin(a) = 1 — cos*(a)

genutzt haben. Da o € [0, 7] gilt, ist sin(a) > 0; also folgt durch Ziehen
der Quadratwurzel

U x V| = [d] [V]]|sin(e)| = [d] |V] sin(w).

Wir miissen also nur noch die sogenannte Lagrange-Identitét ((10.8)) bewei-
sen. Dieses ist nicht schwierig aber rechenaufwendig und ist eine freiwillige
Ubungsaufgabe.

Aus Hilfssatz und Bemerkung [10.47][(2)] folgt:

ixv=0 = U x V| =0 = U] [V] sin(a) =0
= (|d] =0 oder |¥|=0 oder sin(a)=0)
— (=0 oder V=0 oder a=0° oder o=180°)

Also ist (mindestens) einer der beiden Vektoren W oder v der Nullvektor,
oder die beiden Vektoren sind parallel oder antiparallel. [

Im néchsten Satz halten wir die Rechenregeln fiir das Vektorprodukt fest.

Satz 10.48. (Rechenregeln fiir das Vektorprodukt)
Seien W, V,w dreidimensionale Vektoren und sei X\ € R ein Skalar.
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(1) TxdT=0
(2) Ux V=-V xUu (Das Vektorprodukt ist also nicht kommutativ!)

(3) Distributivgesetze:
dx (V+w)=
(U+V)xw=

(Es gilt immer ,Punkt- vor Strichrechnung®, genauver gesagt ,Kreuz- vor
Strichrechnung®.)

(4) A(AxV)=(AU)xV=4dx (AV)

(5)e_l)xe_2):e_§7 e_2)><e3:e17 €3

Satz(10.48 folgt direkt aus Bemerkung [10.47][(2)] Alle anderen Aussagen zeigt

man durch Nachrechnen.
Achtung: Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ, d.h. im Allgemeinen gilt:
(UxV)xw#Udx (VxW).

Die Klammern diirfen hier auf keinen Fall weggelassen werden, was durch das
folgende Beispiel illustriert wird:

(61 x e3) x &3 =e3 x &; = —€; X €3 = —e]

G x(Bx&)=ex0=0.
Es gilt —e] # 6, und wir erhalten mit der unterschiedlichen Klammersetzung
unterschiedliche Ergebnisse.

In der néchsten Bemerkung halten wir weitere Rechenregeln fiir das Kreuzprodukt
fest, die man als Ubungsaufgabe durch Nachrechnen beweisen kann.

Bemerkung 10.49. (weitere Rechenregeln fiir das Vektorprodukt)

Seien U, vV, w dreidimensionale Vektoren. Dann gelten:

(1) Graimann-Identitit:

B x (VxW) = (F-%) V- ()

gl

(2) Jacobi-Identitét:

Ux (VXW) +Vx (WxU)+wWx (xV)=0
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(3) Lagrange-Identitét:

— —>2 — —\2 —>12 | >2
U x V[ + (0 V) =[] |V




KAPITEL 11

Matrizen und lineare Gleichungssysteme

In Teilkapitel fithren wir Matrizen ein. In Teilkapitel schreiben wir belie-
bige reelle lineare Gleichungssysteme mit Vektoren und Matrizen, und in Teilkapi-
tel lernen wir das Gaufssche Eliminationsverfahren zur Losung eines linearen
Gleichungssystems kennen. In Teilkapitel lernen wir erste allgemeine theore-
tische Aussagen iiber die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems kennen.

11.1 Matrizen und Vektoren

Wir fiithren zunachst Matrizen mit reellen Eintragen ein.

Definition 11.1. (Matrizen)

Seien m,n € N.

(1) Ein rechteckiges Schema der Form

a1 a2 - dinp

Q21 Q292 -+ Q2p
A=) = | . X

Am,1 Am2 ' Amn

mit allen a;, € R heifit eine m x n-Matriz. Sie hat m Zeilen und n
Spalten. Die a; . heiffen die Komponenten oder Eintrdage der Matriz,
wobei sich erste Index (also hier i) auf die Nummer der Zeile und der
zweite Index (also hier k) auf die Nummer der Spalte bezieht.

309
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(2) R"™™ bezeichne die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintragen in R.
(3) Die m x n-Matriz

00 --- 0

O=0pxn:= |} : :
00 --- 0

heifst die Nullmatrixz in R™*".

(4) Matrizen in R™ (d.h. Matrizen mit nur einer Spalte) heifien auch
Spaltenvektoren.

(5) Matrizen in RY"™ (d.h. Matrizen mit nur einer Zeile) heiffen auch Zei-
lenvektoren.

Wie wir es bereits in Kapitel [10] kennengelernt haben, kann man Spaltenvekto-
ren mit Punkten in R identifizieren:

a
wird mit dem Punkt (a1, ..., ap) identifiziert.
m

Deshalb schreiben wir statt R™*1 auch R™.

Definition 11.2. (gleiche Matrizen)
Zwei Matrizen A = [a;x] € R™" und B = [bix] € RP*? sind gleich (also
A =B), wenn gilt:

(1) m =p undn = q und

(11) a; = by firallei=1,2,...,m und alle k =1,2...,n.

Betrachten wir einige Beispiele fiir Matrizen.

Beispiel 11.3. (Matrizen)

(a) Hier sind drei Matrizen

1 2

-7 7 13 1 -1
3 —4 R3X2 RQX?) RQXQ
- e [0 22 —11] =R ©
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und ein Spaltenvektor und ein Zeilenvektor
g
16 4x1 1x4
g R 1 -1 1 -1 e R
- 1_
(b) Hier sind einige Nullmatrizen:
0000
00 2x2 3x4
OQXQZOO e R*"~, Os3.=10 00 0] R
0000
Es gilt
00 000
[O 0] + [O 0 0], da die Spaltenanzahl verschieden ist.
(c) Die Matrizen
1 -1
A=|-1 1 und B = [bix] € R¥Z mit by = (—1)7F
1 -1
sind gleich, denn
(_1)1+1 (_1)1+2 1 —1
B=|(-1)?" (-1)*"?| = |-1 1| =A.
(_1)3+1 (_1)3+2 1 —1

Als Néchstes lernen wir die Addition von Matrizen und die Multiplikation einer
Matrix mit einem Skalar (also einer Zahl in R) kennen.

Definition 11.4. (Addition von Matrizen)
Zwei m x n-Matrizen A = [a; ], B = [bix] € R™" werden addiert, indem
man die entsprechenden Fintrdge addiert:

A+ B:= [a@k + bi,k] S Rmxn) d.h.
_CL1,1 a2 - al,n_ _51,1 b1,2 T bl,n_
A+B-= a1 Q22 - Q2p n 52,1 52',2 T me
| Om, 1 Gm,2 Qm,n _bm,l bm,2 bm n_
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a1 +bi1 ara+bia -0 ar, +biy,
az1 +be1 a2 +bay - ag, +bay
| Am 1 + bm,l Am,2 + bm72 o Amn + bm,n_

Betrachten wir einige Beispiele fiir die Addition von Matrizen.

Beispiel 11.5. (Addition von Matrizen)
(a) Die Matrizen

1 04 71 —6
A’:lz 1 4 und B::[—l 9 —3]

sind beide in R2*3. Thre Summe ist

1+7 0+1 4—6]_[81 —ﬂ

A+B-= :
2—-1 —-1+2 5-3 11 2

(b) Die Matrizen

1 2 2 —1 4
A = und B =
3 4 0O 3 2

konnen nicht addiert werden, da die Matrizen nicht vom selben Typ sind.
(A ist eine 2 x 2-Matrix, und B ist eine 2 x 3-Matrix.)

Im néchsten Satz sind die Rechenregeln fiir die Matrizenaddition festgehalten.

Satz 11.6. (Rechenregeln fiir die Matrizenaddition)
Seien A, B, C € R™*". Dann gelten:
(1) Kommutativgesetz: A+B =B+ A
(2) Assoziativgesetz: A+ (B+C)=(A+B)+C
(3) A+ Opsn = Opxn + A = A fir die Nullmatriz Op,x, in R™*"

Man kann die Rechenregeln fiir Matrizen durch direktes Nachrechnen mit Hilfe
der Rechenregeln fiir die reellen Zahlen nachweisen.



11. Matrizen und lineare Gleichungssysteme
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 313

Beweis von Satz[11.0: Es seien

ayri1 - Qip bi1 - bip Ci1  Cip

in R™™ und die m X n-Nullmatrix

Omxn =
(1) Es gilt
[ a1 1 ain b11 bin
A+B=|: AN
| Am 1 Qm,n bm,l bm,n
[a11+b11 o a0y
| Gm,1 + bm,l Tt Qmon + bm,n_
[ bii+aig o b tar, ]
_bm,l + Qm,1 bm,n + Qm,n
_5171 . bl,n a1 - Ainp
= | : AN . | =B+A,
_bm,l Tt bm,n Amp1 am,n

wobei wir in der dritten Zeile das Kommutativgesetz der reellen Zahlen
genutzt haben.

(2) Es gilt
A+ (B+C)
aig - a1y b1 -+ biy C11 -+ Cip
| Am,1  Omon bm,l e bm,n Cm1 "' Cmn
ail v Gip bii1+c1 o biptcin
_ . ) 4 : )
| Am, 1 am,n bm,l + Cm,1 bm,n + Cm.n
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a1 +big+cq o ai,+biy ey
| Am, 1 + bm,l + Cm,1 " QAmn + bm,n + Cm,n
a1 +big o ai, +biy C11 '+ Cin
= : : + |
| Am, 1 + bm71 o Qmn + bm,n Cm,1 " Cmn
a1 v Qg bip - b ci1 o G
= : A : + |
am,1 - Amn bm,l e bm,n Cm1 " Cmn
— (A+B)+C,

wobei wir das Assoziativgesetz fiir die reellen Zahlen genutzt haben.
(3) Es gilt

ajg - Qip 0O --- 0
Am1 **° Qmn 0O --- 0
ap+0 - a;,+0 a1l -+ Qrp
= : : = | : L | = A,
am,1 +0 - Qm,n +0 m,1 - Amn

Wegen Satz gilt weiter A + O,,xn = Opusen + A

Damit haben wir alle drei Rechenregeln fiir die Matrizenaddition bewiesen. [

Nun lernen wir die Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar kennen.

Definition 11.7. (Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar)

Eine Matriz A = [a; ] € R™" wird mit dem Skalar A € R multipliziert,
indem man jeden Eintrag von A mit X\ multipliziert:

AA = [Nagy] € R d.h.
aj; a2 - Qip a1 Aara - Aayy,
21 Q22 -+ A2p A az1 A Q292 - A a2 n
AA =)\ ' _ =
| Am,1 Am2 *° Gmn _)\ A1 A Am2 A Qm.n

Insbesondere gilt

“A = (1) A = [—ay] € R™. (11.1)
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Beispiel 11.8. (Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar)
Seien

o
3 4 1 3 7
A= 5 6l B:[—l i 4] und A= —2, =3
_7 8_
Dann sind
(1 2] [(—=2)-1 (=2)-2] [ —2 —4]
3 4 -2)-3 (-2)-4 —6 -8
VA = (—2) _ |23 (=24 |
5 6 (=2)-5 (=2)-6 —10 —12
78] [(-2)-7 (-2)-8] [-14 —16
1 3 7 3-1 3-3 3.7 3 9 21
nB =3 = = :
~1 -2 4 3-(=)1 3-(-2) 3-4 -3 —6 12

Bemerkung 11.9. (Subtraktion von Matrizen)
Mit (11.1)) definieren wir die Subtraktion von Matrizen

B-A=B+(-A)=B+(-1)A  furalle A,B e R™"

Satz 11.10. (Rechenregeln fiir die Multiplikation einer Matrix mit
einem Skalar)

Seien A, B € R™*" und X\, u € R. Dann gelten
(1) Assoziativgesetz: A (uA) = (Apu) A= (uN)A=pu(AA)
(2) Distributivgesetze:

A+ pu)A=XA+pA und AMA+B)=)A+)\B

Beweis von Satz[11.10: Es seien

A= : cl, B=] : | e R™" und A€ R,
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(1) Es gilt
nay Hal,n_ >\Ma1,1 )\Mal,n
A(pA)=A P = : :
[Qma = [ Qg Al = A Gy
a1 a1n ]
= (Ap) = A=A,
am,l © Qmn |
wobei wir das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz der Multipli-
kation der reellen Zahlen ausgenutzt haben. Analog zeigt man, dass gilt
p(AA) = (nA)A.
(2) Es gilt
[((A+p)ain (A +p) ary
(A+p)A= 5 :
| (A + 1) am (A + 1) ampn
[ Nay1+par Aaiy, + pary,
_)‘ Am,1 + W Qm,1 P\ Qm.n + p Qm.n
[ Naj Aaj 1 a1 al,
= : : + : : = NA+puA,
_A Am,1 - A Amn M am, 1 M Amn

wobei wir das Distributivgesetz der reellen Zahlen genutzt haben. Weiter

gilt
a1+ b1 ain +bip
AMA+B) =\ - s
m,1 + bm,l © Amn + bm,n
i )\ (CL1’1 + b1’1) )\ (CLLn + bl,n) ]
_>\ (am,l + bm,l) A (am,n + bm,n)_
[ Aaig+ Abig Aary +Abiy ]
_>\ Am,1 + A bm,l A Amn + A bm,n_
-)\a171 )\alm )\b171 )\bl,n
— : : + : : =\AA + \B,
_)‘ am,1 © A Am,n A bm,l - A bm,n
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wobei wir das Distributivgesetz der reellen Zahlen genutzt haben.

Damit haben wir alle Rechenregeln bewiesen. [

Nun fiihren wir die Matrizenmultiplikation ein.

Definition 11.11. (Multiplikation von Matrizen)
Seien A = [a; ] € R"*" und B = [by] € R"*P. Dann definieren wir

CZ:A'BZ[CLE] c R"*P
durch

n
Cig = E a; kbre = a1 bie+ ai2bag 4+ ...+ iy by
k=1

Der Eintrag c; ¢ in der i-ten Zeile und der (-ten Spalte von C = A - B st also
das Skalarprodukt der i-ten Zeilenvektors von A,

[%1 Q2 - ai,n]7

mit dem (-ten Spaltenvektor von B,

bis
ba s
_bnyg_
Ausgeschrieben finden wir:
- " i,
g argber - E a1k bep
k=1 k=1 1 o Cp
C=A-B= I : =] :
n n Cm71 o« o o Cm,p
E U g b - E Ak Ok p
| k=1 k=1 i

Achtung: Nur wenn gilt
Anzahl der Spalten von A = Anzahl der Zeilen von B
kann das Matrizenprodukt A - B gebildet werden!
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Bemerkung 11.12. (Berechnung der Matrizenprodukts)

Die Berechnung von C = A-B merkt man sich als Schema ,,Skalarprodukte von
Zeilenvektoren von A und Spaltenvektoren von B*, wie in dem folgenden
Diagramm illustriert:

(-te Spalte von B
(n < p)
l

b1 e

nxn bas

bn,é

1-te Zeile
von A — | a1 a2 - Qip Cit < i-te Zeile von
(m x n) C=A'B
i (m x p)
(-te Spalte
vonC=A"-B

(m X p)

So findet man die Formel
Cie=0a;i1bi o+ aiabyg+ ...+ i, by,
die wir aus der Definition [11.11] des Matrizenprodukts kennen.

Beispiel 11.13. (Multiplikation von Matrizen)

(a) Seien

1 2 -1 0 3
A:L3 4] und B:{ 5 1 _4]

Dann sind A € R**2 und B € R?*3. Wir kénnen das Matrizenprodukt A -B
bilden und A - B € R?3. B - A ist dagegen nicht definiert. Wir finden

12] [-10 3
A-B=1 4]'[ 2 1 —4]

[1-(-1)+2-2 1-04+2-1 1-34+2-(—4)
3-(-1)+4-2 3-04+4-1 3-3+4-(-4)
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32 -5
|5 4 7|

(b) Betrachten wir die zwei Matrizen

0 -3
1 2 3

A= und B = 2 1
-2 0 4

-1 4

Dann ist A € R?*3 und B € R3*2. Also kénnen wir sowohl A - B als auch
B - A berechnen. Die Matrix A - B ist in R?*2, und wir erhalten

12 3 0 =3
A-B= 2o
—2 0 4
-1 4
[ 1-04+2-2+3-(=1) 1-(=3)+2-1+3-4

(=2)-04+0-2+4-(-1) (-2)-(=3)+0-1+4-4
(111
:_—42J'

Die Matrix B - A ist in R**3, und wir erhalten

0 -3
123
B-A= 2 1|-
-2 0 4
-1 4

0-1+(=3)-(=2) 0-24+(=3)-0 0-3+(=3)-4
= 2-141-(=2) 2:2+1-0 2.34+1-4
(—1)-14+4-(=2) (=1)-2+44-0 (=1)-3+4-4

6 0 —12
= 0 4 10
-9 -2 13

(c) Fiir die quadratischen 2 x 2-Matrizen

<[] o oo-f
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konnen wir sowohl C - D als auch D - C berechnen. Wir finden
It 1] {1 17 [2-141-0 2-(-1)+1-1 _[2 —1]
o1 o1 jor+1-0 0-(-D)+1-1 [0 1]
1 —1] [2 17 [1-24(-1)-0 1-1+(-1)-1 _[2 0}
0 1] [0 1] 0-241-0 0-14+1-1 | |0 1]

Wir sehen also, dass C-D # D - C gilt.

Bemerkung 11.14. (zur Multiplikation von Matrizen)

(1) A - B ist nur dann definiert, wenn die Spaltenanzahl von A mit der
Zeilenanzahl von B iibereinstimmt.

(2) Selbst wenn A - B und B - A beide definiert sind, gilt im Allgemeinen
A -B # B- A, d.h. die Multiplikation von Matrizen ist nicht kommu-
tativ!

Im néchsten Satz lernen wir die Rechenregeln fiir die Multiplikation von Matrizen.

Satz 11.15. (Rechenregeln fiir die Multiplikation von Matrizen)

(1) Assoziativgesetze:

AMA-B)=(AMA)-B=A-(AB) fiir alle A € R und
alle A € R™", B € R"?,

(2) Distributivgesetze:

A-B+C)=A-B+A-C firalle AecR™" B,C¢cR",
(A+B)-C=A-C+B-C firale A,B c R™" C € R

Beweis von Satz[11.15:
(1) Wir berechnen zunéchst die Eintrdge der Matrizen A - B und B - C:

AB=[(AB),] = [Zab , B-C=[(B-C),l = [mecsk] .

r=1
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Damit finden wir

A-(B-C)=[(A-(B-C),,] = [Za (B-C),,
= ;ai,r ;br,s Cs,k] = [Zl (Zl Qg br,s) Cs.k
_[sa-m. ] ~[((AB)-C),] - (A-B)-C.

A(A-B)=[A(A-B),,] = [)\Za” ]

\[imw ] [Za” )\bm].

-~ -~

—(\A)-B —A-(AB)

(2) Seien A = [a;,] € K™ und B = [b,;], C = [¢,x] € K"*P. Dann gilt

A (B+C)=[(A-(B+0Q)),,] = zn:a (B + C),.

r=1
— Z Qg (br,k + Cr,k) — [Z (ai,r bnk + Qi r Cr,k)]
| r=1 r=1
— Zazr .k + Zazrcrk]
| r=1
= 1D airbes| + Zamcnk] —A-B+A-C
| r=1 r=1

Seien A = [a;,], B = [b;,;] € K™ und C = [¢,;] € K"*P. Dann gilt
r=1

(A+B)-C=[((A+B)-C),,]= [Z(A+B) Tcrk]

r=1

- [Z(ai,r + bi,r) Cr,k:] - [Z (ai,r Crk + bi,r Cr,k)]
r=1
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[ n

n
= E Qi Crk + E bi,r Crk

| r=1 r=1
[ n n

=D o] + Zbi,rcﬂk] —A-C+B-C.
| r=1 r=1

Dabei haben wir in beiden Rechnungen die Distributivgesetze fiir die reellen
bzw. die komplexen Zahlen genutzt. [

Als letztes lernen wir die transponierte Matrix kennen.

Definition 11.16. (transponierte Matrix)
Schreibt man die Eintrage der Spalten der Matriz A = [a; ;] € R™ " in die
Zeilen einer neuen Matrix B, so hat diese n Zeilen und m Spalten. Diese

Matriz heifft Transponierte (oder transponierte Matrix) von A und wird
mit AT bezeichnet:

ari1 - Qml
ail Qa2 -+ Qip ’
) ) . T ai2 - Am2
A= : : : — A= ) .
Qm,1 Am2 *°° Amn
Q1pn *° Qmn

Als Sonderfall erhalten wir aus einem Spaltenvektor X (also einer Matrix
in R™1) einen Zeilenvektor X1 (also eine Matriz in RY™ ):

T
Zo

o’
I
I
&
S
[\
8
2

. . . . > . . .
Notation: Wir bezeichnen mit X immer nur Spaltenvektoren; wollen wir einen

. . . —>
Zeilenvektor darstellen, so schreiben wir X7

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 11.17. (transponierte Matrix)

14
}eRM — AT =2 5| eR
3 6

123

(a) A:L 5 6
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3 0 3 1
(b) B:[ ]eRM — BT:[O ;

RQXQ
- E

1
) X=|2| = X'=[12 3],
3
1
y=[1-10 = y=|-1
0

Zum Schluss halten wir die Rechenregeln fiir die transponierte Matrix fest.

Hilfssatz 11.18. (Rechenregeln fiir die transponierte Matrix)
Seien A,B € R"*", C € R"? und A € R. Dann gelten:

(1) (A+B)T = AT + BT

(2) VAT =XAT

(3) (A-C)T =CT. AT

Beweis von Hilfssatz [11.18: Der Beweis von Hilfssatz [11.18 und sind

Ubungsaufgaben. Hilfssatz [11.18)|(3)| zeigt man wie folgt: Als Vorbereitung halten

wir fest, dass gilt
A =[a;;] € R™", C = ¢ € R™P —
AT = [(AT)ix] = Jars] € R™ €T = [(CT)ix] = [cri] € RP*™.
Zunachst berechnen wir A - C, also

A -C= [(A . C)z,k} = [i Qg CT’/{] .

r=1

Damit gilt

r=1

(A : C)T — [((A : C)T)Lk] — [(A : C)k,i} — [Z Q. r Cr,i] — [Z Cri Qk r

Z(CT)i,r(AT)r,k] = [(C"- A" =C'- AT,

r=1

und wir haben (3) bewiesen.
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11.2 Lineare Gleichungssysteme: Notation

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem (LGS)

a1 T +ai2x2 + ...+ a1, T, = b
az1T1 + Ao + ...+ aap T, = by
e (11.2)
am,1 L1 + Am,2 T2 + ...+ Amn Tn = bm
mit m Gleichungen und n Unbekannten z1, x,, ..., z,. Vorgegeben sind dabei
die Koeffizienten a; ., 2 = 1,2,...,m;k=1,2,...,n,und b;,7 = 1,2, ... ,m,in R.
Gesucht werden x1,xs,...,x, € R, welche die m Gleichungen erfiillen.

In Summenschreibweise lautet das lineare Gleichungssystem ({11.2))

n
Yoaprr = b
h=1
n
Y askTp = bo
h=1

n
z Am kg Lk = bm
k=1

oder kiirzer
n

Za¢7kmk:bi, 1=1,2,...,m.

k=1
Wir wollen nun unser lineares Gleichungssystem ((11.2)) in Matrixschreibweise
notieren: Dazu schreiben wir fiir ((11.2)) zunéchst in Vektorform:

'a1,1x1+a1,2x2+...+a1,nxn i _bl_
2,1 T1 + A22%2 + ...+ G2, Ty bs
| Am,1 L1 + Am,2 T2 + ...+ Qm,n Tn _bm_

Fassen wir die Koeffizienten a; ; zu der Matrix

a1 aig2 -+ QAain

) ) )

a1 Q22 - Q2p
A: . . ‘ GRWLXH
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und die zy bzw. b; jeweils zu einem Spaltenvektor (also einer Matrix mit nur einer
Spalte)

I bl
— xo > bQ
X=|, e R" bzw. b = : e R™
Ty, bm

zusammen, so ldsst sich das lineare Gleichungssystem ([11.2)) schreiben als

a1 a2 - Ainp Iy by
a1 Q22 - A2p ) by
_am,l am,Q amm_ _xn_ _bm_
oder kurz
_)
9
AX =D.

Die Matrix A € R™*" heifst die Koeffizientenmatrix und l_)) € R™ die rechte
Seite des LGS. Die Matrix

a1 arz v A, | b
— Q21 G292 -+ Q2p by
[Alb] =" T e RO
_am71 am,Q T am,n bm_

heikt die erweiterte Koeffizientenmatrix des LGS A X = l_))

Betrachten wir hierzu ein Zahlenbeispiel.

Beispiel 11.19. (LGS in Matrizenschreibweise)
Wir schreiben das lineare Gleichungssystem zunéchst in Matrizenschreibweise

[ T+ Xo — 3.%3 + x4 = 1
2381 + X2 + Ty — Ty = 0
209 — 1323+ 24 = —1
—_ —xl_
11 -3 1 1
T2
— 2 1 1 -1 = 0
L3
02 —-13 1 —1
L. _x4_
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und dann mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

11 -3 1 1
2 1 1 -1 0
02 —-13 1 |-1

11.3 Das Gaulssche Eliminationsverfahren

Seien stets A € R™"™ und b € Rm_.) Wir bezeichnen die Losungsmenge des
linearen Gleichungssystems A X = b (mit der erweiterten Koeffizientenmatrix
[A!b |) mit L a5y also

IL[A|3] = {5_5 ER* : AX = b}.

Wir werden in den spéateren Kapiteln der Vorlesung sehen, dass fiir IL[ Al immer
genau einer der folgenden drei Falle eintritt:

(1) Lyg =0, dh. das LGS A % = b ist nicht lshar.

(2) LIFNT enthilt genau einen Vektor; d.h. das LGS A X = b ist eindeutig
16sbar.

(3) IL 5 enthélt unendlich viele Lésungen.

In diesem Abschnitt geht es darum, wie man ]L[ Al konkret berechnen kann.

Hilfssatz 11.20. (elementare Zeilenoperationen)

Die Losungsmenge IL[A\B] des linearen Gleichungssystems A X = b dndert
sich nicht unter den folgenden elementaren Zeilenoperationen:

(E1) Multiplikation einer Zeile mit A € R\ {0}.

(E2) Ersetzen einer Zeile durch die Summe aus dieser Zeile und dem p-fachen
einer anderen Zeile (u € R).

(E3) Vertauschen zweier Zeilen.

Das Gaulssche Eliminationsverfahren besteht aus der systematischen Anwen-
dung dieser elementaren Zeilenoperationen auf [A|b]. Das Ziel ist, das lineare
Gleichungssystem so zu vereinfachen, dass man die Losungsmenge leicht ablesen
kann. Dies soll jetzt zunéchst an zwei Beispielen demonstriert werden.
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Notation 11.21. (elementare Zeilenumformungen)

Dabei bezeichnen wir die Zeilen der erweiterten Koeffizientenmatrix als
21, Zyy ... Zy (also Z; ist die i-te Zeile) und notieren die durchgefiihr-
ten elementaren Zeilenoperationen wie folgt:

(E1) Z; = M Z; (wobei A # 0) bedeutet, dass die i-te Zeile mit A multipliziert
wird.

(E2) Z; — Z; + p Z; bedeutet, dass zu der i-ten Zeile das p-fache der j-ten
Zeile addiert wird.

(E3) Z; <> Z; (wobei i # j) bedeutet, dass die i-te und j-te Zeile getauscht
werden.

Beispiel 11.22. (Gaufssches Eliminationsverfahren fiir LGS)
Fiir welches o € R ist das reelle lineare Gleichungssystem

T+ To — 35(334‘ Ty = 1
2214+ 29+ x3— x4= 0
209 — 1323+ x4 = —1
201 — o+ 143 — 224 = «

16sbar? Bestimmen Sie gegebenenfalls die Losungsmenge.

Wir schreiben das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizientenma-
trix

1 1 -3 1] 1
N 29 1 1 —1| 0
[Alb] = 0 2 —13 1|-1
2 -1 14 -2 a

und nutzen dann die elementaren Zeilenumformungen (E1), (E2) und (E3) syste-
matisch, um das lineare Gleichungssystem zu l6sen.

O N

1 -3
1 1
2 —13
-1 14

1
—1
1
—2

ZQ—)ZQ—Q Z1
Z4—)Z4—2 Zl

1 =3 1
—1 7T =3
2 —-13 1
-3 20 —4
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(1 1 -3 1 1l zz02 [11 -3 1 1]

AoV g 1 7 Zﬁi”? 1 -7 3
0 2 —-13 1| -1 00 1 =5| =5
0 -3 20 —4|a—2 00 -1 5|a+4]
(11 -3 1 1]

Amditds g1 -7 3 2 113
00 1 -5| =5 '
00 0 O0|a—1]

Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist nun in Stufenform. (Bei der Stufenform
ist die erste Zahl ungleich null in jeder Zeile eine 1 und diese tritt immer weiter
rechts als in der vorherigen Zeile auf.) Damit sieht das lineare Gleichungssystem
SO aus:

T1+ x9 — 313+ T4 = 1
Tog — (x3 + 314 =

T3 —OoTy = —9O

O=a-—1

Falls o # 1, ist IL[ AR = (), denn die letzte Gleichung ist dann nicht erfullbar.

Falls a = 1 ist, so ist die letzte Gleichung immer wahr und das LGS reduziert
sich auf drei Gleichungen:

r1+ vy — 323+ x4= 1 (I)
To — Tx3 + 304 = 2 (1I1)
rs — 5:64 = -5 (IH)

Wir setzen z4 := A € R und bestimmen die Losungsmenge ]L[ Al durch ,Riick-
wartsrechnen®:

(III):  a3=-5+5x4=—5+5\
in (I): a9 =2+4Ta3—324=2+T7(=5+5X) —3X\=—33+32\
in (I) : r1=1—a9+313— 14
=1—(=33+32X\)+3(—-5+5A) —A=19—-18A

Also finden wir die folgende Losungsmenge fiir o = 1:

([ 19— 18\ ] ) ([ 19] [—18] )
—33+ 32\ —33 32
Ly = t AER = A : AER .
A]B] = 9 545X eR P =9 et . cR}
\ L )\ . / \ L O_ L 1_ /
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Diese Losungsmenge ist eine Gerade in R*.

Beginnend mit ([11.3)) filhren nun noch die Reduktion auf die reduzierte Stufenform
durch:

11 -3 1 11 sozirz [1 10 —14] —147
01 -7 3 2| AT B 1o 10 —32| —33
00 1 -5| -5 = 001 —-5| -5
00 0 0|la—1] 000 0]a—1]
(LGS ist nur l6sbar, wenn o = 1.
(1 00 18 19] Dann gilt:
Amits g 10 —32| —33 2y =19 — 1814
A 001 5| —5| = ) am=-33+320,
(000 0|a—1] T3 =—0+Ddxy
x4y = A mit A € R beliebig.

\

Die erweiterte Koeffizientenmatrix in der zweiten Zeile ist dabei in reduzierter
Stufenform. (Bei der reduzierten Stufenform handelt es sich um eine Stufen-
form, bei der sich iiber der ersten Zahl ungleich null (also der 1) in einer Zeile
nur Nullen befinden.) — Natiirlich erhalten wir dieselbe Losungsmenge wie mit
,Riickwartsrechnen®.

Beispiel 11.23. (Gaufssches Eliminationsverfahren fiir LGS)

(a) Das lineare Gleichungssystem

561+2£U2—|—35L‘3= 1
—$1+ I9 = 2
2$1—2$2+ .CL’3:—2

hat die folgende erweiterte Koeffizientenmatrix:

1 2 3| 1
-1 1 0] 2
2 =2 1|-2

Wir bringen diese nun mit elementaren Zeilenoperationen in Stufenform:

1 23] 17 zoz.02 12 3|1
1 10/ 2 PEIN 11012
2 —92 1|-2 0012
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loozorze |12 3|1 21z [1 2 3]1
£ 0333 <& jo1ll
00 1]2 00 1]2

Als lineares Gleichungssystem haben wir nun:

r1 + 229 + 323 =1 (I)
Ty + X3 = 1 (H)
xr3 =2 (I11)

Mit , Riickwértsrechnen finden wir also:

Aus (III) : rg =2
In (IT) einsetzen: xo=1—23=1—-2=—1

In (I) einsetzen: a3 =1—229—323=1—-2-(-1)—3-2= -3

Also ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

3
Lamy =9 {1
2

(b) Das lineare Gleichungssystem

r1 +2x9+323= 1
—$1+ Ig—l‘ T3 — 1
2561—2332—2333:—2

hat die folgende erweiterte Koeffizientenmatrix:

1 2 3] 1
-1 1 1] 1
2 =2 =2 |=-2

Wir bringen diese nun mit elementaren Zeilenoperationen in Stufenform:

1 2 3] 1] zozies 1231
11 1] 1 PEIN 1111
2 —2 —9|-2 00 0
Zo—Za+71 1 2 311 Zo—5-Zn L2 3]1
& o342 <= |01 42

00010 00010
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Die letzte Zeile besteht nur aus Nullen und kann daher ignoriert werden.
Wir erhalten aus der Stufenform also die beiden Gleichungen
1+ 229 + 3x3 =

1 (I)

4 2
Cay=2 (I
To + 3 T3 3 (IT)

Wir setzen 3 = A mit A € R beliebig. Dann erhalten wir mit , Riickwarts-
rechnen®:

2 4 2 4
Aus (II): = — — -3 =—— =\
us (IT): @ 3 3.763 373

2 4 1 1
us (I): g To — 313 (3 3)\) 3A 3 3)\

Also ist die Losungsmenge des LGS

11y _1 _1
373 3 3
_ 2 4 . _ 2 4| .
A 0 1
(c) Das lineare Gleichungssystem
T + 25172 + 35(33 = 1
— X1 + To — X3 = 2
2.171 — 2!132 + 2.%3 = —2
hat die folgende erweiterte Koeffizientenmatrix:
1 2 3] 1
-1 1 —-1] 2
2 =2 2|2
Mit einer elementaren Zeilenoperation finden wir
1 2 3| 1 Z3—Z5+2 Zs 12 3|1
1 1 -1 2 TEIN 11 —1]2
2 -2 2|2 00 012
Die letzte Zeile ist
Ox1 +0x94+ 023 =2 <~ 0=2.

Da diese Gleichung nicht erfiillbar ist (egal wie wir x1, 29 und z3 wihlen),
hat das LGS keine Losung, d.h. es gilt Liag = 0.
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(d) Das lineare Gleichungssystem

r3+ 224 = 3
201 — X9+ 13— 21,4 = —2
—21?1+25€2+2£C3+2[U4: 4

xr1 + X9 —

hat die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 1 -1 2| 3
2 -1 1 =2|-2
-2 2 2 2] 4

Wir bringen das LGS mit elementaren Zeilenoperationen in reduzierte Stu-

fenform:
1 1 -1 2| 3] z2.2.2 [1 1 -1 2] 3
2 —1 1 —2|-2 VEI 2 -1 1 —2|-2
9 2 2 2| 4 0 1 3 0] 2
Z—sZo—22, [1 1 -1 2| 3] %—=-32 |11 —-12]3
= 0 -3 3 —6|-8] <= |01 -12]|¢
O 1 3 0] 2 01 302
P 1 -1 2| 3] 4.1z [11 -1 2| 3]
N 1 o2 8 & o1 -1 2] 8
2 1 1
0 4 —2|-2 00 1 —1|-1]
17 17
I\~ — 2o 0 0 O § Zo— Lo+ 23 1 O O O g
s 1 -1 2| 8 & fo1o 3] 3
1 1 1 1
0 1 —1|-1] 001 —1|-1]

An der reduzierten Stufenform lesen wir mit x4 = A mit A € R ab:

1
xl_gn

5 3
=575

1 1
563——64—5
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Also ist die Losungsmenge des LGS

DOt

D=
> +

Wl

DO +—

:AEeER

0

‘
1

,
I

O O ot W

+ A

— e e O

Wir halten die Vorgehensweise aus den Beispielen allgemein fest:

:AER

Methode 11.24. (Gaufssches Eliminationsverfahren)

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem (LGS) A X = b mit der Matriz

A € R™" ynd der rechten Seite b € R™.

(1) Durch elementare Zeilenoperationen ldsst sich jede erweiterte Koeffizi-

entenmatriz [A’l_))] in die sogenannte Stufenform bringen

0

0

0

0

0

0

0

~
n

oder sogar in die sogenannte reduzierte Stufenform

0

01 =
. 0

0

0
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o Bei der Stufenform und der reduzierten Stufenform sind die Zeilen,
in denen alle Koeffizienten null sind, in den unteren Zeilen der
erweiterten Koeffizientenmatriz angeordnet.

e Bei der Stufenform ist jede Zeile der erweiterten Matrix von der
Form

[0 - 01 % «ov %],

wobei die x-Symbole fiir beliebige (reelle oder komplexe) Zahlen ste-
hen konnen. Dabei gilt die folgende Regel fir die Anordnung der
Zeilen: Wandert man durch die Zeilen der Matriz von oben nach
unten, so muss die Fins in einer Zeile immer weiter rechts als in
der vorhergehenden Zeile auftreten.

e Bei der reduzierten Stufenform handelt es sich um eine Matrix
in Stufenform mit zusdtzlichen Eigenschaften: Uber jeder Eins, die
in emmer Zeile (von links nach rechts) der erste Fintrag ungleich
null ist, sind alle Fintrige null. (D.h. in der Spalte dieser Fins
sind alle Fintrige aufer der Eins null.)

(2) Es gilt immer r < min{m,n}.
(3) Lésbarkeit:
Fall 1: r =m oder (r <m und d,41 = ... =d,, =0)
—> LGS st losbar, d.h. LIPS 0.
Falls r =n: LGS hat genau eine Liosunyg.
Falls r < n: LGS hat unendlich viele Losungen
Anzahl der Parameter: n —r
Fall 2: r <m und d; # 0 fiir mindestens ein ¢ > r
= LGS ist unlosbar, d.h. ]L[A‘g] = 0.

(4) In Fall 1 erhdlt man die Lisungsmenge aus der Stufenform durch Riick-
wdartsrechnen. An der reduzierten Stufenform lisst sich die Lisungs-
menge sogar fast direkt ablesen.

Betrachten wir noch ein abschlieffendes Beispiel.

Beispiel 11.25. (Gaufssches Eliminationsverfahren fiir LGS)

Wir betrachten das LGS A X = l_; mit der erweiterten Koeflizientenmatrix



11. Matrizen und lineare Gleichungssysteme

© Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 335
0 24 -2 1 7]-1]
ro1 3 0 -1 1
(Alb]=|113 2 0 1] 1
012 -1 -1 -1] 1
327 7 -1 =2| of

Mit elementaren Zeilenumformungen finden wir:

024 -2 1 7|-1 101 3 1] 1
101 3 0-1] 1 77, 024 -2 1 7|-1
113 2 0 1] 1 = 113 2 0 1] 1
012 -1-1-1|1 012 -1 -1-1|1
327 7 -1 =2| «a 327 7 -1 -2| «a
101 3 0 -1 1]
200G o224 -2 1 7| -1
VE 012 -1 0 2
012 -1 -1 -1 1
024 -2 -1 1|a-3]
101 3 0 -1 1]
Ty Zs 012 -1 0 2
= 024 -2 1 7 ~1
012 -1 -1 -1 1
024 -2 -1 1 |a—3]
Goszanz, 101 3 0 —1 1]
2505% o012 -1 0 2
= 000 0 1 ~1
000 0 -1 -3 1
000 0 -1 —3|a—3
101 30 —1 1]
R 012 -10 2 0
VEN 000 01 3| -1
000 00 0 0
000 00 O0fa—4]

Die erweiterte Koeflizientenmatrix ist nun in reduzierter Stufenform. Falls



11.4. Losungstheorie fiir lineare Gleichungssysteme
336 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

a # 4, so ist die Losungsmenge ]L[ AlB] = (), denn die letzte Gleichung ist nicht
erfiillbar.

Falls o = 4 ist, so reduziert sich das lineare Gleichungssystem auf die ersten drei
Gleichungen:

I + x3 + 3%4 — Tg = 1 (I)
Ty + 213 — X4 +2x6= 0 (H)
Ts + 3I6 =—1 (III)

Setze xg := A1, T4 := Ao und x3 := A3 mit Aj, Ay, A3 € R. Einsetzen in (I) bis
(IIT) und Auflésen nach z1, xo und x5 liefert

aus (II) : 25 =—-1—-326=—-1—-3X\
aus (II) : To=—2x6+ T4 —223=—2X + Xy — 23
aus(l): r1=14+26—3x4s—23=14+ X — 39— A3

Also finden wir fiir @ = 4 die Losungsmenge

(14 XA — 3N — 3] )
—2)\1+>\2—2)\3
A3
E[A|§] = < o : )\1,>\2,)\3 eR )
—1-3)\

\ L )\1 . /
([ 1] [ 1] [ 3] [ 1] )

0 —2 1 —2

0 0 0 1
= A A A S AL A, A3 ER B
. 0 + A1 0 + A2 ) + A3 0 1,A2, A3 €R 5

—1 —3 0 0

0 1 0 0
\ L . | m L . | m )

11.4 Losungstheorie fiir lineare Gleichungssyste-
me

Im letzten Teil dieses Kapitels lernen wir erste Resultate zur Losbarkeit linearer
Gleichungssysteme kennen.
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Definition 11.26. (homogenes bzw. inhomogenes LGS)
Sei A € R™" und b € R™.

(1) Das lineare Gleichungssystem A X = b heifft homogen, falls b=0
ist. Sonst heifit das lineare Gleichungssystem inhomogen.

(2) Ist AX = b ein inhomogenes lineares Gleichungssystem, so heifst
A X = 0 das zugehérige homogene LGS.

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 11.27. (homogenes und inhomogenes LGS)
Das lineare Gleichungssystem

X1

T + X9 =1 11 0 1
= -\ —
27, —py =2 20 —1 2 2
L3
ist inhomogen. Das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem ist
0 110l [T o
1 + T =

= : — _

22, =0 [2 0 —1] 2 [0]

T3

In den néchsten beiden Sétzen, die wir auch beweisen werden, lernen wir mehr
Informationen iiber die Losungen von homogenen bzw. inhomogenen Gleichungs-
systemen.

Satz 11.28. (Losung des homogenen LGS)

Seien A € R™™ und 0 € R™. Wir betrachten das homogene lineare Glei-
chungssystem

AX=0. (H
(1) Das LGS (H) hat immer (mindestens) die triviale Lésung X = 0,

(2) Sind'y und Z beide Lisungen von (H), so ist auch y + Z eine Lisung
von (H).
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(3) Ist'y eine Losung von (H) und X € R, so ist X'y eine Lisung von (H).

Beweis von Satz[11.28:

—>

(2) Seien ?,E’E]L[Am*]. — A_)—f’:(_))und AZ =0
Nach dem Distributivgesetz fiir die Matrizenmultiplikation gilt:

(3) Sei Yy €Ly 5. = AY=0 = A(\Y)=XAY=10=0

Satz 11.29. (L6sung des inhomogenen LGS)

Seien A € R™" und b € R™. Gegeben sei das inhomogene lineare Glei-
chungssystem

AX=b, (IH)
und das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem ist
AX=0. (H
(1) Sind Y und Z beide Liosungen von (IH), so ist Y — Z eine Lisung
von (H).

(2) Kennt man die komplette Losungsmenge Iy g) von (H) und irgendeine
Lisung X, von (IH), so kennt man die komplette Lisungsmenge ]L[A“—;]
von (IH):

L) = {f§+7 : ?EHJ[AH}}-

Beweis von Satz[11.29:

(1) Seien ?,E’EIL[MH]. — A?:gundA?:_b) —

A(Y-Z)=A¥-AZ=b-b=0 = F-Zecl,g
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(2) Hier miissen wir die folgenden zwei Teilmengenbeziehungen zeigen
{’3+ Y YE€ IL[A@} € Lpyp) und Lyyp) & {’?ﬁ Yy Y€ ]L[A|6]}>

denn aus diesen folgt I[J[A‘g] = {:?; +y : ye€ ]L[A@}.

¢ SeiyeLyg = A(X+Y)=AX+A¥=b+0=b

= Xs+¥ €L,y
Damitist X, +y : y € ]L[A@} C ]L[A‘g] gezeigt
e SeiX e,y = Fi=3-Xelyy
= X=X +ymityel,g
Damit ist IL[AM C {>§+ Yy 1 y¢€ E[A|3]} gezeigt ]

Als Letztes betrachten wir ein Beispiel fiir die Anwendung von Satz [11.29]

Beispiel 11.30. (Anwendung von Satz [11.29))
Gesucht sind alle reellen Losungen des inhomogenen linearen Gleichungssystems

T +2x3=—1 — 102]-1
Ty + XT3 = 2 011 2|

Durch Inspizieren des linearen Gleichungssystems sieht man, dass
—1
X,=| 2
0
eine Losung ist. (In der Tat: (=1) +2-0=—-1und 2+ 0 = 2.)

Um alle Losungen des inhomogenen linearen Gleichungssystems zu finden, 16sen
wir nun das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem und nutzen dann Satz
[(2)] Das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem befindet sich bereits in
reduzierter Stufenform, und wir lesen ab:

1 0 210 — r1 = —213
01110 Ty = —T3

Mit z3 = A finden wir also

—2 A —2
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Nach Satz ist die Losungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungssystems

—1 —2

Lag =14 | 2| +A[-1| : AeR
0 1



KAPITEL 12

Vektoren: Weiterfuhrende Resultate

In Teilkapitel lernen wir Untervektorrdume (oder lineare Teilrdume) des Vek-
torraums R" kennen. In Teilkapitel fiihren wir die Begriffe der Linearkombi-
nation und der linearen Hiille ein. In Teilkapitel nutzen wir den Begrift der
Linearkombination um Vektoren auf lineare Unabhéngigkeit bzw. lineare Abhén-
gigkeit zu untersuchen. In Teilkapitel fithren wir schlieklich den Begriff der

Dimension von R"™ und von Untervektorraumen von R" ein.

In Teilkapitel betrachten wir schliefslich Systeme von paarweise orthogonalen
Vektoren und deren Eigenschaften. Besonders wichtig fiir die Praxis sind Ortho-
normalbasen, also Basen mit paarweise orthonormalen Vektoren.

12.1 Untervektorraume

Wir fiithren zunéchst den wichtigen Begriff eines Untervektorraums oder linearen
Teilraums von R" ein. Bei einem Untervektorraum eines Vektorraums handelt
es sich anschaulich um eine Teilmenge von R"”, die den Nullvektor enthalt und
die Vektoraddition und die skalare Multiplikation ,erbt”, wobei das Ergebnis die-
ser Operationen immer wieder in der Teilmenge liegt. Diese Eigenschaften liegen
natiirlich nur fiir spezielle Teilmengen von R" vor.

Definition 12.1. (Untervektorraum oder linearer Teilraum von R")
Ser U C R". Falls

341
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(iii)) X eU, NDeR = AXXeU

alle gelten, dann heifft U ein Untervektorraum (UVR) von R" (oder ein
linearer Teilraum von R").

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 12.2. (Untervektorrdume)

U:{Fll eR? . 2x1+x220}
X2

ist ein Untervektorraum von R?, denn:

(a) Die Teilmenge

0
(i) [O] elU,da2-04+40=0
(ii) Seien El} : Ly/l] € U. Dann miissen wir zeigen, dass auch
2 2
[fm] [3/1} [371 + 191]
+ =
T2 Yo T2 + Y2
in U liegt. Wir {iberpriifen die Bedingung an Elemente in U:

\ 7 A 7
-~

2(r1+uy1) + (2 +12) = 221 +22) + (211 +y2) =0,

wobei die Terme in den Klammern jeweils null sind, weil [?] und
2
1+ U

T2 + Y2

[y1] in U sind. Also folgt [

]GU.
Y2

|

(ili) Seien A € R und { ] € U. Wir miissen zeigen, dass auch

I . )\il)l
4 [372] N L\ 372]
in U liegt. Wir tiberpriifen die Bedingung an Elemente in U:
2()\1‘1) + ()\xg) = A (2x1 —f-l“g) =A-0=0,
—————

=0

L2
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wobei der Term in den Klammern null ist, weil [?] e U ist. Also
2

)\SCl
folgt {)\:@] ceU.

Die Teilmenge U ist geometrisch eine Gerade in der Ebene durch den Null-
punkt mit Steigung —2, denn 227 + xo = 0 lésst sich als 9 = —2z;

umschreiben.
vz{[‘“] cR? - 2x1—|—x2:3}
)

ist kein Untervektorraum von R?, denn [8] ¢U,da2-0+0=0+# 3.

Die Teilmenge

Die Teilmenge V' ist geometrisch eine Gerade in der Ebene mit Steigung —2
und xo-Achsenabschnitt 3, denn 2 x1 + x9 = 3 lésst sich als x9 = =221 + 3
umschreiben. Diese Gerade geht nicht durch den Nullpunkt.

Der néachste Satz zeigt, dass Untervektorrdume fiir das Verstédndnis der Losungs-
mengen linearer Gleichungssysteme wichtig sind.

Satz 12.3. (Losungsmenge eines homogenen LGS ist ein UVR)
Ser A € R™*". Die Losungsmenge

L[Am]:{)_()ERn : A)_():(f}

des homogenen linearen Gleichungssystems A X = 0 ist ein Untervektor-
raum von R".

Beweis: Dieses folgt aus Satz [11.28 und Satz [12.1} Die Aussagen [(1)] bis [(3) in
Satz [[1.28| garantieren, dass ILja|o) die Eigenschaften [(1)| bis|(iii)]in Satz [12.1] erfiillt

und somit ein Untervektorraum von R" ist. L]

Betrachten wir noch einige weitere Beispiele fiir Untervektorraume.

Beispiel 12.4. (Untervektorraume)

(a) R™ selber ist ein Untervektorraum von R".

Nachweis: Wir iiberpriifen die Eigenschaften eines Untervektorraums.

(i) Es gilt 0 cR".
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(ii) Nach Definition der Vektoraddition gilt X +y € R" fiir alle Vektoren
X,y € R".

(iii) Nach Definition der skalaren Multiplikation gilt A X € R” fiir alle
X € R" und alle A € R.

Da alle drei Eigenschaften eines Untervektorraums erfiillt sind, ist R" ein
Untervektorraum von R".

{6} ist ein Untervektorraum von R".
Nachweis: Wir iiberpriifen die Eigenschaften eines Untervektorraums.
(i) Esgilt 0 € {6}
(ii) Seien X,y € {0} Dann folgt, dass X = =0 und ¥ y = 0 ist. Also gilt

—

x+y—0+0—0dh X+ye{0}
(iii) Seien X € {6} und A € R. Dann folgt, dass ¥ = 0. Also gilt

—

AX=A0=0dh XX {0}

Da alle drei Eigenschaften eines Untervektorraums erfiillt sind, ist {6} ein
Untervektorraum von R".

Die Teilmenge U C R?,
U:=4{X= || eR? cx1,T9 €ER

ist ein Untervektorraum von R®. Es handelt sich dabei um die Ebene in
R3, die in der (x1,xs)-Koordinatenebene liegt (und die somit durch den
Nullpunkt (0,0, 0) geht).

Nachweis: Wir konnen U als
U={X=|22| €R® :25=0

schreiben. Nun iiberpriifen wir die Eigenschaften eines Untervektorraums.

0
(i) Der Nullvektor 0 = |0] erfiillt offensichtlicherweise, dass die dritte
0
Komponente 0 ist. Also gilt 0cU.
I Y1
(ii) Seien X = |z2|, ¥ = |y2| in U. Dann gelten 23 = 0 und y3 = 0.

€3 Ys
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Also folgt fiir

1 Y1 T+ Y
X+y=|z2| + |y2| = |22+ 12
T3 Y3 T3+ Y3

und 23 +y3=0+0=0,dh. X+y € U.

X1
(iii) Seien X = |x9| in U und X € R. Dann gilt 23 = 0. Also folgt fiir
I3
I )\.CCl
A i) = A\ To| = )\LUQ
T3 )\$3

und A\z3 =X-0=0,dh. AX €U.

Da alle drei Eigenschaften eines Untervektorraums erfiillt sind, ist U ein
Untervektorraum von R3.

(d) Die Teilmenge V C R3,

V=KX= T ERBle—FIQ—FLUg:O

ist ein Untervektorraum von R®. Es handelt sich dabei um eine Ebene in
R3, die durch den Nullpunkt (0,0,0) geht.

Nachweis: Wir iiberpriifen die Figenschaften eines Untervektorraums.

0
(i) Der Nullvektor 0 = |0] erfiillt offensichtlicherweise 0 + 0 + 0 = 0,
0
also dass die Summe der Komponenten 0 ist. Also gilt 0eV.
Iy U1
(ii) Seien X = |z2|, ¥ = |y2| in V.
L3 Y3

Dann gelten x1 4+ x5 4+ x3 = 0 und y; + y2 + y3 = 0. Also folgt fiir

1 Y1 T+ Y
X+y = 2| + || = |22 +12],
xr3 Y3 T3+ Y3
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dass

(1 +y2) + (w2 +y2) + (23 +y3) = (x1 + 22 + 23) + (Y1 + Y2 + ¥3)

A 7 N 7

=0 =0
=04+0=0,
dh. X+y eV
Ty
(iii) Seien X = |x2| in V und A € R. Dann gilt 21 + 29 + 23 = 0. Also
L3
folgt fiir
I )\1'1
AX =) |22 = | A2,
T3 )\373
dass
)\x1+/\$2+)\$3:)\($1+$2+$3):/\'O:O,
N ~- ,
dh. AX eV,

Da alle drei Eigenschaften eines Untervektorraums erfiillt sind, ist V' ein
Untervektorraum von R3.

Die Teilmenge W C R3,

x1
W:=<Xx=|as| €eR® : x14+a9+23=4
I3

ist kein Untervektorraum von R3. Es handelt sich dabei um eine Ebene in
R3, die nicht durch den Nullpunkt (0,0, 0) geht.

Nachweis: Der Nullvektor 0 ist nicht in W, denn 04+ 040 =0 # 4. Also
ist Eigenschaft (i) eines Untervektorraums verletzt.

Die Teilmenge Die Teilmenge K C R3,
K:=<{x= || €R®: 2? + 23 + 25 =4

ist kein Untervektorraum von R3. Es handelt sich dabei um die Kugelober-
fliche der Kugel in R3 mit Mittelpunkt (0, 0,0) und Radius 2.

Nachweis: Der Nullvektor O ist nicht in K, denn 024024 0% = 0 # 4. Also
ist Eigenschaft (i) eines Untervektorraums verletzt.
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12.2 Linearkombinationen

Wir lernen nun Linearkombinationen von Vektoren in R kennen. Der Begriff der
Linearkombination zusammen mit dem Begriff der linearen Unabhéngigkeit (siehe
Teilkapitel |12.3)) sind ganz zentral fiir die lineare Algebra.

Definition 12.5. (Linearkombination)
Sei k € N, und seien vi,Va, ..., v € R%. Fiir A\i, \a, ..., \i € R heifit

k
¥:>\1x7{+>\2\72’+...+/\k{7‘2:2>\jx7,*
j=1

. . . . —> —> —
eine Linearkombination (LK) von vi,Vs,...,Vg.

Wir halten noch zwei hilfreiche Beobachtungen iiber Linearkombinationen fest.

Bemerkung 12.6. (Linearkombination)

(1) Ist U ein Untervektorraum von R™ und sind uj, us, ..., u; € U, so gilt
MU+ X+ u, €U fiir alle A1, Ao, ..., A\ € R.

Dieses folgt durch wiederholte Anwendung der Eigenschaften und
in Definition [12.1]

(2) 0=0- vi+0-va+...+0-v;, dh. der Nullvektor 0 ist immer eine
Linearkombination von beliebigen Vektoren vi,vs, ..., vy, € R™.

Betrachten wir nun zwei Beispiele.

Beispiel 12.7. (Linearkombination)

0
1

0

—> 1 —>
(a) Wir betrachten drei Vektoren vy = [ ] , Vo = [ 5

5 ]undﬁ:[}inRQ.

6
Wir suchen Ai, A9, A3 € R mit

A Vi+AVot+A3 vy = A\ [2] + X9 [1] + A3 [2] = [2 N g b 2)\3] = [6] ’

]. . . . . —> —> —>
Ist [ eine Linearkombination von vy, va, v3?
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d.h. wir suchen eine Losung des linearen Gleichungssystems

[1 00 '1}

21 2|6
Dieses lineare Gleichungssystem ist losbar, beispielsweise durch Ay = 1,
A =4, \3 = 0 oder durch \; = 1, Ay = 2, \3 = 1. Also ist die Antwort

mja. Wir sehen auch, dass ein Vektor unter Umsténden auf mehrere Weisen
als Linearkombination von vorgegebenen Vektoren dargestellt werden kann.

1 1
(b) Wir betrachten zwei Vektoren vi = |0| und v5 = [0 in R?.
0 2
1
Ist |7| eine Linearkombination von vy, vs?
0
Die Antwort ist ,nein“, denn man sieht direkt an
1 1 AL+ Ao 1
— — !
MVE+Xvo=A |0 +X [0] = 0 = 1|7],
0 2 2 Ao 0

dass 0 = 7 nicht erfiillbar ist.

Methode 12.8. (Ist X € R" eine LK der Vektoren vi,vs,...,v; € R"?)
Die Linearkombination-Bedingung

MV +AVet+. . V=X (12.1)

st dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem

A1 I
— — — )\2 ! L2
[Vl V2 Vk] N )
[\ kv 7/ .
nxk-Matriz
—
=:A

wobei die j-te Spalte der Matrix gerade von dem Spaltenvektor V; gebildet wird.
Schreiben wir dieses lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizien-
tenmatriz, so finden wir
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Wenn dieses lineare Gleichungssystem losbar ist, so liefern alle Losungen X =

(A, Aoy M giiltige Koeffizienten Ai, Na, ..., Ay, fiir .

Der néachste Hilfssatz untersucht die Natur der Menge aller Linearkombinationen
von fest vorgegebenen Vektoren vi,vs,...,v; € R™.

Hilfssatz 12.9. (Die lineare Hiille ist ein Untervektorraum.)
Seien k € N und vi,v3, ..., v € R*. Die Menge

k
—> —> —> —> —> —>
LH(Vl,Vg,...,Vk) = { E )\jVj =MVi+...+ Ve AL A E R}
J=1
aller Linearkombinationen von Vvi,vs, ..., v}, ist ein Untervektorraum
n . . . oo —> —> —>
von R" und wird die lineare Hiille von vi,vs, ...,V genannt.
(Die lineare Hiille von vi,vs, ..., vy wird in manchen Biichern auch als der
Span von Vvi,Vs, ...,V bezeichnet.)

Beweis von Hilfssatz[12.9: Wir {iberpriifen die drei Eigenschaften eines Untervek-
torraums:

(1)) 0=0-Vi+0-V2+...+0-v; € LHV,,V3,..., V1)
(ii) Seien X,y € LH(\T{,‘TQ), o ,\7;;), also
X=MVi+XVi+. .. +NVE, Y =mVi+ Vet + Vi
Dann gilt nach den Distributivgesetzen
X+Y=MVT+XVo+. . +NVE) + (Vi + Ve + ...+ Vi)
=M+ p)Vi+ Aot ) Va+ ...+ (M + ) vi € LH(VT, V2, ..., V).

(iii) Seien X = A vy + Aava + ...+ A v, und a € R. Dann gilt nach den
Distributivgesetzen

ai’:a()\1\71>+)\2\72)+...+)\k‘71:)

= (aX)Vi+ (@) Va+ ...+ (a M) vi € LH(V],v3,...,V}).

Also ist LH (ﬂ’ V3, ... ,\7;;) ein Untervektorraum von R". [

Nun untersuchen wir die lineare Hiille fiir einige Beispiele.
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Beispiel 12.10. (lineare Hiille)
(a) In R" gilt LH(0) = {0}.

(b) In R? gilt
(o)) L) ==

- : L. 1l 10 0
da sich jedes X = [?] € R? als Linearkombination von [2], [ 1] und [2]
2

schreiben lasst. Das lineare Gleichungssystem (vgl. auch Beispiel

1 0 0 . T 1 00 I
R R e B PR
ist namlich fiir jedes x1, 9 € R losbar, z.B. durch A\ = x1, Ay = 29 — 221,

A3 = 0.
(c) In R3 gilt

1 1 T
LH| o], lo] | =¢|0]| : z1,23eR Y,
0 2 T3

da das lineare Gleichungssystem

1 1 I

11 I
MOl + X [0 = |29 <~ 0 0|
0 2 T3 0 2 T3

genau dann losbar ist, wenn xy = 0 ist.

(d) Betrachten wir R” und die sogenannten Standardbasisvektoren

1] 0] 0]

1
er= 0|, e=|0], ;e =0
0] 0] 1

Dann gilt LH(ey, e3,...,€,) = R", denn fiir jedes X € R" gilt

x1
)

I
x|

—> —> —>
riey+re€e+...+xr,€, =

Ln
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Mit unserem neuen Verstandnis von Linearkombinationen und der linearen Hiille
konnen wir nun auch die Losung eines homogenen linearen Gleichungssystems als
lineare Hiille geeigneter Vektoren schreiben. betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel 12.11. (Lésungsmenge eines hom. LGS als lineare Hiille)
Gegeben sei das homogene lineare Gleichungssystem

1 30 2]0

001 —-1]0|"’
welches bereits in reduzierter Stufenform vorliegt. Wir setzen xo = A\ und x4 = Ao
und lesen ab

Tl — —355’2—21’4: —3>\1 —2>\2,
.CUQZ)\l,
X3 :$4:)\2,

Ty = )\27

d.h. die Losungsmenge ist

([—3 M —2 )
A
IL'[A|6)] = < A2 . )\1,)\2 = R
\ >\2
( -3 —2 -3 —2
1 0 1 0
=<\ 0 + A9 1| A, A € R ) =LH ol 1
0 0 1

\

Der nachste Satz liefert niitzliche Informationen iiber die lineare Hiille.

Satz 12.12. (Invarianz der linearen Hiille)
Seien k € N und v1,v3,...,vi € R". Die lineare Hiille LH(\T{, Vs, ... ,\7;:)

andert sich nicht bes
(1) dem Vertauschen zweier Vektoren,
(2) der Multiplikation eines Vektors mit einem A € R\ {0},

(8) der Addition des pi-fachen eines Vektors zu einem anderen Vektor (wobei
peR).
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Beweis von Satz|12.19: Der Beweis ist eine freiwillige Ubungsaufgabe. L]

Wir konnen diesen Satz nutzen, um die Darstellung der linearen Hiille zu verein-
fachen. Dieses ist in dem nachfolgenden Beispiel demonstriert. Dabei verwenden
wir eine analoge Notation zu den elementaren Zeilenoperationen einer
Matrix: v; <+ v; deutet das Vertauschen der Vektoren v; und v; an, und v; — A v;
(mit A # 0) bzw. v; = v; + pv; bedeuten, dass v; mit A # 0 multipliziert wird
bzw. dass zu v; das p-fache des Vektors v; (mit j # i) addiert wird.

Beispiel 12.13. (Invarianz der linearen Hiille)
In R? gilt:

1l ) 2]

(]G] l) oo g = o o =)
(b B []) G o] 2 = )
(

"l -
, > ( doppelter Vektor wird weggelassen )

LH

I
—
e

LH

= R? ( wegen Beispiel [12.10][(d]] ) .

12.3 Lineare Unabhangigkeit

Wir beginnen mit der Definition des Begriffes ,linear unabhéangig".

Definition 12.14. (linear unabhingig bzw. linear abhéingig)

Sei k € N. Die Vektoren vi,Vs,...,vi € R" heiflen linear unabhdngig,
wenn qilt: Die Gleichung

k
SNV =MV 4+ NV =0 (12.2)
j=1

hat nur die einzige Lisung \1 = Ay = ... = Ny = 0. Andernfalls heifsen

—_ —> —> . oo .
Vi,Va, ...,V linear abhdngig.
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In der nachfolgenden Bemerkung halten wir einige wichtige Beobachtungen fest.

Bemerkung 12.15. (linear unabhingig bzw. linear abhingig)

(1)

. . — — — g
Ist mindestens einer der Vektoren vi,vs, ..., v, der Nullvektor 0, so
. —> —> —> 1 o :
sind vi,vs,...,v; linear abhangig.

Erklirung: Sei z.B. vi = 0. Dann gilt
1-vi+0-vo+...+0-v; =0,

d.h. (12.2) hat eine Losung bei der nicht alle Ay, Ag, ... A; gleich null

sind. Falls statt v einer der anderen Vektoren der Nullvektor O ist, so
kann man das Argument entsprechend anpassen.

Sonderfall k = 1: Ist ein einzelner Vektor vi € R” linear abhingig,

so muss dieser Vektor der Nullvektor sein, also v] = 0.
Erklirung: \ vi = 0 mit einem A1 # 0 kann nur gelten, wenn v; = 0
ist.

V1, Vs> € R" sind genau dann linear abhingig, wenn gilt: Es existiert
A € R mit vi = A v3, oder es existiert 4 € R mit vy = vy,

Erklirung: Sind vi, v, € R” linear abhiingig, so gilt
MVI+ A vy = 0 (12.3)

und A; oder Ao (oder beide) sind ungleich null wéahlbar.
Ist Ay # 0, so folgt aus ((12.3))

— — — A —
ALV = =\ Vy ‘)\17&0 <~ V1:——1V2.

Ist Ay # 0, so folgt aus (12.3)

)\2\72)2—)\1\71) ’)\2750 < \72)2——V1.

Aus Definition [12.14] folgt direkt: vi,vs,..., vy € R” sind genau dann
linear abhangig, wenn es Koeflizienten A, Ao,..., Az € R gibt, die
nicht alle gleich null sind und

k
SNV =MV eV NV =0
j=1

erfiillen.
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(5)

Lisst sich fiir Vektoren v1,vs,..., v, € R” einer dieser Vektoren als
Linearkombination der anderen darstellen, so sind die Vektoren linear
abhangig.

Erklirung: Ist beispielsweise der Vektor v, eine Linearkombination von
V1,Va,..., Vi1, so gibt es Koeffizienten A\, X, ..., \r—1 € R mit

k—1
—> — — — — >
Vi = E )\ivi = )\1V1 —|—>\2V2+ +>\k—1vk—1
1=1

Q

< )\1‘71)4’/\2‘72)‘]"---+)\k—1vk—1+(—1)‘_k): 0,
und wir sehen, dass V1, Vs, ..., Vi_1,Vy linear abhéingig sind.
Sei X € R". Sind vi,vs,...,v, € R” linear unabhingig und gilt
X ¢ LH(\7{, Vo, ... ,\7;;), so sind die Vektoren vi,vs,...,v;, X linear
unabhangig.
Sei ¥ € R". Gilt X € LH(‘T{,VQ),...,‘_]_];), so sind vi,Vva,..., V5, X
linear abhéngig. (Hierbei konnen v1, vs, . .., v, linear unabhiingig oder

linear abhéngig sein.)
Beweis: Die zweite Aussage folgt direkt aus [(5)] — Betrachten wir nun

den Fall, dass v, Vs, ...,V linear unabhingig sind und dass gilt X ¢
LH(¥,93,...,¥7). Aus
MV V4. MV + A1 =0 (12.4)

folgt dann A\gy1 = 0, denn sonst wire (durch Auflésen nach X) nimlich
X € LH (\7{, vV, ... ,VZ) Damit reduziert sich (|12.4]) zu

MV AVt V=0,

und wegen der linearen Unabhingigkeit von vi,vs, ..., vy folgt \; =
)\2 = ... = )\k; = 0. Also gllt )\1 = )\2 = ... = )\k; = )‘k—H = O,
d.h. vi,v3, ..., v, X sind linear unabhingig. ]
Sind die Vektoren vi,Vvs,...,vy € R" linear unabhingig, so be-

steht jede Teilmenge dieser Vektoren ebenfalls aus linear unabhan-
gigen Vektoren. — Fiigt man dagegen zu linear unabhéngigen Vektoren
V1,Va, ..., v} weitere Vektoren hinzu, so kann das neue System aus Vek-
toren linear unabhéngig oder linear abhangig sein.

Erkldrung: Betrachten wir beispielsweise vi,vs,...,v,, mit m < k.
Wenn V1, Vs, ..., V, linear abhingig wiren, wiirde die Gleichung

MV 4+ M Vo . 4N, Vo =0
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mit Koeffizienten A1, \o, ..., \,,, die nicht alle gleich null sind, gelten.
Dann wiirde aber mit dieser Wahl der Koeffizienten A\{, Ao, ..., A, und
mit A1 = ... = A\ =0 auch

MY+ XV 4+ A Vit V=0
gelten. Dieses steht im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von

—> —> —> . —> —> —> 1 . . .
Vi, Va,...,Vg. Also miissen auch vy, va, ..., v, linear unabhingig sein.

(8) Sind die Vektoren vi, vy, ..., v, € R” linear abhiangig und fiigt man
weitere Vektoren wi,ws,...,w,, € R" hinzu, so sind die Vektoren
Vi,Va,...,VEp, Wi, Wa,..., W, ebenfalls linear abhangig.

Erklirung: Weil v1,va,...,vi € R" linear abhingig sind, gibt es
A1, Ag, ..., A\r € R, die nicht alle gleich null sind, mit
MV +XVi+. ..+ NV = 0.

Mit dieser Wahl von Ay, Ao, ..., Ax nicht alle gleich null und mit p; =
fo = ...= Wy, = 0 gilt dann
MV + AV + o MV 4 W+ e W+ -+ i W = 0.

Also sind vi,vs,..., Vi, Wi, Wa, ..., W, linear abhéngig.

Betrachten wir nun zwei einfache Beispiele.

Beispiel 12.16. (linear unabhéingig bzw. linear abhingig)

(a) Seien V =R? v; = [(1)] und v = [_ﬂ

Sind v1, v5 linear unabhéngig?

Antwort: Wir betrachten

_ N 1 2 A+ 2A —
)\1V1+)\2V2:)\1 [0] +)\2 [_1] = [ 1_)\2 2] =0.

Das homogene lineare Gleichungssystem ist

1 210 Zi;? 120

0 —110 0 1]0|°
welches nun in Stufenform ist, und wir lesen ab: Ao = 0 und Ay = —2 Xy = 0.
Also sind v7, v3 linear unabhingig.
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1 1 2
(b) Seien V =R3>und vi= |-1|, va=|1]|, v3= [0].
0 0 0

Sind die Vektoren vi, v5, v3 linear unabhingig oder linear abhingig?

Antwort: Wir betrachten

1 1 2
MVI+ X Va+A3va =X |1 +X |1| +X5 |0
0 0 0
AL+ Ao+ 2 A3
= _)\1+)\2 :07
0

d.h. wir erhalten das homogene lineare Gleichungssystem

11210 Zy—5(Za+21) 11210
~110]0 PEIN 0110
0000 0000

Dieses hat nur zwei nicht-triviale Gleichungen aber drei Unbekannte. Daher
muss es unendlich viele Losungen haben und insbesondere gibt es Losungen
A1, A2, A3, die nicht alle gleich null sind. Also sind die Vektoren vi,va, v3
linear abhéngig.

Alternative Antwort: Wir beobachten, dass gilt

1 1 2
1-vi+1l-vo+(=1)-v3=|-1|+|1| - |0] =0
0 0 0

Also sind die Vektoren v7, V3, v3 linear abhingig.

Methode 12.17. (Vorgehensweise beim Untersuchen von Vektoren
V1,Va,...,v; in R” auf lineare Unabhéangigkeit)

Beim Untersuchen von Vektoren vi,vs, ..., vi € R" auf lineare Unabhdn-
gigkeit bzw. lineare Abhdngigkeit iberpriifen missen wir die Gleichung

MVI+MVo+ ...+ Nvi=0 (12.5)

untersuchen und alle ihre Losungen A1, Ao, ..., A\ € R bestimmen.
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e Finden wir nur die einzige Losung \y = Ao = ... = A\ = 0, so sind
—_ —> e 4 . oo .
Vi, Vo, ...,V linear unabhdngig.
o (bt es dagegen mindestens eine Losung, bei der nicht alle A1, Aa, ..., Ak
. . . —> —> —> . oo .
gleich null sind, so sind vi,vs, ..., Vi linear abhdngig.

Die Gleichung ist ein lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten
A, Ao, .. A €ER, dessen erweiterte Koeffizientenmatrix durch

% e | O]

gegeben ist. Daber 1st die erweiterte Koeﬁ)‘izz’entenmatrix so zu lesen, dass thre
Spaltenvektoren vi,vs, ..., vy sind und 0 € R™ auf der rechten Seite steht.

Wir betrachten nun noch einige weitere Beispiele.

Beispiel 12.18. (linear unabhingig bzw. linear abhingig)
(a) Die Standardbasisvektoren

1 0 0
0 1

er= (0], e=|0], , e =10
. : O
0 0 1

von R"” sind linear unabhéangig, denn

ME+M&G+.. tNen=0 = [g& - &l0]
1 0 0 0/g]
0 1 |0
= 00 00]:|,
. 1010
10 0 0 1]0]

also A, =0, A1 =0, ..., Ao =0und A\; =0.
(b) Die Vektoren

2 1
L s Lo -1
=7 YT |1

3 0
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in R* sind linear unabhéngig, denn kein Vektor ist ein Vielfaches des anderen

(vgl. Bemerkung [12.15[(3)]).

(c¢) Die Vektoren

1 1 0
xi= |1, Xx=12|, x=]|1
0 1 2

sind linear unabhangig, denn:

M X1+ XX+ A3X3 =\ 1 + A2 ]+>\3 Il = —
1100 z-2-2 [110]0] z4z-2 [110]0
1210 PEI 0110 PEI 0110
01 210 01 210 0010
Zo—Zy—173 —1 10 0 i —Z—2 _1 00 0 )\1—0,
PEI 0100 PEN 010/0] = { xn=o0

00110 00110 A3 =0

12.4 Basis und Dimension

Aufbauend auf die wichtigen Begriffe der linearen Unabhéngigkeit und der Di-
mension lernen wir nun die Begriffe einer Basis und der Dimension von R" bzw.
eines Untervektorraums von R" kennen.

Definition 12.19. (Basis)

Sei U = R", oder sei U ein Untervektormum von R", der mcht nur_aus 0
besteht. Ein System B = (bl,bg, . bk) von Vektoren bl,bg, ..,bp e U
heif$t eine Basis von U, wenn qilt:

(1) El), E;, . ,l;; sind linear unabhdngig, und
(ii) U=LH(by, by, ..., by).

Betrachten wir zunéchst einige Beispiele.
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Beispiel 12.20. (Basis)

(a) Sei B := (e_{, e, ... ,e_n’) mit
(1] (0] 0]
1

er= (0], &= |0], , e =0

: : 0

0] 0] 1]
Aus Beispiel [12.18][(a)] wissen wir, dass €7, €3, . . ., €, linear unabhiingig sind,
und aus Beispiel [12.10}|(d)| wissen wir, dass LH (5{, e, ... ,e_n’) = R". Also
ist £ = (5{, e, ... ,e_n’) eine Basis von R". Wir nennen £ = (GT{, e, ... ,(a_,:)

die Standardbasis von R".

o suns-san (] [ o= (L2] )

Aus dem vorigen Beispiel wissen wir bereits, dass B eine Basis fiir R? ist.

Wir zeigen nun, dass auch B eine Basis fiir R? ist:

S I R R R et B AR

S Fa Y Z;f Lo R oo
0 2|0 0 1]0 0 1|0|
(1 . .. .
Also folgt Ay = Xy =0, d.h. {_1] : L] sind linear unabhéngig.
Mit einer analogen Rechnung folgt
1 Il |m A1+ Ao R E4!
S R R o I KR
. 11|z ZQ:i:Zl 11| =
—1 1 |x 0 2|21+ 2
Z2—i§Z2 1 1 T Zl—)il—ZQ 10 %(.’L‘l o x2)
<~ 1 <~ 1 ,
01 5(1‘1 + IQ) 01 §($1 + SUQ)

dh. Ay =1 (21 — @) und Mg =

DO +—

(x1 + x2).

Also lésst sich jeder Vektor [xl

1] |1
N ] € R? als Linearkombination von [ 1] , [ ]
) _

1
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1

schreiben, d.h. LH([ )

von RZ.

] , [ ]) — R2. Also ist B ebenfalls eine Basis

1 2

(c) Sei V =R% ([ ] : [O] : [0]> ist keine Basis fiir R?, denn:

Die Vektoren [ 1] , [(1)] : [g] sind linear abhangig, da gilt
2 0 0 0
oo e o2l = o)
1 1

(d) Sei U = R3. 0, |0 ist keine Basis fiir R?, denn aus Beispiel

12.10

wissen wir, dass gilt

1 1 I
LH( |o|,|0] | = 0| : 21,23 € R} #£R3,
0 2 T3

(e) Nach Beispiel [(d)] ist Teilmenge

V=_X=|2| €R® : 2y +a9+23=0

ein Untervektorraum von R3. Wir suchen eine Basis fiir V. Dazu setzen wir
wegen

1+ 29+ 23 =0 — T = —T9 — I3
To:=a,r3:=pund r1 = —r9 — r3 = —a — [ und konnen V damit als
( _&_ﬁ
\ 5
( —1 —1 —1 —1
={X=al| 1|+5]| 0 ,0€eR »=LH 11,1 O
L 1 1
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—1 —1

schreiben. Da keiner der beiden Vektoren 11, O] ein Vielfaches des
0 1

anderen ist, sind die beiden Vektoren linear unabhéngig. Also ist

—1 —1
B = 1

eine Basis von V.

An Beispiel [12.20][(b)] sehen wir bereits, dass ein Vektorraum mehrere Basen haben
kann.

Folgerung 12.21. (eindeutige Darstellung von Vektoren bzgl. Basis)

Sei U = R", oder sei U ein Untervektorraum von R™, der nicht nur aus 0

besteht. Sei (l?l), E;, e ,l?;;) eine Basis von U. Dann hat jeder Vektor X € U
eine Darstellung

k
ZCJ +Cgb2—|— .+ ¢ by
7=1
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten ci,cs,. .., cp.

Beweis von Folgerung |12.21): Weil (E, by, .. bk) eine Basis ist, gilt (nach der

Definition einer Basis) LH(E)_I, t;, e k) U, d.h. jedes X € U hat eine Dar-
stellung der Form

R =ci1b; + by + ...+ c; by (12.6)

Um zu zeigen, dass diese Darstellung eindeutig ist, nehmen wir an, das
;():dlbl—l-dgbg-i—-i—dkbk

eine weitere Darstellung dieser Form ist. Subtrahieren der beiden Gleichungen
liefert

0 = (di —c1) by + (ds — c2) oo + ... + (dy — cx) by (12.7)

Weil (E, E;, e ,l?;:) eine Basis ist, sind die Vektoren l?l), l?;, . ,l?;: linear unab-
héngig. Also folgt aus ((12.7]), dass

dl—Clzo, dQ—CQZO, cee dk—CkZO
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<~ dlzcl, dQICQ, N dk:Ck,
d.h. die Koeffizienten in ((12.6]) sind eindeutig bestimmt. ]

Der néchste Satz ist wichtig fiir unser Verstandnis von Basen (Plural von ,Basis®)
eines Vektorraums.

Satz 12.22. (mehr Vektoren als in einer Basis sind linear abhingig)

Sez U = R", oder sez U em Untervektorraum wvon R"™, der nicht nur aus
O besteht. Seien (bl,bg, . bk) eine Basis von U, und seien vi,Vs,..., VN
N > k Vektoren aus U. Dcmn sind V1i,Va, ...,V linear abhdngig.

—>

Beweis von Satz|12.229: Da V. = LH(E, l?;, . ,bk) ilt und vi,v3,..., vy € U
sind, gibt es Koeffizienten o j, 1 =1,2,...,k; 7 =1,2,..., N, mit

k
‘—> .
Vj: E Od@jbi, ]:1
=1

Seien nun Ag, Ag, ..., Ay € R mit

2,...,N. (12.8)

)\1\71)4—)\2\72)-’—...4-)\]\[\—/]_\[):6). (129)

Wir setzen nun ((12.8)) in (12.9)) ein:

k k k
0= )\12062'71[)2'4—)\220@72]31'4—... +)\Nzai,Nbi
i=1 =1

1=1

k
= (M +aigda+...+ayAy)b
i=1
Da l?l), E;, e ,l?;: als Vektoren einer Basis linear unabhéngig sind, folgt daraus
Oéi,lAl‘i_Oéi’QAQ"—...‘i_Oéi’N)\N =0 firalle: =1,2,... k.

Dieses ist ein homogenes lineares Gleichungssystem mit k& Gleichungen und den
N Unbekannten A1, Ao, ..., Ay. Da N > k, hat das lineare Gleichungssystem un-
endlich viele Losungen, d.h. die Gleichung hat unendlich viele Losungen.
Es folgt, dass Vi, Vs, ...,V linear abhingig sind. ]

Aus den vorhergegangenen Sétzen ziehen wir zwei wichtige Folgerungen.
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Folgerung 12.23. (Dimension)

Sei U = R", oder s_ej Q) ein @tervektorraum von R", der nicht nur aus 0
besteht. Es seien (bl,bg, e ,bk) und (5{, a, .. .,zfn’) Basen von U. Dann
gilt k = m. k heifit die Dimension von U, und wie schreiben dim(U) := k.

Beweis von Folgerung|12.25: Wir nehmen an, dass gelte m > k und fithren die-
ses zu einem Widerspruch: Ist m > k, so sind nach Satz [12.22] die m Vektoren

ar,as,...,a, lincar abhingig. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass (5{, a,... ,zfn’)
eine Basis von V ist. Analog fithrt man die Annahme m < k zu einem Wider-
spruch. Also muss gelten m = k. ]

Bemerkung 12.24. (Dimension)

(1) Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, definieren wir zusétzlich
dim({0}) := 0 fiir den Fall V = {0}.

(2) An Beispiel m@ sehen wir, dass dim(R") = n, weil die Standard-
basis £ = (el, e, .. en) von R"™ aus n Vektoren besteht.

Da in R" nach Satz [12.22] nie mehr als n Vektoren linear unabhéngig
sein konnen, folgt, dass jeder Untervektorraum U von R" eine Dimension
dim(U) < n hat.

(3) Gilt fiir einen Untervektorraum U von R"™, dass dim(U) = k ist, so
nennen wir U k-dimensional. Insbesondere ist R"™ n-dimensional.

Folgerung 12.25. (dim(U) = k = k linear unabhéngige Vektoren bil-
den Basis von U)

(1) Jede n linear unabhdingigen Vektoren in R™ bilden stets eine Basis
von R".

(2) Ist U ein Untervektorraum von R™ mit dim(U) = k, so bilden k linear
unabhdngige Vektoren aus U immer eine Basis von U.

Beweis von Folgerung |12.25: Da U = R"™ auch ein Untervektorraum von R" ist
erhalten wir Aussage als Sonderfall von Aussage [(2)] Es reicht also Aussage
zu beweisen.

Sei also U ein Untervektorraum von R™ mit der Dimension dim(U) = k, und
seien vi,Va, ..., v nun k beliebige linear unabhingige Vektoren in U. Angenom-
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men (V{, Vo, ... ,\7;;) wire keine Basis von U. Dann gibe es einen Vektor w in U,

der nicht als Linearkombination von vi,vs, ..., v} darstellbar ist. Damit hitten
. . . . —> —> > —> . . . .

wir k+ 1 linear unabhéngige Vektoren vy, va, ..., vy, W in einem k-dimensionalen

Untervektorraum. Dies ist ein Widerspruch zu Satz[12.22, Also war die Annahme

falsch, und (\7{ Vo, ... ,\7;;) muss eine Basis von U sein. [

Betrachten wir nun einige Beispiele zur Anwendung unseres neuen Wissens iiber
das Konzept Dimension.

Beispiel 12.26. (Basis und Dimension)

1 1 0
(a) Das System B = 1l,12], |1 ist eine Basis fiir R?, denn:
0 1 2

Nach Beispiel |12.18 sind die Vektoren

linear unabhéngig.

Da es sich um drei linear unabhingige Vektoren in R?® mit dim(R?) = 3
handelt, bilden diese nach Folgerung |12.25 eine Basis von R3.

(b) Die Vektoren

(3] [ 0] [ 1] (8]
1 ) 0
5| 13| | ~1], 3
7 1 1 0
9 1 p

konnen keine Basis von R® bilden, weil es nur vier Vektoren sind. Eine Basis
von R® besteht aber aus 5 = dim(R®) linear unabhingigen Vektoren.

(c) Die Vektoren

—1 0 1 3 —8
1 2 —1 7 1
5] 13(° 1’ -1’ 3
5 0 —1 8 1

konnen keine Basis von R* bilden, weil es fiinf Vektoren sind. Eine Basis von
R* besteht aber wegen dim(R*) = 4 aus vier linear unabhiingigen Vektoren.
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(Aus der Tatsache, dass fiinf Vektoren in R* vorliegen konnen wir nach
Satz [12.22] weiter schlieken, dass diese linear abhingig sind, weil 5 > 4 =
dim(R%).)

(d) Zeigen Sie, dass

Iy
X2

U:={X= N €R4:x1+$320,:€2—x420
3

L4

ein Untervektorraum von R* ist, und geben Sie eine Basis von U an und
bestimmen Sie die Dimension von U.

Lésung: Wir iiberpriifen die Untervektorraumeigenschaften:

0
(i) Esgilt 0 = 8 €U, weil 0+0=0und 0 —0 =0 sind.
0
L1 (71
(ii) Seien X = Z und y = ZZ; in U.
L4 Y4

Dann gelten 1 + 23 =0, 29 —24 = 0und y; +y3 =0, ¥ — ys = 0.
Daraus folgen fiir

1 Y1 r1+ Y
> - ) Y2 To + Y2
x3 Y3 T3+ Y3
Ty Y4 T4+ Y4

(5E2+y2)—($4+y4)=($2—x4)+£y2—y4220+0:0,

N 7
' '
=0

dh. X,y eU.
Iy
. — ol .
(iii) Seien X = o | 10 U und A € R.
3

L4
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Dann gelten x1 + 3 = 0 und x9 — x4 = 0. Daraus folgt fiir

)\Il
A To
A3
)\33'4

AX =

dass

/\x1+)\x3:/\(m1+x3):)\-0:0,
=0
/\1’2—)\334:)\(332—374):)\'020,

0

d.h. A X ist auch in U.

Da alle drei Eigenschaften eines Untervektorraums erfiillt sind, handelt es
sich um einen Untervektorraum von R*,

Wir setzen nun z3 = «, x4 = [ und erhalten damit z; = —x3 = —a und
r9 = x4 = . Dann gilt

;

—Q
e B -
U=<{X= N eR* : o, R
( 5
( -1 0 —1 0
> 0 1 . B 0 1
=< X =« 1+60€R s a,feR Y =LH o Lo
\ 0 1 0 1
—1 0
: . 0 Iy . .. :
Da keiner der beiden Vektoren 1o ein Vielfaches des anderen ist,
0 1
sind die beiden Vektoren linear unabhangig. Also ist
—1 0
0 1
b= 1|10
0 1

eine Basis von U und dim(U) = 2.
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Als Letztes lernen wir noch den plausiblen Basisergénzungssatz kennen.

Satz 12.27. (Basiserginzungssatz)

Sei U = R", oder sei U ein Untervektormum von R™, der nicht nur aus dem
_)

Nullveﬁor_)ﬂ besteht Sind bl,bg, . bk € U lmear unabhdngig, so ldisst
sich (bl,bz,.. bk) zu emner Basis (bl,bg,.. bg) von U ergdnzen, wobei
¢ = dim(U).

Beweis von Satz|12.27: Seien l;l), ‘52), . ,l;/.: € U linear unabhéngig. Wir betrach-
ten zwei Falle:

o Full 1: Gilt LH(E{, E;, . ,l?;;) = U, so ist (E, E;, . ,l?;;) eine Basis von
U und die Folgerung ist wahr mit k = ¢ = dim(U).

e Full 2: Es gelte LH(by, by, ..., by) # U.

Dann gibt es einen Vektor by 1 € U (genauer by € U\LH (li), l—);, . ,l—);)),
SO da_s§ (E? Vektggen by, bo, ..., b, bki)l lir)lear un_a)bhéingig sind. Gilt dann
LH(bl, bo, ..., by, ka) = U, soist (bl, bo, ..., by, ka) eine Basis von U.

Ist LH (E, g;, .. bk, bk+1) ;é U, so g1bt es einen Vektor bk+2 eU (genau—

er bk+2 eU \ LH(bl, b2, .. bk, bk+1)) SO dass bl, bg, . . bk, bk+1, bk+2
linear unabhéngig sind. Ist LH (bl, bg, e bk, bji1,bri2) = U, so ist dann

—> —> — > ey . .
(bl, by, ..., b, briq, bk+2) eine Basis von U.

Andernfalls setzen wir den Prozess fort. Der Prozess bricht nach endlich
vielen Schritten ab, da es in U nicht mehr als ¢ = dim(U) < n linear
unabhéangige Vektoren geben kann. ]

12.5 Orthogonalitat™

Aus Teilkapitel kennen wir bereits das Skalarprodukt fiir R”, welches wir mit
den beiden Formeln (sieche Definition (10.30)

Xy =|X||¥| cos(a), (12.10)

*Dieses Teilkapitel ist nicht klausurrelevant.
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wobel « := A(?{’, y’), sowie (siehe Satz [10.35

X1 (1
?-?=x1y1+x2y2+...+xnyn fir X =|: ,Sf)

Ln Yn

(12.11)

berechnen konnen. Wollen wir das Skalarprodukt als Matrix-Matrix-Multiplikation
auffassen, so miissen wir X7 - ¥ schreiben, denn wir fassen, den Vektor X dann
als ein Zeilenvektor X7 € R™" auf.

Es sei auch an Hilfssatz[10.34] mit dem Eigenschaften des Skalarprodukts erinnert.

Gilt « = £(X,y) =0, also wenn X und y aufeinander senkrecht stehen, so
folgt aus (12.10]), dass X -y = 0 ist. Umgekehrt folgt aus X -y = 0 fiir zwei vom
Nullvektor verschiedene Vektoren X und y auch, dass a = A(Ff, 37’) = 0 gelten
muss, also dass X und ¥ aufeinander senkrecht stehen. Wir haben hierfiir in
Definition den Begriff orthogonal kennengelernt:

X,y € R" heifen orthogonal (in Zeichen X 1 y), falls gilt X -y = 0.

Beispiel 12.28. (orthogonale Vektoren)

1 —2
Die Vektoren |—1| und 0| sind orthogonal, denn
|2 1
1] —2
1] O =1-(-2)4+(-1)-04+2-1=-2+0+2=0.
2 1

Wir betrachten nun Teilmengen von Vektorrdumen, die aus sogenannten ,paar-
weise orthogonalen” Vektoren bestehen.

Definition 12.29. (Orthonormalsystem)
FEin System (\7{, Vo, ... ,V_m)) von Vektoren vi,vs, ...,V € R" heifst ein Or-
thonormalsystem (ONS) in R", falls

N 1, wenn j =k,
Vi Vi = :
0, wenn j # k.

Wir sagen dann, die Vektoren vi,vs,...,V, sind paarweise orthogonal
(da v; - vy = 0 wenn j # k) und normiert (da |v;| = \/v;-v; =1 fiir alle
j=12...,m).
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Beispiel 12.30. (Orthonormalsysteme)

(a) Die Standardbasis (e_f, e, ... ,En’) mit
1] 0
0 1
0 &= o],

Q
e = )

0

ist ein Orthonormalsystem in R".

(b) Die Vektoren
1
V2
0
€

Y

T TSk

V2 V2
bilden ein Orthonormalsystem in R3, denn:

Die Vektoren sind paarweise orthogonal, da

1

V2

5 (3

S- e Sl

1
040-1+—-

1
V2 V2

S oo
—_

Sl

V2

S
L

1

IO

Die Vektoren sind auch normiert denn

+00+ —=-—

11 11
V2 V2

0=0,

1 1
I|l=——-04+0-1+—=-0=0.

V2

S ook

() o ()

Sl

NS
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0
1| = V0212402 =1.
0

Der néchste Satz stellt einen Zusammenhang von Orthogonalitdt mit linearer
Unabhéangigkeit her.

Satz 12.31. (Orthonormalsystem und lineare Unabhéngigkeit)

a ﬁ _) . . . .
Ist (vl,VQ, e ,vm) ein Orthonormalsystem in R", so sind die Vektoren
—> —> —> . oo .
Vi,Va,...,V, linear unabhdngig.

Beweis von Satz|12.31: Seien A, Ag, ..., Ay € R mit
MVI+ Vi 4. 4 AV = 0.

Fiir jedes 7 = 1,2, ..., m nehmen wir auf beiden Seiten das Skalarprodukt mit
\7;, also

VMV + VT4 A V) =V - 0 = 0.
Nach dem Rechengesetzen fiir das Skalarprodukt (siehe Hilfssatz [10.34)) gilt

=0 =0 =1 =0
also A; = 0.
Indem wir j = 1,2,...,m betrachten, folgt Ay = As = ... = A, = 0, und wir
haben gezeigt, dass vi, Vs, ..., V,, linear unabhingig sind. ]

Folgerung 12.32. (Orthonormalbasis)

Sei U = R", oder sei U ein Untervektorraum von R". Ist dim(U) = k und
15t (\71), Vo, ... ,\7;:) ein Orthonormalsystem in U, so ist (\71), Vo, ... ,\7;:) eine
Basis von U. Wir nennen eine solche Basis eine Orthonormalbasis (ONB)
von U.

Betrachten wir ein Beispiel fiir eine Orthonormalbasis.

Beispiel 12.33. (Orthonormalbasis)
Die Standardbasis (e1, €3, ..., e,) von R" ist eine Orthonormalbasis von R".
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Bemerkung 12.34. (Finden einer Orthonormalbasis)

Mit Hilfe des ,,Orthogonalisierungsverfahrens von Gram-Schmidt®“ kann
man aus jeder gegebenen Basis von R" (oder von einem Untervektorraum von
R™) eine Orthonormalbasis machen.

Als Letztes lernen wir, wie sich Vektoren als Linearkombination bzgl. einer Or-
thonormalbasis besonders elegant darstellen lassen.

Satz 12.35. (Darstellung von Vektoren bzgl. einer ONB)

Ser U = R", oder sei U ein Untervektorraum von R". Sei B = (l—):, E;, e ,l—);)
eine Orthonormalbasis von U. Seien X,y € U. Dann gelten:

Schauen wir uns die Aussagen in Satz [12.35| genauer an, um diesen wichtigen Satz
zu verstehen:

Satz [12.35 gibt Informationen iiber die Darstellung von Vektoren bzgl. der
Orthonormalbasis B = (b17 bo, ... ,bk). Genauer gilt fir X € U

k
X=Y (b;-X)b; (12.12)

j=1
d.h. die reellen Zahlen E; X,j=1,2,...,k, sind gerade die Koeffizienten vom
Vektor X, wenn man diesen als Linearkombination der Vektoren by, bs, ..., by

der Orthonormalbasis B = (l;l), by, ... ,E;:) darstellt. Satz [12.35]((2)| und Satz
12.35 geben dann jeweils eine Formel an, mit der man das Skalarprodukt bzw.
die Lange mittels dieser Koeffizienten berechnen kann.

Achtung: Es ist ganz wichtig, zu Egachten dass die einfachen Formeln in Satz
12.35| nur gelten, wenn B = (b17 bo, ... ,bk) eine Orthonormalbasis ist!

Beweis von Satz[12.33:
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(1) Da B = (E, l?;, e ,l?;:) eine Basis von U ist, hat X eine eindeutige Dar-
stellung . . R
i):Clbl‘i‘CQbQ‘i‘...-i—Ckbk (1213)

mit eindeutig bestimmten ¢y, co, ..., € R. Da (b_I, EQ), o ,E;;) ein Ortho-
normalsystem ist, konnen wir ¢; direkt berechnen, indem wir in ((12.13]) auf

beiden Seiten das Skalarprodukt mit E; bilden:

bj )_():bj'(Clb1—|—62b2+...—|—Ckbj+...—|—cnbk) <
bj-i):cl bj'bl-l-CQ bj'bg-l—...-l-Cj bj'bj—l-...—FCk bj*bk:Cj,
S—— SN—— S—— S——

Weﬂg;E:lwennzz]undt_):l;;:()wennz#]Alsogﬂt Cj:l;;")_()
fir j=1.2,... k.

(2) Wir nutzen Satz [12.35 und die Eigenschaften des Skalarprodukts: Fiir
X,y €V gilt

X5 =[(B1-X) b1+ (b R) by ...+ (bp- X) by - ¥
= (b1 %) (b1 ¥) + (b2 %) (b2 ¥) ... + (b %) (i F)
=>_ (b %) (b))

j=1
(3) Wir nutzen Satz [12.35][(2)}
IRIP = (b1 ) (br- %) + (b2 ®) (bs- X) + ... + (b X) (by - X)
k

= (b1 %)+ (b X)+... 4 (br- %)= (b)) O

Betrachten wir zwei Beispiele zu Satz [12.35]

Beispiel 12.36. (Darstellung von Vektoren bzgl. Orthonormalbasis)
(a) Sei U = R", und seien

1 0 0
0 1
el = (0], e; = |0], o e, = |0
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die Vektoren den Standardbasis. Die Standardbasis E = (e_f €5, ...

eine Orthonormalbasis in R”. Fiir ¥ € R" gilt

I
X =
T, J=1
und mit
e,=0-e1+...+0-¢,_1+1-e,+0-€1+...0-

haben wir in der Tat

, e_n)) ist

n
—> — —> —>
= E a:jej,:xlel—|—y::2e2—|—...—|—xnen,

—>

Cn

— — !
rp=¢€e -X=0-21+...+0-2p 1 +1 -2 +0-2 1+ ...+0 -2, = 2%

firk=1,2,...,n.
In R3 ist das System

1 1 1
2 _7§ 2
_ 1 1 1
B - 2 ) 7§ ) 2
L 0 L
V2 V2

eine Orthonormalbasis, denn:
Es handelt sich um dim(R?) = 3 Vektoren, und

1
=B 0) () Vi
2 || = 5 5 ) T NaTiT5 T
N P P /2 44
V2
__L_
V2 1\2 1\2 1 1
1
vz < \/5) +(\/§> " 272
0
S
(V@) G+ () -
2 = — — _ — — — —
L 2 2 V2 44
L V2
d.h. die Vektoren von B sind normiert, und
1 1
! 1
| 1@1<1>+11+10 1
| 65 2 V2) 2 V2 V2 22

V2
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[ 1 1

2 2

| X 11,11 ( 1) NS S S

2 2 — 5 5 T5°571T = =577 75 =Y
1 L 2 2 2 2 2 V2 4 4 2
| V2 V2
__L l

VL _< 1>1+1 1+0< 1)

\g L V2) 2 V2 2 V2
. V2

1 1
_ — + — ,
2v2  2V2

d.h. die Vektoren von B sind paarweise orthogonal.

Die Darstellung des Vektors
1
X = |2
3

als Linearkombination bzgl. der Orthonormalbasis B berechnet sich mit

1 p—_
1 n
2
: 1 1 1 3 3 3(1+vV2)
s| |2l =51+ 2+—F%=3=C+-"==
2 )
F 2 2 V2 2 V2 2
V2| Lo
—_L— —1_
V2
1 1 12 1
L2 :<~—)4+——2+03=— +—==—z,
f ) V2 V2 V2 V2 V2
.
. 1
2
1 1 33 3(1-v2
e :_-L%—2+(——J-3:—— _30-v2)
) 2 V2 2 V2 2
vl LB
als
1 1 ; 1
2 2
304v2) 1|, L 7] 30V | 1| |,
2 |L Ve 2 g
7 0 vl B



KAPITEL 13

Quadratische Matrizen

In diesem Kapitel betrachten wir ausschlieflich quadratische Matrizen (also Ma-
trizen mit gleich vielen Zeilen wie Spalten) und lernen diverse Konzepte kennen,
die nur fiir quadratische Matrizen definiert werden konnen: die inverse Matrix

(siehe Teilkapitel [13.2) und die Determinante (siehe Teilkapitel |13.3] und
13.5)). In Teilkapitel lernen wir dann die neuen Begriffe des Eigenwertes und

Eigenvektors einer symmetrischen quadratischen Matrix kennen.

13.1 Einfiihrung zu quadratischen Matrizen

Wie beginnen mit der Definition einer quadratischen Matrix.

Definition 13.1. (quadratische Matrix)

Gilt bei einer Matriz A € R™ ", dass m = n 1ist, also wenn die Matrix
genauso viele Zeilen wie Spalten hat, dann nennen wir die Matriz eine
quadratische Matrix.

Von jetzt an betrachten wir in diesem Kapitel nur noch quadratische Matrizen.

Definition 13.2. (Diagonalmatrix, Einheitsmatrix und untere bzw.
obere Dreiecksmatrix)

Sei A = [a;x] € R™" eine quadratische Matriz.

375
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(1) A = [a;j] heifit eine Diagonalmatriz, wenn a;; = 0 fir i # k, also

wenn _ ;
ag; 0 -+ 0
A — 0 CL272 ’
- 0
0 - 0 ann
(2) A = a;x] heifit die Einheitsmatriz (von R"*"), wenn A eine Diago-
nalmatrix ist mit a1 = as2 = ... = a,y = 1, also wenn
(1 0 0]
A = 01 | = E,.
ST
0 0 1

(3) A = la;] heifit eine untere Dreiecksmatrix, wenn a;; = 0 firi <k,

also wenn _ _
i1 0 0
a1 a2 3
A — '7 y
0
Un1 Upn—1 Ann

(4) A = la; 1] heifit eine obere Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 firi > k,

also wenn ) )
11 a12 a1n
A— 0 a2’2
Ap—1n
| O --- 0 G |

Beispiel 13.3. (Diagonalmatrix, Einheitsmatrix und untere bzw. obere
Dreiecksmatrix)

(a) Hier sind einige Diagonalmatrizen:

00 o 17 0 0 0 0

1 00 0900 000 00

A=10 -1 0|, B= ., C= 001 00

0 01 0030 000 V2 0
0004

- - | 000 0 m
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005
Die Matrix D = |0 3 0| ist keine Diagonalmatrix, denn:
100

Die Diagonale einer Matrix verlduft von links oben nach rechts unten!

(b) Die Einheitsmatrix in R?*? bzw. in R3*? ist jeweils

100
10
00 1
(c) Seien
(1 2 3] (-3 0 —7]
A=101 2|, B=| 0+v2 1},
00 1 0 0
(10 0] [ 3 0 0]
C = : D= |-2 -7 0
111 0 -1 —2

Dann sind A und B obere Dreiecksmatrizen, und C und D sind untere
Dreiecksmatrizen.

Jede Diagonalmatrix ist sowohl eine untere Dreiecksmatrix als auch eine
obere Dreiecksmatrix.

Die Einheitsmatrix spielt bei der Multiplikation von Matrizen die Rolle der Zahl 1
bei der Multiplikation von reellen Zahlen.

Hilfssatz 13.4. (Multiplikation mit der Einheitsmatrix)
Sei E,, die Einheitsmatriz von R"™. Dann gilt

AE,=E,-A=A fiir alle A € R™"

und
E,X=%X fiir alle X € R",

Beweis von Hilfssatz .' Dieses ist eine Ubungsaufgabe. []



13.2. Invertierbare Matrizen
378 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

13.2 Invertierbare Matrizen

Als Vorbereitung fiir die Definition der inversen Matrix starten wir mit einem
Hilfssatz, der uns schon bekanntes Wissen neu zusammenstellt.

Hilfssatz 13.5. (Aquivalente Aussagen iiber quadratische Matrizen)
Sei A = [a;;] € R, und sei (5{, e, ... ,e_n’) die Standardbasis von R".
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Das lineare Gleichungssystem A X = b st fiir jedes b € R" eindeu-
tig losbar.

(ii) Dien linearen Gleichungssysteme AX =e; , AX =e3, ..., AX =¢e,
sind eindeutig losbar.

1) Es existiert genau etin X € R™" mit A - X =E,,.
g

(iv) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhdngig.

Beweis von Hilfssatz[13.5: Wir zeigen (i) < (ii), (ii) < (iii) und (i) < (iv). Durch
Verkettung dieser Aquivalenzen folgen daraus dann auch (i) < (iii), (i) < (iv),
und (iii) < (iv).

e Beweis von (i) = (ii): Ist AX = b fiir jedes b € R" eindeutig losbar, so

gilt dieses insbesondere fiir b = e, b = ey, ..., bzw. b = e,,.

e Beweis von (1) = (i): Es selen AX = €] , AX =€, ..., AX = e,
eindeutig losbar, und wir bezeichnen deren Losungen als x1, Xs, . .., X,,, also
Ax;,=e; fliri=1,2,...,n.

Jeder Vektor b € R” hat die eindeutige Darstellung

N
— by LR
: i=1
bzgl. der Standardbasis (e_{ €3, ... ,e_n’) von R". Wir zeigen nun, dass

n

—> —>

X = E bixi
1=1
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eine Losung von A X = b ist: In der Tat

n n

AX=A (be) :iAb@:i@\A\g:Zb@: b.
=1

i=1 i=1 S i=1

Dass wir die Matrix in die Summe schieben diirfen, liegt an dem Distribu-
tivgesetz fiir die Matrizenrechnung.

n
. . . —> —> . . . .
Wir miissen uns noch iiberlegen, warum X = Y b; X; die einzige Losung von

1=1
A X = b ist. Dazu zeigen wir zunichst, dass die Vektoren X7,X%3,..., X,
linear unabhéangig sind und somit eine Basis von R" bilden: Sei also
n n
i=1 i=1
n n
1=1 - ¢, 1=1
und es folgt A\ = X = ... = A\, = 0, dh. X1,X3,..., X, sind linear

unabhéngig und bilden somit eine Basis von R".

Wir nehmen nun an, es gebe eine weitere Losung ¥ mit Ay = b. Dann hat
n

y eine eindeutige Darstellung y = Y ¢; X; bzgl. der Basis (f{, X3, ..., i’n)

i=1
von R". Es folgt

3
3

1=1 1=1 =1 ; 1=1
und da (e_{, €s,...,€e,) cine Basis von R" ist folgt ¢; = b;, i = 1,2,...,n,
d.h. ¥ = X. Also ist die Losung von A X = b eindeutig bestimmt.

o Beweis von (i) < (ii): Es gilt E, = [e] € --- €,]. Essei X die Matrix,
deren Spaltenvektoren die Losungsvektoren X1,X3,...,X, von AX; = €y,
Ax; =65, ...AX, =e, sind. Dann gilt:

A-X=E, — A[fl’g?’...;(;]:[gl’e—z’... e—n’}
—  (Axi-e& Am -8 .., AxI-@&)
Daran sehen wir direkt, dass A - X = E, genau dann in R"*" eindeutig
16sbar ist, wenn A X =€, AX =€, ..., AX = e, jeweils in R” eindeutig

losbar sind.
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e Beweis von (i) < (iv): Voriiberlegung: Bezeichnen wir mit a,as, ..., a, €
R™ die Spaltenvektoren der Matrix A, so gilt

— —
AX=D = ria +r9as+...+z,a,=Db.

In Worten: A X = b ist genau dann losbar, wenn b € LH (EY{, a, ... ,zTn’).

— Beweis von (i) = (iv): Es sei AX = b fiir jedes b € R" eindeutig
I6sbar. Dann hat insbesondere (fiir b = 0)

— - — — — -
Ax=0 = riaj+r0ay+...+x,a, = 0.
genau eine Losung, namlich nur 21 = 2o = ... = x, = 0, und
—_— —> —> . . . . .
ai,as,...,a, sind somit linear unabhangig.
— Beweis von () = (i): Es seien aj, as, ..., a, linear unabhingig. Da

es sich um n = dim(R") linear unabhéngige Vektoren in R" handelt,
bilden diese eine Basis von R". Also gilt

LH(a},a3,...,a,) = R"

Daraus folgt nach unsere Voriiberlegung, dass

— —
AX=b = ria +xeas+...+x,a,=D>b
_)
fiir jedes b € R" losbar ist. Weil (5{, a,. .. ,:Tn’) eine Basis fiir R" ist,
sind die Koeffizienten x1, xs, ..., x, in der Linearkombination

Q
—> —> —>
ria;+axsay+...+x,a,=D>b

cindeutig bestimmt. Also ist A X = b fiir jedes b € R" eindeutig
16sbar. ]

Wir interessieren uns nun fiir die Matrix X in Hilfssatz [(ii1)], falls diese exis-
tiert. Diese werden wir weiter unten als die inverse Matrix zu A einfiihren.

Zunachst einmal wollen wir uns noch iiberlegen, dass, falls ein X € R"*" mit
A - X = E, existiert, die Matrix X eindeutig bestimmt ist und auch

X-A=E,

erfiillt. (Da die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist, ist dieses nicht selbst-
versténdlich!)

Es existiere also X € R™" mit A - X = E,,.
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o Wir zeigen zunéchst, dass X dann eindeutig bestimmt ist, und dass die
Spaltenvektoren von A linear unabhéangig sind.

Da X € R™" mit A - X = E, existiert, ist nach Hilfssatz [13.5] das lineare
Gleichungssystem A X = — b fiir jedes b € R" losbar. (Da wir die Eindeu-
tigkeit von X nicht verlangen, verlieren wir auch in Hilfssatz und
die Eindeutigkeit. Man macht sich dieses klar, wenn man den Beweis
des Satzes noch einmal durchgeht.)

Dann gilt fiir die Spaltenvektoren aj, as, ..., a, € R" von A, dass
LH(aj,a3,...,a,) = R", (13.1)
weil
AX=b <+ ma+mar+...+za,=b. (132

Es folgt aus , dass a3, ay, ..., a, linear unabhingig sein miissen. (Er-
klarung: Wiren die Vektoren aj, as, ..., a, nicht linear unabhingig, so wi-
re LH (5{ Las, ..., zTn’) ein hochstens (n — 1)-dimensionaler Untervektorraum
von R" im Widerspruch zu (13.1).) Damit folgt, dass (a7, a3, ... ,zTn)) eine
Basis von R" ist, und somit sind die Koefﬁzienﬁgn in der Lgearkombination
in eindeutig bestimmt. Also ist A X = b fiir jedes b € R" eindeutig
l6sbar, und nach Hilfssatz ist somit X € R” mit X - A = E,, eindeutig
bestimmt.

e Wir zeigen nun, dass es eine Matrix Y € R™" gibt, die AT-Y = E,, erfiillt.

Bezeichnen wir die Spaltenvektoren von Y mit y1,¥y5,...,y, € R”, so kon-
nen wir AT Y = E,, auch als die n linearen Gleichungssysteme

Alyi=¢, Aly;=e;, ..., Aly,=¢
= [AT[a]. [AT[@], ... [A7[e]

schreiben. Kompakter konnen wir diese als [AT ! En] notieren.

Durch elementare Zeilenumformungen an diesen n linearen Gleichungssys-
temen bildet man Linearkombinationen der Zeilenvektoren. Die n Zeilen-
vektoren von AT sind die n Spaltenvektoren von A, und diese sind linear
unabhéangig. Wegen LH (aT{, a,. .. ,zTn’) = R" ist es klar, dass man mit ele-
mentaren Zeilenumformungen AT in E,, iiberfiihren kann. Also kann man
[AT ‘ En] mit elementaren Zeilenumformungen in [En ‘ Z] umformen mit
einer Matrix Z, die sich durch die elementaren Zeilenumformungen ergibt.

Y = Z ist dann die Losung von AT - Y = E,,.
e Wir zeigen nun, dass gilt X - A = E,,.
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Sei Y € R™" die Matrix aus dem vorigen Schritt, die AT -Y = E,, erfiillt.
Durch Transponieren finden wir

AT YV =E' «+— Y'.A=E, (13.3)
und Multiplikation mit X von rechts liefert

Y' A - X=E, X, — YI'=YT.E,=X.
—E. =X

Aus ((13.3) folgt wegen YT = X, dass X € R mit A - X = E, auch
X - A =E, erfillt.

Nach diesen Vorbereitungen fiihren wir die inverse Matrix ein.

Definition 13.6. (invertierbar; inverse Matrix)

Fine Matrizx A € R heifst invertierbar, falls eine Matriz X € R"™*"
existiert mat

(Es gilt dann auch X - A = E,,. Die Matriz X ist eindeutig bestimmt.) In
diesem Fall heifit X die zu A inverse Matrix. Sie wird mit A=' bezeichnet.
(Man sagt auch, A= ist die inverse Matriz von/zu A.)

A-X=E,

Betrachten wir zunachst einige Beispiele.

Beispiel 13.7. (invertierbar; inverse Matrix)

11 o
(a) A= ist invertierbar mit A~ = , denn
01 0 1
11 1 -1 10
. = = E2.
01 0 1 01
3 21 . 2
(b) B = ist invertierbar mit B~ = , denn
-1 1 13

IR R

01
(c) C= {O 0] ist nicht invertierbar, denn fiir jedes X = [33171 xm] c R?*2

T21 T22
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gilt
0 1| [z11 712 Ta1 T22 10
C-X= el e —E,.
[O 0] L‘z,l xz,z] [ 0 0 ] 7 [O 1] ’

Wir kommen nun noch einmal auf Hilfssatz [I3.5] zuriick, denn dieser liefert uns
den folgenden wichtigen Satz.

Satz 13.8. (dquivalente Aussagen fiir invertierbare Matrizen)
Ser A € R™™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A invertierbar.
(ii) AX = b ist fiir jedes b € R" eindeutig losbar. (Es gilt dann X
A7l'b.)
(iii) Dien linearen Gleichungssysteme AX =ej, AX=e3, ..., AX =e,
sind eindeutig losbar.

—

(iv) AX = 0 hat nur die Lésung X = 0.

(v) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhdngig.

Ist A € R™" invertierbar, so folgt:
AX=b <+ A'AR=A'"D <+ X=A"'b(wilA'A=E,)

Beweis von Satz [13.8: Betrachten wir zunéchst Hilfssatz [13.5] Aussage (iii) in
Hilfssatz besagt nach Definition gerade, dass A invertierbar ist. Al-
so sind nach Hilfssatz Aussagen (i), (ii), (iii) und (v) dquivalent. Der Satz
ist bewiesen, sobald wir gezeigt haben, dass (iv) zu einer der anderen Aussagen
dquivalent ist. Wir zeigen (ii) < (iv).

e Beweis von (ii) = (iv): Wenn A X = b fiir jedes b € R" eindeutig losbar
ist, dann ist insbesondere A X = 0 eindeutig 16sbar. A X = 0 hat immer
die Losung X = 6, und dieses muss wegen der eindeutigen Losbarkeit also
die einzige Losung sein.

e Beweis von (iv) = (i1): Das LGS A X = 0 habe nur die Losung ¥ = 0.

Bezeichnen wir mit aj, as, ..., a, € R" die Spaltenvektoren der Matrix A,
so gilt

AX=0 — v a Freast ... ta,a =0,
und diese Gleichung hat nur die Losung 1 = 29 = ... = z,, = 0. Also sind

die n = dim(R") Spaltenvektoren aj, as,...,a, von A linear unabhiingig
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und bilden somit eine Basis von R". Dann lasst sich jedes b cR" eindeutig

als Linearkombination von aj, as, ..., a, schreiben, also
—> —> —> = — =
ria;+rxay+...+x,a,=0 <— Ax=0
. . . . . . —> >
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten xq,2o,...,2,. Also ist AX = b

[

fiir jedes b € R"” eindeutig losbar.

Was ist, wenn A € R™" nicht invertierbar ist? Mittels Kontraposition (vgl.
Hilfssatz in Anhang [D.2)) erhdlt man, dass die Verneinungen der Aussagen
in Satz aquivalent sind.

Folgerung 13.9. (4quivalente Aussagen fiir nicht invertierbare Ma-
trizen)

Ser A € R™™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) A ist nicht invertierbar.

(ii) AX = b ist nicht fiir jedes b € R" eindeutig losbar (d.h. es gibt min-
destens ein b € R” fiir das A X = b nicht lisbar oder nicht eindeutig
losbar ist).

(i4i) Nicht alle der n linearen Gleichungssysteme AX = e], AX = ey,
..., AX = e, sind eindeutig lsbar (d.h. mindestens eines dieser LGSe
hat keine Losung oder hat mehr als eine Losung).

(iv) AX = 0 hat weitere Losungen aufler € = 0.

(v) Die Spaltenvektoren von A sind linear abhdngig.

Aus Satz ergibt sich ein niitzliches Verfahren zur Berechnung der In-
versen A~! einer invertierbaren Matrix A: Wir suchen eine Matrix X mit
A - X = E,,. Dieses konnen wir auch als die Losung der folgenden n linearen
Gleichungssysteme

—> —> —> —> —> —>
Axlzel, AXQZGQ, cee Axn:en,
fiir die Spaltenvektoren X,X5,...,X, von X auffassen, denn
—> —> —> —> — —>
A-X=E, <— A-[Xl Xy - Xn}z[el e, --- en].

Wir behandeln alle n linearen Gleichungssysteme gemeinsam und schreiben dazu
die erweiterte Koeffizientenmatrix [A | E, } . Wenn wir diese erweiterte Koeffizien-
tenmatrix mit elementaren Zeilenoperationen in eine Form bringen, bei der links
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E,, steht, also [En | X], so konnen wir die Inverse A~! := X ablesen. Wir halten
diese Vorgehensweise als Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix fest.

Methode 13.10. (Gaufs-Jordan-Verfahren zur Berechnung der inver-
sen Matrix)
Falls A € R™" snvertierbar ist, so ldsst sich [A | En] mit elementaren Zei-

lenoperationen in die Form [En | X] bringen. Die inverse Matrix von A ist
dann A1 :=X.

(Falls A nicht invertierbar ist, so ist es nicht maoglich, [A | En] mit ele-
mentaren Zeilenoperationen in die Form |E, |X| zu bringen.)

Wir iiben die Berechnung der inversen Matrix an mehreren Beispielen.

Beispiel 13.11. (Berechnung der Inversen mit Gauft-Jordan-Verfahren)

()

. 1 2
Sei AZ[S 4].

Da keiner der beiden Spaltenvektoren von A ein Vielfaches des anderen ist,
sind die beiden Spaltenvektoren linear unabhangig. Nach Satz ist A so-
mit invertierbar. Wir berechnen nun A~! mit den Gauf-Jordan-Verfahren:

Z1%211+Z2
< <
3 410 1 0 —2|-31 0 1 %_%
-2 1
- -1 _
Also gilt A [ 3 _l]'
2 2
3 1
5 03
Sei A=1(0 30
1 3
5 03

Man kann sehen, dass die Spaltenvektoren von A linear unabhéngig sind
(und dieses rechnet man auch leicht nach), und somit ist A nach Satz[13.§
invertierbar. Wir berechnen nun A~! mit den Gauf-Jordan-Verfahren:

3 1 Zy—5 Zo 3 1

20411 00] 222 301100
030[(010 <= |o10]01io0
5 031001 202]003
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Z1—>gZ1
Zg*)Zg*Zl % O % 1 0 0 Zgﬁg Zg 1 O % % 0 0
. 010[ 0o <= |o1o| 01io
004|-120 3 001—%0431
P 010/ 0% 0of — A'=] 01! o0
001|—-30 3 1o 3
3 1
10—
Somit ist die zu A inverse Matrix A~! = 0 % 0
L9 3
4 4

Wir halten abschliefsend noch einige Resultate iiber inverse Matrizen fest.

Satz 13.12. (Resultate fiir invertierbare Matrizen)

(1) Ist A € R™™ invertierbar, so ist auch ihre inverse Matriz A~ inver-
tierbar, und es gilt (A‘l)_1 = A.
(2) Sind A, B € R™™" invertierbar, so ist auch A - B invertierbar, und es
qilt
(A-B)'=B'- AL

(3) Ist A € R™" invertierbar so ist auch AT invertierbar, und es gilt

(A7) = (A7),

Beweis von Satz[13.12:
(1) Nach Definition der inversen Matrix A~ von A gilt

A-A'=A1A=E,

Daran kann man direkt ablesen, dass die inverse Matrix (A~!)~! von A~}
gerade (A71)71 = A ist.
(2) Wir iiberpriifen, dass X := B~ A~! die Eigenschaft (A -B)-X = E,, der

inversen Matrix besitzt. Da die inverse Matrix zu A - B eindeutig bestimmt
ist, folgt dann (A -B)"!=B7!. AL

(A-B)-X=(A-B)-B'"AH=A-B-B'.A"!
=E
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—A-E,  AA'=A-A'=E,.
_A—l

Also ist gilt in der Tat (A-B)"!=B~!1. A~1
(3) Essei A invertierbar. Dann gilt fiir A und seine Inverse A1, dass A™!1- A =
E,, ist. Wir vertauschen die beiden Seiten der Gleichung und transponieren:
E,=A""-A — E,=E/=(A1.A) =A". (A7),
wobei wir EI' = E,, (weil E,, eine Diagonalmatrix ist) und im letzten Schritt

Hilfssatz|11.18)|(3)|genutzt haben. Aus der Gleichung E,, = AT (A_I)T folgt

aber direkt, dass (A‘l)T die Inverse zu AT ist, also (AT)_1 = (A‘l)T. ]

13.3 Die Determinante

In diesem Teilkapitel lernen wir die Determinante fiir beliebige quadratische
Matrizen A in R™ " kennen. Diese ordnet einer quadratischen Matrix eine reel-
le Zahl zu. Wir werden sehen, dass wir mit Hilfe der Determinante sehr leicht
iiberpriifen kénnen, ob eine Matrix invertierbar ist.

Wir fiihren die Determinante zunachst fiir den Sonderfall von 2 x 2-Matrizen und
3 x 3-Matrizen ein.

Definition 13.13. (Determinante einer 2 x 2-Matrix)

a1 a
Die Determinante der 2 x 2-Matriz A = [ b 1’2] ist definiert durch
21 Q22
a1 a
det(A) = det <[ b 12]) = Q11022 — 120271 (13.4)
a1 a22

Beispiel 13.14. (Determinante einer 2 x 2-Matrix)
Die Determinanten der 2 x 2-Matrizen

1 2 -7 -3
Azlg 4] und B:[ - 3]

sind

det(A)=1-4-2.-3=4—6=—2,
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det(B) = (=7) -3 — (—=3)- 7= —21+21 = 0.

Definition 13.15. (Determinante einer 3 x 3-Matrix)

Die Determinante der 3 X 3-Matrix
a1 Aair2 ais
A= |a1 a2 as

asy1 as2 a33

ist defintert durch die ,,Regel von Sarrus“:

11 Q12 a13
det(A):det 21 Q22 G23

azi1 az2 a33
= a1,1022033+ A12023031 + 413021032

— 13022031 — (1,1 A23032 — (12021 (3 3. (13.5)

Bemerkung 13.16. (Merkhilfe zur Regel von Sarrus)

Wir schreiben die ersten beiden Spalten der Matrix A nochmals rechts neben die
Matrix. Dann bilden wir die Produkte entlang der Diagonalen von links oben nach
rechts unten und versehen diese mit dem Vorziehen -+ und bilden die Produkte
entlang der Diagonalen von rechts oben nach links unten und versehen diese mit
dem Vorzeichen ,— (siche (13.6):

a1 ai2 arsz dar; a1

Q21 Q22 Q23 (2]

(13.6)

N S
X X

azy1 as2 aszsz dazj; a3

+ X X
+

Aufaddieren liefert die Determinante det(A).
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Beispiel 13.17. (Determinante einer 3 x 3-Matrix)
Die Determinanten der 3 x 3-Matrizen

1 2 3 —1
A=14 56 und B= 0 —1 1
789 1 01

sind
det(A)=1-5-942-6-7+3-4-8—-3-5-7—1-6-8-2-4-9
=454+ 84+ 96 — 105 —48 — 72 =0,
det(B)=(-1)-(-1)-1+1-1-14+0-0-0—-0-(—=1)-1—=(=1)-1-0—-1-0-1
=14+4140-0—-0-0=2.

Nun definieren wir det(A) auch fiir n x n-Matrizen A mit beliebigen n > 2.

Definition 13.18. (Determinante — Laplacescher Entwicklungssatz)

Sei A = [a;;] € R™" mit n > 2. Dann definieren wir die Determinante
det(A) ,rekursiv durch Entwickeln nach einer beliebigen Zeile: Durch
Entwicklung nach der i-ten Zeile erhalten wir

det(A) := (=1)""a;; det(Ar). (13.7)
K1 7
Alternativ konnen wir die Determinante det(A) ,rekursiv® durch Entwickeln

nach einer beliebigen Spalte definieren: Durch Entwicklung nach der
k-ten Spalte erhalten wir

det(A) := zn:(—l)”kj a;, det(Az). (13.8)

1=1

Sowohl in (13.7) als auch in (13.8) 1st A= diejenige Matriz in R=Dx(n=1)
die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und k-ten Spalte entsteht, also

L0 R ¢ S | a1 g+1 - Ain
A~ — a;-11 - Aj—1k—1 @i—1k+1 " Gi—1n
ik

Qiy11 0 Qi1 k-1 Ai41k+1 " Qirln

Qp1 - Qpk—1 Qpk+1 " Qpnp
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Bemerkung 13.19. (Laplacescher Entwicklungssatz)

(1) Mit der ,rekursiven Berechnung ist Folgendes gemeint: Indem wir
die Formel (13.7]) bzw. (13.8) erneut anwenden, kénnen wir dann eben-

falls det(A ) berechnen. Wir wiederholen diesen Prozess solange, bis wir

irgendwann nach Streichen von Zeilen und Spalten Matrizen in R™*™ mit

m = 3 oder m = 2 erhalten, deren Determinante wir bereits mit ((13.5)
bzw. ((13.4) berechnen kénnen.

(2) Wichtig ist die (nicht offensichtliche) Information, dass die Formeln
(13.7) und (13.8)) fiir jedes ¢ bzw. k den gleichen Wert fiir die De-
terminante det(A) liefern.

(3) Mit der Definition det(A) := ay; fiir die Determinante einer 1x 1-Matrix
A = [a;1] gilt der Laplacesche Entwicklungssatz auch fiir n = 2.

(4) Fir n = 2 bzw. n = 3 liefert der Laplacesche Entwicklungssatz jeweils

die gleiche Formel wie (13.4) bzw. (13.5]) (siehe auch Spezialfall [13.21
bzw. Spezialfall |13.22]).

(5) In der Mathematik wird die Determinante eigentlich anders iiber Permu-
tationen eingefiihrt. Die Formeln ((13.7]) und treten dann als Satz,
der sogenannte Laplacesche Entwicklungssatz, auf. Fiir Anwender ist es
aber sinnvoll, die Determinante mit der Formel aus dem Laplaceschen
Entwicklungssatz zu definieren.

Beispiel 13.20. (Determinante)

mit dem La-

co Ot Do
O O W

1
(a) Wir wollen die Determinante der Matrix A = |4
7

placeschen Entwicklungssatz berechnen.

Wir entwickeln nach der ersten Zeile und erhalten

det(A) = (1)1 1 - det ([g SD +(=1)2. 2. det ([i SD

+ (=1)'3 . 3 det <[;1 gD

=(5-9-6-8)—-2-(4-9-6-7)+3-(4-8=5-7)
— (45 —48) —2- (36 —42) + 3 - (32 — 35)
=-3-2-(—6)+3-(-3)=-3+12—-9=0.
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-1 4 2 1]

: . . . 2 1 -2 1 .

(b) Wir wollen die Determinante der Matrix B = . 0 o0 3 mit
| 3 -1 2 —1]

dem Laplaceschen Entwicklungssatz berechnen.

Wir diirfen uns dabei aussuchen, nach welcher Spalte oder Zeile wir entwi-
ckeln. Da in der dritten Zeile zwei Eintrdge null sind, ist die Entwicklung

nach der dritten Zeile vom Rechenaufwand her besonders giinstig!

4 2 1
det(B) = (—1)*™ - 1 - det 1 -2 1
-1 2 -1
-1 4 2
+0+0+(—1)**.3-det 2 1 -2
3 -1 2
Mit der Regel von Sarrus erhalten wir
4 2 1
det 1 -2 1 =4-(=2)-(-)+2-1-(-1)+1-1-2
-1 2 -1
—1-(-2)-(-1)—4-1-2—-2-1-(-1)
=8—-24+2-2-8+2=0,
-1 4 2
det 2 1 =2 =(-1)-1-24+4-(-2)-34+2-2-(-1)
3 -1 2

—2:1:3—(=1)-(=2)-(-1)—4-2-2
=—2-24-4-6+2-16=-50.

Also finden wir

det(B) = (—=1)*™ - 1.0+ (=1)*"*.3.(=50) = 0 + (—3) - (—50) = 150.

(¢) Wir wollen die Determinante der Matrix

[ 21 1 4]
10 -1 2
4 3 1

-1 2 0

0
3
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berechnen und entwickeln dazu nach der dritten Spalte:

det(C)
102 2 1 4
= (—=1)"3 .1 det 4 3 1| | +(=1)* . (=1) - det 4 31
~1 2 0 -1 20

+(=1)*P 0+ (=1)*? - 3 - det

V)
w O =
— N

=1-(04+04+16+6—-2-0)+1-(0—1+32+12—4—-0)
+0+(=3)- (0+84+12-0—-12—1) =20+ 39 — 21 = 38.

(d) Die Determinante der Matrix

I
= O Nolw
Njw O NI

0

berechnet man an einfachsten durch Entwicklung nach der zweiten Spalte
(oder der zweiten Zeile):

det(D) = (=1)*"%-3 - det ([

NI~ N
Ol NI~
—_ 1
N——

I

W
VR
SN e

|
N
N—

|

w

(\)

I

(@)}

Als weiteres Beispiel und als Anwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes
wollen wir die Formeln fiir die Determinante einer 2 x 2-Matrix und einer 3 x 3-
Matrix mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz herleiten. Daran sehen wir, dass

(13.4) und ((13.5)) nur Sonderfille der allgemeinen Definition (13.18| sind.

Beispiel 13.21. (Determinante einer 2 x 2-Matrix)

Nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz finden wir fiir die Determinante der
beliebigen 2 x 2-Matrix

ay a

A — [ 1,1 1,2}

a1 a2

bei Entwicklung nach der ersten Zeile

det(A) = det <[‘“’1 C“’QD = (=1)"ap; det(A) + (—1)"2ap5 det(A)

a1 a2
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=4ai det(Aﬁ) — a2 det(Aﬁ) <139>

Die beiden Matrizen A5 und A erhalt man jeweils durch das Streichen der
ersten Zeile und der ersten bzw. zweiten Spalte; also gilt

Aﬁ = [CLQ’Q] und Aﬁ = [CLQJ].

Definieren wir nun die Determinante einer 1 x 1-Matrix, also einer reellen oder
komplexen Zahl, als diese Zahl selber (vgl. auch Bemerkung [13.19 , so haben
Wir

det(Ay) = a2 und det(A) = ag;1.
Einsetzen in ((13.9) liefert

ay1 ai2
det = Q11022 — A12021,
a1 @29

und dieses ist gerade die Formel ((13.4)).

Beispiel 13.22. (Determinante einer 3 x 3-Matrix)

Wir wollen nun die Regel von Sarrus ({13.5) mit Hilfe des Laplaceschen Entwick-
lungssatzes herleiten. Fiir eine beliebige 3 x 3-Matrix

ajl1 ai2 Aais
A= a1 G22 23

as;1 asz2 ass

finden wir durch Entwicklung nach der ersten Zeile

a1 a2 a13

det(A) = a1 Q22 (23 — (_1)1—|—1 a1 det ([CIQ,Q CL2,3]>

aszz2 ass
azi1 az2 33

N (_1)1+2 a1y det ([azl a2,3]> n (_1)1+3 a1y det <[a2,1 a2,2]>
as1 asgs as1 a2

=4ai (a2,2 az3 — a3 CL3,2) — a2 (az,l az3 — a3 CL3,1)

+ a3 (az,l aso — 29 a371)
=a1,1022033 — 1,1 023032 — Q12021033

+aipas3az) +ajz3asiaze — a13a220a31
=0a1,1022033 + Q12023031 1+ Q13021032

—a130220a31 — a1,1023032 — A1,2a21 433,

und wir erhalten in der Tat die Regel von Sarrus ({13.5)).
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Als Letztes untersuchen wir den Fall von unteren bzw. oberen Dreiecksmatrizen.

matrizen)

a1
A — as1
_an,l

Dann gilt

0

a2

0 _a1,1 1,2 a1n
0 agp :
bzw. A= ’
0 anp—1,n
Apn—1 an,n_ | 0 0 Ann |
det(A) =4aiy1-a22- ... Annp, (1310)

Hilfssatz 13.23. (Determinante von unteren bzw. oberen Dreiecks-

Sei A = [aix] € R™"™ mit n > 2 eine untere Dreiecksmatriz bzw. eine
obere Dreiecksmatrix, also

d.h. die Determinante ist das Produkt der FEintrdge auf der Diagonalen
(von links oben nach rechts unten) der unteren bzw. oberen Dreiecksmatriz.

Betrachten wir einige Beispiele fiir die Anwendung von Hilfssatz [13.23]

Beispiel 13.24. (Deteminante von unteren/oberen Dreiecksmatrizen)

Betrachten wir die Matrizen

0] [ 2 0
: -3 -5
| A

0 13 —19
| |—7 1017

0
4
23

o O O

(-1 3 -7 9]
0 100 2 —13
0 0 3 —11

| 0 0 0 5]

Die Matrizen A und E,, sind untere Dreiecksmatrizen, und die Matrix B ist eine
obere Dreiecksmatrix. Also konnen wir Hilfssatz [13.23] anwenden und finden

det(E,) =1-1-...-

n-mal

1

1,

det(A) =2 (=5)-4-1 = —40,
det(B) = (—1) - 100 - 3 - 5 = —1500.

Nun beweisen wir Hilfssatz [13.23| mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes.
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Beweis von Hilfssatz[13.25: Sei A eine obere Dreiecksmatrix in R™*", also

a/1’1 o« o e o« o o al,'fl
0 ago --- agy

A — ) .a
O A 0 a)n,n

Dann entwickeln wir die Determinante von A nach der ersten Spalte und erhalten

a2,2 o o e « o o a2,n
0 e asy
det(A) = (—1)"*! ay, - det 33 1 4 (13.11)
N — : . :
=1 0 - 0 aun,

n X n-Matrix

Wir entwickeln die Determinante der verbleibenden Matrix wieder nach der ersten
Spalte:

a272 « o e o« o o a27n a373 o o o « o o a37n
0 azsz --- asy, 0 agq -+ auap

det ’ K = (_1)1+1 asgs - . det o K
0 ¢t O an7fn 0 R O a/n7n

Einsetzen in ((13.11)) liefert nun

a/3’3 o o e o« . e a/S,n
0 agq -+ aap

det(A) =ay1-a22- det 7 "
0 ce 0 An.p

Wiederholtes Entwickeln der Determinante der Restmatrix liefert schliefilich

det(A) =a11-G22-a33 " ... Apn- U

13.4 Rechenregeln fiir Determinanten

In diesem Teilkapitel lernen wir wichtige Rechenregeln fiir Determinanten kennen.

Satz 13.25. (Rechenregeln fiir Determinanten — Teil I)
(1) det(A - B) =det(A) - det(B)  fiir alle A,B € R™*".
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(2) Fualls A invertierbar ist, gelten det(A) # 0 und

1
~ det(A)

det(A™h)

(3) det(AT) =det(A) fir alle A € R™".

Beweis von Satz[13.23:

(1) Diese Formel werden wir nicht beweisen.
(2) Ist A invertierbar, so gilt A - A~! = E, und nach Rechenregel folgt

1 =det(E,) =det (A-A™") =det(A) - det(A™).

Daraus folgt insbesondere, dass det(A) und det(A™1) beide ungleich Null
sein miussen (sonst wére die rechte Seite gleich Null), also det(A) # 0 und
det(A 1) # 0. Division durch det(A) # 0 liefert nun die gesuchte Formel,

(3) Diese Formel kann man beweisen, indem man det(A) nach der ersten Zeile
entwickelt und det(AT) nach der ersten Spalte entwickelt. O

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 13.26. (Rechenregeln fiir Determinanten — Teil I)
(a) In Beispiel [13.20][(a)] haben wir berechnet, dass fiir die Matrix

12 3
A=1456
789
gilt det(A) = 0. Nach Satz folgt nun fiir die zu A transponierte
Matrix
147
AT =12 5 8],
369

dass gilt det(AT) = det(A) = 0.

(b) Wir wollen die Determinante der Matrix

B -

= O W
O wir O
=l O
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berechnen. Nach Beispiel |13.11 @ wissen wir, dass B die inverse Matrix

der Matrix
0

3

0

ist. Deren Determinante haben wir bereits in Beispiel [13.20 berechnet
und fanden det(D) = 6. Also gilt nach Satz [13.25][(2)| wegen D = B~! und

(B =B

D=

o= O oW
ol O N

1 1

1
det(B) = 35 BT ~ ded) " 6"

(c) Die Determinante der Matrix

02 2 123 30 —
35Tl =456 0+ 0/=A-B
325 789 [-10 3
ist nach Satz [13.25][(1)| und Beispielen (a) und (b)
022
1
det | |3 2 I :det(A-B):det(A)-det(B)zo-é:O.
——
3 % 5 =0

Zur Motivation des nachsten Satzes iiberpriifen wir einige wichtige Eigenschaften
der Determinante fiir den Fall n = 2. In Folgenden sei also A € R**? immer

11 ai2
A:[ |
a1 A22

e Vertauscht man zwei Zeilen (oder Spalten) von A, so dndert sich das Vor-
zeichen der Determinante:

21 G22
det < [a 4 ] ) = a2,1 al’g—CLg’Q CL171 = — [al,l CL272—CL172 agjl] = — det(A)
1,1 1,2

e Einen gemeinsamen Faktor A € R einer Zeile (oder Spalte) darf man aus
det(A) herausziehen:

A A
det ( [ a1 a1,2] > =) a110a22 — A 12 A21

a2 a2 2
=A (al,l 292 — Aa12 az’l) =\ det(A)

Insbesondere gilt det(A A) = \? det(A).
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e Wird zu einer Zeile (oder Spalte) von A ein Zeilenvektor b’ = (b1 bs]
4]

}) addiert, so gilt
€2

(bzw. ein Spaltenvektor € = [

ai1+by ajo+0b
dot ([ 1,1 1 a12 2
a1 a2

7

}) = (@11 +b1) azp — (a12 + ba) as;

3

= (a11a22 — a12a9,1) + (brags — baasy)
a a b b
= ([on 0] ) e (Lo, an])
a1 022 a1 a2
a1 12
det <[ :|) = a1 (CL272 + bQ) — a12 (ag’l + bl>

a2,1 + bl a2 9 + bg

= (@1,1 a2 — 41,2 a2,1) + (a1,1 by — a1 51)
a a a a

— det <[ 11 1,2]) ©det <[ 11 1,2])7
21 G22 by by

und analog fiir den Fall mit Spalten statt Zeilen.

e Addiert man das u-fache einer Zeile zu einer anderen Zeile, so éndert sich
die Determinante nicht:

aia a2
det ’ ’ = a1 (ass + pais) —ais (asy + pay;
<[a2,1+,ua1,1 a2,2+ﬂ&172]> ’ ( J 7> , ( , 7)

=Aa;1G22 —Aa12021 = det(A),
ai) + paz1 a2+ pazal\
det ([ a1 a5 = (a1 + pagy)ass — (a2 + pass)ass
=a1,1022 — Q120271 = det(A)
Analoges gilt fiir Spalten: Addiert man das u-fache einer Spalte zu einer
anderen Spalte, so dndert sich die Determinante nicht.

Die Rechenregeln, die wir oben fiir die Determinante einer 2 x 2-Matrix iiberpriift
haben, gelten auch fiir Matrizen in R™*™ mit beliebigem n > 2.

Satz 13.27. (Rechenregeln fiir Determinanten — Teil IT)

Sei A € R™". Zur Formulierung der nachfolgenden Rechenregeln fiir die
Determinante schreiben wir A auch als
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z7
T
—> —> —> Z
A = [51 S9 sn} = .
Zy !
mit den n  Spaltenvektoren §1,S5,...,8, bzw. den n  Zeilenvektoren
—>T  —> —> .
7210z, ...,z von A. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

(4) Beim Austausch zweier Zeilen bzw. Spalten von A wechselt det(A) das
Vorzeichen.

(5) Fiir jedes A € R und jedes i,k € {1,2,...,n} gilt

T ([

——l ——l
det | [N-zT| [ =\ det z;’ = \-det(A),
Zint! Zi
\L z" ]) \Lz"])
det([§{ Sk—_—T )\.S—kf S?H S—n)]>
=A-det ([ST -+ Si—1 St Spp1 -0 8p)) = A-det(A).

In Worten: Einen gemeinsamen Faktor A € R einer Zeile (oder Spalte)
darf man aus der Determinante herausziehen.

(6) Sei p € R. Die Addition des u-fachen der i-ten Zeile (oder Spalte) von
A zur k-ten Zeile (oder Spalte) von A dndert den Wert von det(A)

nicht, wenn i # k ist.

(7) Sei b7 € RY" ein Zeilenvektor und € € R" ein Spaltenvektor. Dann
qilt fiir jedes v =1,2,...,n

(= 1

Z; 1 Z;_1 Zi—1
—> —> —
det | |z7 + bl | | =det z;! + det b’ ,
——>T 7T ——>T
Zi+1 Zit+1 Zi+1




13.4. Rechenregeln fiir Determinanten
400 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

und fiir jedes k =1,2,...,n qilt

det ([ST -+ S—1 Si+C Spq - 5;))
:det([gl’ e B8 s - s‘ﬁ])
+det ([sT -+ Si-1 € Sp o0 Sa)).

(8) Sind zwei Zeilenvektoren bzw. zwei Spaltenvektoren von A linear ab-
hdngig, so gilt det(A) = 0. Insbesondere: Wenn eine Zeile (oder Spalte)
von A der Nullvektor ist, so gilt det(A) = 0.

Die Regeln bis aus Satz kann man benutzen, um die Determinante
einer Matrix konkret zu berechnen: Bei , und @ handelt es sich um ele-
mentare Zeilenoperationen bzw. um elementare Spaltenoperationen, mit
Hilfe derer man die Matrix, deren Determinante berechnet werden soll, vereinfa-
chen kann. Um elementare Zeilenoperationen oder elementare Spaltenoperationen
an der Matrix anzugeben, nutzen wir wieder die in Teilkapitel eingefiihrte
Notation. Die Spalten der Matrix bezeichnen wir dabei mit Si,S,,...,5, und
notieren elementare Spaltenoperationen analog zu den elementaren Zeilenopera-
tionen.

Natiirlich kann man die Regeln [(4)] [(5)] und [(6)] aus Satz auch zusammen
mit dem Entwicklungssatz von Laplace verwenden, indem man die Matrix zu-
néchst geeignet mit den Regeln |(4), |(5)| und |(6)| vereinfacht und danach nach
einer geeigneten Zeile oder Spalte entwickelt.

Wir iiben dieses an einigen Beispielen.

Beispiel 13.28. (Berechnung der Determinante)

(a) Wir verwenden elementare Zeilenoperationen (d.h. die Regeln|(4)],[(5)|und [(6)|
aus Satz|13.27)), um die Matrix

N
|
—_ =

O N

o w o

w O

auf obere Dreiecksgestalt zu bringen und anschliefsend ihre Determinante
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leicht mit Hilfssatz [13.23] berechnen zu konnen.

(21 1 4]\ 22207 01 3 0]
Z4*>Z4+Z2
10 -1 2 1 10 -1 2
det(A) = det = det
et(A) = de 43 01 “llos 4 -7
-1 2 3 0] 02 2 2
712, (10 -1 2]\ z-2-2 ([10 -1 2]
7 Lz o
R 01 3 of|®%?~ 00 2 -1
= —2.det = —2.det
03 4 -7 00 1 —10
01 1 1 \[01 1 1
(1 0 —1 2] (1 0 —1 2]
ZQ(—>Z4 Z4—>Z4—2Zg
| 01 1 1 i 01 1 1
— 2'dt — Z‘dt
“1Tloo 1 =10 “lloo 1 —10
00 2 -1 00 0 19

=2.1-1-1-19 = 38,

wobei wir im letzten Schritt Hilfssatz [13.23] benutzt haben.

Wir hétten die Determinante auch wie folgt berechnen konnen

B ] I1—71—2 75 B .

2 1 1 4]\ 224732 01 3 0
Zy—>Za+ 2o
10 -1 2 i 10 -1 2
det(A) = det = det
et(A) = de 43 01 “flos 4 -7
-12 30 02 2 2
Entwiﬁ:klung
nach der
1. Spalte 1 3 0
L0 (=1 1.det| |34 —7] | +0+x0
2 2 2
Zg‘)%Zg 1 3 0
L 9.det| |34 7| |=—2-(4-21+0-0+7-9) =38
11 1

(b) Wir verwenden elementare Spalten- und Zeilenoperationen (d.h. die Regeln
[(4), [(5)] und |(6)| aus Satz [13.27)) und gegebenenfalls den Laplaceschen Ent-
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wicklungssatz, um die Determinante der Matrix

wy)

I
W =~ O >~
O g W
O = W =

=N NN O

—1

zu berechnen. Wir gehen wie folgt vor (es gibt viele andere Varianten die
zum Ziel fiithren):

£ 0] 4 301
o 723/ |7P” 9 713
B) = X 9.
det(B) = det i 021 det 4 011
3 —1 4 0 3 —1 2 0
[0 3 —10
1 —~Z1—23
1 9 7 13
> 9.
et o 11
\[3 -1 2 0
Entwiclélung
" Yeile (913
X042 (=) 3 det | [4 11
\[3 20

9
+ 2 (=) (=1)-det | |4
3

— —6-(0+3+24—9—18—0)—2-
—0—2-18 = —36.

21 —12—0+49—0)

(¢) Wir wollen die Determinante der Matrix

1 2 —-10
-1 -2 3 2
C= 5 —7 11
—10 14 0 0]

berechnen:

det(C)
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1 2 -1 0]\ zoziz (1 2 —1 0]
|2 32 Zﬁiﬁ% 10022
5 —7 11 5 -7 11 ’
—10 14 0 0] 0 0 2 2]

wobei die Determinante der neuen Matrix nach Regel in Satz |13.27| null
ist, da der zweite und vierte Zeilenvektor linear abhangig sind.

13.5 Einige Anwendungen von Determinanten

Als Erstes halten wir in einem Satz fest, was wir nun iiber die Losbarkeit von
linearen Gleichungssystemen mit n Gleichungen und n Unbekannten wissen.

Satz 13.29. (dquiv. Charakterisierungen invertierbarer Matrizen)
Fir A € R™" sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) det(A) #0
(i1) A ist invertierbar.
(111) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhdngig.

(iv) Das lineare Gleichungssystem A X = b ist fiir jedes b € R" eindeu-
tig losbar.

(v) AX = 0 hat nur die Lisung X = 0.

Mittels Kontraposition (vgl. Hilfssatz in Anhang|D.2)) folgt, dass die Vernei-
nungen der Aussagen aus Satz [13.29] dquivalent sind.

Folgerung 13.30. (aus Satz [13.29)

Fir A € R™" sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) det(A) =0
(11) A ist nicht invertierbar.

(11i) Die Spaltenvektoren von A sind linear abhdngig.

(iv) Es gibt mindestens ein b ¢ R"™, fiir das das lineare Gleichungssystem
A X = b nicht lésbar ist oder nicht eindeutig l6sbar ist.

(v) AX = 0 hat weitere Lisungen aufer X = 0.
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Beweis von Satz [13.29: Aus Satz erhalten wir, dass Aussagen bis
dquivalent sind. Wir zeigen nun noch [(1)] < [(iii)}

e Beweis von[(iti) = (i)} Sind die Spaltenvektoren von A linear unabéngig, so
ist das lineare Gleichungssystem A X = 0 eindeutig losbar und wir konnen
die Matrix mit elementaren Zeilenumformungen in die reduzierte Stufenform
bringen. Die Determinante der reduzierten Stufenform ist 1, und nach Satz
ist det(A) ein Vielfaches (mit Faktor # 0) der Determinante der
Matrix in reduzierter Stufenform. Somit gilt det(A) # 0.

e Beweis von [(i) = [(ui): Statt ,det(A) # 0 = Die Spalten von A sind
linear unabhéngig.“ zeigen wir die dquivalente Aussage ,Die Spalten von
A sind linear abhéngig. = det(A) = 0. Seien also die Spaltenvekto-
ren von A linear abhangig. Dann konnen wir durch elementare Spalte-
numformungen eine Matrix A erzeugen mit einer Spalte, die der Nullvek-

tor ist. Nach Satz [13.27]|(8) gilt dann det(A) = 0 und nach Satz |13.27

det(A) = p det(A) = - 0 = 0 mit einem p € R\ {0}. O

Der vorige Satz liefert viele wichtige Anwendungen. Betrachten einige dieser An-
wendungen mit zugehorigen Beispielen.

Anwendung 13.31. (Bilden n Vektoren in R" eine Basis von R"?)

Aufgabenstellung: Gegeben seien n = dim(R") Vektoren vy, vs, ..., v, in R"
Ist (\7{, Va, ... ,VZ) eine Basis des R"?
Lésungsansatz: Wir schreiben v, v, ..., v, als Spalten in eine n x n-Matrix

A und berechnen die Determinante.
e Ist det(A) # 0, so sind v1,V3, ..., v, nach Satz[13.29]linear unabhiingig
und bilden somit eine Basis von R™.

e Ist det(A) = 0, so sind v, v3,...,V, nach Folgerung [13.30] linear ab-
hangig und bilden somit keine Basis von R".

Beispiel 13.32. (Sind 3 gegebene Vektoren in R? eine Basis von R37?)

1 4 7
Ist 21, (5], 1|8 eine Basis von R3?
3 6 9
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147
Aus Beispiel |13.26]|(a)| wissen wir, dass gilt det | [2 5 8 | =0
369
1 4 7
Also sind die Vektoren 2 190, 8 nach Folgerung [13.30| linear abhéngig,
6
4 7
und somit ist 5], |8 keine Basis von R3.
6 9

Anwendung 13.33. (Ist eine Matrix invertierbar?)
Aufgabenstellung: Gegeben sei eine Matrix A € R™*". Ist A invertierbar?

Lésungsansatz: Wir berechnen det(A).

e Gilt det(A) # 0, so ist A nach Satz|13.29| invertierbar.
e Gilt det(A) =0, so ist A nach Folgerung [13.30 nicht invertierbar.

Beispiel 13.34. (Ist eine Matrix invertierbar?)

Ist die Matrix A =

W N =
S Ot

7
8 invertierbar?
9

Aus Beispiel |13.26||(a

S——

wissen wir, dass gilt  det

w N =
(@) BENG) BENTAN
© 00 =
|
()

Somit ist die Matrix A nach Folgerung [13.30] nicht invertierbar.

Wir lernen noch zwei neue Sétze kennen, die Anwendungen der Determinante
sind. Diese werden in der Vorlesung nicht besprochen und sind auch nicht klau-
surrelevant. Falls Sie diese beherrschen, diirfen Sie diese aber natiirlich auch in
der Klausur anwenden.

Satz 13.35. (Formel zur Berechnung der inversen Matrix)
Sei A € R™" mit det(A) # 0, d.h. A ist invertierbar. Sei C = [¢; ] € R"*"




13.5. Einige Anwendungen von Determinanten
406 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

gegeben durch |
Cig = (—1)""" - det(A).

Dann gilt
-1 _ L
det(A)

Fiir den Spezialfall n = 2 erhalten wir die folgende Formel:

e O e A

c d :ad—bc' b «a ad—be |—c a

Betrachten wir zwei Beispiele
Beispiel 13.36. (Berechnung der Inversen mit Satz [13.35)
. : L2
(a) Fiir die Matrix A = {3 4] gilt
1 2
det(A):det<[3 4]) =1-4—-2-3=4—-6=-2+#0,

und somit ist A invertierbar. Mit ((13.12)) finden wir die Inverse

[12]1 1-11_? [2 1
=5 |- = s 1|
3 4 21-3 1 3 1

01 —4]
(b) Fir die Matrix A= |1 2 —1| gilt
11 2
1 -4
det(A) =det [ |1 2 —1]| | =0-1-4484+0-2=1+0,
2

und somit ist B invertierbar. Mit Satz [13.37 finden wir die Inverse

det(Apy) —det(Ap)  det(As)]"

— det(AZ\l) det(Aﬁ) — det(AQ/B)
det(AgAl) — det(A?)A) det(Aﬁ)

[\
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1 5 -3 1] [ 5 -6 7
= [-6 4 1 = |3 4 4
7T —4 —1 -1 1 -1
wobei wir die det(A ) mit der folgenden Nebenrechnung bestimmt haben:
5 1]
det(Aﬁ):det(1 2):4+1:5,

det(A3) = det ) =2+4+1=3,
det(A3) = det

):2+4:&

(
(
(1
iz =aa ([ ) =0 4-1
i
(
(

Als Letztes lernen wir die Cramersche Regel kennen.

Satz 13.37. (Cramersche Regel)

Seien A € R™" mit det(A) # 0 und b € R". Dann ist das lineare Glei-
Iy
chungssystem A X = b eindeutig lésbar. Die Lisung X = | : lasst

Ln
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sich wie folgt berechnen: Sind aj,as, . .., a, die Spaltenvektoren von A, so gilt
Cdet([b @& & - a))
= det(A) ’

(@ B & o w)
= det(A) ’

~ det (a7 a5 --- a, B])
= det(A)

Beispiel 13.38. (L6sen eines LGS mit der Cramerschen Regel)

(a) Fir das lineare Gleichungssystem

31’1 — X9 = 2 3 —1 T o 2
T, — 2.@2 =2 1 -2 9 a 2
=A=[aja)] =X —b
finden wir

det(A) =3 (=2) —1-(=1)= —64+1=—5%£0,

d.h. die Cramersche Regel fiir n = 2 kann angewendet werden. Mit der
Cramerschen Regel fiir n = 2 finden wir

()
:%5(2 (—2) —2-(-1)) =:—§=§,

Also ist die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems

2

}—(»_ 5
=1 4|

5
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(b) Fiir das lineare Gleichungssystem
1 — I9 = 2 1 -1 0 Ty 2
-1+ 219+ x3 = —2 < —1 2 1 X9 —2
r9 + 313 = 4 0 1 3| |3 1
A ~——— - N—— N——
:A:[HaQag] :)_{ :g
gilt
1 -1 0
det(A)=det | |[-1 2 1| | =1-2:3+(=1)-1-0+0-(=1)-1
O 1 3

—0-2:0—-1-1-1—(=1)-(=1)-3=20.

Also sind die Voraussetzungen fiir die Cramersche Regel fiir n = 3 erfiillt.

Nach der Cramerschen Regel fiir n = 3 gilt

det ([b a3 ay]) 1 2
] = =—-det | |2
det(A) 2 4
1 0
=5 (12-44+0-0-2-6) = 5=
det ([a] b a3]) !
Ty = = — - det —1
det(A) 0

:1{ 6+0+0—0—4+6) =

2

_det([@lalb]) 1 |
TS T qen(A) 2 _é

1
2
Wir finden also die eindeutige Losung

0
X = |-2

2

[ N =

=0,

»-Jk[\DN)

-@+0—2—0+2—4y:g:2

—_

w = O
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13.6 Eigenwerte und Eigenvektoren

In diesem Teilkapitel lernen wir die neuen Begriffe des Eigenwertes und Eigenvek-
tors einer quadratischen Matrix kennen. Dabei beschrianken wir uns auf den Fall
von symmetrischen Matrizen.

Definition 13.39. (symmetrische Matrix)
Eine quadratische Matriz A € R™" heifst symmetrisch, wenn AT = A gilt.

Also: Eine Matrix ist symmetrisch, wenn sie quadratisch ist und bei Spiegelung
an der Diagonalen (von links oben nach rechts unten) wieder sich selbst ergibt.

Betrachten wir einige Beispiele fiir symmetrische Matrizen.

Beispiel 13.40. (symmetrische Matrix)

1 3
(a) A= 3 2] ist symmetrisch, da AT = A.
1 3 1 =3
(b) B = ist nicht symmetrisch, da BT = #+ B.
-3 2 3 2
[ 1 -2 -3
(c) C=|-2 4 2| istsymmetrisch, da CT = C.
-3 2 =5

(d) Jede Diagonalmatrix ist symmetrisch.

Nun konnen wir reelle Eigenwerte und reelle Eigenvektoren definieren.

Definition 13.41. (Eigenwert und Eigenvektor)

Sei A = [a; ] € R™™ eine symmetrische Matriz. Eine Zahl X € R heifit ein
(reeller) Eigenwert (EW) von A, falls X € R"\ {0} existiert mit

AX =)\X. (13.13)

Ein Vektor X € R™ \ {6}, der (13.13) erfillt, heifst ein Eigenvektor (EV)
zum Eigenwert \.

Betrachten wir zunéchst ein Beispiel.
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Beispiel 13.42. (Eigenwert und Eigenvektor)

Die Matrix

3
A=10
0

0
—4

0
0
0 3

ist symmetrisch. Sie hat die Eigenwerte Ay = 3 und Ay = —4, denn

A

S O W

|
o B~ O

w O O

|
=~ o

o O W
-}
w o O

1
0
0

Eigenvektor zum Eigenwert Ay = —4.

7
0

0
Also ist X7 = ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = 3, und X5 = | 1| ist ein
0

Auch 7x] = ist ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = 3, denn

. . —>
Wir sehen, dass weiter auch x3 =

denn

0 3
A [0 =]|0 —4
1 0

Ein weiterer Eigenvektor zu A\; = 3 ist
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denn
-2 3 0 0] [-2 —6 —2
Al 0[=1]10 -4 0 Ol=1] 0f=3] 0
5 0O 03 5 15 5

Am vorigen Beispiel sehen wir, dass eine Matrix mehr als einen Eigenwert haben
kann, und dass zu einem Eigenwert mehrere Eigenvektoren existieren konnen.
Fiir \; = 3 haben wir sogar zwei linear unabhiingige Eigenvektoren X7 und X3
gefunden. Aufgrund unseres Beispiels vermuten wir:

e Vielfache o X mit o # 0 von einem Eigenvektor X zu einem Eigenwert A
sind ebenfalls Eigenvektoren zu demselben Eigenwert A. In der Tat gilt

AaX)=a(AX)=a(AX)=)(aX).

e Nicht-triviale Linearkombinationen o X + 8y # 0 von Eigenvektoren X
und y zu demselben Eigenwert ) liefern wieder einen Eigenvektor zu diesem
Eigenwert. In der Tat gilt

A(aX+8Y)=AaX+ABy=aAX+[AY
:cy/\§<)+5)\§f’:/\(a>_f+5§’).

Unsere Untersuchungen im Rahmen des vorigen Beispiels fiihren uns zu dem Be-
griff des Eigenraums eines Eigenwertes.

Definition 13.43. (Eigenraum eines Eigenwertes)

Sei A = [a; ;| € R™™ eine symmetrische Matriz, und sei A € R ein Eigenwert
von A. Die Menge

Ex(A)={XeR" : AX =)X}

heifit der Eigenraum zum Eigenwert . Ea(\) enthdlt alle Figenvektoren zu
A und den Nullvektor 0. Wegen

AX=AX <= AX-)AE,X=0 < (A-)AE)X=0

ist Ea(N) = ]L[A_/\En@ die Losungsmenge des homogenen linearen Glei-

chungssystems (A —\E,) X = 0 und somit ein Untervektorraum von R”.

Wir kennen nun zwar Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdaume aber noch wis-
sen wir nicht, wie man diese berechnet. Dieses wollen wir jetzt untersuchen:
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Ist A\ ein Eigenwert einer symmetriscgen Matrix A € R"" so hat die Gleichung
A X = XX eine Losung X € R™\ {0}. Wir schreiben diese Gleichung wie folgt
um:

AX=AX < AX-)E,X=0 < (A-)E)X=0

Die Gleichung (A —\E,) X = 0 hat immer die triviale Losung X = 0. Sie hat
genau dann weitere Losungen X # 6, wenn det (A — \E,) = 0 ist. Also
gilt:

A € R ist Eigenwert der sym-

metrischen Matrix A € R™"*" A det <A —AE,) =0.

Wir halten diese Erkenntnis zusammen mit weiteren Informationen als Satz fest.

Satz 13.44. (Eigenschaften der Eigenwerte und Eigenvektoren)

Sei A € R™" symmetrisch. Die Figenwerte X von A sind genau die Losungen
der charakteristischen Gleichung

det (A — AE,) = 0. (13.14)

pa(A) = det (A — )\En) ist eine reelle Polynomfunktion n-ten Grades, und
man nennt pa das charakteristische Polynom von A.

(1) Das charakteristische Polynom pa hat genaw n (nicht notwendiger-
weise verschiedene) reelle Nullstellen.

(2) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal und da-
mat linear unabhdngig.

(3) Hat ein Figenwert A von A die Vielfachheit k (d.h. er tritt unter den
n nicht notwendigerweise verschiedenen Nullstellen von pa genau k-mal
auf), so ist die Dimension des Eigenraumes Ea()\) gleich k.

(4) R™ besitzt eine Basis (genauer eine Orthonormalbasis) aus Eigenvek-
toren von A.

Es ist nicht selbstverstandlich, dass das charakteristische Polynom pa genau n
nicht notwendigerweise verschiedene reelle Nullstellen hat. Nach dem Funda-
mentalsatz der Algebra (siehe Satz wissen wir nur, das pa genau n nicht
notwendigerweise verschiedene komplexe Nullstellen hat. Dass diese n komple-
xen Nullstellen alle reell sind, liegt an der Symmetrie der Matrix A € R™*".

Wir halten nun fest, wie wir die Eigenwerte, zugehorigen Eigenvektoren und Ei-
genraume einer Matrix A € C"*" praktisch berechnen.
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Methode 13.45. (Bestimmung der Eigenwerte und Eigenrdume)

Zur Bestimmung der Figenwerte, der zugehorigen Eigenvektoren und der Ei-
genrdaume einer symmetrischen Matriz A € R™" gehen wir wie folgt vor:

(1) Da alle Figenwerte Losungen der charakteristischen Gleichung
det (A — )\En) = 0.

sind, bestimmen wir die Losungen dieser Gleichung. Dieses liefert uns
n nicht notwendigerweise verschiedene reelle Figenwerte A\, Ao, ..., \y.

(2) Fiir jeden Eigenwert \; bestimmen wir anschlieffend alle Losungen des
linearen Gleichungssystems

(A-\NE,)X=0, (13.15)

denn (A — N\ En) X=0 <« AX = \i X. Die Menge der Lisun-
gen von bildet den Figenraum FEa();), und alle nicht-trivialen
Lisungen von sind Figenvektoren von A zum Eigenwert ;.

Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiel 13.46. (Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume)

(a) Berechnen wir die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume der symme-
trischen Matrix

3 00

A= —4 0

0 3

aus Beispiel nun systematisch.
3 00 100
det (A —AE3) =det | |0 —4 0| =X |0 1 0
0 03 001
3—-X 0 0 1)
= det 0 —4—-X 0

0 0 3-X])

=B-N(4-NB-N)=B-1(-4-N),

und wir lesen die Eigenwerte A; = 3 (mit der Vielfachheit 2) und Ay = —4
ab.
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Fir Ay = 3 finden wir

—> —
x =0,

(3 00 100
(A-3E;)X=0 < [|0 —40]-3]010
001

0

0

0

und wir haben nur eine nicht-triviale Gleichung —7 x5 = 0, also x5 = 0. Wir
setzen r1 = o und z3 = [ und erhalten somit den Eigenraum von A\ = 3,

also
([«
Ea(3)=< |0l €R’ : a,B€R
&
\

(1 0 17 [0
=Sa |0l +8|0| eR® : a,BeRy =LH| [0], |0
\ O 1 0

Fir Ay = —4 finden wir

3—(—4) 0 0
(A-(-4)E)X=0 <« 0 —4—(=4) 0 X=0
0 0 3—(—4)
Zl—>%Z1
700 70 01(0] z-izz [1 0 010
— [000/X=0 < |000|0] <= |oo0o0lo|,
007 00710 00110
und es gilt 1 = 3 = 0. Somit ist der Eigenraum von Ay = —4
0 0
Ea(—4) = |7| €R® : yeR}y=LH| |1
0 0

Eine Orthonormalbasis (d.h. eine Basis aus normierten und paarweise or-
thogonalen Vektoren) aus Eigenvektoren ist hier die Standardbasis von R”

17 [o01 [0
B=|lo],|o],|1
ol [1] o
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(b) Gesucht sind die Eigenwerte und Eigenvektoren der symmetrischen Matrix

Das charakteristische Polynom ist
pa(A) = det (A—AEg) = det 1 1—A 1

=2-N0-N2-N+0+0-0-(2-X) —(2-))
=2-A1-2)=-22-N)=2-N[2-2)(1-x) —2]
=2-N[N=3x+2-2]=2-N)A(A-3).

Also sind die Eigenwerte A\; = 0, Ay = 2 und A3 = 3.

Wir berechnen nun die zugehorigen Eigenraume:
Fir A\; = 0 finden wir

2-0 1 0
(A-0E;)X=0 < 1 1-0 1 |X=0
0 1 2-0
210 (2 1 0]0]
— 111]/%=0 < 11110
01 2 01210
Zsz-tze (2 1 0|0] 25202 [2 1 0]0]
P 01 1]0 . 0110
0120 000]/0
Zos2z, |2 1 0|0]  zoz-z [2 0 —2]0]
< o120 PEIN 01 20
00010 00 010
PEIN 01 2|0 — 2y = —2 14

00 01/0 x3 beliebig.
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Also ist der Eigenraum zum Eigenwert \; = 0

o 1 1
Ea(0) =< |2a|l : aeR})=ca|-2| : aeR)=LH| |2
o 1 1
Fir Ay = 2 finden wir
29
(A—2E3)§<’:3 — 1 ?c’:—)
0
0 10 1 0|0] 2327
— 1 -1 1|R%=0 1 -1 110 PEN
0 10 0 1010
010/0] 2oz [101]0 T, = —a3
101]0] < Jo10]0 . 29 =0
0000 0000 25 beliebig.

Also ist der Eigenraum zum Eigenwert Ay = 2

—Q —1 —1
FEa(2) = 0] :aeRp=qa| 0| : aeR=LH 0
« 1 1

Fiir A3 = 3 finden wir

23 1 0
(A-3E)X=0 <« 1 1-3 1 |®=0
0 1 23
-1 1 0 -1 1 0
— 1 -2 1|RXR=0 «— 1 -2 110
0 1 —1 0 1 —11/0
Goszmiz  [—1 1 0]0] zozezm [-1 1 0]0] 72227
PEIN 0 -1 1]0 PEN 0 -1 10 PEIN
0 1 —110 0 001l0
1 -1 010 VAR YAR S 1 0 —110 T1 — T3
0 1 —110 PEIN 01 —-1l0] = Lo = T3

0O 0 010 00 00 x3 beliebig.
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Also ist der Eigenraum zum Eigenwert A3 = 3
1
Ea(B3) =< |la|l :aeRy=<qa|l| : aecR)=LH| |1
1

Indem man die Eigenvektoren, als deren lineare Hiille die eindimensionalen
Eigenrdume dargestellt sind, noch normiert erhélt man eine Orthonormal-
basis (d.h. eine Basis aus normierten und paarweise orthogonalen Vektoren)
aus Eigenvektoren von R3:

&

I

|
S-Sl S
§|“ o §|’“
S sk

Gesucht sind die Eigenwerte und die Eigenrdume der symmetrischen Matrix

00 —1
A= 01 0
-1 0 0
Das charakteristische Polynom ist
—A 0 —1
pa(\) =det(A —AEz) =det [ | 0 1-X 0
—1 0 —A

=M1 -N-1-N=XN-1)(1-)N
=A-DA+D)A =) =—-A-1*(A+1),
d.h. wir finden die Eigenwerte A; = 1 (mit der Vielfachheit 2) und Ay = —1.

Wir berechnen die zugehorigen Eigenrdaume:

Fir Ay = 1 finden wir

0—1 0 —1
(A-1E)X=0 < 0 1-1 0 |[X=0
—1 0 0—1
10 —1 10 —1]0
— 00 0|X=0 — 00 0/0

-1 0 -1 -1 0 —-110
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P 10 1]0 vy = —13,
VEI 000]|0 — 25 beliebig,
00010 x3 beliebig.

Also ist der Eigenraum von A\ = 1 gegeben durch

—« —1 0
Ea(l) = Bl o, feRp=<a| O+ |1| : o, ER
o 1] 0
T
0] [-1 0] [~
—tH| |1],| of | =tH]| |1],] o],
1
0 1 0 7

wobel wir im letzten Schritt die Basis des Eigenraums gerade so gewahlt
haben, dass die beiden Vektoren orthogonal und normiert sind.

Fir Ay = —1 finden wir

0+1 0 -1
(A-(-)E)X=0 < 0 1+1 0 |X=0
—1 0 0+1
10 —1 10 —-1[0] z-z+2
= 02 0/R=0 <« 02 0|0 TEIN
-1 0 1 -1 0 110
02 olo] <= |o1 olo] = { zm=o0,
00 0|0 00 0|0 x3 beliebig.
Der Eigenraum von Ay = —1 ist also gegeben durch
« 1
Ea(—1) = Of : aeR)=<a|0] : aeR
«Q 1
1
1 V2
=LH | |0 = LH 0 ,
1 1
V2
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wobei wir die Basis des Eigenraums gerade so gewahlt haben, dass der ein-
zige Basisvektor normiert ist.

0 1 1

V2 V2
B=|[1],] 0 |.,]0
1 1

0) =%l [~

ist eine Orthonormalbasis (d.h. eine Basis aus normierten und paarweise
orthogonalen Vektoren) von R?, die aus Eigenvektoren von A besteht.

Zuletzt beweisen wir noch Aussagen und aus Satz |13.44]

Beweis von Satz|13.44||(1) und|(2): In diesem Beweis benétigen wir Vektoren mit
komplexen Eintrégen: Sei

4 [~ ] N
Z1

<2
C"=LZ:=|"|: 2z,2,...,2,.€C » .

Z
\ | =7 ] y,

Fiir C" ist (ebenso wie fiir Vektoren in R™) eine komponentenweise Addition

21 w1 21 + w1
29 W2 Z9 + ()

— —> - —

Z + W - . + . :: . ) Z Y W E Cn?
Zn Wp, Zp + Wy

und eine skalare Multiplikation mit komplexen Zahlen erklért

—Zl_ —M Zl_
N 2 [ 22 > w
LZ = | = | zeC', pecC
A | H%n |

Das Skalarprodukt zweier Vektoren X,y € C” ist definiert durch

(R|Y) =T1y1 + T2y + ... + Tn Y.

(Gegeniiber dem Skalarprodukt von R"™ haben wir noch die komplexe Konjugation
in der ersten Komponente.) Die Linge von X € C" ist durch
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definiert.
Ist A € R™" symmetrisch, dann gilt fiir alle X,y € C"
(AX|Y) =(X|AY), (13.16)

denn: Das Standardskalarprodukt zweier Vektoren X,y € C" konnen wir mit der
Matrizenmultiplikation auch schreiben als

Y1
Y2

<

| Yn ]

y
=X - (A-Y) = (X|AY),

wobei wir im vierten Schritt A = A (weil A nur reelle Eintriige hat) und damit
A =AT=A (weil A € R™" symmetrisch ist) genutzt haben.

(1) Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (siche Satz hat pa genau n
nicht notwendigerweise verschiedene komplexe Nullstellen. Sei A € C eine
ein solche Nullstelle. Weil fiir diese pa () := det (A — AE,) = 0 ist, hat
das lineare Gleichungssystem

(A-)E,)X=0

eine nichttriviale Losung in C". Umstellen liefert, dass es diese nichttriviale
Losung X € C"\ {0} die Gleichung A X = \ X erfiillt. Wegen ([13.16)) gilt

(AX|X) = (X|AX). (13.17)
Wegen A X = \ X gilt
(AX|X) = (ZX[X) = M(X[X) = X[X]%,
(X[AX) = (X|AX) = A (X|X) =X

Einsetzen in ((13.17)) liefert
NEGEPY R

Da X # 0 und damit |X| # 0 ist, folgt A = A, d.h. A € R. Weil A € R ist,
folgt dass der Losungsraum in R"™ von

—>

(A—AE,)X =0
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ein Untervektorraum von R” mit Dimension > 1 ist. Also gibt es ein X € R”
mit A X = A X, d.h. X ist ein (reeller) Eigenwert von A. (Wir nutzen hier,
dass das A — AE,, wegen A € R ebenfalls eine reelle Matrix ist.)

Die symmetrische Matrix A € R"*" habe (mindestens) zwei verschiedene
(reelle) Eigenwerte A, o mit A # p. Sei X € R™\ {0} ein Eigenvektor zu \,
und sei Yy € R"\ {0} ein Eigenvektor zu . Dann gilt nach ((13.16))

(AX|Y)=(X|AY). (13.18)
und wir finden
(AX[Y)=(AX[¥) =2
(RIAY) = X[uy)=n
Einsetzen in liefert
MRV =u(®]Y) = (- (E]F) =0

Da X\ # p gilt, folgt <§<"Sf’> =0, d.h. ¥ und ¥ sind orthogonal. ]
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ANHANG A

Anwendungsbeispiele aus Chemie und
Physik

In diesem Anhang sind verschiedene Beispiele zum Einsatz der in dieser Vorlesung
besprochenen mathematischen Methoden der Chemie zusammengestellt. Die An-
wendungsbeispiele wurden aus dem Skript ,Mathematik fiir Chemiker” von Dieter
Bothe, Hermann Hembd und Norbert Kockler iibernommen. Selbstverstandlich
sind die hier vorgestellten Anwendungen von Mathematik innerhalb der Chemie
nur eine kleine Auswahl zur Motivation.

A.1 Gleitkommadarstellung bei chemischen Be-
rechnungen

Chemische Anwendung A.1l. (Anzahl Sauerstoffatome in Luftvolumen)

Wie viele Sauerstoffatome sind in 10 m?® Luft bei Normalbedingungen (also 0°C
und 10132,5 Pa) enthalten?

Informationen zur Lésung: Um diese Frage zu beantworten brauchen wir folgende
weiteren physikalischen Daten:

e Luft enthilt 20,8 Volumenprozent Sauerstoff, d.h. 20,8% eines Luftvolumens
sind Sauerstoff.

e 1 mol Gasteilchen beanspruchen bei Normalbedingungen ein Volumen von
2241 (Molvolumen; A. Avogadro (1776-1856)).

425
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e 1 mol eines chemischen Stoffes enthalt
Ny = 602213670 000000000000 000 mol ! (Avogardo-Zahl)
Teilchen.

Bei der Losung der Aufgabe ist zu beachten, dass wir bei Bedarf die Einheiten
umrechnen miissen und dass wir korrekt mit der Gleitkommadarstellung arbeiten.
Ansonsten erhalten wir falsche und unsinnige Ergebnisse.

Lésung: Das Volumen 10 m? = 10*1 Luft enthalten
20,8
——.10"1=20,8-10°1= 2,08 - 10°1
100 ’ ’

Sauerstoff. 2,08 - 1031 Gas entsprechen

lmol  2,08- 103 mol 2,08

2.24-10'1 224-101 2,24

Gasteilchen. 9,3 - 10" mol Gas enthalten

2,08 -10%1- 102 mol ~ 9,3 - 10! mol

1
9,3 - 10 mol - 6,0221367 - 10% — = 9.3-6,0221367 - 10*

mo

— 56,00587131 - 10*
~ 5,6-10%

Gasteilchen. 10m? = 10*1 Luft enthalten daher ungefihr 5,6 - 10% Sauerstoffmo-
lekiile (Oy), also

2.5,6-10% =11,2-10%° = 1,12 - 10*® Sauerstoffatome.
A.2 Trigonometrie bei Molekiilmodellen

Chemische Anwendung A.2. (Stickstoff(I)-fluorid)

Die Verbindung NoF5 existiert in zwei raumlich verschiedenen Formen (Isomeren),
die nachfolgend gezeichnet sind:

CiS-NQFQ TI'&DS—NQFQ
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Bei beiden [someren betriagt der N-N-Abstand 0,125 nm, der N-F-Abstand 0,144 nm,
und die F-N-N-Winkel betragen 115°. Welchen Abstand haben die Fluoratome?

Im Cis-Isomer gilt (siehe Skizze weiter unten):

oz
0,144
Daraus folgt durch Auflésen der letzten Gleichung nach x und anschlieffendes
Auflosen der ersten Gleichung nach d:

d=2x+ 0,125, a = 180° — 115° = 65°, cos(a)

r = 0,144 nm - cos(«)
= 0, 144 nm - cos(65°),
d=0,125nm+ 2x
=0,125nm + 2 - 0, 144 nm - cos(65°)
~ 0,247 nm.

Also haben die Fluoratome im Cis-Isomer
einen Abstand von d =~ 0, 247 nm.

Im Trans-Isomer gilt (siche Skizze):

b=0,144, C:M, d=2a.
2 c

Nach dem Cosinussatz gilt:

a? = b* + ¢ — 2bc cos(115°)
—  a?>~0,0322nm? NN
— a~ 0,180 nm

— d~2a=0,360nm.

Also betrigt der Abstand der Fluor-
atome im Trans-Isomer d ~ 0, 360 nm.

Chemische Anwendung A.3. (Berechnung des Tetraederwinkels)

Gewisse Kristalle bzw. Molekiile, etwa Methan (CHy) aber auch Wasser (verzerr-
ter Tetraederwinkel 104.5°) , haben raumlich eine Tetraeder-Struktur, wobei die
Atome in den Ecken und im Zentrum des Tetraeders angeordnet sind (gekenn-
zeichnet durch die Punkte in der Skizze des Tetraeders). Wir wollen den Winkel
¢ berechnen (sieche Skizze).
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Die Gesamthohe des Tetraeders ist H = d + h (siehe Skizze).
Der Winkel ¢ lédsst sich aus d mit dem Cosinussatz berechnen:
1=2d*—2d* cos(¢). (A1)

Nach dem Satz des Pythagoras gilt: d? = % + h2.

Wir eliminieren nun A mit Hilfe von

H=d+ h:

d2—h2:£2
—  (d—h)(d+h) =1
— (d—h)H = 1*
€2
d—h=—
— H
52
2d—(d+h) = —
= 24— (d+h) =+
62
2d— H=—
— H
. oa-t(wt (A.2)
2 H) ‘

Wir berechnen nun ¢ mit dem Cosinussatz:

1=20*—2/%cos(120°).

1
Mit cos(120°) = —sin(30°) = — 3 erhalten wir

1 1
1=20-20-(—=] =3¢ ==,
<2> 3 — 3
: oo 1
Nun berechnen wir H: Mit £ = 3 folgt
1 2 2
€2+H2:1 > H2:1—€2:1—§:§ > H: g

Damit erhalten wir mittels (A.2)), 2+ H?> =1 und H = 1/2/3

1 e\ 1 H2402 11 1 1
d=- (F+>2=)==. e
2< +H> 2 H 2 H 2
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Nun berechnen wir

formen (A.1)) wie folgt um und setzen anschliefend 2 d*> = 3/4 ein

1=2d*—2d cos(¢) = 2d° [1 — cos(¢)] — 1 — cos(¢) = % :

1
2 d?
Damit folgt fiir den Tetraederwinkel

4
cos(¢):1—§:—— — ¢ ~ 109, 5°.

Auch sonst spielen das Tetraeder und andere ,regelméafige Vielecke” in der Chemie
eine Rolle.

Chemische Anwendung A.4. (Platonische Korper als Modelle)

Das Tetraeder ist der einfachste Korper, dessen Oberflache durch gleich grofse re-
gelmékige n-Ecke (hier n = 3 fiir die Dreiecke beim Tetraeder) begrenzt wird.
Solche Korper heifsen reguliare Polyeder. Es gibt genau fiinf verschiedene re-
gulare Polyeder, die sogenannten Platonischen Korper:

Tetraeder: 4 Dreiecke

Oktaeder: 8 Dreiecke

Ikosaeder: 20 Dreiecke
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1Y
Yy log,(x 3
1] 10() logo()

2
1

T

0 ) 3 4 5 6 7 8 91 " 002 0 A0 100 102 108

1 23 45678910 7

—1 _3,

Abb. A.1: Der Zehner-Logarithmus f(z) = log;(x) links im ,normalen” kartesi-
schen Koordinatensystem und rechts im ,halb-logarithmischen” Koordinatensys-
tem, bei dem auf der x-Achse als Skala die Zehnerpotenzen gewahlt worden sind.

Wiirfel: 6 Quadrate

Dodekaeder: 12 Fiinfecke

Diese regularen Polyeder spielen in der Chemie eine wichtige Rolle, da Kristalle
und Molekiile moglichst regelmékige Konfigurationen bilden.

A.3 Logarithmische Skala zur Linearisierung

Betrachten wir zunéchst den Zehner-Logarithmus f(x) = log,y(x), der im linken
Bild in Abbildung im iblichen kartesischen Koordinatensystem gezeichnet
wurde.

Wihlen wir dagegen fiir die x-Achse eine neue Skalierung, bei der die Zehnerpo-
tenzen 1073,1072,1071,10°, 10", 10%, 10% in gleichem Abstand abgetragen wurden,
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so finden wir wegen log;,(10%) = z eine Gerade, die die 2-Achse in x = 1 = 10°
(wegen log;o(1) = 0) schneidet (siche das rechte Bild in Abbildung [A.1]). Wir
bezeichnen solch ein Diagramm als ,.halb-logarithmisch®.

Nun betrachten wir noch ein chemisches Beispiel fiir eine , Linearisierung® mit
dem Logarithmus.

Chemische Anwendung A.5. (Arrhenius-Gleichung)

Die Arrhenius-Gleichung zur Beschreibung der Temperaturabhéngigkeit der Re-
aktionsgeschwindigkeitskonstante k sagt aus, dass die Reaktionsgeschwindigkeits-
konstante k wie folgt von der Temperatur abhéngt:

k=k(T)=A. e Ba/(BT)

mit A = Frequenzfaktor, £, = Aktivierungsenergie in J - mol™', T" = abso-
lute thermodynamische Temperatur (in K) und der universellen Gaskonstante
R=28,314J-K ' -mol!. Un die Abhéingigkeit der Reaktionsgeschwindigkeits-
konstante k(7T") von der absoluten Temperatur T leichter darstellen zu kénnen,
linearisieren wir, d.h. wir nehmen auf beiden Seiten der Gleichung den natiirlichen
Logarithmus:

R-T

wobei wir die Rechenregeln fiir den natiirlichen Logarithmus angewendet haben.

In (k(T)) = In (A - e—EA/<R'T>> — In(A) + In (e—EA/<R'T>) — In(A)

A.4 Differentialgleichungen zur Modellierung che-
mischer Reaktionen

Wir beginnen mit einem Anwendungsbeispiel fiir Populationswachstum, in dem
die Differentialgleichung aus physikalischen Uberlegungen hergeleitet wird. Bei
der Population (Bevdlkerung) kann es sich dabei ebenso um eine grofse Anzahl
Personen wie um Molekiile einer chemischen Substanz handeln.

Anwendung A.6. (Wachstum einer Population)

Eine Population (Bevilkerung) bestehe zur Zeit ¢ aus N(¢) Individuen. Die Po-
pulation habe eine konstante Geburtsrate und eine konstante Sterberate:

e 3 = Anzahl der Geburten pro Individuum und Zeiteinheit (Geburtenrate),
e ) = Anzahl der Todesfille pro Individuum und Zeiteinheit (Sterberate).

Also finden wir fiir ein Zeitintervall [t, ¢ + At] der Lange At:



A 4. Differentialgleichungen zur Modellierung chemischer Reaktionen
432 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

e die Anzahl der Geburten = - N(t) - At = S N(t) At
e dic Anzahl der Todesfille = § - N(t) - At = § N(t) At.
Damit folgt fiir die Anzahl N(t + At) der Individuen zum Zeitpunkt ¢ + At

N(t+At) = N(#)+ 8- N(£) - At — - N(t) - At
<  N{+AY)—-N{E)=(8-09) N(t) At
o DU AAti —NO _ sy N, (A3)

Der Differenzenquotient auf der linken Seite von (A.3]) beschreibt eine Néherung
fiir die Wachstumsrate der Population pro Zeit, also die Anderung der
Anzahl der Individuen in dem Zeitintervall [t,t + At] pro Zeit At.

Die Gleichung ist nur naherungsweise giiltig, weil bei der Berechnung der
Anzahl von Geburten bzw. Todesféllen im Zeitintervall [¢, t-+ At] fir die Anzahl N
der Individuen der konstante Wert N () zum (festen) Zeitpunkt ¢ verwendet wur-
de. Tatséchlich wird N im Intervall [t, ¢ + At] variieren. Die Nédherung wird umso
genauer, je kleiner At ist. Wir lassen deshalb At gegen Null gehen, und aus dem
Differenzenquotienten auf der linken Seite von ({A.3|) wird der Differentialquotient
und wir erhalten die Ableitung von N:

. N(t+ At) — N(t)
/ _
MO = A

= (B—=0)N(Q).

Dabei ist N'(t) die Wachstumsrate der Population (pro Zeit).

Anforderung: Stetigkeit und Differenzierbarkeit von N(¢). Um den Grenz-
wertprozess At — 0 durchfithren zu kénnen, muss die Funktion N(t) differenzier-
bar, also insbesondere stetig sein.

Dies erscheint zunéchst eine unrealistische Idealisierung zu sein, da die Anzahl
der Individuen N (t) nur diskrete Werte aus Ny annimmt und somit unstetig ist
(aufser im uninteressanten Fall N(¢) = Konstante). Dennoch ist diese Idealisie-
rung sinnvoll, wenn die Population aus sehr vielen Individuen besteht. In diesem
Fall entspricht eine Anderung der Anzahl um Eins einer sehr kleinen relativen
Anderung von N(t). Betrachtet man z.B. die Population einer gewissen chemi-
schen Spezies (Molekiilsorte), so wird N (¢) typischerweise im Bereich 10?° bis 10*4
liegen. Die geringe relative Anderung, wenn ein Molekiil entsteht oder abreagiert,
wird durch die molare Konzentration deutlich: diese &ndert sich dann (in einem
Liter) um etwa 1,6 - 10724 mol /L.

Fazit: Fiir grofse Populationen kann die Anzahl der Individuen mit kleinem (re-
lativen) Fehler durch eine stetige Funktion N () beschrieben werden.
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Unter der zusétzlichen Annahme, dass die Anzahl der Individuen N(t) in
der Population auch nach der Zeit ¢ differenzierbar ist, ergibt sich also
das folgende mathematische Modell fiir die Wachstumsrate N'(¢) dieser
Population:

N'(t) = (8 — 6) N(1). (A4)
Dabei sind § und ¢ die Geburten- bzw. Sterberate.

Losung der Differentialgleichung (A.4): Aufgrund der Form der Differen-
tialgleichung vermuten wir, dass ihre Losungen von der Form ce?! (mit
geeigneten Konstanten ¢ und \) sind, und man {iberzeugt sich durch Einsetzen
und Nachrechnen leicht, dass

N(t) = c- el (A5)
eine Losung ist. In der Tat gilt
/ d (B-o)t (3-0)t
N(t)=a<c-e )zc(ﬁ—é)e — (8- 8)N(1).

Bei der Losung handelt es sich um die sogenannte allgemeine Losung der
Differentialgleichung ([A.4)); sie hangt noch von einer Konstanten ¢ ab. Dieses ist
nicht iiberraschend, denn um konkrete Zahlenwerte fiir N (¢) zu bekommen miis-
sen wir einen Anfangswert, also die Anzahl der Population zu einem Zeitpunkt
t =ty vorgeben. Geben wir z.B. den Wert N(0) = Ny vor (d.h. die Bevdlkerung
hat zum Zeitpunkt ¢y = 0 genau Ny Individuen), so finden wir aus der Anfangs-
bedingung
Ny =N(0) =c- P20 = ¢,
=1
dass die Konstante der Wert ¢ = Ny hat. Also ist die Losung des Anfangswert-
problems
N'(t) = (8 — 6) N(b), N(0) = Ny,

die Funktion
N(t) = Ny - elP7o1,

In (A.4) in unserer Anwendung haben wir also
N'({t)=(B-NE) =  NEH-(F-)N(E) =0,

7

-~

= F(t,N(t), N'(t))

d.h. die Funktion F'ist als F'(t, N,N') = N’ — (§ — §) N definiert.

Nun betrachten wir einige Anwendungen zur Modellierung chemischer Reaktio-
nen.
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Chemische Anwendung A.7. (DGLen der Reaktionskinetik)

Wir betrachten hier einige typische Differentialgleichungen der Reaktions-
kinetik. Zur Modellierung verwenden wir das Massenwirkungsgesetz:

Seien cy(t), cp(t), co(t), cp(t), ... die Konzentrationen der an einer chemischen
Reaktion beteiligten Substanzen A, B, C, P, . ... Bei konstantem Druck, konstan-
tem Volumen und konstanter Temperatur ist sind die Reaktionsgeschwindig-
keiten c/,(t), cz(t), ca(t), dp(t), ... (also die zeitlichen Anderungen der Konzen-
trationen der Substanzen) proportional zu der Wahrscheinlichkeit, dass die Mole-
kiile der entsprechenden Reaktion aufeinandertreffen, also proportional zu dem
Produkt der Konzentrationen der beteiligten Substanzen. Die Propor-
tionalitatskonstante ist die Reaktionsrate k > 0.

a) Chemische Reaktion 1. Ordnung: J,(t) = —kca(t) mitk >0
A

Diese Differentialgleichung beschreibt z.B. den Konzentrationsverlauf bei einer

Zerfallsreaktion A 5 B + C oder einer [somerisierung A ¥ B. Wir haben
in der Differentialgleichung die Proportionalitatskonstante —k, weil die Kon-

zentration ca(t) der Substanz A bei chemischen Reaktionen A 5 B+C
bzw. A 5 B zeitlich abnimms.

(b) Chemische Reaktion 2. Ordnung: d,(t) = —k (CA(L‘))2 mit k£ > 0
Diese Differentialgleichung tritt z.B. bei elementaren (also nicht aus weiteren

Einzelreaktionen zusammengesetzten) Reaktionen der Form 2 A 5 B+C auf.
In diesem Fall ist kK = 2 k1, da in jedem Reaktionsschritt 2 Molekiile A abrea-
gieren (und sich damit die Reaktionsrate verdoppelt). Wir im ersten Beispiel
haben wir die Proportionalitatskonstante —k = —2 kq, weil die Konzentration
ca(t) der Substanz A abnimmt. Auf der rechten Seite der Reaktionsgleichung
taucht (CA(t))2 auf, weil wir in der Reaktion zwei Molekiile der Substanz A
brauchen: Nach dem Massenwirkungsgesetz miissen wir daher auf der rech-
ten Seite das Produkt der Konzentration von A mit sich selbst, also (CA(t))2,
verwenden.

(¢) Reaktion mit mehreren chemischen Substanzen: Oft hingt die Ande-
rungsrate einer Konzentration auch von den Konzentrationen anderer beteilig-
ter Spezies ab, so dass mehrere gekoppelte Differentialgleichungen auftreten.

Beispielsweise ergibt sich fiir die Elementarreaktion A + B % P nach dem
Massenwirkungsgesetz das (nichtlineare) Differentialgleichungssystem:

—k CA(t) CB(t),
cp(t) = —kca(t) ca(t),
p(t) = keca(t)cp(t).

)
NS
~~

<~
N—

I
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(d) Folgereaktion: Fiir eine Folgereaktion A " B & P erhilt man das System
von Differentialgleichungen

ca(t) = —kica(t),
dg(t) = kica(t) — kocp(t),
cp(t) = kyep(t).

Dies ist ein sogenanntes lineares Differentialgleichungssystem 1. Ord-
nung. Wir kénnen das obige Differentialgleichungssystem l6sen, indem wir
nacheinander erst durch Losen der ersten Gleichung c4(t) berechnen, und dann
nach Einsetzen von cy(t) in die zweite Gleichung die zweite Gleichung l6sen,
um cp(t) zu berechnen. Nachdem wir c¢p(t) in die letzte Gleichung eingesetzt
haben, kénnen wir durch Integrieren cp(t) berechnen.

Chemische Anwendung A.8. (Reaktionsgleichungen: DGL-System mit
getrennten Variablen)

Betrachten wir die Elementarreaktion A + B — P, fiir welche wir bereits in An-
wendung (c) das System von Differentialgleichungen erster Ordnung aufge-
stellt hatten. Fiir Anwendungen typische Anfangswerte sind c4(0) = a, cg(0) = b
und cp(0) = 0, d.h. zu Beginn der Reaktion liegt noch keine Substanz P vor, weil
A und B noch nicht miteinander reagiert haben. Damit eine Reaktion stattfin-
det muss a,b > 0 gelten. Gesucht ist die Produktkonzentration cp(t) fiir jedem
Zeitpunkt ¢ > 0.

Das gesamte Differentialgleichungssystem mit diesen Anfangswerten lautet also

(vel. Anwendung (c))

d4(t) = —kca(t)ep(t),  ca(0) =a, (A.6)
p(t) = —kea(t)cp(t), cp(0)=hb, (A.7)
dp(t) = kca(t)cp(t), cp(0)=0. (A.8)

Direkt léasst sich das volle System nicht 16sen. Andererseits ware es ausrei-
chend, die letzte Gleichung zu losen. Dies ist getrennt nur dann moglich,
wenn man c4(t) und cg(t) durch cp(t) ausdriicken kann. Hier hilft uns die An-
schauung: Wenn (zur Zeit ¢ > 0) N Molekiile P entstanden sind, so
sind dafiir jeweils N Molekiile von A und jeweils N Molekiile von B
verbraucht worden. Fiir die Konzentrationen c4(t) und cp(t) sollte also gelten:
ca(t)=a—cp(t), cp(t)=b—cp(t) firallet>0 (A.9)
< cult)+cp(t)=a, cp(t)+cp(t)=0 furallet>0. (A.10)
Dass diese Vermutung richtig ist, siecht man wie folgt:

(calt) + Cp(t)), =y (t) + p(t) = —kca(t) cp(t) + kca(t) ep(t) =0, (A.11)
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(cB(t) + Cp(t))/ = c(t) + p(t) = —kca(t) cp(t) + keca(t) ep(t) =0, (A.12)

wobei wir im zweiten Schritt die Differentialgleichungen (A.6)) und (A.8) bzw. (A.7)
und (A.8) eingesetzt haben. Aus (A.11)) bzw. (A.12) folgt, dass die Funktion

ca(t) + cp(t) bzw. cp(t) + cp(t) jeweils konstant ist, also ca(t) + cp(t) = dy
und cp(t) + cp(t) = do mit Konstanten dy,ds € R. Da aber auch fiir ¢ = 0 die
Gleichungen ca(t) + cp(t) = dy und cp(t) + cp(t) = dy gelten miissen, folgt aus
den Anfangswerten

di =ca(0)+cp(0)=a und  dy =cp(0)+cp(0) =0.
=a = =y =0

Also gilt d; = a und dy = b, und wir haben bewiesen, dass (A.10) und damit
(A.9) eilt.

Durch Einsetzen von (A.9) in die dritte Differentialgleichung (A.6]) folgt
dp(t) =k (a—cp(t)) (b—cp(t)).

Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Wir teilen auf beiden
Seiten durch (a — cp(t)) (b — cp(t)) und erhalten

By
(a—cp(t)) (b—cp(t))

und integrieren anschlieffend iiber ¢ von t = 0 bis t = s

cp(s) dep B s Cﬁo(t) B s L
/0 (CL—CP)(b—Cp)_/O (CL—Cp(t)) (b—Cp(t)) dt—/o /{jdt]:A7 |
13

wobei wir ¢p(0) = 0 fiir die untere Grenze im linken Integral verwendet haben.

Um die linke Seite zu integrieren miissen wir zwei Félle unterscheiden: a = b und
a # b.

Betrachten wir zuerst den einfacheren Fall a = b. Dann gilt

/CP(S) de B /CP(S) de B [ 1 :|CP(S) - 1 B 1
0 (a—cp)(b—cp) )y (a —cp)? a—cpl, a—cp(s) a

(A.14)
Einsetzen von (A.14)) in (A.13)) und Auflésen nach cp(s) liefert
1 1 1 1

———=ks = ——=ks+~

a—cp(s) a a — cp(s) a

— ! (s) = (s) !
———— =a—cp(s cp(s)=a————.
ks+1/a r " ks+1/a
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Betrachten wir nun den (realistischeren) Fall a # b. Dann berechnet man das

unbestimmte Integral
/ dx
(a—z)(b— )

mittels Partialbruchzerlegung (vgl. Teilkapitel : Mit der Partialbruchzerlegung

M—xihﬂw:bia<aix_bix>

erhalt man fiir x = ¢p

ep(e) dep sl 1 1
/ :/ < — )de
(@ —cp)(b—cp) 0 b—a\a—cp b—cp

/‘S dep (/@@ dep
b —a \Jo a—cp 0 b—cp
[ cP(s)>
0

Cﬂ@—[—hﬂb—CPﬂ

cp(s)

In (Ja — CP\)]

0

lln (Jb—cp|) —=In(|Ja — CP\)]

:{b—am( )}0

1 b—cp(s) 1
= In(|————=|) — 1
b—an< ) b—a
1

a— cp(s) !
)- iz

Einsetzen von (A.15)) in (A.13)) liefert
a

)
biam<9:2£i

0

cp(s)
b—Cp "

a—Ccp

(A.15)

a

(b

a— cp(s) ) ke

Wir multiplizieren zunéchst auf beiden Seiten mit (b — a) und nutzen — In(x) =

In(1/z) fir —1In(|b/al) aus
ln(lp(s) ) —|—ln<‘%‘> =k(b—a)s.

a— cp(s)
Dann nehmen wir die (natiirliche) Exponentialfunktion auf beiden Seiten

oo (n([z=tg ) m () -

a — cp(s)
- (n (222 ()

b_CP ‘ e k(b—a)s
- )

| I7

CL—CP

-~

b—cp(s)
)

b—cp(s

a—cp(s)



A 4. Differentialgleichungen zur Modellierung chemischer Reaktionen
438 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

wobei wir das Gesetz e*t¥ = e - ¢¥ fiir die Exponentialfunktion benutzt haben.
Nun nutzen wir, dass nach Voraussetzung a > 0 und b > 0 gilt, d.h. wir kénnen
die Betragsstriche bei |a/b| weglassen. Wir multiplizieren mit b/a und erhalten

b
= — . Mb-a)s, (A.16)

Solange cp(s) < a und cp(s) < b, also cp(s) < min{a, b}, fir alle s > 0 gilt,
konnen die Betrédge entfallen. Anschaulich sollte dies fiir alle Zeiten s > 0 gelten,
denn erst beim vollstdndigen Umsatz einer der in die Reaktion eingehenden Sub-
stanzen sollte cp(s) = min{a, b} gelten. Fiir eine mathematisch korrekte Losung
muss diese Annahme im Nachhinein gepriift werden, was wir am Ende machen
werden! — Wir nehmen also zunéchst an, dass

( cp(s)<a und  cp(s)<b  firales>0 >
= ( cp(s) <min{a,b}  firalle s >0 )
oilt, d.h,

a—cp(s)>0 und  b—cp(s) >0  firalles>0.

Daher lassen wir also die Betragsstriche in ((A.16)) weg und 16sen nach cp(s):

%];((?) = g . hlb=a)s — b—cp(s) = (a—cp(s)) - g . kb
— b—cp(s)=b- ehlb—a)s _ cp(s) - S . pk(b—a)s
— cp(s) (2 . gklb—a)s _ 1) _ b ekb—a)s g
= cp(s) - _71 (a — bek(b_a)s) =-b (1 — ek(b_“)s)
— cp(s) =ab- Lot

a — bekb—a)s *

Also finden wir fiir a # b unter der Annahme cp(t) < min{a, b} fiir alle t > 0
die folgende Losung

1 — 6k(b—a)t
a — bekb—a)t ”

cp(t)=ab- (A.17)

Zuletzt miissen wir noch unsere Annahme cp(t) < min{a,b} fiir alle
t > 0 fiir die Losung (A.17)) iiberpriifen. Dazu zeigen wir zunéchst, dass



A. Anwendungsbeispiele aus Chemie und Physik
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 439

cp monoton wachsend ist. Wenn wir dies nachgewiesen haben, dann wissen wir,
dass 0 < cp(t) < limy,o cp(t). Wenn wir anschliefend zeigen konnen, dass
lim; o cp(t) < min{a, b} gilt, dann haben wir unsere Annahme nachgewiesen.

Ableiten von (|A.17)) liefert

cp(t)
—ab —k(b—a) ek(b—a)t (a — bek(b—a)t) — (11— @k(b—a)t) (=1 k(b —a) b ek(b—a)t
=ab- (CL _ bek(b*a)t)Q
— abk (b— a) k=0t . (@ — b=ty 4 p(1 — eh-at

(a — bekb-a)t)2

— Fb=a)t 1 p _ peh(b-a)t
= _\ k(—ap —atbe + e
S (a — bekb-a)t)2
b—a

= _ k(b—a)t
—ent (b a) ‘ (CL —b ek‘(b—a)t)2

(b—a)
(a — behl—at)2”

Wegen £ > 0,a > 0,0 > 0, a # b und ¢” > 0 fiir alle x € R finden wir also
cp(t) > 0, d.h. cp ist streng monoton wachsend fir alle .

—abk M-t

Betrachten wir nun cp(t) fiir ¢ — oo, so miissen wir die beiden Fille b < a und
b > a unterscheiden.

o Firb<aistb—a <0 und b= min{a,b}, und daher gilt

lim ef—at —
t—o00

Also finden wir
(b—a)t

_ 1 k
1_ek(bfa)t > . 1 tllgloe

a — beklb-a)t a — b lim ek(b—a)t
t—00

lim cp(t) = lim (ab-

t—00 t—00
1 .
=ab— = b = min{a, b}.
a

e Fiir b > aist b —a > 0 und a = min{a, b}, und daher gilt

lim e kb-at — .

t—o00
Also erweitern wir den Bruch in cp(t) erst mit e *®~®* und erhalten
1 — ek(bfa)t efk(b—a)t —1
cp(t) =ab- 0 — bekl—at ab- Ge—k—a)t _p°
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Damit finden wir

e—kb—a)t _ q lim e F(-a)t _ 1
lim cp(t) = lim (ab- —qb. 122
t—00 t—00 q e k—alt _p a lim e—Fk(b—a)t _}
t—00
—1 —1
=ab- a(-)O—b :ab-_—b:a:min{a,b}.

Wegen cp(t) > 0 fiir alle ¢ > 0 folgt cp(t) < limy_o cp(t) = min{a, b}, und die
Annahme cp(t) < min{a, b} fiir alle t > 0 ist gerechtfertigt.

Chemische Anwendung A.9. (Folgereaktion in der Chemie)

Betrachten wir die Folgereaktion A "B P Zur Zeit t = 0 seien die Kon-
zentrationen ca(t), cp(t) und cp(t) der Substanzen A, B und P gegeben durch
ca(0) = a, cg(0) = 0, cp(0) = 0, d.h. wenn die chemische Reaktion startet liegt
nur die Substanz A vor (also nur die Substanz A hat eine Konzentration c4(0) = a
grofer als Null).

Wir wollen die Frage beantworten, wie sich die Konzentration von P zeitlich
verandert?

Zunichst stellen wir das System der Differentialgleichungen auf (vgl. auch An-

wendung (d)):
di(t) = —kyca(t), ca(0) = a, (A.18)
dp(t) = kica(t) — kacp(t), cp(0) =0, (A.19)
dp(t) = kocp(t), cp(0) = 0. (A.20)

1. Schritt: Zunachst 16sen wir die erste Gleichung: Diese ist eine lineare homogene
Differentialgleichung erster Ordnung

dy(t) + k1ca(t) =0 (A.21)

in Standardform mit a(¢) = ky. Also finden wir die allgemeine Losung

ca(t) = C exp <—/a(t) dt> = (' exp (—/k1 dt) — C exp(—kit) = Ce M,

(A.22)
Aus der Anfangsbedingung folgt a = c4(t) = C e M0 = (', also C' = a. Damit ist
die Losung des Anfangswertproblems ({A.18)

ca(t) = ae Mt (A.23)
2. Schritt: Wir setzen nun (A.23) in (A.19) ein und erhalten
p(t) + kycp(t) = krae ™, cp(0) = 0. (A.24)
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Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung in Stan-
dardform mit einem Anfangswert und mit a(t) = ko. Wir finden fiir die Losung
der zugehorigen homogenen Gleichung

p(t) + kocp(t) =0 (A.25)
die allgemeine Losung
cpp(t) = C exp(—kyt) = Ce ™,

Hier haben wir benutzt, dass gerade die Differentialgleichung wird,
wenn wir cg durch ¢4 und ko durch k; ersetzen. Daher erhalten wir aus
gerade die allgemeine Losung von (A.25)), indem wir ¢4 durch cg und &y durch
ko ersetzen. Mit dem Ansatz der ,Variation der Konstanten“ cp 4(t) = u(t) cp n(t)
(mit C' =1 in c¢p ) berechnen wir eine spezielle Losung der inhomogenen Glei-
chung. Dabei ist die Formel fiir u = u(t)

k —klt k. —klt
u(t) = /& dt = /L dt = kla/d’f?—kl)t dt

ngh(t) ekt
a ki (ka—ki)t o
——— e\ fir k k
aklt fur ]{31 = ]{32.

Also finden wir als eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung

(A.24)

ak (ko—k1)t —kot a ki kit g
_elmi)t gmhal — oMl fiiy kg £ ko,
cps(t) = u(t) et = (ka2 = ki) (k2 — k1)
akite*t =aqk te Rt fir k1 = ko.

Also finden wir fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung
(A.24])

Ce et 4 a—kl e Mt fiir ky #* ko,
cp(t) = cpn(t) + cpo(t) = (k2 — k1)

C G_klt +a ]{}1 te_klt fiir ]{}1 = ]{}2.

Einsetzen der Anfangswertbedingung cg(0) = 0 liefert

— k’l _ ak:1
Ce 04 48 k0 _ oy 4N
0 =cp(0) = (k2 — k1) (k2 — k1)

C e M0 +ak0 e M0 =(C fiur k1 = ko.

fir ]431 7é ]432,
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Also erhalten wir
a ]{71

. ——(k2_k1) fiir ky # ko,
0 fiir k1 = ko,
und die Losung des Anfangswertsproblems ist
_4m M (e*klt — e*kzt) fiir ki # ko,
cp(t) =< (k2 —Fk) (A.26)
akyte kit fiir k; = ko.

Schritt 3: Wir setzen (|A.26)) in (A.20)) ein und erhalten die lineare inhomogene
Differentialgleichung erster Ordnung

M (e—k1t _ 6—k2t) fiir ky # ko,
plt) = kyenlt) = { (k2= F)

ak?te Ml fiir by = ko.

Durch ,direkte” Integration erhalten wir

( ki k
2 — R

Cp(t) = <

/ akite Mt dt fiir ky = ko.
\

Wir berechnen die beiden Integrale separat: Fiir den Fall k; # k5 finden wir

akl kz kit kot CLkl k? 1 —kqt 1 —kot
it 21} ¢t = it - 2
[ Gy ety = i (e - ) <

= Tk . 5 (ke — kye ™) 4 C,

und fiir den Fall &y = ko finden wir mittels partieller Integration

1 1
/ak%te_klt dt = ak?t ) e hit /ak% ) e Mt dt

1

(—k1)

Also finden wir fiir die allgemeine Losung von ¢p(t) = ko cp(t)

a

— (&
(k2 — k1) (
—akite ™™ —qge M 4 O fir k1 = ko.

re P —kye™™) 4 O fiir by # ko,
Cp(t) =
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Mit der Anfangsbedingung cp(0) = 0 erhalten wir somit

( a B _ a (k1 — ko)
— (ke e 0= 2
(ks — ki) (ks 2e) (ks — k1)

0= CP(O) = fiir kl 7é kQ,

+C=—-a+C

—aki0e M —ge ML 0 =—aq+C fiir k1 = ko,

\

d.h. in beiden Fallen erhalten wir 0 = —a 4 C, also C' = a. Somit ist die Losung
des Anfangswertproblems ({A.20))

1
a 1 + —— k’l B_kzt — k’Q B_klt ) fiir ]{31 7& ]{32,
(t) = ( (k2 — k1) ( )

—a kl te_klt — ae_klt + a=aq (]_ — (kl t + 1) e_klt) fuI‘ kl - kQ-

cp
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ANHANG B

Grundlagen aus der Mittel- und Oberstufe

B.1 Rechnen mit reellen Zahlen

In diesem Teilkapitel seien a, b, c reelle Zahlen.

Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir die Addition reeller Zahlen:

(1) Assoziativgesetz: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
(2) Kommutativgesetz: a+b=b+a

Wegen des Assoziativgesetzes der Addition spielt es keine Rolle, in welcher Rei-
henfolge wir die Additionen ausfiihren. Wir diirfen daher die Klammern auch
einfach weglassen, also:

(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c

Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir die Multiplikation reeller Zahlen:
(1) Assoziativgesetz: (a-b)-c=a-(b-c)

(2) Kommutativgesetz: a-b=10b-a

Wegen des Assoziativgesetzes der Multiplikation spielt es keine Rolle, in welcher
Reihenfolge wir die Multiplikationen ausfiihren. Wir diirfen daher die Klammern
auch einfach weglassen, also:

(@a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c
445
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Weiter gelten die beiden Distributivgesetze:

(a+b)-c=a-c+b-c,
a-(b+c)=a-b+a-c

Generell gilt ,,Punkt(rechnung) vor Strich(rechnung)“, d.h. ist ein Aus-
druck mit Multiplikationen oder Divisionen (also Punktrechnungen) und Ad-
ditionen oder Subtraktionen (also Strichrechnungen) gegeben, so miissen die
Punktrechnungen zuerst ausgefiihrt werden, wenn es nicht durch Klammerset-
zung anders vorgegeben ist.

Beispiel B.1. (,,Punkt vor Strich“, Klammersetzung)

13+2-44+7=13+8+7=28,
(1342)-4+7=15-4+7=060+7 = 67.

Wie sehen an dem obigen Beispiel, dass die Klammersetzung eine entscheidende
Rolle spielt.

Auch wenn man nur Additionen und Subtraktionen hat, spielt die Klammerset-
zung eine Rolle, denn es gelten:

a—(b+c)=a—-b—c,
a—(b—c)=a—0b+c,
a+(b—c)=a+b—c.

Dieses folgt aus den obigen Gesetzen, indem man die Subtraktion mittels
a—b=a+(-1)-b
als Addition auffasst:

—1
—b

a—(b+c)=a+
:a—|—

(b+c)=a+ ((-b) + (—¢))
+(—¢)=a—-b—c,

(1)
(—b)
a—(b—c)=a+(-1)- (b+(—c)) =a+ ((=b) +¢)
(—b)
(

a+(b—c)=a+
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B.2 Bruchrechnung

In der Unter- und Mittelstufe lernt man die rationalen Zahlen @Q, also die Menge
aller Zahlen der Form
m

— mit m,n € Z, wobei n # 0,
n

kennen. Solche Zahlen nennen wir Briiche. Spéter werden in der Schule auch
,Briiche* betrachtet, deren Zahler und Nenner nicht mehr in Z sondern beliebige
reelle Zahlen sind, wobei der Nenner natiirlich nach wie vor ungleich Null sein

muss, also z.B.
T V2 e

— — d —.

5 5 oder 7
Fiir das Rechnen mit Briichen gelten die Rechenregeln aus dem nachfolgenden
Hilfssatz.

Hilfssatz B.2. (Rechenregeln der Bruchrechnung)

Folgende Rechenregeln gelten fiir reelle Zahlen a,b, c und d:

(1) Erweitern und Kiirzen: % = %

a ¢ a+c
PR T
_a-d+c-b

N b-d

(11) Addition von Briichen mit gleichem Nenner:

+
ISH Y

(7i1) Addition allgemeiner Briiche:

Q
o

(iv.a) Multiplikation von Brichen:

ulo
S

(1v.b) Multiplikation mit a € R:

Q

I
—]

|

ol ole SIe
Ol o

S
o

o

I
—_

I
—_

(v) Kehrwert:

ol &
S

&Io|>—t
Qlo
o

(vi) Doppelbruch:

Sl IS

SHES
|

o | &
S
QU

&IQ|@I@
Ql o
S
o

Dabei gilt: Kein Nenner darf dabet gleich Null sein! Bei Doppelbriichen
setzt man den Hauptbruchstrich auf Hohe des Gleichheitszeichens.
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Betrachten wir einige Zahlenbeispiele fiir die Rechenregeln aus Hilfssatz [B.2]

Beispiel B.3. (Rechenregeln der Bruchrechnung)

[\)
—_
w
—_

= -4 _2.3_
2. 3-:2 6 6

5
6
@33 A _ 384 s 143

28 11 2811 7-4-11 7

w

7 3.7 3.7 7
g. L2t _=2°_ 7
3 5= =333
1 33
VI
33
2
@221 _27_ 27 _1
874 T4 24 3722 6
7

Wichtig ist zu beachten, dass die folgenden falschen Regeln nicht gelten:

b 140 b b b
o #* i 3 sondern korrekt ist at = a +—-=1+-,
a a a a a a

a 1
a+b7é1+b’
a+b a b

Td’ctq

B.3 Potenzen und Wurzeln

Wir wiederholen nun, wie eine Potenz a" mit Basis a €]0, c0[ und Exponent
r € Z definiert ist. Danach erlauben wir auch r» € Q und betrachten dabei den
Begrift der n-ten Wurzel.
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Definition B.4. (Potenzen mit ganzzahligem Exponenten)

Wir definieren
a’:=1  firalea € R\ {0},

und fiir positive ganze Zahlen, also n € N, ist a”™ definiert durch

at:=a-a-...-a fiir alle a € R.
—_———
n-mal
Ist n eine negative ganze Zahl, also n € Z\ Ny, so ist n = —m mit m € N,
und wir definieren
a”:a_m':i:; fiir alle a € R\ {0}
a™ a-a-...-a '
m-mal
Insbesondere gilt
41
a - =—.
a

Beispiel B.5. (Potenzen reeller Zahlen mit Exponenten in Z)
(a) 22=2-2.2=8
(b) 10 =10-10-10- 10 = 10.000

1
271=-=05
(C> 2 )
1 1 1
d) 1072 = — — —0.01
(d) 10 102 10-10 100 0,0
1 1
373=_ = = —
(¢) 3B 3.3.3 27
(=2)-(—-2) = -8

Hilfssatz B.6. (Regeln fiir das Rechnen Exponenten in Z)
Seien a,b € R\ {0}, und seien n und m in Z. Dann gelten
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und
a”
a"tm =a"a” und " " =a"a"=—. (B.2)
a

Beispiel B.7. (Regeln fiir das Rechnen mit Exponenten in 7Z)
(a) (10%)% = 10*2 = 10® = 100.000.000
(b) 2%.206 = 2416 = 210 — 1024

1
(¢) 1777174 = 17777 = 177! = = = 0,05882

(d) (%)13-213: (%-2)13: 1% =1

_3 oo B a1 1
(e)23-33:(2-3)3:63:@:ﬁ%0,0046296

Wir beweisen nun Hilfssatz teilweise, weil dieses unser Verstdndnis der Re-
chenregeln erhoht.

Beweis von Hilfssatz [B.6: Wir geben den Beweis nur fiir den Fall n > 0 und
m > 0. Die Falle n < 0 oder m < 0 konnen analog bewiesen werden, aber sie
sind etwas aufwendiger.

(a")"=a"-a"-...-a"=@a-a-...-a=a"-a"-.. .- a" =(a")"
m-mal (n - m)-mal n-mal
und
a"+m:a-a-...-a:(a-a-...-a)-(a-a-...-a):a”-am,
——— N—— —_————
(n + m)-mal n-mal m-mal
n—m 1 n —m
a :a-a-...-a:(a-a-...-a)-—:a-a .
A — N——— a-a-...-a
(n —m)-mal n-mal ——
m-mal

Damit haben wir die Gleichungen (B.1)) und (B.2)) fiir m > 0 und n > 0 bewiesen.
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Weiter gilt fiir n > 0
(a-b)"=(a-b)-(a-b)-...-(a-b)=(a-a-...-a) - (b-b-...-b)=a"b",

. / -~ -~

] n-mal n-mal
a\" a a a a-a a a"
(3) bbb bbb b
n-mal jeweils n-mal
und wir haben fiir n > 0 ebenfalls bewiesen. O

Als Nachstes wollen wir Potenzen mit rationalem Exponenten definieren. Dazu
benotigen wir als Vorbereitung die n-te Wurzel.

Definition B.8. (n-te Wurzel einer nicht-negativen Zahl)

Sei a € R eine nicht-negative reelle Zahl, und sei n € N eine natirliche
Zahl. Dann ist die n-te Wurzel a*/™ = /a als die nicht-negative Zahl b
definiert, fir die gilt b = a.

Wir bemerken, dass wir fiir n = 2 insbesondere die ,jibliche” Quadratwurzel
erhalten:

Fiir a € R mit a > 0 ist y/a die nicht-negative reelle Zahl, fiir die gilt (1/a)? = a.

Beispiel B.9. (n-te Wurzeln von a > 0)
(a) 1000'/3 = 10, weil 10° = 1000
) 22 =12, da (V22 =Vv2-V2=2
) 8114 =3, weil 3* = 81

d) 8/3 =2 denn 2° =8
)
)

a'? = /a, weil (Va)* = Va-a=a
047 =0, da 0" = 0.

Analog zu (B.1]) und (B.3) in Hilfssatz [B.6] konnen wir auch Regeln fiir das Rech-
nen mit n-ten Wurzeln herleiten.

Hilfssatz B.10. (Rechenregeln fiir n-te Wurzeln)
Seien a,b € R nicht-negative reelle Zahlen und m,n € N. Dann gelten

al/(n~m) _ (al/n)l/m _ (al/m)l/n7
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und
(CL . b)l/n _ al/n bl/n

Man kann Hilfssatz[B.10l mit Hilfe der Definition der n-ten Wurzel und unter Aus-

nutzung von Rechenregeln und beweisen. Hilfssatz ist niitzlich, um
n-te Wurzeln zu berechnen und zu vereinfachen. Wir betrachten einige Beispiele.

Beispiel B.11. (Rechenregeln fiir n-te Wurzeln)
(a) 81/6 =g/ (23) — (81/3)1/2 und wegen 2° = 8 gilt

81/6 — (81/3)1/2 — 21/2 — \/5

(b) 6561Y/% = 65614 = (6561'/2)1/4, und wegen 812 = 6561 gilt
6561'/% = (6561'/2)1/* = 8114 = (81'/2)1/2 = 91/2 = 3,

wobei wir 92 = 81 und 32 = 9 verwendet haben.

(c) 2413 = (3-8)1/3 = 31/381/3 = 31/3.2 = 2.31/3 wobei wir 2° = 8 ausgenutzt
haben.

Mit Hilfe der Potenzen mit ganzzahligem Exponenten und mit der n-ten Wurzel
konnen wir nun Potenzen mit rationalem Exponenten einfiihren.

Definition B.12. (Potenzen mit rationalem Exponenten)

Sie a eine positive reelle Zahl, und seien m € Z und n € N. Dann ist a™"

definiert durch
am/n — <a1/n> _ (am)l/n.

Beispiel B.13. (Potenzen mit rationalem Exponenten)
() 2712 = (22 = (VB = 1/V3
(b) 932 = (9Y/2)% = (v/9)? = 3% = 27, wobei wir 3% = 9 verwendet haben.
(¢) 100043 = (1000'/3)~* = 10~* = 1/10* = 0,0001, wobei wir 10° = 1000
benutzt haben.

(d) (\/g)—z/?) _ ((\/g)_z)l/fs _ ((81/2)—2)1/3 _ (8—1)1/3 _ (81/3)—1 — 91 _

1/2, wobei wir 2% = 8 ausgenutzt haben.
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Aus Hilfssétzen [B.6] und [B.10] kann man den folgenden Hilfssatz herleiten.

Hilfssatz B.14. (Rechnen mit Potenzen mit Exponenten in Q)

Seien a,b € R positive reelle Zahlen, und seinen m, k € Z und n,? € N. Dann
qgilt
_ (am/n)k/€ _ (ak/ﬁ)m/n.

Weiter gelten

m k
anti = gmm gkt und a

und / )
(a - b)™™ = gm/mpmin und (2) “

Beispiel B.15. (Rechnen mit Potenzen mit rationalen Exponenten)
In diesem Beispiel wollen wir die Rechenregeln aus Hilfssatz anwenden, um
zu vereinfachen:
(a) 21/3.922/3 = 95+3 = 2l = 2,
(b) 5032 = (2-25)3/2 = 23/2.253/2 = 21+1/2.(251/2)3 — 2.91/2.53 = 2.,/2.125 =
250 - v/2, wobei wir 5% = 25 benutzt haben.

(c) 89/6 = 82+ = 8U/2.81/3 = (4.2)1/2.2 = 41/2.21/2.2 = 2.21/2.2 = 4. /2,
wobei wir 22 = 4 und 23 = 8 ausgenutzt haben.

B.4 Rechnen mit der Gleitkommadarstellung

Wir beginnen mir der Definition der Gleitkommadarstellung die Sie von Taschen-
rechner her kennen.

Definition B.16. (Gleitkommadarstellung im Dezimalsystem)

(1) Die mormalisierte Gleitkommadarstellung (oder exponentielle
Standardform) einer reellen Zahl x # 0 ist definiert als:

r=v-a-10 (B.4)

mit dem Vorzeichen v € {—1,+1}, der Basis 10, dem ganzzahligen
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Exponenten b € Z und der Mantisse
a=ay-10°+ay-107" +ag- 1072+ - +ap-107F, (B.5)

wobei ag, aq,...,ar € {0,1,2...,9} und ag # 0 gelten. Die Zahl k + 1
mit k aus nennt man die Mantissenlinge. Da ay # 0 ist, gilt

1 <a<10.

Die Darstellung von x heifft dann k-stellige normalisierte
Gleitkommadarstellung zur Basis 10.

(2) Haben wir eine Zahl nur in der Form
r=uv-c-107 (B.6)

mit dem Vorzeichen v € {—1,+1}, dem ganzzahligen Exzponenten
d € Z und

c=c; - 10" 4 co- 10" 4o gy - 1077, (B.7)

wobei ¢ # 0, m € Z \ {0}, =k < m, und c1,¢2,...,Cnykt1 €
{0,1,2,...,9} worliegen, so sprechen wir auch wvon einer mnicht-
normalisierten Gleitkommadarstellung (oder exponentiellen
Darstellung).

Beispiel B.17. (Gleitkommadarstellung im Dezimalsystem)

Die Zahl x = —5678,3421 hat im Dezimalsystem die normalisierte Gleitkomma-
darstellung

T = —5,6783421 - 10°,

d.h. wir haben das Vorzeichen v = —1, den Exponenten b = 3 und die Mantisse

a = 5,6783421
=5.-104+6-10'+7-10248-10%+3-107*+4-10°+2-10%4+1-107"

mit der Mantissenldange k£ + 1 = 8.

Natiirlich gelten fiir Zahlen in normalisierter (oder nicht-normalisierter) Gleit-
kommadarstellung die iiblichen Rechenregeln fiir die reellen Zahlen, aber trotz-
dem muss man beim Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren eine
gewisse Vorsicht anwenden, wie das néchste Beispiel zeigt. Insbesondere lassen
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sich zwei Zahlen in normalisierter Gleitkommadarstellung selten ohne vorherige
Umformungen addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren, und das Er-
gebniss tritt nicht notwendigerweise in normalisierter Gleitkommaarstellung auf.

Beispiel B.18. (Rechnen mit Zahlen in Gleitkommadarstellung)
(a) Addieren und Subtrahieren von Zahlen in Gleitkommadarstellung:

Liegt der gleiche Exponent vor, so ist die Rechnung unkompliziert:
7,4-107°+4,2-107° = (7,4+4,2)-10°=11,6-10° = 1,16 - 107~

Haben zwei Zahlen in Gleitpunktdarstellung verschiedene Exponenten, so
miissen die Zahlen erst umgeformt werden: Klammern wir die Potenz 103
aus, so finden wir

6,04 - 10* +3,6 - 10> = 60,4 - 10° + 3.6 - 10?
— (60,4 +3,6) - 10° = 64 - 10> = 6,4 - 10*,
und klammern wir die Potenz 10* aus, so finden wir
6,04-10* +3,6-10° = 6,04-10* 40,36 - 10* = (6,04 +0,36) - 10* = 6,4 - 10*.

Das Ergebnis ist also (wie erwartet) dasselbe, aber im zweiten Fall erhalten
wir das Ergebnis direkt in normalisierter Gleitpunktdarstellung.

Klammern wir 10~* aus, so finden wir

982.-1074-71-10°=982-107*-0,71-10~*
=(9,82-0,71)-107*=9,11-10"*,

(b) Multiplizieren von Zahlen in Gleitkommadarstellung:

(7,2-10%) - (2,1-107%) = (7,2-2,1) - 10** = 15,12 - 10° = +1,512 - 10°.

(c¢) Dividieren von Zahlen in Gleitkommadarstellung:

9,6-10* 96 9,6 - 10 96
’ == .10 107 = 2—— . 102 = = . 10° = +6 - 10,

1,6-10"2 1,6 - 1,6-10 16

(d) Potenzen von Zahlen in Gleitkommadarstellung:

(4,2-10%)? = 4,22 - 10*3 = 17,64 - 10° = 1,764 - 10" = +1,764 - 10".
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(e) Wurzel zichen von Zahlen in Gleitkommadarstellung:
V4100 = (4- 1092 =412 (10%)/2 = 2. 10%7 =210 = 4+2- 10°.
ur \/m finden wir analog
VA2 100 = /421077 = /42102,

Hier erhalten wir mit der ,direkten” Rechnung keine Darstellung in Gleit-
punktdarstellung. Um zur Gleitpunktdarstellung des Ergebnisses zu gelan-
gen, muss der ganzzahlige Anteil des Exponenten abgespalten werden:

V42100 = /42 -10°% = /4,2 - 10*"Y2 = /4.2 - /10 - 10?
= /4,2-10-10®> = V42 - 10> ~ 6,5 - 10*> = +6,5 - 10°.

B.5 Das Losen quadratischer Gleichungen

Zum Losen von quadratischen Gleichungen sind die binomischen Formeln niitzlich.

Hilfssatz B.19. (binomische Formeln)
Seien a,b € R. Dann gelten:

(1) Erste binomische Formel:

(a+b)?=a*+2ab+ b = a’> +2ab+b* = (a+b)°

(2) Zweite binomische Formel:

(a—b)?=a*—2ab+ b = a’* —2ab+ b = (a—b)*.

(3) Dritte binomische Formel:

(a+b)-(a—b) = a* — b = a’* —b*=(a+0b)-(a—0).

Wir wiederholen zunachst die Definition einer quadratischen Gleichung.
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Definition B.20. (quadratische Gleichung)
FEine Gleichung der Form

ar’+br+c=0

mit a,b,c € R und a # 0 nennt man eine quadratische Gleichung. In-

dem man durch a # 0 teilt erhdlt man die Standardform der quadratischen
Gleichung:

5 b c 9 , c
4+ -xz+-=0 — r+pr+qg=0 mit p=—-, ¢g=—.
a a a a

Beispiel B.21. (quadratische Gleichungen)
(a) 22% — 122+ 16 = 0 ist eine quadratische Gleichung. Thre Standardform ist
22 —6x+8=0.
(b) 2 — 4 = 0 ist eine quadratische Gleichung; sie befidnet sich bereits in
Standardform.

(¢) 22—T7 = 0 ist keine quadratische Gleichung, sondern eine lineare Gleichung.

(d) 23 +52%+x = 0 ist ebenfalls keine quadratische Gleichung, denn hier tritt
eine dritte Potenz von z auf.

Ab jetzt betrachten wir nur noch quadratische Gleichungen in Standardform.

Losungsmethode B.22. (Lésen mit quadratischer Erginzung)

Durch eine quadratische Erginzung wird der Term x*>+px + q als Summe
eines Quadrats und einem konstanten Terms dargestellt:

2 2 2 2_4»
Paprrane2hes () van () T
)2

P
wobei wir im letzten Schritt die erste binomische Formel (siehe Hilfssatz[B.19

(1)) verwendet haben. Dabei gilt (3: + g)Q > 0, weil Quadrate in den reellen
Zahlen immer nicht-negativ sind. Es kénnen nun drei Faille auftreten, die vom
Vorzeichne von d := p?> — 4q abhingen:

[SIiS]
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(1) Falld = p*—4q = 0: Ist p?—4q = 0 so vereinfacht sich die quadratische
Gleichung zu

2 P\?
x +px+q:(m+§> ;

und wir lesen ab, dass die eine (doppelte) reelle Losung x = —¥% ist.
(2) Fall d = p*> —4q > 0: Ist p> — 4q > 0 so kinnen wir die dritte bino-
mische Formel (siche Hilfssatz[B.19((3)) anwenden um die Losungen zu

bestimmen:
2 2 _4 2 24 ?
2 _ g)_p—q:< z_?>_ p? —4q
5 +pxr—+q (sc+2 1 :1:+2 —2
——
>0
B p VP —4q p p*—4q
A G T e N - S

Wir lesen die zwet verschiedenen reellen Lésungen ab:

P, VP —4q x2:_z_ﬂ_\/p2—4q
5 .

S 2 2 2

(3) Falld =p* —4q < 0: Ist p> —4q <0, so ist —]% > 0 und es gilt

2 2_ 4
x2+px+q:(9&+g) -I—(—p q>>0,

2 4

>0 >0

und die quadratische Gleichung hat keine reellen Losungen.

Es lohnt sich nicht, die Formeln aus Losungsmethode [B.22] auswendig zu lernen.
Wenn man die Vorgehensweise verstanden hat, dann kann man sie mit Hilfe der
binomischen Formeln als jedem Beispiel direkt durchfiihren. Betrachten wir einige
Beispiele.
Beispiel B.23. (quadratische Erginzung)
(a) 2 —62+8=0
Wir fithren die quadratische Ergénzung durch:
?—6x+8=a2"+2(-3)z+(-3)*—(-3)*+8=(z—3)>—1.
mit der dritten binomischen Formel (siehe Hilfssatz erhalten wir



B. Grundlagen aus der Mittel- und Oberstufe
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 459

also
P —6r+8=(r—-32 -1’ =@2-3-1)(z—-3+1)=(x—4)(z—2).

Alsohat die Gleichung 22> — 62 + 8 = 0 die beiden verschiendenen reellen
Losungen x1 = 4 und z9 = 2.

(b) 22 +4x+4=0
Wir fiihren die quadratische Ergénzung durch:
2 —dr+4=2"+2(-2)x+(-2)%=(z - 2)%

und wir lesen die (doppelte) reelle Losung = = 2 ab.
(c) 22+ 62 +10=0
Wir fiihren die quadratische Ergénzung durch:

?+62+10=2>+232)+3* -3 +10= (v +3)* + 1,

und wir lesen ab, dass 22 + 6z + 10 = 0 keine reellen Losungen hat.

Die Losungsmethode kann man die g-p-Formel zum Losen einer quadrati-
schen Gleichung direkt ablesen

Bemerkung B.24. (p-¢g-Formel)

Setzt man in Losungsmethode |B.22 a = p und b = ¢, so erhélt man

2 2_4
p) _P d mit p,q € R,

0= 2 = ( -
" +px+q T+ 5 1
und list an den drei Fallen ab: Die quadratische Gleichung ist in den reellen

Zahlen nur dann l6sbar, wenn d := p?> — 4 ¢ > 0 ist. Die Losungen sind dann

p p*—4q _p VPP —4g

nETyt Ty Ty

Dabei erhalten wir fiir d = p? — 4¢ = nur eine (doppelte) reelle Losung. Fiir
d = p?> —4q < 0 hat die quadratische Gleichung keine Losungen in R.

Ein niitzliches Hilfsmittel zum Loésen von manchen quadratischen Gleichungen ist
der Wurzelsatz von Vieta.
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Hilfssatz B.25. (Wurzelsatz von Vieta)

Sei x> +pr+q =0 mit p,g € R und p # 0 eine quadratische Gleichung,
fiir die gilt d = p*> —4q > 0 ist. Dann besitzt die quadratische Gleichung zwei
reelle (nicht notwendigerweise verschiedene) Losungen x1 und xs, fir die gilt

1+ T9 = —p und X1 To = ( (B.8)
und
2?4 pr4q=(r—x1) (- 29). (B.9)

Sieht man durch Inspizieren der Gleichung Losungen x1 und x4 von (B.§)), so
hat man die Losungen der quadratischen Gleichung gefunden.

Beweis von Hilfssatz[B.25: Formel ist gerade die Faktorisierung der quadra-
tischen Gleichung. Da per Annahme z; und xo Losungen sind, muss gelten.
Man verifiziert die Formeln in (B.8) durch Ausmultiplizieren und Sortieren der

rechten Seite in (B.9):

$2+px+q:(.’l§'—$1)($—$2):$2—$1$—$x2+$1$2

::132—(:1:1+a:2)x—|—a71$2,

Da die Koeffizienten der gleichen Potenzen von z auf der linken und derre rechten
Seite {ibereinstimmen miissen, liest man ab, dass p = —(x1 + x2) und ¢ = 1 z».
gelten muss. ]

Betrachten wir ein Beispiel zum Wurzelsatz von Vieta.

Beispiel B.26. (Wurzelsatz von Vieta)
Wir losen die quadratische Gleichung

3224+ 272+60 =0 (B.10)

mit dem Wurzelsatz von Vieta. Dazu teilen wir erst durch 3, um die Standardform
zu bekommen.

32°+27Tx+60=0] :3 = x®+ 9z +20 = 0.
Wir haben also p =9 und ¢ = 20. Wegen

d=p’—=4¢g=9"—-4-20=81-80=1>0
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(0 uoA) ojoyjeULBer) = D

b = Ankathete (von «)

Abb. B.1: Die Definition von Sinus und Cosinus am rechtwinkligen Dreieck:
sin(a) = a/c und cos(a) = b/c.

hat die quadratische Gleichung zwei reelle Losungen. Nun gilt fiir ; = —5 und
r9 = —4, dass

r1+T9=-5—4=-9=—p und r1x9 = (=5H) (—4) =20 =gq.
Daher folgt nach dem Wurzelsatz von Vieta
2 +92+20= (z—(-5)) (xr—(-4)) = (x+5) (x+4) =0,

und die beiden reellen Losungen von (B.10)) sind 2y = —5 und 2y = —4.

B.6 Sinus und Cosinus als Kreisfunktionen

Wir beginnen unsere Einfithrung der trigonometrischen Funktionen mit der Wie-
derholung der Definition von Sinus und Cosinus am rechtwinkligen Dreieck.

Definition B.27. (Sinus und Cosinus im rechtwinkligen Dreieck)

Fiir Winkel o mit 0° < a < 90° sind sin(«) (,,Stnus von a*) und cos(«)
(,,Cosinus von ) im rechtwinkligen Dreieck wie folgt definiert:

a  Gegenkathete (von )

sin(a) =

c Hypotenuse
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cos(a) b Ankathete (von «)
Q) =-= :
c Hypotenuse

Die Ankathete (von «), die Gegenkathete (von «) und die Hypotenuse,
sowie die Bezeichnungen der Dreiecksseiten sind in Abbildung Wllustriert.

Fiir Berechnungen an nicht-winkligen Dreeicken sind auch der Sinussatz und der
Cosinussatz wichtig.

Hilfssatz B.28. (Sinussatz und Kosinussatz)
In beliebigen Dreiecken gelten:

(1) Sinussatz:

sin(a)  sin(8)  sin(y)

a b c

(2) Kosinussatz:

A =a’+b—2-a-b-cos(v)

Dabei sind die Bezeichnungen der
Winkel und der Seiten in der neben-
stehenden Skizze festgelegt.

Wir bemerken, dass fiir rechtwinklige Dreiecke der Satz des Pythagoras gilt:

|Gegenkathete (von a)] g [Ankathete (von a)]2 = [Hypotenuse] ?
oder in der Beschriftung der Abbildung

a’ + b = .

Wir wollen nun den Sinus und den Cosinus fiir beliebige Winkel definieren, indem
wir Sinus und Cosinus als trigonometrische Funktionen am Einheitskreis
einfithren. Es ist dabei iiblich, die Variable einer trigonometrischen Funktion nicht
in Grad sondern im Bogenmalfs anzugeben, welches wir daher zuerst einfiihren.
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Definition B.29. (Bogenmafs)
Das Bogenmafl b zu dem Winkel ¢
(gemessen in Grad) ist die Linge des

Kreisbogens am Einheitskreis mit Ra-

dius r = 1 zu diesem Winkel ¢ (siehe
Skizze rechts). Nach der Formel fiir den o
Kreisumfang 2mr = 2m hat der Kreis-
bogen zum Winkel 360° die Lange 27
Damit gilt die Gleichheit

¢ _ b
360° 27’

mit der wir zwischen Gradmaf und Bogenmafl umrechnen kénnen.:

2 360°
" und b = -

b pu—
360° 2

b.

In der Tabelle ist die Umrechnung fiir das Gradmaf und das Bogenmafs fiir
einige der wichtigsten Winkel aufgelistet. Sie sollten die Umrechnung zumindest
fiir die in der Tabelle aufgefiihrten Winkel im Kopf haben.

Gradmafs | 0 | 30|45 |60 |90 | 180 | 270 | 360 )

2
7r3—7r27r—7r¢

T T T T
B ; AN I B
ogenmak | 0 =) 2 =) 5 2 360

Tabelle B.1: Umrechnung zwischen Gradmafs und Bogenmafk.

Nachdem wir das Bogenmaf eingefiihrt haben, kénnen wir nun die Sinus- und die
Cosinusfunktion am Einheitskreis definieren.

Definition B.30. (Sinusfunktion und Cosinusfunktion)
Der Einheitskreis ist der Kreis in der (x,y)-Ebene mit Zentrum im Ursprung
(0,0) und mit Radius r = 1. Es seien (x,y) die Koordinaten des Punktes P

auf dem FEinheitskreis, fir den der Winkel gegen den Uhrzeigersinn von der
positiven x-Achse aus gerade ¢ (im Bogenmaf) betrigt (siehe Abbildung[B.9).
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Y

—1 cos(¢)|1

—1

Abb. B.2: Definition von Sinus und Cosinus am Einheitskreis.

Dann definieren wir den Sinus und den Cosinus durch:
sin(¢) ==y und cos(¢) = . (B.11)

Dadurch sind sin(¢) und cos(¢) fir Winkel ¢ € [0,2x] erkldrt. Fir andere
Werte ¢ € R definteren wir

sin(¢) := sin(¢ — 2k) und cos(¢) := cos(¢p — 2km), (B.12)

wobei k € 7 so gewdhlt ist, dass ¢ — 2km € (0,27 gilt.

Durch (B.11)) in Definition sind sin(¢) und cos(¢) fiir alle ¢ € [0, 27 de-

finiert, d.h. wir haben zunéchst jeweils eine Funktion auf dem Intervall [0, 27].
Mit werden die Sinusfunktion und die Cosinusfunktion durch sogenannte
2m-periodische Fortsetzung von sin(¢) bzw. cos(¢) von dem Intervall [0, 27|
auf ganz R fortgesetzt.

In Abbildung[B.3]haben wir die Graphen der Sinusfunktion und der Cosinusfunk-
tion geometrisch veranschaulicht.

In der Tabelle B.2/sind die Werte von sin(x) und cos(x) fiir einige wichtige Winkel
aufgelistet. Diese sollte man im Kopf haben.
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|— Graph von f(x) = sin(x)| |— Graph von f(x) = cos(x)|

l,

Abb. B.3: Veranschaulichung der Graphen der Sinusfunktion (linkes Bild) und der
Cosinusfunktion (rechtes Bild).

T in 0 T s T T | 27 3T 5% 3T 5
Bogenmaf 6 | 4 13|23 4 6 | " |2 | "
T In
0130 45|60 |90]120| 135 | 150 | 180|270 | 360
Gradmafs
1 1v2 ] V3 3 2 1
sn(@) o | L M2[Y3 VBV L
2 | 2 | 2 2 2 2
7] 1 1 2
cos(z) | 1 VBIV2E Ll L VRl VB
2 | 2 | 2 2 2 2

Tabelle B.2: Einige wichtige Werte der Sinus- bzw. der Cosinusfunktion.

Mit der Beobachtung, dass 0 = @ : % = \/71, 1=

von sin(x) und cos(x) in Tabelle von der Form
Vk

27

s

1 sieht man, dass die Werte

+ k=0,1,2,3,4,

sind, und kann sich das Muster leicht merken.
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30° = 7/6

45° =7 /4

7
1/V2 \

1/V?2 1/2 1/2

Abb. B.4: Skizzen zur Bestimmung von sin(x) und cos(z) fir x = n/4 (linkes
Bild) und x = 7/6 (rechtes Bild).

Beispiel B.31. (Berechnung der Werte von Sinus und Cosinus)

Man kann die Werte in Tabelle [B.2] einfach mittels der Definition von Sinus und
Cosinus iiber das Dreieck am Einheitskreis ablesen bzw. mit elementargeometri-
schen Uberlegungen berechnen.

(a) Man sieht am Einheitskreis fiir den Winkel z = 0 direkt, dass

sin(0) =0  und cos(0) = 1.

(b) Man sieht am Einheitskreis fiir den Winkel x = 7/2 (also 90°) direkt, dass

sin (g) =1 und COS (g) =0.

(¢) Fiir den Winkel x = 7/4 (also 45°) haben wir ein gleichschenkliges Dreieck
mit Hypotenuse der Lange 1, wie in dem linken Bild in Abbildung
eingezeichnet. Nach dem Satz von Pythagoras gilt dann fiir die Linge a =
cos(m/4) = sin(w/4) der beiden gleichlangen Katheten des Dreiecks

1
a’+a’ =1 <= 20> =1 <— a2:§
a0 1 1
= a=\/-=—.

2 V2

Also finden wir
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(d) Zur Bestimmung von sin(x) und cos(z) fiir x = 7/6 (also 30°) drehen wir
das Dreieck am Einheitskreis und ergénzen eine gespiegelte Kopie des Drei-
ecks, so dass wir mit beiden Dreiecken zusammen ein gleichseitiges Dreieck
erhalten, dessen Hohe h = cos(7/6) und dessen halbe Grundseite sin(7/6)
ist (siehe das rechte Bild in Abbildung [B.4). Wir konnen dann direkt ab-
lesen, dass gilt sin(7/6) = 1/2, und nach dem Satz des Pythagoras finden
wir

—_—> Cos<z>— §_
6/ V4

Wir finden also

B.7 Summen

Hier erklaren wir die Summen-Notation und das Rechnen mit Summen.

Definition B.32. (Summen-Notation)

Seien m,n € Z mit m < n. Die Summe Von Ty, Tmit, Tmi2,..., Ty € R
schreibt man mit dem Summenzeichen:

n
Zxk =X+ Tl + Topgo + .+ T, (B.13)

k=m

Wir nennen k den Summationsindex, und der kleinste Wert des Summati-
onsindexes (also m in ) wird als untere Grenze des Summationsinde-
zes und der grifste Wert des Summationsindezes (also n in (B.13)) wird also
obere Grenze des Summationsindexes bezeichnet. Der Summationsindex ist
frei wahlbar und hat keine Bedeutung fiir den Wert der Summe, d.h.

n n
E T — E Zj.
k=m Jj=m




B.7. Summen
©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

468

FEine Summe, deren obere Grenze des Summationsindexes kleiner ist als deren

untere Grenze, wird leere Summe genannt. Wir definieren die leere Summe
als Summe ohne Summanden und setzen formal

n
Zxkzzo fiirn < m.
k=m

Verdeutlichen wir uns die Summennotation an zwei Beispielen.

Beispiel B.33. (Summen-Notation)

(a) Seien xg =0, 21 =1, 29=2, ..., 2, =k, ..., x,, = n. Dann gelten:
n n
dap=) k=1+2+...+4n,
k=0 k=0

4

4
Zxk:Zk:0+1+2+3—|—4:10,
k=0 k=0

5 5
Zxk:Zk:2+3+4+5:14.
k=2 k=2

(b) Sei x;, = k2 fiir alle & € Ny. Dann gelten:

5 5
Zxk:ZkQZ12+22+32+42+52:1+4—|—9+16—|—25:55,
k=1

k=1
10
Z T = 210 = 10% = 100.
k=10

Indem man die Summen in dem nachfolgenden Hilfssatz ausschreibt, erhélt man
die folgenden Rechenregeln fiir Summen.

Hilfssatz B.34. (Rechenregeln fiir Summen)

Es seten m,n € Z mit m < n. Dann gelten die folgenden Rechenregeln fiir
Summen:

n

warzyk = Z(xk+yk)> (B.14)
k=m k=m

k=m
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we = u=> (xx—uw), (B.15)
k=m k=m

zn:cxk:czn:xk fiir alle ¢ € R,

k=m k=m

p n n
Zxk—l—Zxk:Zxk, wenn p € Z mit m < p < n. (B.16)
k=m k=m

k=p+1

Formel besagt, dass wir die Summe in zwer Teilsummen zerlegen kon-
nen. Man kann bei einer Summe auch den Summationsindex um p € N nach
rechts bzw. links verschieben:

n n+p
Z T = Z To—p (Indexverschiebung nach rechts), (B.17)
k=m {=m++p

n n—p
Z T = Z Tpip (Indexverschiebung nach links). (B.18)
k=m {=m—p

Erklirung zu (B.17) und (B.18): Formal werden die Indexverschiebungen
bzw. durchgefiihrt, indem man den neuen Summationsindex ¢ :=
k + p (Indexverschiebung nach rechts) bzw. ¢ := k — p (Indexverschiebung nach
links) einfithrt und damit k = ¢—p (Indexverschiebung nach rechts) bzw. k = ¢+p
(Indexverschiebung nach links) erhélt und entsprechend ersetzt. In erhalt
man fiir den neuen Summationsindex ¢ = k+p die neue untere bzw. obere Grenze
m + p bzw. n+ p, und der Index k in x; wird durch £ = ¢ — p ersetzt. Bei
geht man analog vor.

Betrachten wir zwei Beispiele, in denen die Rechenregeln fiir Summen aus Hilfssatz
B.34] angewendet werden.

Beispiel B.35. (Rechnen mit Summen)

n n

zn:k—zn:(k—n:z:[k—(k—n}: 1=n.

k=1 k=1 k=1 k=1

Wie man sieht, ist die Berechnung durch die Regel (B.15)) fiir die Subtraktion von
Summen erheblich vereinfacht worden.
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Beispiel B.36. (Rechnen mit Summen)

Beim Berechnen von
n

Z B =D (k+1)?
k=1
bemerken wir zuerst, dass die Terme hinter dem jeweiligen Summenzeichen durch
das Ersetzen von k durch k41 ineinander iiberfiihrt werden konnen. Daher fiithren
wir in der zweiten Summe die Indexverschiebung ¢ = k + 1 (vgl. (B.17))) durch
und erhalten die neue untere Grenze 1+ 1 = 2 bzw. die neue obere Grenze n + 1.
Anschliekend benennen wir ¢ wieder in k£ um.

n n+1 n+1

Z’f2 D> (k+ Zk2 2= Z’f2 2K

k=1

Der Unterschied zwischen den beiden Summen besteht nun nur noch in den Gren-
zen fiir den Summationsindex. In der ersten Summe wird iiber £k = 1,2,...,n
summiert, und in der zweiten Summe wird iiber £ = 2,...,n,n + 1 summiert.
Intuitiv ist damit klar, dass bei der Subtraktion beiden Summen genau der erste
Term der ersten Summe und der letzte Term der zweiten Summe {ibrig bleiben.
Wir nutzen (B.16]), um aus der ersten Summe den Term fiir £ = 1 und aus der
zweiten Summe den Term mit & = n + 1 herauszuziehen, und erhalten

n+1

Zk2 Z/ﬁ (12+§n:/«2> (Zk2 n+1>
_12+Zk2 ZkZ (n+1)?

:1—(n+1)

— —n?—92n.

Insgesamt erhalten wir also

k2 — - k+12:—n2—2n.
Z Y (k+1)
k=1
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Nutzliche Tabellen

Auf den nachfolgenden Seiten finden Sie einige niitzliche Tabellen zu:

e wichtigen Ableitungen
e wichtigen Stammfunktionen

e griechischen Buchstaben
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Ableitungen wichtiger
differenzierbarer Funktionen f: Dy — R

Definitionsbereich Dy Funktion f(x) Ableitung f'(x)
R a = Konstante 0
2" mitn € N n_1
R bzw. R\ {0} baw. n € Z\ Ny n
10, 00 " mit r € R ra’ !
R e’ e’
0, ] In(z) 1
00 n(r —
’ T
R sin(z) cos(x)
R cos(x) — sin(x)
R\ {W Gkroc ke Z} tan(z) !
— ; an(z
2 " cos?(z)
1
R\{km : keZ} cot(z) - —
sin”(z)
R sinh(x) cosh(z)
R cosh(z) sinh(x)
1
R tanh(x) 5
cosh”(z)
R\ {0} th) 1
coth(x —
sinh? ()




Stammfunktionen wichtiger
integrierbarer Funktionen f: Dy — R

Definitionsbereich Dy

Funktion f(z)

Stammfunktion F(x)

R a = Konstante ar+c
2™ mit n € N bzw. I 5
1
roo 1 r+1
10, 00| " mit r € R\ {—1} —— +c
R e’ e’ +c¢
1
R\ {0} " In (|z|) + ¢
R sin(x) —cos(x) + ¢
R cos(x) sin(z) 4 ¢
R\{Wﬂc keZ} ! tan(z) +
— ; an(z) + ¢
2 " cos?(x)
1
R\{k7 : keZ} — —cot(x) + ¢
sin(z)
R sinh(x) cosh(z) + ¢
R cosh(x) sinh(z) + ¢
R : tanh () +
anh(x) + ¢
cosh?()
R\ {0} ! th(z) +
— coth(z) + ¢
sinh? ()
1
R 22 arctan(z) + ¢
R\{g+k7r : kEZ} tan(x) —1In (Jcos(z)|) + ¢
R\{km : keZ} cot(x) In (| sin(z)]) + ¢




Griechisches Alphabet

Name | kleiner griechischer | grofser griechischer
Buchstabe Buchstabe
Alpha « A
Beta 15} B
Gamma vy r
Delta, 4} A
Epsilon € oder € E
Zeta ¢ Z
Theta 0 oder ¥ )
Eta n H
lota L |
Kappa K K
Lambda A A
My L M
Ny v N
Xi '3 =
Omikron 0 O
Pi s IT
Rho o oder p P
Sigma o )y
Tau T T
Ypsilon v T
Phi ¢ oder )
Chi X X
Psi (0 v
Omega w Q




ANHANG D

Mathematische Aussagen und
Beweistechniken

In diesem Anhang lernen wir, wie man mathematische Aussagen (also z.B. die
Sétze, Hilfssdtze und Definitionen in diesem Skript) liest, d.h. versteht. Dazu
gehort, dass wir uns den Unterschied zwischen einer Implikation (;wenn dann‘-
Aussage) und einer Aquivalenz (,genau dann wenn“-Aussage) klar machen. Wir
lernen auch verschiedene Beweistechniken kennen.

D.1 Mathematische Aussagen

In diesem Teilkapitel diskutieren wir, was eine (mathematische) Aussage ist, und
lernen, wie man Aussagen verneint und sie mit ,und* bzw. ,oder verkniipfen
kann. Wir definieren zunéchst, was eine (mathematische) Aussage ist.

Definition D.1. (Aussage)

Unter einer Aussage A wverstehen wir einen Satz, der entweder wahr oder
falsch ist. Jeder Aussage kann man also einen der beiden Wahrheitswerte
wahr (abgekiirzt: w) oder falsch (abgekiirzt: f) zuordnen.

Betrachten wir ein paar Beispiele fiir Aussagen.

475
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Beispiel D.2. (Aussagen)
(a) Die Aussage ,Deutschland liegt in Europa.” ist wahr.
(b) Die Aussage ,,1-a = a fiir alle a € R* ist wahr.

(c¢) Die Aussage ,,Alle Kiihe sind weifs.“ ist falsch, da es auch braune, schwarze
und gescheckte Kiihe gibt.

(d) Die Aussage ,,0 -7 = 1“ ist falsch.

Wir konnen fiir jede Aussage auch ihre Verneinung, mathematisch ,Negation“
genannt, bilden, die ebenfalls eine Aussage ist.

Definition D.3. (Negation/Verneinung)

Die Negation (oder Verneinung) der Aussage A wird mit —=A (,nicht A“)
bezeichnet. Der Wahrheitswert der Negation = A hdingt vom Wahrheitswert der
Aussage A ab: Ist A wahr, so ist die Negation —A falsch, und ist A falsch, so
ist die Negation —A wahr.

Betrachten wir die Negation unserer Aussagen aus Beispiel [D.2]

Beispiel D.4. (Negation/Verneinung von Aussagen)

(a) Die Negation der wahren Aussage ,Deutschland liegt in Europa.* ist die
falsche Aussage ,Deutschland liegt nicht in Europa.”.

(b) Die Negation der wahren Aussage ,,1-a = a fiir alle a € R* ist die falsche
Aussage ,Es gibt ein @ € R mit 1-a # a.”.

(c) Die Negation der falschen Aussage ,Alle Kiihe sind wei.” ist die wahre
Aussage , Nicht alle Kiihe sind weifs.“ oder (gleichwertig dazu) ,Es gibt min-
destens eine Kuh, die nicht weifs ist.” Achtung: Die Negation ist nicht
JAlle Kiihe sind nicht weifs.“!

(d) Die Negation der falschen Aussage ,,0-7 = 1* ist die wahre Aussage ,,0-7 #
1%, Beachten Sie, dass die Negation nicht ,,0 - 7 = 0 ist.

Bemerkung D.5. (doppelte Negation)
Es gilt fiir jede Aussage A, dass =(—A) = A ist.

Wir kénnen zwei Aussagen A und B mit ,,und”“ bzw. mit ,oder” verbinden. Der
Wahrheitswert der so erhaltenen Aussage ,A und B“ bzw. ,A oder B“ héngt
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natiirlich von den Wahrheitswerten der beiden Aussagen A und B ab.

Definition D.6. (Konjunktion und Disjunktion)

(1) Die Konjunktion verknipft zwei Aussagen A, B durch und: ,,A und
B bzw. in Formeln ANB. Beide Aussagen A und B miissen wahr sein,
damit die Konjunktion A N B wahr ist.

(2) Die Disjunktion verkniipft zwei Aussagen A, B durch das einschlie-
fende oder: ,A oder B* bzw. in Formeln AN B. Es muss mindestens
eine der beiden Aussagen A oder B wahr sein, damit die Disjunktion
AV B wahr ist. (Es dirfen aber auch beide wahr sein — im Gegensatz
zum. alltiglichen Gebrauch von ,oder” als ,entweder ... oder.)

Beispiel D.7. (Konjunktion und Disjunktion)

Eine Geldborse enthalte 20 Euro. Dann ist die Aussage A = ,Die Geldborse
enthédlt mehr als 10 Euro.” wahr. Die Aussage B = ,Die Geldborse enthélt mehr
als 30 Euro.” ist falsch.

Die Aussage A A B ist ,,Die Geldborse enthéilt mehr als 10 Euro und mehr als 30
Euro.“. Diese Aussage ist offensichtlich falsch. Wir wissen aber auch, dass A A B
falsch ist, ohne die Aussage AA B zu formulieren, weil eine der beiden Aussagen A
bzw. B falsch ist. (Beachten Sie, dass ,,Die Geldborse enthélt mehr als 10 Euro und
mehr als 30 Euro.” natiirlich gleichwertig zu der Aussage ,Die Geldborse enthélt
mehr als 30 Euro.” ist, da aus ,mehr als 30 Euro” automatisch ,mehr als 10 Euro®
folgt.)

Die Aussage AV B ist ,Die Geldborse enthélt mehr als 10 Euro oder mehr als 30
Euro.”“. Diese Aussage ist offensichtlich wahr. Wir wissen aber auch, dass AV B
wahr ist, ohne die Aussage AV B zu formulieren, weil (mindestens) eine der beiden
Aussagen A bzw. B wahr ist.

Die Aussage A A =B ist wahr, denn A ist wahr und =B ist wahr (da B falsch
ist). Die Aussage —B lautet ,Die Geldborse enthélt nicht mehr als 30 Euro.”
(oder gleichwertig ,,Die Geldborse enthélt hochstens 30 Euro.). Die wahre Aussage
A A (—B) ist dann ,Die Geldbérse enthélt mehr als 10 Euro und nicht mehr als
30 Euro.”.

Als Néchstes betrachten wir die Negation/Verneinung der Konjunktion bzw. Dis-
junktion zweier Aussagen.
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Hilfssatz D.8. (Negation zweier durch Disjunktion bzw. Konjunktion
verkniipfter Aussagen)

Seien A, B zwei Aussagen.

(1) Fir die Verneinung von durch Disjunktion verkniipften Aussa-
gen gilt: Die Aussage —=(AV B) (,nicht (A oder B)“) bedeutet dasselbe
wie die Aussage (—A) A (—=B) (,nicht A und nicht B).

(2) Fiir die Verneinung von durch Konjunktion verkniipften Aussa-
gen gilt: Die Aussage =(A N B) (,nicht (A und B)“) bedeutet dasselbe
wie die Aussage (—A)V (=B) (,nicht A oder nicht B.*).

Betrachten wir wieder die Aussagen aus unserem Beispiel [D.7]

Beispiel D.9. (Negation der Konjunktion bzw. Disjunktion)

Eine Geldborse enthalte 20 Euro. Dann ist die Aussage A = ,Die Geldborse
enthédlt mehr als 10 Euro.“ wahr. Die Aussage B = ,Die Geldborse enthélt mehr
als 30 Euro.” ist falsch. Die Verneinungen der beiden Aussagen sind: =A = ,Die
Geldborse enthélt nicht mehr als 10 Euro.” = ,Die Geldborse enthéalt hochstens
10 Euro.” und —-B = ,Die Geldborse enthélt nicht mehr als 30 Euro.” = | Die
Geldborse enthélt héchstens 30 Euro.

Da die Aussage A A B ,Die Geldborse enthélt mehr als 10 Euro und mehr als 30
Euro.“ falsch ist, folgt, dass die Aussage =(A A B) = (=A) V (—=B) wahr ist. Die
Aussage (—A)V (—B) ist ,,Die Geldborse enthélt hochstens 10 Euro oder hochstens
30 Euro.”. Diese Aussage ist in der Tat wahr.

Da die Aussage AV B ,Die Geldborse enthélt mehr als 10 Euro oder mehr als 30
Euro.“ wahr ist, folgt, dass die Aussage =(A V B) = (=A) A (=B) falsch ist. Die
Aussage (-A) A (—B) ist ,Die Geldborse enthélt hochstens 10 Euro und héchstens
30 Euro.”. Diese Aussage ist in der Tat falsch, denn die Geldborse enthélt 20 Euro,
also mehr als 10 Euro.

Bemerkung D.10. (Negation von ,,und“ bzw. ,oder)

Wir konnen uns als ,Faustregel“ merken, dass bei der Negation einer Ver-
b2 Y

kniipfung von Aussagen aus einem ,,und“ ein ,oder* wird und dass aus

einem ,,0der ein ,,und*“ wird. Vergleiche hierzu auch Lemma [D.§

Wir betrachten nun noch einige mathematische Beispiele.
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Beispiel D.11. (Negation von Konjunktion und Disjunktion)

()

(b)

Die Aussage ,.Die Losung von 2> = 4 ist + = 2 oder x = —2.“ ist wahr. Ihre
Negation ist die falsche Aussage ,Die Losung von z? = 4 ist nicht z = 2
und nicht z = —2.°

Wann gilt z ¢ AU B? Wir haben AUB = {z : = € A oder z € B}.
Also folgt dass z ¢ AU B gilt, wenn x ¢ A und z ¢ B gilt.

Wann gilt « ¢ AN B? Wir haben ANB = {z : z € Aund z € B}. Also
folgt dass x ¢ AN B gilt, wenn « ¢ A oder x ¢ B gilt.

Die erste dieser beiden Negationen sieht man relativ leicht, aber bei der
zweiten ist es sehr hilfreich, dass wir wissen, wie man eine Konjunktion von
Aussagen verneint.

Es gilt (und dieses ist nicht offensichtlich)
A\ (BUC)=(A\B)N(A\C).

Nun konnen wir dieses leicht nachweisen:

A\ (BUC)={z€A: x2¢ BUC}

={zred:x¢{y: yecBoderyecC}}
={zr€eA:x¢Bundy¢C}
={zed :z¢B}n{zcA: x¢C}
= (A\ B)N(A\C),

wobei wir von der zweiten in die dritte Zeile genutzt haben, dass die Ver-

neinung von ,oder” ein ,,und“ ergibt.

Sei A eine Menge reeller Zahlen. Dann kann man das Minimum von A
(sofern ein solches existiert) wie folgt charakterisieren:

Definition: Eine Menge reeller Zahlen A hat ein Minimum, wenn es eine
reelle Zahl m gibt fiir die gilt: (i) m < z fiir alle z € A und (ii) m € A.
Man schreibt dann auch min(A) := m.

Beispiel: [—1,1] hat das Minimum min ([—1,1]) = —1, aber {1 : n € N}
hat kein Minimum.

Wie weist man nach, dass eine Menge kein Minimum hat?
Nach der Negation der Konjunktion folgt:

Eine Menge reeller Zahlen A hat kein Minimum, wenn es keine reelle Zahl
m gibt fiir die gilt: (i) m < z fiir alle z € A und (ii) m € A.

Eine Menge reeller Zahlen A hat kein Minimum, wenn fiir jede reelle Zahl
m gilt: (,m < x fiir alle x € A“ ist falsch) oder m ¢ A.
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Beispiel: Als mogliches Minimum m von {% I n e N} kommen hier also
nur Zahlen der Form % mit £ € N in Frage (weil m € {% cne N} gelten
muss), aber fiir diese gibt es immer eine kleinere Zahl k+r1 € {% rn e N}.
Also kann {% cne N} kein Minimum haben.

Hilfssatz D.12. (Negation von Allausssagen und Existenzaussagen)

(1) Die Negation der Allaussage ,Alle Objekte (aus einer Menge) haben

(2) Die Negation der Existenzaussage ,Es existiert ein Objekt (aus einer

eine bestimme Eigenschaft.” ist die Existenzaussage ,,FEs existiert min-
destens ein Objekt (aus der Menge), welches die bestimmte Eigenschaft
nicht hat.”.

Menge) mit einer bestimmten Figenschaft.” ist die Allaussage ,Alle
Objekt (aus der Menge) haben die bestimmte Eigenschaft nicht.” oder
gleichbedeutend ,Kein Objekt (aus der Menge) hat die bestimmte Eigen-
schaft.”.

Beispiel D.13. (Negation von Allausssagen und Existenzaussagen)

()

(f)

Die falsche Aussage A = , Alle Hunde sind braun.”“ hat die Negation = A =
,Es gibt (mindestens) einen Hund, der nicht braun ist.“ (wahre Aussage).

Das ,mindestens” steht in Klammern, weil man es auch weglassen darf:
,Es gibt einen Hund, der nicht braun ist.” bedeutet automatisch ,Es gibt
mindestens einen Hund, der nicht braun ist.“. Mochte man sagen, dass es
seinen Hund“ aber nicht ,nicht mehr als als diesen einen Hund“ gibt so
wiirde man sagen , Es gibt genau einen Hund ...%

Die falsche Aussage B = ,Alle natiirlichen Zahlen sind Primzahlen.“ hat
als Negation die wahre Aussage =B = Es gibt (mindestens) eine natiirliche
Zahl, die keine Primzahl ist.”.

Die wahre Aussage C' = Fiir alle n € N gilt n? > n.“ hat als Negation die
falsche Aussage =C = ,Es gibt ein n € N mit n? < n.“

Die Negation der Aussage D = Es gibt (mindestens) ein Schwein mit Fell.
(wahre Aussage, denn Wildschweine haben Fell) ist die falsche Aussage
—D = | (Alle) Schweine haben kein Fell .

Die Aussage F = ,Es gibt mindestens ein z € R mit z?

< x.” ist wahr,

denn (%)2 = % < % Die Negation ist die falsche Aussage = F = , Fiir alle
r € Rgilt 22 > 2.

Die Aussage F' = ,Es gibt eine Funktion f : R — R, die sowohl gerade
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aus als auch ungerade ist.“ ist wahr denn f : R — R, f(x) := 0, erfiillt
f(x) =0 = f(—z) und f(—x) = 0 = —0 = —f(x) fir alle x € R. Die
Negation ist die falsche Aussage =F = ,Es gibt keine Funktion f : R — R,
die sowohl gerade aus als auch ungerade ist.“ oder gleichbedeutend ,Alle
Funktionen f : R — R sind nicht gerade oder nicht ungerade.”,

Es gibt Aussagen, die immer (d.h. egal unter welchen Umsténden) den Wert ;wahr
(bzw. den Wert ,falsch”) annehmen.

Definition D.14. (Widerspruch und Tautologie)

(1) Eine Aussage, die immer (d.h. egal unter welchen Umstinden) den Wert
falsch annimmt, bezeichnet man als Widerspruch.

(2) Eine Aussage, die immer (d.h. egal unter welchen Umstinden) den Wert
wahr annimmt, bezeichnet man als Tautologie.

Beispiel D.15. (Widerspruch und Tautologie)

Die Aussage ,Es regnet.” kann je nach der aktuellen Wetterlage wahr oder falsch
sein.

(a) Die Aussage ,Es regnet, oder es regnet nicht. ist dagegen unabhéngig von
der aktuellen Wetterlage immer wahr. Daher ist ,Es regnet, oder es regnet
nicht.” eine Tautologie.

(b) Die Aussage ,Es regnet, und es regnet nicht.” ist dagegen unabhéngig von
der aktuellen Wetterlage niemals wahr. Daher ist , Es regnet, und es regnet
nicht.” ein Widerspruch.

Beispiel D.16. (Widerspruch und Tautologie)

(a) In den reellen Zahlen ist ,,1 = 2 immer falsch. Daher ist diese Aussage ein
Widerspruch.

(b) ,Wenn n eine gerade natiirliche Zahl ist, dann ist n eine gerade natiirliche
Zahl* ist immer wahr und somit eine Tautologie.

(c) ,,Eine natiirliche Zahl ist gerade oder ungerade.” ist immer wahr und somit
eine Tautologie.

Das Konzept der Tautologie spielt in den meisten Gebieten der Mathematik keine
wichtige Rolle. Das Konzept des Widerspruchs ist dagegen sehr wichtig, denn es
ist der zentrale Punkt in einem Widerspruchsbeweis. Wir lernen das Konzept des
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Widerspruchsbeweises in Teilkapitel kennen.

D.2 Implikationen und Aquivalenzen

In diesem Teilkapitel lernen wir die zwei grundlegenden mathematischen Aussa-
getypen Implikation (,wenn dann“-Aussage) und Aquivalenz (,,genau dann wenn‘-
Aussage) kennen und studieren diese an verschiedenen Beispielen. Nattirlich finden
Sie {iberall in diesem Skript weitere Beispiele fiir solche mathematischen Aussa-
gen; genau genommen ist jeder Satz und Hilfssatz ein Beispiel einer Implikation
oder eine Aquivalenz. Definitionen sind als Aquivalenzen zu lesen; auch wenn in
der Formulierung meist nur ein ,wenn“ (und kein ,genau dann wenn*) steht. Die
hier gewéhlten Beispiele sind mit Absicht besonders einfach, damit ihr Inhalt
keine Schwierigkeiten bereitet und auch, weil wir diese beweisen wollen. Im nach-
folgenden Teilkapitel werden wir uns mit den verschiedenen Beweistechniken
beschaftigen.

Definition D.17. (Implikation/,wenn dann“-Aussage)

Seien A und B zwei Aussagen. Die Implikation (oder ,wenn dann*-
Aussage) ,A = B bedeutet ,Aus A folgt B.“ oder gleichbedeutend ,Wenn A
qgilt, dann gilt auch B.“ oder gleichbedeutend ,A impliziert B.“ Dabei konnen
wir Aussage A als die Voraussetzung fir die Behauptung der Giiltigkeit
der Aussage B auffassen.

Betrachten wir zunéchst ein einfaches Beispiel einer Implikation.

Beispiel D.18. (Implikation/,wenn dann‘“-Aussage)

Sei n € N. Wenn n eine gerade Zahl ist, dann ist n? eine gerade Zahl.*

Diese Aussage konnen wir auch wie folgt formulieren:

Sei n € N. Aus der Aussage, n ist eine gerade Zahl, folgt, dass n?

Zahl ist.“

eine gerade

oder kiirzer
Sei n € N. Dann gilt: n ist eine gerade Zahl. = n? ist eine gerade Zahl.*

Hier ist ,Sei n € N.* die allgemeine Voraussetzung (fiir beide Aussagen). Die

Aussage A ist ,n ist eine gerade Zahl.“ und die Aussage B ist ,,n? ist eine gerade
Zahl..



D. Mathematische Aussagen und Beweistechniken
(©) Kerstin Hesse, Universitit Paderborn 483

Diese Aussage ist wahr. Wir beweisen sie mit einem direkten Beweis:

n € N ist gerade, wenn n durch 2 teilbar ist (mit Ergebnis in N), also wenn gilt
n/2 = m € N oder gleichwertig n = 2m mit m € N. Dann ist n* = (2m)? =
2 - (2m?) und 2m? € N, d.h. n? ist durch zwei teilbar. Also ist n? € N ebenfalls
gerade. []

Das Symbol [J zeigt an, dass der Beweis zu Ende ist. Man kann statt dessen auch
sq.e.d“ (,quod erat demonstrandum® = |was zu zeigen war”) schreiben oder auch
das Symbol [J weglassen (und das Beweisende nicht extra markieren).

Beispiel D.19. (Implikation/,wenn dann‘-Aussage)

,Das Produkt einer geraden und einer ungeraden natiirlichen Zahl ist eine gerade
natiirliche Zahl.“

Zunéchst miissen wir diese Aussage sauber als Implikationen formulieren. Wir
haben die folgende Voraussetzung (Aussage A): ,n € N ist eine gerade Zahl und
m € N ist eine ungerade Zahl.“ Die Behauptung (Aussage B) ist dann: ,Das
Produkt n-m € N ist eine gerade Zahl. Also haben wir die folgende Implikation:

Wenn n € N eine gerade Zahl und m € N eine ungerade Zahl ist, dann ist das
Produkt n - m € N eine gerade Zahl.”

bzw.

LAus der Aussage, n € N ist eine gerade Zahl und m € N ist eine ungerade Zahl,
folgt, dass das Produkt n - m € N eine gerade Zahl ist.”

oder kiirzer:

,n € N ist eine gerade Zahl, und m € N ist eine ungerade Zahl. =— n-m € N
ist eine gerade Zahl.”

Wir wollen diese Aussage nun mit einem direkten Beweis beweisen:

Da n gerade ist, ist n durch zwei teilbar, d.h. n/2 = p mit p € N. Also gilt n = 2p
mit p € N. Daraus folgt n-m = (2p)m =2 (p-m) mit p- m € N. Also ist n-m
durch zwei teilbar und somit gerade. ]

Wir konnen den direkten Beweis auch mit Implikationspfeilen hinschreiben:

n € N sei gerade und m sei ungerade.

=— n ist durch 2 teilbar.

n
— §:pmitp€N
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— n=2pmitpeN
— n-m=02p)m=2(p-m)und p-méeN
=—> n-m ist durch 2 teilbar.
= n-m ist gerade. ]
Wir bemerken, dass wir in dem Beweis gar nicht verwendet haben, dass m unge-

rade ist. Dieses liegt daran, dass n - m auch gilt wenn n und m beide gerade sind!
Genauer gilt:

Ist n € N gerade und m € N beliebig, so ist m - n € N gerade.

Wir lernen nun den wichtigen Begriff der Aquivalenz kennen.

Definition D.20. (Aquivalenz/,genau dann wenn‘-Aussage)

Zwei Aussagen A, B sind dquivalent (in Zeichen ,A < B“) wenn die Im-
plikationen ;A = B* ,B = A" beide gelten. Man bezeichnet A < B*
als Aquivalenz (oder Aquivalenzaussage), und wir sagen ,Aussage A gill
genau dann, wenn Aussage B gilt.“ oder gleichbedeutend ,,Aussage A und
Aussage B sind dquivalent.”,

Betrachten wir zwei Beispiele fiir Aquivalenzaussagen.

Beispiel D.21. (Aquivalenz)
Die Aquivalenzaussage

n?=4 <= (n:20dern:—2),
oder in Worten
.Die Zahl n? hat genau dann den Wert 4, wenn n = 2 oder n = —2 gilt.”
bedeutet:
nf=4 = n =2 oder n = —2), (D.1)
(n =2 oder n = —2) — n’=4 (D.2)

Um diese Aussage mit einem direkten Beweis nachzuweisen, miissen wir also beide
Implikationen beweisen.

Beweis von (D.1): Sei also n> = 4. Dann ist n = 2 = /4 eine Losung der
Gleichung n* = 4. Weiter gilt aber auch (—2)*> = 4. Damit sind n; = 2 und
ny = —2 beides Losungen von n? = 4. Eine quadratische Gleichung hat aber aber
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maximal zwei verschiedene Losungen. Also haben wir mit ny = 2 und ny = —2
alle Losungen von n? = 4 gefunden. ]
Beweis von : Fiir n = 2 finden wir n? = 22 = 4, und fiir n = —2 finden wir
n? = (—2)% = 4. Also gilt in beiden Fillen n? = 4. O

Bemerkung D.22. (Implikationen sind oft keine Aquivalenzen!)
Nicht alle Aussagen sind Aquivalenzen!

Beispiel: Wir haben in Abwandlung des vorigen Beispiels sehr wohl

n=2 = n’=4,

aber aus n? = 4 folgt nicht n = 2 (sondern ,n = 2 oder n = —2).

Beispiel D.23. (Aquivalenz)

Seien m,n € N. Dann gilt m < n genau dann, wenn m? < n? ist.”
oder gleichbedeutend aber kiirzer:

Seien m,n € N. Dann gilt: m < n < m? <n?

Wir miissen also die folgenden beiden Aussagen zeigen:

Seien m,n € N. Dann gilt: m < n = m? < n%. (D.3)
Seien m,n € N. Dann gilt: m? < n?> = m < n. (D.4)

Direkter Beweis von (D.3)): Seien m,n € N mit m < n beliebig. Wegen m,n € N
gilt m > 0 und n > 0. Damit folgt

m*=m - m < m - n <n-n=n’ (D.5)
~— =~ ~— =~
>0 0O<m<n O<m<n >0
Also folgt m? < n?. O

Direkter Beweis von (D.4)): Seien m,n € N mit m? < n? beliebig. Es muss gelten
m < n oder m > n (mehr Félle gibt es nicht).

Fiir m < n finden wir mit der Ungleichungskette (D.5]), dass m* < n? gilt.

Fiir m > n folgt wegen m > 0 und n > 0 (da m,n € N), dass gilt

m> = m - m > m - n Zn-n:nQ,
~N =~ ~ ~~
>0 0<n<m O0<n<m >0
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d.h. es gilt m? > n?. Also kann fiir m > n die Aussage m? < n? nicht gelten.

Aus beiden Falluntersuchungen zusammen sieht man nun, dass aus m? < n? nur
m < n folgt. ]

Der Beweis von ([D.4]) geht eleganter und kiirzer mittels Kontraposition (siehe

Beispiel unten).

Nun lernen wir den wichtigen Begriff der Kontraposition einer Implikation kennen.

Hilfssatz D.24. (Kontraposition)

Seien A, B zwei Aussagen. Die Implikation ,A = B ist logisch dquivalent
zu der Implikation ,(-=B) = (=A)* d.h. aus ,A = B* folgt ,,(-B) = (—A)"
und aus ,(—B) = (—A)“ folgt ,A = B In Zeichen

(A=B) =  (=B)=(-4)

Die Implikation ,,(—=B) = (=A)“ wird als die Kontraposition der Implikation
LA = B bezeichnet.

Bildet man die Kontraposition der Aquivalenz ,A < B so erhilt man die
Aquivalenz der Negationen der Aussagen, also ,,(—A) < (—B)“

Erkldarung: Die Implikationen ,A = B* bzw. ,B = A" haben jeweils die Kontra-
position ,,(=B) = (—=A)" bzw. ,(=A) = (—-B)"

Betrachten wir drei Beispiele.

Beispiel D.25. (Kontraposition einer Implikation)
Wir haben in Beispiel gezeigt, dass gilt:

Sei n € N. Dann gilt: Ist n gerade, so ist n? gerade.”

Die Kontraposition dieser Implikation ist:

Sei n € N. Dann gilt: Ist n? nicht gerade, so ist n nicht gerade.”
Weil ,nicht gerade™ natiirliche Zahlen ,ungerade* sind, haben wir:

Sei n € N. Dann gilt: Ist n? ungerade, so ist n ungerade.”

Manchmal ist es einfacher, die Kontraposition einer Aussage zu beweisen anstatt
die Aussage selbst zu beweisen. Betrachten wir hierzu zwei Beispiele.
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Beispiel D.26. (Kontraposition einer Aquivalenz)
Der Beweis der Riickrichtung der Aquivalenz

Seien m,n € N. Dann gilt: m < n <= m? < n?“

in Beispiel war umstindlich. Einfacher geht es, wenn man die zu
Seien m,n € N. Dann gilt: m? < n? = m < n.“

logisch aquivalente Kontraposition beweist. Diese lautet:

Seien m,n € N. Dann gilt: m > n = m? > n?“

Direkter Beweis der Kontraposition: Fir m,n € N mit m > n beliebig folgt
wegen m > 0 und n > 0 (da m,n € N), dass gilt

2 2

m'= m - m > m_ - n >n-n=n,
~ =~ ~— =~
>0 0<n<m O0<n<m >0
d.h. es gilt m? > n?. ]

Beispiel D.27. (Kontraposition einer Implikation)
Wir haben in Beispiel gezeigt, dass gilt:

Sei n € N. Dann gilt: Ist n gerade, so ist n? gerade.”

Es gilt aber sogar die Aquivalenz:

Sei n € N. Dann gilt: n ist gerade genau dann, wenn n? gerade ist.”
Um dieses zu beweisen, miissen wir noch zeigen, dass auch

Sei n € N. Dann gilt: Ist n? gerade, so ist n gerade.”

gilt. Wir kénnen dieses nachweisen, indem wir die logisch dquivalente Kontrapo-
sition nachweisen; also in dem wir beweisen, dass gilt:

Sei n € N. Dann gilt: Ist n nicht gerade, so ist n? nicht gerade.”
Weil ,nicht gerade natiirliche Zahlen ,jungerade* sind, haben wir:
Sei n € N. Dann gilt: Ist n ungerade, so ist n? ungerade.”

Beweis der Kontraposition: Sei n € N ungerade. Dann ist n = 2k 4+ 1 mit einem
k € Ny. Dann folgt aber

n=2k+ 1) =4k +4k+1=2 (2k* +2k) +1,
N
€Np

d.h. n? ist ebenfalls ungerade. ]
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(Erganzung: Warum haben ungerade natiirliche Zahlen die Form 2k + 1 mit k €
Ny? — Zunéchst einmal ist jede natiirliche Zahl von der Form 2k mit £ € N oder
2k + 1 mit k£ € Ny. (Davon iiberzeugt man sich leicht, indem man sich die ersten
paar Zahlen fir £ = 1,2,3,... bzw. fiir £ = 0,1,2,3,... hinschreibt.) 2k mit
k € N ist aber durch 2 teilbar und damit gerade, wohingegen 2k + 1 mit k£ € Ny
nicht durch 2 teilbar ist und damit ungerade ist. Also sind ungerade Zahlen von
der Form 2k + 1 mit k£ € Ny.)

D.3 Beweistechniken

In diesem Teilkapitel lernen wir die klassischen Beweistechniken kennen, von denen
uns schon einige im vorigen Teilkapitel in den verschiedenen Beispielen begegnet

sind. Die einzige Beweistechnik, die wir hier nicht behandeln, ist die vollstdndige
Induktion. Diese wird in Teilkapitel dieses Skripts ausfiihrlich besprochen.

Beweistechnik D.28. (direkter Beweis)

Beweist man eine Implikation A = B in der Mathematik mit einem direkten
Beweis, so fiihrt man einige Beweisschritte/Implikationen nacheinander aus,
bis man von A nach B kommt: A = C; = Cy = ... = C,, = B. Dabei stellen
C1,Cy, ..., C, Aussagen dar, die als Zwischenergebnisse nach den einzelnen
Beweisschritten erreicht werden.

Beispiel D.29. (direkter Beweis)
Die Aussage

wSei n € N. Wenn n gerade ist, dann ist die Funktion f: R — R, f(x) := 2", eine
gerade Funktion.”

beweist man mit einem direkten Beweis wie folgt: (Zur Erinnerung: Eine Funktion
f R — Rist gerade, wenn f(z) = f(—=z) fir alle x € R gilt.)

Direkter Beweis: Sei n € N gerade. Dann existiert m € N so dass n = 2m, und
f(x) = 2" = 2™ = (2?)™. Somit gilt fiir alle z € R

d.h. f ist gerade. ]

Statt eines direkten Beweises von A = B kann man auch einen ,Beweis durch
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Kontraposition geben, indem man die zu A = B logisch dquivalente Aussage
—B = —A beweist (vgl. Hilfssatz [D.24)).

Beweistechnik D.30. (Beweis durch Kontraposition)

Beim Beweis durch Kontraposition der Aussage ,,A = B* zeigt man, dass
die Kontraposition ,—B = = A*“ wahr ist. Da nach Hilfssatz[D.24) die Aussage
LA = B“ und die Aussage ,—mB = —A“ logisch dquivalent sind, haben wir
damit dann automatisch auch ,,A = B* bewiesen.

Warum sollte man statt eines direkten Beweises einen Beweis durch Kontraposi-
tion anwenden? Es gibt Aussagen A = B, deren Kontraposition sehr viel
einfacher zu beweisen ist. Wir haben dieses bereits in Beispiel gesehen.

Betrachten wir ein Beispiel zum Beweis durch Kontraposition.

Beispiel D.31. (Beweis durch Kontraposition)
Die Kontraposition der Aussage

wSei n € N. Wenn n gerade ist, dann ist die Funktion f: R — R, f(x) := 2", eine
gerade Funktion.®

aus Beispiel lautet:

wSei n € N. Wenn die Funktion f: R — R, f(x) := 2", keine gerade Funktion
ist, dann ist n ungerade.”

(Achtung: Wenn eine Funktion keine gerade Funktion ist, so muss sie noch lange
keine ungerade Funktion sein!)

Beweis durch Kontraposition: Sein € N. Sei die Funktion f: R — R, f(x) := 2",
keine gerade Funktion, d.h. es gibt © € R mit f(—x) = (—2)" # 2" = f(z).
Dann folgt (—z") = ((—1) a:)n = (—1)" 2" # 2" fiir mindestens ein z € R. Da
(—0)™ = 0 = 0™ fiir alle m € N, und insbesondere fiir m = n, gilt, wissen wir,
dass das x € R mit (—1)" 2" # 2" ungleich null ist, also x # 0. Dann ist auch
" # 0 und wir diirfen in (—1)" 2™ # 2" durch x" teilen. Es folgt (—1)" # 1, und
dieses gilt nur, wenn n ungerade ist. ]

Eine haufig niitzliche Beweistechnik ist der Beweis durch Widerspruch. In man-
chen Situationen ist der Beweis durch Widerspruch sehr viel einfacher zu
fithren als ein direkter Beweis oder als ein Beweis durch Kontraposition.
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Beweistechnik D.32. (Beweis durch Widerspruch)
Fine mathematische Aussage

SWenn die Aussage A gilt, dann gilt die Aussage B.“
oder
L,Unter gewissen Voraussetzungen gilt die Aussage B*

konnen wir wie folgt mit einem sogenannten Widerspruchsbeweis beweisen:
Wir nehmen an, dass die Aussage A bzw. die Voraussetzungen gelten. Dann
nehmen wir an, dass die Aussage B nicht gilt, d.h. wir nehmen an, dass
die Negation der Aussage B, also —B, gilt. Wenn wir hieraus einen
Widerspruch zu bereits bekannten Aussagen oder zu den Voraussetzungen
herleiten konnen, dann war unsere Annahme, dass =B ¢ilt, falsch. Also muss
die Aussage B gelten.

Betrachten wir zunéchst ein einfaches Beispiel, um uns klar zu machen, wie ein
Widerspruchsbeweis funktioniert.

Beispiel D.33. (Beweis durch Widerspruch)

Wir wollen die folgende Aussage mit einem Beweis durch Widerspruch beweisen:
Sei n € N. Dann gilt: Wenn n gerade ist, dann ist n? gerade.”

Als Voraussetzung bzw. Aussage A haben wir dann, dass n € N gerade ist, und
als Behauptung bzw. Aussage B haben wir, dass n? gerade ist. Fiir den Wider-
spruchsbeweis nehmen wir an, dass die Voraussetzung wahr ist, aber dass die
Behauptung falsch ist, d.h. dass ihre Negation wahr ist.

Beweis durch Widerspruch: Sei also n € N gerade, und es gelte n? € N ist nicht
gerade. Dann ist n? nicht durch 2 teilbar. Daraus folgt, dass n nicht durch 2 teilbar
ist (denn ansonsten wire n? auch durch 2 teilbar). Also ist n nicht gerade 4,
und wir haben einen Widerspruch (denn per Annahme war n gerade). — Da wir
einen Widerspruch gefunden haben, folgt, dass die Annahme, dass n? nicht gerade
ist, falsch war. Also muss n? gerade sein. O]

Das Symbol 4 schreibt man héufig dort hin, wo der Widerspruch auftritt.
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Bemerkung D.34. (Unterschied zwischen einem Beweis durch Wi-
derspruch und einem Beweis durch Kontraposition)

Das Konzept eines Beweises durch Widerspruch ist nicht dasselbe wie das
Konzept eines Beweises durch Kontraposition! — Dieses macht man sich so-
fort am folgenden Beispiel klar: Sei A die Aussage ,Es regnet.”, und sei B die
Aussage , Die Strafse ist nass.”.

Angenommen wir wollen ,A = B*“ beweisen, dann lautet die zu beweisende
Kontraposition =B = —A: Ist die Strafse nicht nass, so regnet es nicht.”

Beim Beweis durch Widerspruch miissten wir aber die Aussage B A (mA) =
,Es regnet, und die Strafse ist nicht nass.” zu einem Widerspruch fiithren. Der
Widerspruch ist hier offensichtlich.

Betrachten wir noch ein aufwendigeres Beispiel. Aus der Schule wissen Sie, das v/2
keine rationale Zahl sondern eine irrationale Zahl ist (d.h. V/2 ist eine reelle Zahl,
die man nicht als einen Bruch schreiben kann). Dieses wollen wir nun beweisen.

Beispiel D.35. (Beweis durch Widerspruch)
Wir wollen die folgende Aussage beweisen:

.Die Zahl v/2 ist nicht in Q.

Wir formulieren dieses besser (aber dquivalent) als:

Sei x die nicht-negative reelle Zahl mit 22 = 2. Dann ist  nicht in Q.%

Hierbei haben wir benutzt, das die Quadratwurzel v/2 gerade als die nicht-negative
Zahl  in R mit 2? = 2 definiert ist.

Hier ist also die Voraussetzung (Aussage A) ,Sie = die nicht-negative reelle Zahl
mit 22 = 2., und die Behauptung (Aussage B) ist ,,x ist nicht in Q.

Wir wollen einen Widerspruchsbeweis geben. Also nehmen wir an, dass die Vor-
aussetzung (Aussage A) gilt, aber die Behauptung falsch ist, also dass die Negation
der Behauptung (also die Aussage —B) gilt:

Widerspruchsbeweis: Sei x die nicht-negative Zahl in R mit 2> = 2. Wir nehmen
an, dass x in Q liegt. Dann gibt es Zahlen p € N und ¢ € N mit

T = ¢ (D.6)

Wir diirfen annehmen, dass wir in dem Bruch = p/q den Zéahler p und Nenner
¢ nicht mehr kiirzen konnen, also dass p und ¢ keine gemeinsamen Teiler haben.



D.3. Beweistechniken
492 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

Durch Quadrieren auf beiden Seiten vom erhalten wir

2 2 2
2 p p p 2 2 2 2
~~ (Q>q2:> g TP o= r=ad

=2
Aus p? = 2¢? folgt, dass p? durch 2 teilbar ist, denn p?/2 = ¢*> € N (da ¢ € N).
Dann ist auch p durch 2 teilbar (denn wére p nicht durch 2 teilbar, so wére auch
p? nicht durch 2 teilbar 4). Also gilt p/2 = m mit m € N, d.h. p = 2m mit
m € N.

Einsetzen von p = 2m in p? = 2 ¢? liefert nun

2m)?=2¢ = 202mH)=2¢ = 2m’=¢. = ¢ =2m"
Also ist (mit der gleichen Argumentation wie oben) ¢? ebenfalls durch 2 teilbar.

Dann ist auch ¢ durch 2 teilbar (denn wére ¢ nicht durch 2 teilbar, so wére auch
¢* nicht durch 2 teilbar 4). Also gilt ¢/2 =n mit n € N, d.h. ¢ = 2n mit n € N,

Wir haben also gefunden, dass sowohl p also auch ¢ durch 2 teilbar sind, also
p=2m und ¢ = 2n mit m,n € N. Damit finden wir
p_2m __m

r=—--=——=—,
qg 2n n

und dieses steht im Widerspruch zu unserer Annahme, dass der Zédhler p und
Nenner ¢ in z = p/q keine gemeinsamen Teiler hatten. 4

Da wir einen Widerspruch hergeleitet haben, war unsere Annahme, dass © = /2
rational ist falsch. Also haben wir gezeigt, dass z = /2 irrational ist, also z =

V2¢ Q. O

Aussagen, die fiir eine ganze Klasse von Objekten gelten sollen, (sogenannte
SAllaussagen®) kann man durch ein Gegenbeispiel widerlegen, wenn diese falsch
sind.

Beweistechnik D.36. (Widerlegen von Allaussagen durch Angeben
eines Gegenbeispiels)

Will man eine Aussage A der Gestalt ,,Fiir alle x aus der Menge M gelten die
Figenschaften Eq, Eo, ..., E,.“ widerlegen, so reicht es ein Gegenbeispiel,
d.h. einx € M, fir dass E1, Es, ..., E, nicht alle gelten, zu finden und nach-
zuwetsen, dass fir dieses mindestens eine der Eigenschaften Ei, Eq, ..., E,
verletzt ist.
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Erklarung: Man betrachtet die Aussage A: ,Fiir alle x aus der Menge M
gelten die Eigenschaften Ey, Es, ..., E,.“. Die Aussage —A lautet: ,Fs qibt
ein x € M, fir welches die Eigenschaften Ei, Es, ..., E, nicht alle gelten
(d.h mindestens eine der Eigenschaften Ey, Es, ..., E, ist verletzt).“ Wenn
man ein solches x angeben kann und nachweist, dass fiir dieses x die Ei-
genschaften Eq, Es, ..., E, nicht alle gelten, dann hat man die Aussage —A
bewiesen. Die Aussage A muss dann falsch sein.

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel D.37. (Widerlegen von Allaussagen durch ein Gegenbeispiel)
Wir wollen zeigen, dass die Aussage ,Alle Schafe in England sind weifs.” falsch
ist. Dazu reicht es, wenn wir ein Schaf in England finden, das nicht weif (sondern
beispielsweise braun, schwarz oder gescheckt) ist.

Beispiel D.38. (Widerlegen von Allaussagen durch ein Gegenbeispiel)
Betrachten wir die folgende Allaussage:

,Alle Polynomfunktionen vom Grad < 2 sind gerade Funktionen.”

Hier ist die betrachte Menge M die Menge aller Polynomfunktionen vom Grad
< 2, also

M = {p:R—>R, p(z) =ayx?+ a1+ ag : ao,al,ageR}.

Beweis: Um die Aussage ,Alle Polynomfunktionen vom Grad < 2 sind gerade.”
zu widerlegen, reicht es eine Polynomfunktion vom Grad < 2 zu finden, die nicht
gerade ist. Betrachte hierzup : R — R, p(z) := z. Dann ist p(—z) = —x = —p(z)
fir alle x € R und fiir  # 0 gilt p(—x) = —z # x = p(z), d.h. p ist eine
ungerade und keine gerade Funktion. Da wir ein Gegenbeispiel gefunden haben,
war die Aussage falsch. O]

Existenzaussagen kann man dagegen beweisen, indem man ein Objekt mit den
gesuchten Eigenschaften findet.

Beweistechnik D.39. (Beweisen von Existenzaussagen durch Ange-
ben eines Beispiels)

Will man eine Aussage der Form ,Es existiert ein Objekt x mait bestimmten
Figenschaften.“ beweisen, so reicht es ein Betspiel fir ein solches Objekt x
zu finden und nachzuweisen, dass dieses die gewiinschten Figenschaften hat.
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Beispiel D.40. (Beweisen von Existenzaussagen durch ein Beispiel)
Um die Aussage

,Es gibt Funktionen f : R — R, die sowohl gerade als auch ungerade sind.”

nachzuweisen reicht es, das Beispiel der Nullfunktion anzugeben und nachzuwei-
sen, dass diese die gewiinschten Eigenschaften hat.

Beweis: Sei f: R — R, f(x) := 0. Dann gilt f(x) =0 = f(—x) fiir jedes z € R,
d.h. f ist gerade. Weiter gilt auch f(—z) = 0 = —0 = —f(x) fir jedes x € R,
d.h. f ist ungerade. ]

Will man einen langen Beweis fiihren, in dem viele Implikationen zu zeigen sind,
so kann man natiirlich fiir jede einzelne Implikation eine andere Beweismethode
wahlen.

D.4 Beweis durch vollstandige Induktion

Wir formulieren nun das Prinzip der vollstdndigen Induktion, mit dem man Aus-
sagen A(n), n € Z mit n > ngy (mit einem festen ny € Z), beweisen kann. Man
hat also fiir jedes n € Z mit n > ng eine Aussage A(n), wobei die Aussagen A(n)
natiirlich nach dem ,gleichen Muster” in Abhéangigkeit von n gebildet werden.

Beweistechnik D.41. (vollstindige Induktion — Version I)

Seing € Z, und seien A(n), n € Z mit n > ng, Aussagen. Angenommen man
kann die folgenden beiden Dinge beweisen:

(1) A(ng) ist wahr.

(11) Die Implikation ,Wenn A(n) wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr.“
ist fir jedes n € Z mit n > ng wahr.

Dann ist A(n) fir alle n € Z mit n > ng wahr.

Praktische Umsetzung: In der Praxis geht man bei der Anwendung des Be-
weisprinzips der vollstdndigen Induktion wie folgt vor: Nachdem man A(n) und
ng identifiziert hat, fithrt man den Beweis in den folgenden zwei Schritten durch:

(i) Induktionsanfang (IA): Die Aussage A(n) wird fiir n = ny bewiesen (oft
durch eine direkte Rechnung).

(ii) Induktionsschritt (IS): Fiir beliebiges n > ny wird unter Benutzung der
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Aussage A(n) die Aussage A(n+ 1) bewiesen. A(n) wird dabei als Induk-
tionsvoraussetzung (IV) bezeichnet. Die Stelle im Beweis, an der diese
eingeht, wird sollte mit ,,(IV)* gekennzeichnet sein (um darauf hinzuweisen,
dass hier die Induktionsvoraussetzung genutzt wurde).

Fiir das Induktionsverfahren ist es unerlasslich, dass Sie sowohl den Induk-
tionsanfang als auch den Induktionsschritt beweisen. Allein sagt keiner
dieser Beweisschritte etwas iiber die Giiltigkeit der Aussage A(n) fir alle n € Z
mit n > ny aus.

Betrachten wir zunéchst ein einfaches Beispiel, an dem wir das Prinzip der voll-
standigen Induktion anwenden.

Beispiel D.42. (Der kleine Gaufs)

3

Firallen € Ngilt:  14+2+3+...+n=Y k=) (D.7)

Beweis mit vollstindiger Induktion: Wir haben ny = 1 und die Aussage

1)
Am): 14243+, +n_2k_L
! 1(1+1)
Induktionsanfang (IA) n = 1: A(1) ist wahr, denn Z k=1= —
k=1

Induktionsvoraussetzung (IV): Sei n € N fest. Es gelte A(n).
Induktionsschritt (IS) n ~ n + 1: Wir miissen zeigen:

AR (n+1)(n+2)

An+1): 14243+ ... +n+n+1)=> k= 5 (D.8)
k=1

Dazu starten wir mit der linken Seite von und formen diese unter Ausnut-
zung der Induktionsvoraussetzung (IV) so lange geeignet um, bis wir die rechte

Seite von erhalten:

1+2+43+...4+n+(n+1) =(1+24+3+...+n)+(n+1)

1
nach (IV)

= m+1)



D.4. Beweis durch vollstédndige Induktion
496 © Kerstin Hesse, Universitdt Paderborn

o nn+1)+2(n+1)

2
_(n+2)(n+1)
= : :
oder mit Summenschreibweise
n+1 n
Sk = Yk 44 )
k=1 k=1
——
_ n(n+l)
=72
nach (IV)
w) nn+1
W)
nn+1)+2(n+1)
a 2
_(n+2)(n+1)
= 5 ,
Damit haben wir die Aussage A(n + 1) bewiesen.
Nach dem Prinzip der vollstéandigen Induktion gilt A(n) fiir alle n € N, O

Bemerkung D.43. (Warum funktioniert das Induktionsprinzip?)

e Wir beweisen, dass A(ng) wahr ist (Induktionsanfang).

e Dann beweisen wir im Induktionsschritt fiir beliebiges n € N, dass aus
,A(n) ist wahr. folgt ,A(n + 1) ist wahr.”.

e Mit dem Induktionsschritt kénnen wir fiir n = ng aus der Giiltigkeit von
A(no) (Induktionsanfang) die Giiltigkeit von A(ng 4 1) schlussfolgern.
Anschliefsend konnen wir mit dem Induktionsschritt aus der Giiltigkeit
von A(ng + 1) die Giiltigkeit von A(ng + 2) schlussfolgern, usw.. So
erhalten wir die Giiltigkeit der Aussage A(n) fiir alle n € Z mit n > ny.

Wir formulieren eine zweite Variante des Induktionsprinzips, die natiirlich zu der
ersten Variante aquivalent ist.

Beweistechnik D.44. (vollstindige Induktion — Version II)

Seing € Z, und seien A(n), n € Z mit n > ngy, Aussagen. Angenommen man
kann die folgenden beiden Dinge beweisen:
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(i) A(ng) ist wahr.

(11) Die Implikation ,Wenn A(k) fir alle k = ng,ng+1, ...,n wahr ist, dann
ist auch A(n + 1) wahr.“ ist fir jedes n € Z mit n > ng wahr.

Dann ist A(n) fir alle n € Z mit n > ng wahr .

Gelegentlich ist diese zweite Variante, der vollstdndigen Induktion niitzlich, weil
man im Induktionsschritt die Giiltigkeit der Aussage A(k) nicht nur fir k = n
sondern auch fiir £ = n — 1 (und gegebenenfalls weitere k£ < n) nutzen mochte.

Bemerkung D.45. (Varianten des Induktionsprinzips)

Alternativ hétten wir auch den folgenden Induktionsschritt (IS) durchfiihren kén-
nen, der zum selben Ergebnis fiihrt:

e Version [: (ii) Die Implikation ,Wenn A(n — 1) wahr ist, dann ist auch A(n)
wahr.” ist fiir jedes n € Z mit n > ny wahr.

e Version II: (ii) Die Implikation ,Wenn A(k) fir alle k = ng,no+1,...,n—1
wahr ist, dann ist auch A(n) wahr.” ist fiir jedes n € Z mit n > ny wahr.

Man beachte in beiden Féllen die echte Groferrelation n > ng statt n > ny.

Beweise durch vollstandige Induktion gehoren zu den grundlegenden Techniken,
die ein Mathematiker beherrschen muss. Spater im Studium werden einfache In-
duktionsbeweise in der Vorlesung haufig aus Zeitgriinden ausgelassen, und man
muss sich diese selber iiberlegen. Auch in Lehrbiichern werden Aussagen, die man
mit vollstandiger Induktion zeigen kann, oft ohne Nachweis oder Begriindung ver-
wendet.

Das Prinzip der vollstandigen Induktion gibt uns leider keine Hilfsmittel, um
giiltige Satze zu formulieren. Um das Induktionsprinzip zu nutzen, miissen Sie
bereits wissen, was Sie beweisen wollen!

Betrachten wir noch ein Beispiel.

Beispiel D.46. (Summe ungerader natiirlicher Zahlen)

Firallen € Ngilt: 143+5+...+(2n—1)=) (2k—1)=n> (D9
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Beweis mit vollstindiger Induktion: Wir haben ng = 1 und die Aussage

n

An): 14345+ +@2n—1)=) (2k—1)=

Induktionsanfang (IA) n = 1: A(1) ist wahr, denn

1
Z%—l 2.1-1=1=12
k=1

Induktionsvoraussetzung (IV): Sei n € N fest. Es gelte A(n).

Induktionsschritt (IS) n ~ n + 1: Wir miissen zeigen:
n+1
An+1): 1+3+4...4+Cn-1)+2n+1)=> (2k—1)=(n+1)",
k=1
(D.10)

wobei wir auf der linken Seite genutzt haben, dass 2(n +1) — 1 = 2n + 1 ist.

Wir starten mit der linken Seite in (D.10) und formen diese unter Ausnutzung
der Induktionsvoraussetzung um, bis wir die rechte Seite von (D.10]) erhalten:

1+3+...+(2n—1)+(2n+1):\(1+3+...—|—(2n—1))1+(2n+1)

=n? nach (IV)

(V)

=" n?+(2n+1)
=n?>+2n+1
= (n + 1)27
oder mit Summenschreibweise
n+1 n
d@k-1)=> 2k—1)+(2(n+1)-1)
k=1 k=1
———
=n? nach (IV)
W2y (2n+1)
—n24+on+1
= (n+1)2

Damit haben wir A(n + 1) bewiesen.

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion gilt A(n) fiir alle n € N, O
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Bemerkung D.47. (typische Probleme bei Induktionsbeweisen)

Beim Erlernen von Induktionsbeweisen treten oft die folgenden Probleme auf,
bzw. die folgenden Dinge wurden nicht beachtet:

e Anfangs ist es oft ein Problem, herauszufinden, was Sie im Induktions-
schritt eigentlich zeigen wollen. Es hilft, sich die im Induktionsschritt zu
beweisende Aussage als Erinnerung hinzuschreiben (,zu zeigen: ...").

e Wird die im Induktionsschritt zu zeigende Aussage A(n + 1) notiert,
erhélt man diese aus A(n), indem man in A(n) iberall n durch n + 1
ersetzt. (Ersetzt man in A(n) nicht tiberall sondern nur an einigen Stellen
n durch n+1, so erhélt man nicht A(n+1) sondern eine andere (meistens
falsche) Aussage.)

e Beachten Sie, dass Sie im Induktionsschritt (IS) n ~ n+ 1 nicht zeigen
miissen, dass die Aussage A(n) fiir n gilt. Dieses ist die Induktionsvor-
aussetzung (IV). Es hilft, wann man sich diese gesondert notiert.

Betrachten wir noch ein Beispiel, in dem eine Ungleichung mit vollstandiger In-
duktion bewiesen wird. In diesem Beispiel kommen Fakultédten vor:

n-Fakultat, in Zeichen n!, ist fiir n € Ny definiert durch
0l:=1; nl:=1-2-...-n firallen &N,
Es gilt also
11 =1, 21 =2, 3l =6, 4! = 24, 5! =120,

Beispiel D.48. (Ungleichung)
Fiir alle n € N mit n > 4 gilt: n! > 2"

Beweis mit vollstindiger Induktion: Wir haben ng = 4 und die Aussage
A(n) : n! > 2"

Induktionsanfang (IA) n = 4: A(4) ist wahr, denn 4! = 24 > 16 = 2%,
Induktionsvoraussetzung (IV): Sei n € N mit n > 4 fest. Es gelte A(n).
Induktionsschritt (IS) n ~ n + 1: Wir miissen zeigen: (n + 1)! > 27+!

Dazu starten wir auf der linken Seite von (n + 1)! > 2" und formen um
bzw. schitzen nach unten ab, bis wir die rechte Seite von (n + 1)! > 2" er-
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halten:

(Iv)
(n+1)!=1-2-...n-(n+1)=_n! (n+1) > 2" (n+1) >2".2=2""
S——— ~~ ——
>2 weil n>4

=n! >2n
Damit haben wir A(n + 1) bewiesen.

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt A(n) fiir alle n € N mit n > 4.
O

Als Letztes beweisen wir eine Teilbarkeitsaussage mit vollstéandiger Induktion.
Beispiel D.49. (Teilbarkeitsaussage)
Fiir jedes n € Ny ist n® + 3n? + 2n durch 6 teilbar.

Beweis mit vollstandiger Induktion: Wir haben ng = 0 und die Aussage
A(n) : n® +3n? + 2n ist durch 6 teilbar.

Induktionsanfang (IA) n = 0: A(0) ist wahr, denn 03 +3-0?+2-0 = 0 ist durch
6 teilbar.
Induktionsvoraussetzung (I1V): Sei n € Ny mit n > 0 fest. Es gelte A(n).
Induktionsschritt (IS) n ~ n + 1:
Wir miissen zeigen: (n + 1)® +3 (n + 1)2+ 2 (n + 1) ist durch 6 teilbar.
Dazu formen wir (n + 1) + 3 (n + 1) 4+ 2 (n + 1) geeignet um und nutzen die
Induktionsvoraussetzung aus:
(n+1)+3n+1)+2(n+1)
=’ +3n"+3n+1)+3(n*+2n+1)+2(n+1)
=(n*+3n*+2n)+3n*+9n+6
=(n*+3n*+2n)+3(n*+3n+2)
=’ +3n*+2n)+3(n+1)(n+2),

wobei man die Faktorisierung n* +3n +2 = (n + 1) (n + 2) mit dem Satz von
Viéta direkt ablesen kann oder diese alternativ mit quadratischer Ergénzung und
den binomischen Formeln berechnen kann:

9 1 3 2 1 2
2 2
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= (n+g—%) <n+;+%> =(n+1)(n+2).
Wir haben also
(n+1P2+3n+1)?+2(n+1)=®*+3n*+2n)+3(n+1)(n+2).
Nach der Induktionsvoraussetzung (IV) ist n® 4+ 3n® + 2n durch 6 teilbar.

3(n+1)(n+2) ist durch 3 teilbar. Weil n 41 und n+ 2 zwei aufeinanderfolgende
ganze Zahlen sind, muss eine der beiden Zahlen gerade und somit durch 2 teilbar
sein. Also ist 3 (n+1)(n+2) auch durch 2 teilbar. Daraus folgt, dass 3 (n+1)(n+2)
durch 2 und 3 und somit durch 6 teilbar ist.

Als Summe zweier durch 6 teilbarer Zahlen ist (n +1)> +3(n+1)*+2(n + 1)
durch 6 teilbar. Damit haben wir A(n + 1) bewiesen.

Nach dem Prinzip der vollstiandigen Induktion gilt A(n) fir alle n € Nj. O
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