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Einleitung

Bei dem Thema Numerik geht es darum, wie man mathematische Probleme
(angendhert) mit einem Computer 16st. Hier sind zwei Beispiele, an denen deutlich
wird, worum es geht und warum dieses interessant ist:

Beispiel 1: Losen linearer Gleichungssysteme. Angenommen, man hat ein
lineares Gleichungssystem mit 100.000 Unbekannten. Sicher méchte man dieses
nicht per Hand 16sen, sondern ein geeignetes numerisches Verfahren (einen Algo-
rithmus) auf einem Computer dazu nutzen. Dabei erhdlt man als Ergebnis oft nur
eine Annéherung an die exakte Losung, denn es treten einerseits Rundungsfehler
auf und andererseits wird man zur Losung oft kein direktes sondern ein iteratives
Verfahren verwenden (dieses berechnet eine Folge von Néherungen der Losung),
welches man abbricht, wenn die Losung hinreichend gut angenahert worden ist.

Beispiel 2: Funktion finden, die einen Datensatz beschreibt. Angenom-
men, die Temperatur y wurde an einem bestimmten Ort stiindlich ein Jahr lang ge-
messen. Dann erhalten wir 365-24 = 8.760 Messdaten (¢;;1;), 1 = 1,2,...,8.760,
wobei y; die zum Zeitpunkt ¢; gemessene Temperatur ist. Man mdéchte nun gerne
eine Funktion y(t) bestimmten, deren Graph (genau oder auch nur angenéhert)
durch alle Datenpunkte (¢;;1;), i = 1,2,...,8.760, geht. Es stellt sich die Frage,
wie gut diese Funktion die Temperatur y(¢) zu anderen Zeitpunkten ¢ beschreibt.

Das erste Bespiel gehort in den Bereich der Numerischen Linearen Algebra,
und das zweite Beispiel gehort in den Bereich der Numerischen Analysis. In
dieser Vorlesung werden Themen aus der Numerischen Analysis behandelt. Neben
dem Thema Interpolation und Approximation (siche Beispiel 2 oben) werden
wir uns intensiv mit dem Thema der Nullstellenbestimmung bei Funktionen
beschaftigen.

Dieses detailliert ausgearbeitete Skript konnen (und sollten) Sie wie ein Lehrbuch
verwenden. Es folgt der Vorlesung ganz genau und enthélt haufig zusatzliche Er-
klarungen und weitere Beispiele.

Ich freue mich auf Ihre Teilnahme an der ,Numerischen Analysis*!

Kerstin Hesse April 2020
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KAPITEL 1

Taylor-Polynome

In Teilkapitel [1.1] wiederholen wir einige wichtige Fakten iiber die Ableitung und
lernen den Mittelwertsatz der Differentialrechnung kennen. In Teilkapitel
wird das Taylor-Polynom vom Grad n mit dem Entwicklungspunkt zq als
einfachste Naherung einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion in der Nahe
eines Punktes x( hergeleitet. In Teilkapitel lernen wir den Satz von Taylor
kennen. Dieser liefert Informationen dariiber, wie gut eine hinreichen oft differen-
zierbare Funktion durch seine Taylor-Polynome mit dem Entwicklungspunkt xg
angenahert wird. In Teilkapitel interessieren wir uns fiir die effiziente Be-
rechnung von Polynomen, und in Teilkapitel werden wir als eine Anwendung
des Taylor-Polynoms mit diesem Integrale einfach angenahert berechnen.

Das Taylor-Polynom einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion f mit dem
Entwicklungspunkt xy als einfachste Nadherung (oder einfachste Approxi-
mation) der Funktion f in der N&he von x illustriert viele Problemstellungen,
Fragen und Ideen, mit denen wir uns in diesem Kurs beschéaftigen wollen, und
bietet daher einen guten Einstieg in die Numerische Analysis.

1.1 Ableitung und Mittelwertsatz

In diesem Teilkapitel wiederholen wir einige wichtige Fakten iiber die Ableitung
einer differenzierbaren Funktion und lernen den Mittelwertsatz der Differential-
rechnung kennen.

Sei I ein offenes Intervall. Ist eine Funktion f : I — R auf dem Intervall [
differenzierbar, so gibt die Ableitung f'(xy) im Punkt z, € I die Steigung der

1
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Tangente an den Graphen im Punkt (z; f(z¢)) an (siche Abbildung|1.1).

Angenéhert wird die Ableitung f’(xg) durch die Steigung der Sekante durch die
Punkte (zo; f(z0)) und (2o + h; f(xo + h)) mit kleinem £ (vgl. Abbildung |1.1):

F(20) flxo+h) = fxo) _ f(xo+h)— flxo)
0 (.1,‘0 + h) — X h .
Bildet man den Grenzwert fiir h — 0, so erhélt man die Steigung der Tangente
_ f(@o+h) = f(zo)
/ _
fao) = Jim h '

Die Ableitungen der folgenden Funktionen sollten Sie unbedingt kennen:

Definitionsmenge Funktion Ableitung
R flz)=c fl(x) =0
R fl@)=a"mitneN | f(z)=na""
R\ {0} f(x)=a"mit n € Z\ Ny | f(x) =na"!
J0; 00 fl)=2"mitreR | fl(z)=ra""
R flz)=¢ flz) =e"
J0; o0 f(x) = In(a) fa)=-
R f(z) = sin(x) f(x) = cos(x)
R f(x) = cos(z) f'(x) = —sin(z)

Fiir die Ableitung gelten die folgenden Rechenregeln:

Satz 1.1. (Rechenregeln fiir die Ableitung)

Sei I ein offenes Intervall. Seien f : I — R und g : I — R differenzierbar.
Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) Fira e R ista- f=af differenzierbar, und es gilt

(o f) () = o f'().
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Tangente mit
Steigung f’(zq)

Y A — f)

Sekante mit Steigung

f(xo+h) = f(xo)
h

| -

T o+ h x

Abb. 1.1: Veranschaulichung der Ableitung: Die Steigung der Tangente f'(xg)
lasst sich iiber die Steigung der Sekanten annéhern.

(2) f+ g ist differenzierbar, und es gilt
(f +9)(x) = f'(z) + ¢'(z).
(3) f g ist differenzierbar, und es gilt
(f-9)(z)=(f9)(x) = f(z)g(x) + f(z) g'(x).  (Produktregel)
(4) Ist g(x) # 0 fir alle x € I, so ist f/g differenzierbar, und es gilt

Y fa)ae) — Fa) g )
( )( ) e

(Quotientenregel)

g

Satz 1.2. (Kettenregel)

Seien I, J offene Intervalle. Seien f: I — R und g : J — R differenzierbare
Funktionen mit f(I) = {f(z) : x € I} C J. Dann ist die Verkettung
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gof:I—=R, (gof)(z)=g(f(x)), differenzierbar, und es gilt

(go f)(x)=4d(f(x)) fl(z) .
—_——

aullere innere

Ableitung Ableitung

Hier sind einige Beispiele zur Anwendung dieser Rechenregeln.

Beispiel 1.3. (Rechenregeln fiir die Ableitung)
(a) Nach Satz hat f: R — R, f(z) = 13 sin(z), die Ableitung

f(z) = 13 sin’(x) = 13 cos(x).
(b) Nach Satz hat f: R — R, f(z) = cos(x) + sin(x), die Ableitung
F'(x) = cos'(x) + sin'(z) = — sin(x) + cos(x).
(c) Nach Satz hat f: R — R, f(z) = cos(z) sin(z), die Ableitung

f'(z) = cos'(x) sin(z) + cos(z) sin'(z)

= —sin(x) sin(x) + cos(x) cos(x) = —sin®(x) + cos?(z).

Dabei sind sin?(z) = (sin(ar:))2 und cos?(z) = (COS(ZL’))2.

3
(d) Nach Satz|1.1}|(4)|hat f: R — R, f(z) = u ;%fi 1, die Ableitung
o) = (23 +2z+1) (2 +1) — (2 + 22+ 1) (2?2 + 1)
(372 + 1)2
(822 42)(2*+1) — (@* + 22+ 1) 2
(12 + 1)2 )

(e) Nach Satz[1.2 hat f: R — R, f(z) = sin(3 2% + z), die Ableitung

fl(x) =sin’(32° +2)- 327+ 2) =cos(3z% + ) - (62 +1).

Auf dem ersten Ubungszettel werden wir das Berechnen von Ableitungen mit
weiteren Beispielen wiederholen. &
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| | |
| I
a & £ b
Abb. 1.2: Veranschaulichung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung.

In dieser Vorlesung brauchen wir wiederholt den Mittelwertsatz der Differential-
rechnung, der nun eingefiihrt und erklart wird.

Satz 1.4. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung (MWS))

Seien a,b € R mit a < b. Die Funktion [ sei stetig in [a;b] und differenzierbar
in |a; bl. Dann existiert ein & € Ja; b[ mit

GRSl 11)

Veranschaulichung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung: Der

Quotient W auf der rechten Seite von (1.1)) ist die Steigung der Sekante

durch (a; f(a)) und (b; f(b)) (also der Geraden durch die Punkte (a; f(a)) und
(b; f(b))) Die Ableitung f/(£) ist die Steigung der Tangente an f im Punkt &.
Also besagt (I.1), dass man mindestens einen Punkt & € Ja; b, findet in dem die
Tangente parallel zu dieser Sekante ist. In dem Beispiel in Abbildung gibt es

sogar zwei Punkte &, & €la;b[ mit f(&) = f/(&) = w

Zu beachten ist, dass der Mittelwertsatz der Differentialrechnung (siche Satz
nur eine Existenzaussage ist, denn er garantiert uns nur die Existenz eines
Punktes £ € |a; b mit der Eigenschaft (I.1)). Er gibt uns aber auch fiir eine kon-
krete Funktion und ein konkretes Intervall ]a;b| keinerlei Information dariiber,

wo der Punkt & €]a; b[ mit der Eigenschaft in |a;b[ liegt.

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist daher besonders fiir theoretische
Uberlegungen niitzlich. Insbesondere kann man mit dem Mittelwertsatz der Diffe-
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rentialrechnung auch niitzliche Abschétzungen fiir konkrete Funktionen beweisen
(siche Beispiel unten). Weiter benotigt man den Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung, um das Wachstumsverhaltens einer differenzierbaren Funktion mit
Hilfe der Ableitung zu charakterisieren (siche Satz weiter unten).

Beispiel 1.5. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Es gilt |sin(x)| < |z fiir alle z € R, denn:
e Full 1: Sei x = 0. Hier ist |sin(0)| =0 < |0].
o Fuall 2: Sei x # 0. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung exis-

tiert ein & zwischen x und 0 mit

sin(x) —sin(0)  sin(z) |

cos(§) = sin’(€) = —

xz—0 T

Also gilt durch Multiplizieren auf beiden Seiten mit x
cos(§) - ¢ = sin(z) = sin(x) = cos(§) - x.

Wir wenden den Absolutbetrag auf beiden Seiten an und nutzen danach
| cos(z)| <1 fir alle z € R aus:

[sin(a)] = [cos(§) - x| = | cos(§)] - 2] < [x].
——

<1

Also folgt
|sin(z)| < || fiir alle x # 0.

Aus Fall 1 und Fall 2 zusammen erhalten wir
|sin(z)| < |z| fir alle x € R.

Damit ist die Abschéitzung bewiesen. @

Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (siehe Satz folgen Aussagen
iiber das Monotonieverhalten einer differenzierbaren Funktion.

Satz 1.6. (Monotonieverhalten und erste Ableitung)
Seien I ein offenes Intervall und f : I — R differenzierbar. Dann gelten:

(1) f'(x) =0 firalexel. <= [ ist konstant aufI.
(2) f'(x) >0 firalex el <= [ ist monoton wachsend auf I.
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(3) f'(x) <0 firalexel. <= [ ist monoton fallend auf I.

(4) f'(x) >0 fir alle x € I. = f ist streng monoton wachsend
auf I.
(5) f'(x) <O fir alle x € I. = f ist streng monoton fallend auf I.

Statt ,monoton wachsend” ist auch die Bezeichnung ,,monoton steigend® iiblich.

Die durchgestrichenen Folgepfeile <= in Satz [1.6[|(4) und |(5)| bedeuten, dass die
Folgerung mit <= nicht gilt.

Beispiel 1.7. (Anwendung von Satz
<0 firz <0,
(a) f:R =R, f(z):=a? — fl(r)y=2x< =0 firxz=0,
>0 flirz >0

In | —o0; 0] ist f streng monoton fallend.
In ]0; 00 ist f streng monoton wachsend.
) f:R =R, f(x) = a3 — f'(x) =322
Da f'(z) = 322 > 0 fiir alle # € R ist, ist f in ganz R monoton wachsend.

Aber: Obwohl in Beispiel (b) f/(0) = 0 gilt, ist f in ganz R sogar streng monoton
wachsend, denn fiir alle 1,25 € R folgt aus z1 < @9, dass f(z1) = 2} < 23 =
f(x2) gilt. Man sieht an Beispiel (b), warum in Satz nicht die Riickrichtung
,<—" gelten kann. &

1.2 Taylor-Polynome

Problem: Die meisten mathematischen Funktionen konnen ohne die Hilfe ei-
nes Computers oder Taschenrechner nicht einfach in einem Punkt z ausgewertet
werden. Wie wollen Sie z.B. e”, cos(x) oder y/x fiir z = 3 ohne die Hilfe eines
Taschenrechners berechnen?

Numerische Losung des Problems: Um solche Funktionen einfach berechnen
zu konnen, nahert man sie durch eine ,einfachere” Funktion an, die sich leicht
und effizient berechnen lasst. Die am haufigsten genutzten  einfacheren” Funktio-
nen sind Polynome oder stiickweise Polynome. (Stiickweise Polynome sind
Funktionen, die stiickweise definiert sind und auf jedem in der Fallunterscheidung



1.2. Taylor-Polynome
8 ©) Kerstin Hesse, Universitidt Paderborn

aufgefiihrten Teilintervall ihrer Definitionsmenge jeweils ein Polynom sind). Das
einfachste Polynom, mit dem man eine hinreichend oft differenzierbare Funktion f
in der Nahe eines Punkte zy gut anndhern kann, ist ein Taylor-Polynom dieser
Funktion (passenden Grades) mit Entwicklungspunkt xy. Taylor-Polynome
sind das Thema dieses Teilkapitels.

Wir erinnern uns zunachst an den Begriff eines Polynoms.

Definition 1.8. (Polynom)
Seien n € Ny und ,,Koeffizienten” ag, ay, as, . .., a, € R mit a, # 0 gegeben.

n

p:R— R, p(x):ag+a1x+a2x2+...+anx”:Zakxk,

k=0

heifit ein (reelles) Polynom vom Grad n.

Betrachten wir einige Beispiele fiir Polynome.

Beispiel 1.9. (Polynome)
(a) p: R—>R, p(r)=13-5523 32 +92% —2 =13 - 32— 552% + 92aF,
ist ein Polynom vom Grad 6.
(b) p: R =R, p(x) =7+ 0z =7, ist ein Polynom vom Grad 0.
(c) p: R—=R, p(x) =2+22+52—12%=2+5z, ist ein Polynom vom Grad 1.

(d) p: R = R, p(x) = 0, ist das Nullpolynom. Dieses hat per Definition den
Grad —oo0.

Man definiert den Grad des Nullpolynoms als —oo, damit Aussagen iiber den
Grad eines Produkts von Polynomen auch fiir das Nullpolynom stimmen. &

Bemerkung 1.10. (gleiche Polynome)

Zwei Polynome p: R = R, p(x) = ag+ a1 + as 2> + ... + a, " mit a,, # 0,
und ¢ : R = R, g(z) = by + b1z + by 2® + ... + by, 2™ mit by, # 0, sind genau
dann gleich, wenn sie den gleichen Grad haben und ihre Koeffizienten
iibereinstimmen, also wenn gilt

n=m und ay=0by, a1 =0by, a=0by, ..., a,=b,.
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Notation 1.11. (Polynome)

Es gelten die folgenden Bezeichnungen fiir Polynome bis zum Grad 3:

Grad 0: p(z) = ap mit ag # 0 konstantes Polynom
Grad 1: p(z) =ap+ a1z mit a; # 0 lineares Polynom

Grad 2: p(z)=ap+ a1z + as 22 mit ag # 0 quadratisches Polynom
Grad 3: p(z) =ag+a;z + azz? + az2® mit a3 # 0  kubisches Polynom

Wie brauchen noch eine wichtige Aussage iiber Nullstellen von Polynomen.

Satz 1.12. (Nullstellen von Polynomen)

(1) Ein Polynom p vom Grad n > 1 hat héchstens n Nullstellen.

(2) Gilt fiir ein Polynom q vom Grad < n mit n € Ny, dass es mehr als
n Nullstellen (also mindestens n + 1 Nullstellen) hat, so ist q das
Nullpolynom.

Beispiel 1.13. (Nullstellen von Polynomen)

(a) p(x) = 2> — 1 hat genau zwei verschiedene reelle Nullstellen, nimlich
r1 = —1 und z3 = 1, da (nach der dritten binomischen Formel) gilt

px)=2*—1=(z+1)(x—1).

(b) p(x) = 2> — 4z + 4 = (v — 2)* hat genau eine reelle Nullstelle in z1 = 2.
Diese hat allerdings die ,Vielfachheit® 2.

(¢) p(x) = 2? + 1 hat keine reellen Nullstellen, da p(x) = 2> +1 > 1 fiir alle
x € R gilt.

(d) p(x) = 2’ + x hat genau eine reelle Nullstelle z; = 0, da gilt
p(z) =2+ 1 =a(2*+1)

und da 22 + 1 > 1 fiir alle x € R ist.

(e) Ein konstantes Polynom p(x) = ¢ hat entweder keine Nullstellen, wenn
c # 0 ist, oder ist das Nullpolynom, wenn ¢ = 0 ist. Alle reellen Zahlen sind
Nullstellen des Nullpolynoms p(x) = 0.

Das Faktorisieren eines Polynoms vom Grad 2 wird in dieser Vorlesung wiederholt
benotigt. Sie sollten dieses daher iiben, falls erforderlich. &
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Wir fithren nun das Taylor-Polynom (einer n-mal differenzierbaren Funktion f)
vom Grad n mit dem Entwicklungspunkt z( ein.

Definition 1.14. (Taylor-Polynom)

Seien I ein offenes Intervall, xy € I und f : I — R eine (mindestens) n-
mal differenzierbare Funktion. Das Taylor-Polynom wvon f vom Grad n
mit dem Entwicklungspunkt x (oder um x) ist das eindeutig bestimmite
Polynom p,, vom Grad < n, welches die folgenden Bedingungen erfillt:

pu(wo) = f(wo), py(z0) = f'(20), ph(20) = f"(20),
PP xo) = fO(zo), ... PI(wo) = 7 (o). (1.2)

Mit der Konvention, dass die 0-te Ableitung (¥ einer Funktion f die Funktion
selber ist, also f©) = f, kénnen wir (1.2)) auch kiirzer schreiben als

PP () = f®(zo)  fiiralle k =0,1,2,...,n. (1.3)

In der Regel liefert der Taylor-Polynom p,, von f vom Grad n um xzy bereits fiir
kleine Werte von n in der Nahe von z( eine gute Naherung von f.

Wir wollen nun aus den Bedingungen (1.2)) bzw. (1.3 die Formel fiir das Taylor-
Polynom von f um zy vom Grad 0 bzw. vom Grad 1 herleiten.

Herleitung der Formel des Taylor-Polynoms von f vom Grad 0 um z:

Wir machen den Ansatz py(z) = ag, da das Taylor-Polynom py vom Grad 0 ein
konstantes Polynom ist. Die Bedingung po(z) = f(x) aus (1.2)) bzw. (1.3)) liefert:

po(zo) = ap = f(w) =  ao= f(w)

Also finden wir

Taylor-Polynom von f vom Grad 0 um xop:  po(x) = f(x0) (1.4)

Herleitung der Formel des Taylor-Polynoms von f vom Grad 1 um x:
Da das Taylor-Polynom p; eine lineare Funktion ist, machen wir den Ansatz

pi(x) = ap + ar x, (1.5)
und es miissen nach (|1.2)) bzw. (1.3)) die Bedingungen

pi(xo) = fzo),  pi(zo) = f(w0)
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gelten. Einsetzen des Ansatzes fiir p; in diese Bedingungen liefert:

pi(0) = ag + ar w0 = f(o) (I)
pra) = ar = f'w) (1)
Aus (II) folgt direkt a; = f'(xo). Einsetzen von a; = f'(x¢) in (I) liefert:
ao + f'(x0) o = f(z0) — ap = f(xo) — f'(z0) o
Einsetzen der Formeln fiir die Koeflizienten ag und aq in den Ansatz liefert:
pi(@) = f(@o) = f'(wo) w0 + f'(wo) @ = f(wo) + (o) (x — @0).

Also finden wir

Taylor-Polynom von f
vom Grad 1 um xg:

pi(x) = f(xo) + f'(20) (2 — 20) (1.6)

Dieses ist die Gleichung der Tangente an f im Punkt x.

Beispiel 1.15. (Taylor-Polynome vom Grad 0 und 1)

(a) Seien f: R — R, f(z) = ¢e*, und zyp = 0. Dann gilt f'(z) = e*. Also sind
die Taylor-Polynome von f(z) = e* vom Grad 0 bzw. Grad 1 um xy = 0
gegeben durch

=

S
—
S

I
=
-
~—

= =1,
+£0)(x—-0) ="+ (x—0)=1+=.

=
=
—
2
I
=
-
~—

(b) Seien f: R — R, f(z) = €*, und 2y = 1. Dann gilt f’(z) = e”. Also sind
die Taylor-Polynome von f(z) = e* vom Grad 0 bzw. Grad 1 um zy = 1
gegeben durch

f)=e =e
fO+F)(@—1)=e+e(z—1)=ete(x—1)=cu.

po(z)
pi(z)

(c) Seien f :]0;00[— R, f(z) = v/ = 22, und 2y = 2. Dann gilt f'(z) =

12712 = L. Also sind die Taylor-Polynome von f(z) = /z vom Grad 0

bzw. Grad 1 um xy = 2 gegeben durch
polx) = f(2) = V2,

: Vit (a-
p(@) = FQ)+ Q) (2 =2) = VI + 3 =2)

S
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Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele zum Uben. &

Idee zur Herleitung der Formel des Taylor-Polynoms von f vom Grad 2
um x(: Das Taylor-Polynom py, von f vom Grad 2 um xg ist ein quadratisches
Polynom, d.h. wir machen dan Ansatz

po(x) = ap + ar x + as 2°. (1.7)
Das Einsetzen dieses Ansatzes in die Bedingungen (vgl. (1.2) bzw. (1.3))
pa(x0) = flxo),  pawo) = f(xo)  wnd  ph(zo) = f"(z0).

ermoglicht es, die Koeffizienten ag, a1, as im Ansatz (|1.7)) eindeutig zu bestimmen.
Dieses fithrt zu der folgenden Formel fiir py (Details als Ubungsaufgabe):

Taylor-Polynom von f

vom Grad 2 um z: pi(x) = f(zo) + f'(wo) (z — m0) + %f”(ﬂfo) (z — 20)?

(1.8)

Beispiel 1.16. (Taylor-Polynome vom Grad 2)

(a) Seien f : R — R, f(x) = €, und zyp = 0. Dann gelten f'(z) = e* und
f"(x) = €e". Also ist das Taylor-Polynom von f(z) = e* vom Grad 2 um
xo = 0 gegeben durch

po(a) = F(0) + £(0) (2 0) + 5 £(0) (z — 0’

1 1
:eo+eo(x—0)—|—§eo(x—0)2:1—|—x+§x2.

(b) Seien f : R — R, f(x) = €%, und xyp = 1. Dann gelten f'(z) = ¢ und
f"(x) = e*. Also ist das Taylor-Polynom von f(z) = e* vom Grad 2 um
xo = 1 gegeben durch

pa(x) = f(1) + f'(1) (= 1) + 5 f(1) (& = 1)°
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1/ 1\ . 1 1
" —_ . _z —5—1 _ _ = —3/2:_ .
J ) =35 ( )x e 1z

Also ist das Taylor-Polynom von f(z) = v/z vom Grad 2 um x5 = 2 durch

po(a) = F) + £ (0 2) + 5 () (2~

1 1 5
:\/§+2—\/§(l’—2)_16\/§(5’7_2)

gegeben.

Uberlegen Sie sich selber weitere Beispiele zum Uben.  é

Man kann den Prozess zum Bestimmen der Taylor-Polynome fortsetzen: Fiir das
Taylor-Polynom p,, von f vom Grad n um zy machen wir den Ansatz

pu(r) =ag+ a1z +asx? +aza® + ... +a, 2"
Einsetzen dieses Ansatzes in die Bedingungen (vgl. (1.2)) bzw. (|1.3)))
pa(f)(:z:o) = f(k)(xo) fir alle Kk =0,1,2,...,n

ermoglicht es, die Koeffizienten ag, ai, as, ..., a, eindeutig zu bestimmen. Dieses
fithrt auf die folgende Formel fiir das Taylor-Polynom von f vom Grad n
mit Entwicklungspunkt x:

F (o)

n!

f" (o)
2!

(:E—:U0)2+...+ (iL’—ZL‘())n

(1.9)

pu(x) = f(x0) + f'(20) (2 — 20) +

bzw. kiirzer mit der Summennotation

)y
pol) = 3T 4y (110
k=0 '

Nattirlich sind die Formeln (1.4)), (1.6) und (1.8) fiir py bzw. p; bzw. py in (1.9)

als Sonderfalle fiir n = 0 bzw. n = 1 bzw. n = 2 enthalten.

Das in den Formel (1.9)) und (1.10)) vorkommende mathematische Objekt k! heifst
k-Fakultat und ist fiir £ € Ny wie folgt definiert:

ol=1 und kl=1-2-3-...-k firkeN.
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Es gilt die rekursive Beziehung (k + 1)! = k! - (k 4+ 1). Wir finden also

=1 20=1-2, 3!=1-2-3=6, 4=1-2-3-4=24,
=9I =3l

Beispiel 1.17. (Taylor-Polynome vom Grad n)
(a) Seien f : R — R, f(x) = €, und xyp = 0. Dann gelten f’(z) = e und
f"(z) = e und allgemeiner f*)(z) = e® fiir jedes k € Ny. Also ist das
Taylor-Polynom von f(z) = e” vom Grad n um x5 = 0 gegeben durch

" (n)
pu(z) = f(0) + f'(0) (:E—O)+f2(!0) (:L'—O)2—|—...—|—f n'(O) (x —0)"
0, .0 e’ 2 ¢’ n
=e +e (w—O)—FE(x—O) +...—|—H(x—0)
:1+x+%x2+ +%a:”: %xk

(b) Seien f : R — R, f(x) = €%, und xyp = 1. Dann gelten f'(z) = ¢ und
f"(x) = €* und allgemeiner f*)(z) = e* fiir jedes k € Ny. Also ist das

Taylor-Polynom von f(z) = e” vom Grad n um xy = 1 gegeben durch

(n)
)

po(z) = f(1)+ f/(1) (z—1)+ () (x—1)2+... +

2! n!
1, 1 ¢! 2 e! n
=e +e (:c—l)—l—a(x—l) —I—...—l—m(x—l)
e e G
:e+ex+g(a:—1)2+...—|—ﬁ(x—1) :ZH($_1)k'
k=0

Wir werden das Berechnen von Taylor-Polynomen in Ubungsaufgaben iiben. &

Wir halten die Formel fiir das Taylor-Polynom vom Grad n mit dem Entwick-
lungspunkt xy einer (mindestens) n-mal differenzierbaren Funktion als Satz fest.

Satz 1.18. (Taylor-Polynom)
Seien I ein offenes Intervall, xo € I und f: I — R eine (mindestens) n-mal

differenzierbare Funktion. Das in Definition[1.14] definierte Taylor-Polynom
von f vom Grad n mit dem Entwicklungspunkt xy (oder um xg) ist
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durch die folgende Formel gegeben:

f" (o)
2!0 o

“L )

[ (zo) (x — o) +

k(! 0) (z — )~ (1.11)

o

=0

Bemerkung 1.19. (rekursive Berechnung der Taylor-Polynome)

Seien die Voraussetzungen und die Notation wie im vorigen Satz[1.18, An der
Formel ([1.11)) sieht man, dass sich py, pa, ..., p, rekursiv berechnen lassen:

po(f) = f(o),

pi(@) = pola) + 70 (0 ),
pae) = pa() + ) (o
(3) (4
pu(@) = pola) + L (0
() (5
pole) = pra(e) + T oy

Zuletzt wollen wir noch an einem Beispiel einen ersten Eindruck gewinnen, wie gut
eine Funktion eigentlich durch ein Taylor-Polynom angenahert oder approximiert
wird. Im néchsten Teilkapitel wird die Qualitdt der Annadherung einer Funktion
durch seine Taylor-Polynome um xy dann genauer untersucht.

Beispiel 1.20. (Qualitat der Naherung durch ein Taylor-Polynom)

Die Taylor-Polynome von f : R — R, f(x) = €”, vom Grad 1, 2 bzw. 3 mit dem
Entwicklungspunkt xq = 0 sind nach Beispielen [1.15], und

1 1 1
pi(x) =1+ =, p2($)21+$+§$2, pg(:c):1—|—a:+§x2+6x3.
In der nachfolgenden Tabelle wurden die Werte der Taylor-Polynome p1, ps, p3
und f an verschiedenen Stellen x dicht bei xy = 0 berechnet. Dabei wurde auf

fiinf Nachkommastellen gerundet.
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| p(z) | pa(x) | ps(z) | flz)=e€"
-1,0 0 0,5 ]0,33333 | 0,36788
05 05 |0625]060417 | 0,60653
0,1 0,9 {0,905 |0,90483 | 0,90484
0 1,0 | 1,000 | 1,00000 | 1,00000
01 | 1,1 1,105 1,10517| 1,10517
05| 1,5 |1,625|1,64583 | 1,64872
10 || 20 12500266667 | 2,71828

Wir beobachten, das fiir x+ = —0,1 und x = 0,1 schon das Taylor-Polynom vom
Grad 3 eine sehr gute Naherung fir f(z) = e* liefert. Je weiter wir uns mit = von
xo = 0 entfernen, desto schlechter scheint die Ndherung ps(z) von f(z) in der
Regel zu werden. — Wir beobachten auch, dass sich die Naherung zu verbessern
scheint, wenn man den Grad des Taylor-Polynoms erhéht. &

1.3 Fehler bei Naherung durch Taylor-Polynome

Sei I ein offenes Intervall. Der Satz von Taylor (auch Taylorsche Formel genannt)
gibt uns an, wie gut eine mindestens (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion
f I — R durch ihr Taylor-Polynom p,, vom Grad n mit dem Entwicklungspunkt
xg € I in einem Punkt x € [ angendhert wird.

Satz 1.21. (Satz von Taylor / Taylorsche Formel)

Seien I ein offenes Intervall, n € Ny und xog € I, und sei f : I — R eine
(n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann existiert zu jedem x € I
ein Punkt z, zwischen xy und x mit

n )y
k=0

ﬁ FODG (= m)™ (112)

=r,(z) (Restglied)

k

=pnp(z) (Taylor-Polynom
vom Grad n)

Der Term r,(x) heifit das Restglied von p,(x). Das Restglied gibt den Fehler
der Ndherung von f(x) durch sein Taylor-Polynom p,(z) vom Grad n mit

dem Entwicklungspunkt xo an. (Achtung: Die Stelle z, in r,(x) hingt in der
Regel von x ab!)
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Auch Satz ist eine Existenzaussage: Wir bekommen keine Information
dariiber, wo genau zwischen x und xy ein Punkt z, mit (1.12)) auftritt.

Betrachten wir zunéchst zwei Beispiele fiir die Anwendung des Satzes von Taylor.

Beispiel 1.22. (Anwendung des Satzes von Taylor)

Die Funktion f : R — R, f(x) = e”, ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar und
es gilt f¥)(z) = e fiir alle k € Ny. Nach Beispiel |1.17]|(a)|ist das Taylor-Polynom
von f(z) = €® vom Grad n mit dem Entwicklungspunkt zy = 0 durch

N—

n

1 r 1
pn(:v):1+x+§a:2+...+mx = ga:k
k=0
gegeben. Das Restglied ist
r (:U) _ 1 f(n+1)(z ) (.CC 0)n+1 _ 1 % xn+1
" (n+1)! ! (n+1)!

mit einem z, zwischen z und O.

Der Satz von Taylor fiir die Annéherung von f(x) = e* durch sein Taylor-Polynom
pn, vom Grad n mit dem Entwicklungspunkt xo = 0 lautet also:

Zu jedem x € R gibt es einen Punkt z, zwischen z und 0, so dass gilt

T 1 2 1 n 1 z n+1
e=14rz+=-a"4+.. +—a" + —e=x
: 2l nl” T (it 1)
:pn(x) :7'::(1')
. 1 k 1 +1
= — Pt 1.13
kz:;k!x MCES A (1.13)
— T
=pn(z) "

Damit erhélt man die folgende Fehlerabschatzung fiir die Qualitat der Annaherung
von f(x) = e* durch sein Taylor-Polynom p,: Durch Umsortieren von ([1.13]) und
Bilden des Absolutbetrags auf beiden Seiten finden wir

1 1
el — - ﬂ?k _ P xn—|—1
“— k! (n+ 1)!
n
1 1 1
T = ok _ Zy n+1 _ 2z n—i—l'
3 R L I RV mr el
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Wir beschrénken uns nun auf = € [—1;1] (also |z| < 1). Da z, zwischen 0 und z
liegt, folgt dann auch z, € [—1;1] und somit |z,| < 1. Daraus folgt

- 1
€ _Zkl 2!

wobei wir genutzt haben, dass f(x) = e” streng monoton wachsend und positiv-
wertig ist und daher auf [—1; 1] in z = 1 sein Maximum annimmt. Also erhalten
wir die Fehlerabschéatzung

1 z n+1 €

e T < ,
RECES] L,l QUGS T
<elml<el <1

[ = pale)| =

<€
~ (n+1)!

fur alle z € [—1;1].  (1.14)

Frage: Wie grofs muss der Grad n des Taylor-Polynoms p,, sein, wenn man f(x) =
e’ auf dem Intervall [—1;1] (also fiir || < 1) durch sein Taylor-Polynom p,
garantiert auf (mindestens) auf zwei Nachkommastellen genau berechnen mochte?

Antwort: ,,Auf zwei Nachkommastellen genau“ bedeutet, dass der absolute Fehler
(also die Abweichung vom exakten Wert) betraglich kleiner oder gleich 0,005 =

5-1073 ist. In (1.14)) sollte also gelten:

<5107 <«— < 1) = 2e-10°< 1!
(n_|_1)!— 5.10_3_(71-%) € _(TL+)

Das Symbol = bedeutet, dass wir gerundet haben.

Durch Probieren mit n = 1,2, 3,4,5 findet man, dass diese Ungleichung zuerst
fir n = 5 mit (n + 1)! = 6! = 720 erfiillt ist. Also muss der Grad des Taylor-
Polynoms n = 5 sein, damit f(z) = e* auf dem Intervall [—1;1] garantiert auf
(mindestens) zwei Nachkommastellen genau berechnet wird.

In Abbildung sind die Graphen der natiirlichen Exponentialfunktion f(z) =
e’ und seiner n-ten Taylor-Polynome mit dem Entwicklungspunkt zy = 0 fiir
n = 1,2, 3 gezeichnet. Man sieht, dass bereits fiir n = 3 das Taylor-Polynom fiir
x dicht bei g = 0 die Funktion f(z) = e* sehr gut anndhert. &

Beispiel 1.23. (Anwendung des Satzes von Taylor)

Wir wollen alle Taylor-Polynome p,, von f : R — R, f(x) = sin(x), mit dem
Entwicklungspunkt zy = 0 berechnen und deren Abweichung vom exakten Wert
sin(x) mit dem Satz von Taylor untersuchen. Dazu brauchen wir vorab alle Ab-
leitungen von f(z) = sin(x).

flz) =sin(z),  f(2) =cos(x), f'(x)=—sin(), fO(x)=—cos(a),
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Abb. 1.3: Die Graphen von f : R — R, f(z) = e”, (schwarz) und seinen n-ten
Taylor-Polynomen p,,(x) mit dem Entwicklungspunkt xq = 0 fiir n = 1 (rot) und
n =2 (blau) und n = 3 (griin).

fW(@) =sin(z), fOx) =cos(z), fOx)=—sin(z), f7(x)=—cos(x),
und wir sehen, dass fiir alle k£ € Ny gilt

FH () = sin(z), fH (@) = cos(x),
FH*() = = sin(), FH (@) = = cos(x).
Damit finden wir mit der rekursiven Berechnung der Taylor-Polynome (siehe Be-
merkung
po(z) = sin(0) = 0,
!/
0
p1(x) = po(x) + fl(' ) (z —0)' =0+ cos(0) x =z,
" 0 o O
pa(e) =) + T @0 =y “ O ey
£3(0) — cos(0) 1
p3(z) = po(x) + i (x —0)° = T 563—:1:—53:3,
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p4($):p3(5€)+T(x—0) :x—ggch 1 x:x—gx,
(5>(0) 1 cos(0) 1 1
p5(x) = pa() + 5l (x_0)5:$—§$3+7x5:x—§x3+ax5.

Setzt man diesen Prozess fort, so siecht man, dass fiir das Taylor-Polynom poy,, 11
vom Grad n = 2m + 1 mit m € Ny und fiir das Taylor-Polynom ps,,,12 vom Grad
2m + 2 mit m € Ny (jeweils mit dem Entwicklungspunkt zy = 0) gilt:

_ _ — (D" 5
Pam+2(T) = pam+1(z) Z—(2k+1)!x

k=0
L s, 1 5 1 2m+1
=T — — — e )" — ", 1.15
S TR A A s ey s (1.15)
Der Sinus ist eine ungerade Funktion, da sin(—xz) = —sin(x) fiir alle z € R gilt.

Wir beobachten, dass in seinen Taylor-Polynomen nur ¥ mit ungeradem k vor-
kommen. Die Monome z* mit ungeradem k sind ebenfalls ungerade Funktionen.

In Abbildung sind die Graphen von py,ps3, ps und p; zusammen mit dem
Graphen der Sinusfunktion f(x) = sin(z) gezeichnet.

Fiir die Annéherung von sin(z) durch po,,.1(x) liefert der Satz vom Taylor die
folgende Aussage: Zu jedem x € R gibt es ein z, zwischen 0 und z, so dass gilt

: 1 m m
sin(x) = pam+1(x) + 2m+2)! FEm(2,) (x = 0)22,
wobei f2m*2)(z,) = sin(z,) fiir ungerades m und f®72(z,) = —sin(z,) fiir

gerades m. Umstellen und den Absolutbetrag Anwenden liefert:

: 1 m m
sin(z) — pam+1(z) = 2m +2)! FEA(2,) (v — 0)2 2
: 1 : m
= |sin(z) - pamsa(@)] = Bm 12 [ sin(z)| |2
Wegen |sin(z)| < 1 fiir alle z € R folgt
‘sin(a:) —p2m+1(x)} _ |sin(z,)| |z|*™ 2 < _ 2|2, (1.16)
(2m + 2)! ~e—— — (2m+2)!

<1

Frage: Wie grof muss man m wéhlen, um sin(x) durch sein Taylor-Polynom
Poms1 mit dem Entwicklungspunkt zg = 0 auf dem Intervall [—2; 2] garantiert auf
(mindestens) zwei Nachkommastellen genau anzunéhern?
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0.5 1 1.5 2

-05
-1 il
ps(x) = :(;—1 a3 P
6 120 -1.5
pi(x) = x 2

Abb. 1.4: Die Graphen von f : R — R, f(z) = sin(x), (schwarz) und seinen
Taylor-Polynomen p,,(x) mit dem Entwicklungspunkt xy = 0 vom Grad n = 1
(rot), n =3 (blau), n =5 (grin) und n = 7 (violett).

Antwort: Fir x € [—2;2], also |z| < 2, folgt aus (1.16))

. 1 _— 22m+2
| sin(z) — pamia1(z)| < 2m+2)! || < m+2) (1.17)
S22m+2

Annéaherung auf zwei Nachkommastellen genau bedeutet, dass der absolute Fehler
(also die Abweichung vom exakten Wert) betraglich kleiner oder gleich 0,005 =
5-1073 ist. In (1.17)) sollte also gelten:

22m+2 (2m + 2)!

— 2 _
=2-107 =200 < ~5

S <5107 =
2m +2)! = 5-10-3

Durch Probieren mit m = 1, 2, 3,4 findet man, dass diese Ungleichung zuerst fiir
m = 4 mit 2m+2 = 10 erfiillt ist mit 10!/2!Y = 3543,75 (zum Vergleich fiir m = 3,
also 2m + 2 = 8, ist 8!/2% = 157,5). Diese Abschiitzung garantiert, dass pg die
Funktion sin(x) auf dem Intervall [—2; 2] mindestens auf zwei Nachkommastellen
genau annahert.
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Setzt man in (1.17) m = 4 ein, so erhélt man

210
| sin(z) — po(z)| < o~ 282 10~* = 0,000282 fiir alle z € [-2;2], (1.18)

d.h. die Ndherung ist sogar bis auf drei Nachkommastellen genau.

Fiir die Annéherung von sin(z) durch pe,o(z) liefert der Satz vom Taylor die
folgende Aussage: Zu jedem x € R gibt es ein z, zwischen 0 und z, so dass gilt

: 1 m m
sin(r) = pam+2(x) + m e +3)(Za:) (x —0)*"*2, (1.19)
wobei f?73)(z,) = cos(z,) fiir ungerades m und f@m+3)(z,) = —cos(z,) fiir

gerades m. Umstellen und den Absolutbetrag Anwenden liefert:

sin(m) — p2m+2(33) — m f(2m+3)(zx) ((E . 0)2m+3

‘2m+3

= [si0(0) = pasa(a)] = gy eos()l o

2m + 3)!
Wegen | cos(x)| <1 fiir alle z € R folgt

1 ‘2m+3 < 1 ‘$‘2m+3.

Leost)L ™ s o)

|Sin(:r:) — p2m+2(37>‘ = m

<1

(1.20)

Frage: Wie grof muss man m wéhlen, um sin(x) durch sein Taylor-Polynom
Poms2 mit dem Entwicklungspunkt zg = 0 auf dem Intervall [—2; 2] garantiert auf
(mindestens) zwei Nachkommastellen genau anzunéhern?

Antwort: Fiir x € [—2;2], also |z| < 2, folgt aus (1.16])

1 22m—|—3
' B . - 2m+3 < - 1.21
|sm(az) D2 +2(95)| ~ (2m + 3)! ﬂ,_/ ~ (2m+3)! 2
§22m+3

Annéherung auf zwei Nachkommastellen genau bedeutet, dass der absolute Fehler
(also die Abweichung vom exakten Wert) betraglich kleiner oder gleich 0,005 =
5- 1073 ist. In (1.21]) sollte also gelten:

92m+3 B 1 , (2m + 3)!

Durch Probieren mit m = 1, 2,3 findet man, dass diese Ungleichung zuerst fiir
m = 3 mit 2m + 3 = 9 erfiillt ist mit 9!/2° = 708,75 (zum Vergleich fiir m = 2,
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also 2m + 3 = 7, ist 7!/27 = 39,375). Diese Abschitzung garantiert, dass ps
die Funktion sin(z) auf [—2;2] mindestens auf zwei Nachkommastellen genau
annahert.

Setzt man in ((1.21)) m = 3 ein, so erhdlt man

29
| sin(z) — ps(z)| < ol = 1,41-10% = 0,00141 fiir alle x € [—2;2]. (1.22)

Da pg = pr gilt, folgt aus (1.22)) auch, dass bereits mit dem Taylor-Polynom py
vom Grad 7 die Funktion sin(x) auf [—2;2] auf zwei Nachkommastellen genau
gendhert wird. Dieses war aus der Fehlerabschétzung (1.17)) nicht ersichtlich. — é

Die nachfolgenden Spezialfille des Satzes von Taylor werden in den Natur- und
Ingenieurwissenschaften héufig genutzt, um eine komplizierte (einmal, zweimal
bzw. dreimal stetig differenzierbare) Funktion durch ein konstantes, ein lineares
bzw. ein quadratisches Polynom anzunahern.

Bemerkung 1.24. (Spezialfille des Satzes von Taylor)

Seien [ ein offenes Intervall, xg € I und f : I — R dreimal stetig differenzier-
bar. Dann gilt nach dem Satz von Taylor:

(1) n=0: Zu jedem x € I gibt es ein z, zwischen x und xy, so dass gilt

fl@) = f(xo) + f'(z) (x — o).

Dieses ist eine Umformulierung des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung (vgl. Satz[L.4).

(2) n =1: Zu jedem = € [ gibt es ein z, zwischen x und xy, so dass gilt

f(@) = f(zo) + f'(z0) (x — o) + % F"(z2) (2 — x0)”.

A 7

~
Gleichung der Tangente an f in xg

(3) n = 2: Zu jedem = € I gibt es ein z, zwischen x und xy, so dass gilt

F() = $oo) + o) (& = 20) + 5 £ (20) (2 = o)+ 5 FH(z2) (2 = o)’

\ .

~
quadratisches Taylor-Polynom
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1.4 Effiziente Auswertung von Polynomen

Mo6chte man ein Polynom mit dem Computer an sehr vielen Stellen auswerten
(z.B. um seinen Graphen zeichnen zu lassen), so sollte dieses moglichst effizi-
ent, d.h. mit moéglichst wenigen Multiplikationen /Divisionen und Addi-
tionen /Subtraktionen, geschehen. Betrachten wir dazu zunéchst ein Beispiel:

p(z)=2—-3x+42* - 52°+ 62" —72°
Fiihrt man alle Rechenoperationen der Reihe nach aus, so benotigt man

5 Additionen/Subtraktionen und 1+ 2+ 3+ 4+ 5 = 15 Multiplikationen.

Dabei wird ¢ 2* mit & Multiplikationen als ¢- 2 - x - ... - = berechnet.
k-mal
-ma.

Effizienter wéire es, wenn man zuerst die Potenzen von x wie folgt berechnet:

Dieses erfordert 4 Multiplikationen. Weiter braucht man 5 Multiplikationen um

z, 22, 2%, 2* bzw. 2° jeweils mit dem Koeffizienten —3,4, —5,6 bzw. —7 zu mul-

tiplizieren. Die Anzahl der Additionen/Subtraktionen bleibt 5. Mit dieser Vorge-
hensweise benotigen wir also

5 Additionen/Subtraktionen und 4 4 5 =9 Multiplikationen.
Noch cleverer ist die folgende ,yverschachtelte” Multiplikation
plx)=2+4+2x(-3+zx@d+x(-5+2(6—"Tx)))),

von deren Richtigkeit man sich leicht durch Ausmultiplizieren {iberzeugt. Hier
benotigen wir nur

5 Additionen/Subtraktionen und 5 Multiplikationen.

Wir formulieren die ,yerschachtelte Multiplikation nun allgemein:

Hilfssatz 1.25. (Horner Schema)

Ein Polynom vom Grad n,

p:R— R, p(a:):ao—i—a1x+a2x2—|—...+anf1x”_1+anx”,
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wobei a, # 0, wertet man effizient mit dem Horner-Schema mit nur n
Additionen/Subtraktionen und n Multiplikationen wie folgt aus:

pl)=a+z(a1+z(as+ ... +x(ap1+a,x)...))

Dabei berechnet man fiir x = z den Funktionswert p(z) mit einer Folge von
Koeffizienten b, b,_1,...,b1, by wie folgt:

Dann gelten

p(z) =by  und  p(x) = (z—z)q(z)+ by
mit q(x) = by +box +b3ax® + ... +b,a" L. (1.23)

Die praktische Berechnung von p(z) fihrt man mit einer Tabelle durch:

Koeffizienten von p a, Ap—1 Gy e a ao
r=z - z b, z2b,_1 z by 2z by
addiere bn bn—l bn_g s bl b()

Wichtig: Ist ein Koeffizient ay des Polynoms p null, so muss man diesen in
der Tabelle mit 0 auflisten und darf ihn keinesfalls weglassen!

Die zweite Formel in ([1.23)) ist nicht offensichtlich. Wir beweisen diese auf einem
Ubungszettel.

Beispiel 1.26. (Horner-Schema)

Wir berechnen

p(z)=2—-3x+42* 52+ 62" —72°

fiir 1 =1, x9 = —1 und x3 = 2 mit dem Horner-Schema.
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Koeff. von p | =7 6 -5 4 -3 2
1 L= (=) 1(=6)  1.(=2)  1(=H)
v = T =7 -1 — 6 S -5
addiere —7 6i(__17) _E)_:LSED 42(__26) _?:—SEQ) 2—;(__3?)

Also gelten p(1) =

—3und p(x) = (x —1) (=5 — 22 — 62% — 2% — Ta?) — 3.

Koeft. | 7 6 -5 4 -3 2
von p
o 1 (-=1)-(=7) (=113 (=1)-(=18) (-1)22  (—1)-(—25)
= 27 ~ 13 218 _ 99 ~ 25
: 6+7 —5+(—13) 4+18 —3+(—22) 2425
addiere | =7 _ 4 — 18 — 22 — 95 _ o7

Also gelten p(—1) = 27 und p(z) = (z+1) (=25+222— 18 2+ 1323 — 7 2) +27.

Koeff. von p | —7 6 —5 4 —3 2
» 21 20 220 2(3)  2(-1)
T = =14 =—16 =—42 = —T76 =—158
| 6+(—14) —5+(—16) 4+(—42) —3+(=76) 2+(—158)
addiere -7 __g — _91 — _38 =79 = —156

Also gelten p(2) = —156 und p(z) = (v—2) (=79—38 x—21 2> —8 23— 7 21) —156.

Wir iiben das Horner-Schema auf einem Ubungszettel. [

1.5 Eine Anwendung des Taylor-Polynoms

Im letzten Teilkapitel berechnen wir mit Hilfe des Taylor-Polynoms Integrale an-
gendhert. Diese Anwendung macht (neben dem bereits in Teilkapitel erwahn-
ten Problem der Funktionsauswertung) deutlich, wieso es sehr niitzlich ist, eine
Funktion durch ein Polynom anzunéhern.
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Beispiel 1.27. (Integral angenihert berechnen)
Wir wollen das Integral

1
A= / re'dx (1.24)
0

mit Hilfe eines geeigneten Taylor-Polynoms angenédhert berechnen.

Dieses Integral kann man mit partieller Integration leicht exakt berechnen:

1
/ T e’ dxr = [ re’ / e“’ dz
0 =~~~ v
=f(z) =g'(z) = gx =f(z —g
:{ajex} —/e”’dx—e—O—{x] :e+—(e—€0):eozl.
=0 0 =0

Aus Beispiel wissen wir, dass das Taylor-Polynom p,, von f(z) = e* vom
Grad n mit dem Entwicklungspunkt zy = 0 durch

1 1
pn(z )—1+x+§x +§a: +. —:z: —ng (1.25)

gegeben ist. Der absolute Fehler der Naherung von f(x) = e* durch p,(x) wird
durch den Satz von Taylor beschrieben (vgl. auch Beispiel |1.22)):

Zu jedem z € R gibt es ein z, zwischen x und xy = 0, so dass gilt

e e
T — " 1.26
R =V T DR e EATIE
_V HH _V
=7n(@) =pn(x) =7a(®)

(Bei der Darstellung des Restglieds 7, (x) wurde benutzt, dass f"*1)(z) = e® fiir
die Exponentialfunktion f(x) = e* gilt.)

Multipliziert man die Ndherung p, von e* in ((1.25) mit x so erhédlt man eine
Néherung fiir den Integranden x e® des gegebenen Integrals ((1.24))

1 1 1 1
gn(z) = 2 pp(2) = 2 + 2° +2x +§:c +. +n':c+1— k':ck“. (1.27)
k=0
Die Ndherung p,(z) von e” sollte fiir hinreichend grofses n in der Ndhe von xy = 0
eine gute Genauigkeit haben. Also kénnen wir auch erwarten, dass q,(r) = z p,(z)
auf dem Integrationsintervall [0; 1] fiir hinreichend grofses n eine gute Ndherung
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von x e” liefert. Den absoluten Fehler dieser Ndherung konnen wir mit Hilfe von

(1.26]) angeben:

Zu jedem x € R gibt es ein z, zwischen x und zy = 0, so dass gilt

T e n+2 e n—+2
re” = 2pua) b e = ) + oy (1.28)
= n(l‘) ~ ~ - ~ ~ -
! =zr,(x) =xr,(z)

Ersetzen wir den Integranden x e in dem gegebenen Integral ((1.24]) durch seine
Néherung ¢, (z) = zp,(z) (siche (1.27))) so erhalten wir die folgende Néherung
fiir das Integral:

1 1 1
/ retdx %/ x pp(x) de :/ qn(x) dz
0 0 0

! o 1 Ly 1 1
= 42+ =t =) de

1 =1

1 L s 1 n+2
5 3 2!495 +...+ x ]

315" o onl(n+2)

n

4
+
=0

1+ 1 N 1 - 1 3 1
3 204 35 7 n!(n+2)_k:0k!(k+2)

Die Néherung des Integrals A in ([1.24) mit dem Wert A = 1 ist also

1 n
1
A, = L(z)dr = _ . 1.29
/Oxp (v) de %k!(kﬂ) (1.29)
In Tabelle haben wir die Naherungen A, fiir n = 0,1,2,...,8 berechnet (mit
Rundung der Ergebnisse auf sechs Nachkommastellen). Wir beobachten, dass wir
bereits bei einem Polynom vom Grad 8 bei Rundung auf sechs Nachkommastellen
das ,exakte” Ergebnis erhalten.

Eine theoretische Information iiber die (mindestens) garantierte Qualitéit der N&-
herung des Integrals ([1.24)) durch A,, erhdlt man mit Hilfe von (1.28)). Integriert
man in ({1.28) tiber das Intervall [0; 1] so erhalt man:

1 1 1 )
a:exdx:/ In :c)d:(:+/ 2" dx
/0 Jo o Jo (n+1)!

A 7
~~ ~~

1 1 1 z
€$
= xexdx—/ qn(:p)dx:/ " dx
/o o o (n+1)

\ . e (. 7

[
=
3

n
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n A, n A, n A,
0 | 0,500000 31 0,991667 6 | 0,999975
110,833333 410,998611 710,999997
21 0,958333 5 | 0,999802 8 | 1,000000

Tabelle 1.1: Annéherung der Integrals (1.24) mit dem Wert A = 1 durch die
Néherungen A, (siche (1.29)) mit Rundung auf sechs Nachkommastellen.

1
— ‘/ xexdx—/
0

1
qn(x) dz
- —A

(1.30)

(N )
= — 2" dx
‘/0 (n+1)!
—R

Der Ausdruck auf der rechten Seite von ((1.30]) gibt den Absolutbetrag |R,| des
Fehlers R, der Naherung des Integrals durch A, an. Wir wollen diesen
Fehler nun abschéatzen:
1
<
0

1 2y
‘Rn|:|/ € 22 do
0
L e e
_ 2 qy = n+2 4 1.31
/O(n+1)!m v /0(n+1)!x v (1.31)

(n+1)!
Der letzte Schritt folgt dabei, weil der Integrand des Integrals R, nicht-negativ
ist (da e’ > 0 fiir alle t € R und 2™ > 0 fiir alle z € [0; 1]).

z
e n+2

(n+ 1)! de

Da wir nicht wissen, wie z, von x abhéngt, konnen wir das Integral in (({1.31f) nicht
direkt berechnen, sondern wir miissen den Integranden im Integral in (1.31]) so
geeignet nach oben abschétzen, dass die Abhéngigkeit von z, verschwindet.

(ne+w1)! 2™ < (nj i 2" firalle € [0;1], weil 0 < e* <e'. (1.32)

Dabei haben wir genutzt, dass e® streng monoton wachsend ist und dass aus
0 <z, <z (da z, zwischen 0 und z liegt) fir = € [0;1] folgt, dass z, € [0; 1] ist.

Mit ((1.32)) folgt aus ((1.31]), dass

1 =1
e e e
R,| < 2 dy = n+3 = :
| ‘—/0 m+D T D3 ., m+DI(n+3)

(1.33)

Die Abschétzung ((1.33) des Restglieds und ([1.30)) ergeben also die folgende Feh-
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lerabschétzung fiir die Naherung des Integrals:

1 1
'/ xexdaj—/ qn(x) dx
Jo o Jo

A

(n+1)!(n+3)

< (1.34)

4

~"~

n

Bei einem bis auf sechs Nachkommastellen genauen Ergebnis ist der absolute
Fehler betraglich kleiner oder gleich 0,5-1075. In Tabelle sehen wir, dass diese
Genauigkeit bereits fiir n = 8 erreicht wird.

Frage: Ab welchem Wert fiir n garantiert uns ({1.34]), dass die Ndherung bis auf
sechs Nachkommastellen genau ist? Ab welchem Wert von n gilt also

(&
A— A, < <0,5-107%7 1.35
} ‘_(n—i—l)!(n+3)_ ( )
Antwort: Umformen liefert:
c <05-10°% = @ — <(n+1)l(n+3)
(n+1)!(n+3) ~ 0,5-10-6 =
= 2¢-10° < (n+1)!(n+3) (1.36)

=5,436564-106

Wir finden (8+1)! (843) = 3,991680-10° und (9+1)! (9+3) = 4,35456-107, d.h.
ist erst fiir n > 9 erfiillt. Nach der Fehlerabschatzung wird also eine
(mindestens) bis auf sechs Nachkommastellen genaue Naherung erst ab n = 9
garantiert (obwohl diese in der Praxis bereits bei n = 8 auftritt). &

Betrachten wir noch ein weiteres Beispiel, bei dem das zu berechnende Integral
nicht mehr elementar zu berechnen ist.

Beispiel 1.28. (Integral angenihert berechnen)
Wir wollen das folgende Integral angenéhert berechnen:

_ [*sin(z) .
A /O d (137)

X

sin(z)

Wegen  lim = 1 hat der Integrand keine Singularitiat in £ = 0 und das

z>0,z—0 I
Integral ist berechenbar und hat einen endlichen Wert. Dieses Integral lasst sich

aber nicht bequem mit einer Substitution oder einer partiellen Integration berech-
nen! Daher ersetzen wir sin(z) durch sein Taylor-Polynom vom Grad n = 2m+2,
vereinfachen den Integranden und berechnen dann das Integral und erhalten so
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einen Naherungswert fiir A. Wir werden auch den absoluten Fehler dieser Nahe-
rung untersuchen.

Aus Beispiel wissen wir, dass das Taylor-Polynom ps,, 12 vom Grad 2n + 2
von sin(x) mit dem Entwicklungspunkt zy = 0 durch (vgl. (1.15]))

o (DR 1 5,1 5 D™ omi
p2m+2(£)_§(2k—|—1)!x =T —|—5!:C ...+(2m+1)!x

gegeben ist. Damit folgt fiir x dicht bei xy = 0, dass gilt

i 1 1 1 —1)m
Sm(x) %p2m+2(33) _ x__x3+_x5_m+gx2m+1
T T x 3! 5! (2m +1)!
1 1 (—1)™
—1— — 22—t P 1.38
3 TE” T emr” (1.38)

Einsetzen von (1.38) in das Integral (1.37)) liefert:

1 - 1
/ SIn(7) 40 a0 / Pmi2(?) 4
0 x 0 x
(=)™

1
1 1
= (11— +—at— L )
/0< ZTRT Temr ot 