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Definition von Sinus und Cosinus

Definition 3.16

Es sei P(x|y) der Punkt auf dem Einheitskreis, fir den der
Winkel von der positiven reellen Halbachse aus (im Bogenmalf3)
gerade ¢ betragt (Winkel math. positiv, also gegen den
Uhrzeigersinn). Dann definieren wir:

sinp:=y und CcOSy:=X.
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Dadurch sind sin ¢ und cos ¢ fir Winkel ¢ € [0, 27) erklart. Far
andere Werte ¢ € R definieren wir

sinp :=sin(p —2kw) und cosy := cos(p — 2KT),

wobei k € Z so gewahlt ist, dass ¢ — 2kw € [0, 27) gilt.

Die Funktionen sin ¢ und cos ¢ entstehen also durch
2r-periodische Fortsetzung von [0, 27) auf R.
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Eigenschaften von sin x und cos x

Mit dem Satz des Pythagoras folgt:

sin® x + cos® x = 1 fr alle x € R.
i v v i
X 6 | 4 | 3 [2
i 1| V2 | V3
sin x \;— \Tf 5
3 2 | 1
cosx |1]|% | 5| 5 |0

Additionstheoreme: Fir alle x, y € R qilt
sin(x + y) = sinxcos y + cos xsin y,
COS(X + y) = cosxcosy —sinxsiny.

Folgerungen:
@ sin(x + %) = cos X, cos(x + 5) = —sinx
@ sin(x + 7) = —sin x, cos(x + ) = —cos x
© sin2x = 2 sin x cos X, cOs 2x = c0s? x — sin? x
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Bemerkungen

o Ist a ein Winkel in Gradmaf (also 360° flr den Vollkreis),
so muss zur Berechnung von Sinus und Cosinus « erst ins

Bogenmal umgerechnet werden, d.h. x = a%
Beispiel 3.17
sin60° = sin T = ¥3 J

@ Die Funktion sin : R — R ist beschrankt, ungerade und
2rm-periodisch.

@ Die Funktion cos : R — R ist beschrankt, gerade und
2rm-periodisch.

Q ES g'lt Bsin — BCOS — [—1,1]
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Tangens und Cotangens

Mittels Sinus und Cosinus definiert man

tanx = X foXER\{E—l—kWZkEZ}
COS X 2
COS X .

cotx = — far x e R\ {knw: k € Z}.
sin x

Die Tangensfunktion tan ist w-periodisch, ungerade und im
Intervall (—=/2,7/2) streng monoton wachsend. Die
Bildmenge ist R.
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Der Graph des Cotangens ergibt sich aus dem Zusammenhang
cosx  sin(x +m/2)
sinx  —cos(x + 7/2)
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Anwendung: Berechnung von Langen

In rechtwinkligen Dreiecken gilt:

- a Gegenkathete

Q SN = — = ///
¢  Hypothenuse .
b Ankathete P )

0 COSoy = — = P
¢ Hypothenuse ;

o tana — & _ Gegenkathete
b Ankathete
b Ankathete
a Gegenkathete

In beliebigen Dreiecken gilt:

. sin « sin sin
o Sinussatz: = & = i
a b C

o Cosinussatz: ¢®> =a*+ b* —2-a-bcosy

Sina Ober-Blébaum Mathematik flir Chemiker

3. Funktionen 3.3 Trigonometrische und hyperbolische Funktionen

Ein Anwendungsbeispiel

Beispiel 3.18
Die Verbindung N>F» existiert in zwei raumlich verschiedenen

Formen (Isomeren):

N—N N—N

F/ \F F/
Cis-NoF» Trans-NoF»

Bei beiden Isomeren betragt der N-N-Abstand 0.125 nm, der

N-F-Abstand 0.144 nm und die F-N-N-Winkel 115°. Welchen

Abstand haben die Fluoratome jeweils?
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Die Arcus-Funktionen

@ Der Arcussinus: Wir betrachten f(x) = sin(x) auf
D = [-7, 5]. Dannist f injektiv mit Bf = [-1,1]. Also
existiert die Umkehrfunktion arcsin : B — D;y.

@ Der Arcuscosinus: Schranken wir f(x) = cos(x) auf
D¢ = [0, 7] ein, dann ist f injektiv mit By = [—1,1]. Also
existiert die Umkehrfunktion arccos : B — Dy.

o Der Arcustangens: f(x) = tan(x) ist auf Df = (-5, 5)
injektiv mit B = R. Daher existiert die Umkehrfunktion
arctan : By — Ds.

R ' LTy 3 j/
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arcsin(x) arccos(x) arctan(x)
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Anwendungsbeispiel
Beispiel 3.19

Die raumliche Struktur gewisser Kristalle bzw Molekdle, z.B.
Methan (CH,), ist ein Tetraeder.
Wir berechnen den Tetraederwinkel .
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Hyperbolische Funktionen

X —X

Sinus hyperbolicus: sinh x := eT firx e R
. . eX+e X .
Cosinus hyperbolicus: cosh x := — 5 furx e R

| ol

sinh(x)
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Eigenschaften

o Furalle t € R gilt (cosh t)2 — (sinh 1)? = 1.
(Die Gleichung y? — x? = 1 beschreibt eine Hyperbel.)

@ sinh : R — R ist ungerade und streng monoton wachsend,
also injektiv. Au3erdem ist sinh surjektiv, also Bsjnn = R.
Die Umkehrfunktion ist der Areasinus hyperbolicus

arsinh : R — R.

@ cosh : R — R ist gerade, also insbesondere nicht injektiv.
Es gilt Boosh = [1, 00). Schréankt man cosh auf [0, co) ein,
dann ist cosh : [0, 00) — [1, c0) bijektiv.

Die Umkehrfunktion ist der Areacosinus hyperbolicus

arcosh : [1,00) — [0, 00).
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