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4.3 Unendliche Reihen

4.3 Unendliche Reihen
Definition

Sei (ax)k>o eine Folge.

Definition 4.22
n
Die Folge (sn)n>0 der Partialsummen s, = > ax heifl3t
k=0

unendliche Reihe und wird mit > ax bezeichnet.
k=0

Ganz entsprechend betrachtet man auch ) ay fur (ax)k>n,-
k:no

Beispiel 4.23

a)y 27k 0) Sk C)Z%
k=0 k=0 k=1
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Konvergenz

Definition 4.24

Die unendliche Reihe > ax hei3t konvergent, falls die Folge

k=0
(sn) der Partialsummen konvergiert. Dann nennt man
o

S = nlim sn den Wert der Reihe und schreibt kurz ax = S.
e k=0

Sonst hei3t die Reihe divergent.

Das Symbol > aix steht also sowohl fir die Folge der

k=0
Partialsummen (sp) als auch fir den Grenzwert, falls dieser
existiert.

Beispiel 4.25
o0
k ist divergent.
k=0
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Die geometrische Reihe

Satz 4.26
Die geometrische Reihe

Y ¢=1+g+d°+q°+... mitgeC
k=0

hat die Partialsummen

1 — qn—H
o _TTE_ falls g # 1
n+1 falls g = 1

(sn) (und damit die geometrische Reihe) ist genau dann
konvergent, wenn |q| < 1 gilt. Dann ist

> 1

K
Y. d=—— <1
k=0 1-q
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Die harmonische Reihe

Satz 4.27

Konvergiert die Reihe > ak, so ist (ax) eine Nullfolge.
k=0

Vorsicht! Aus a, — 0 folgt nicht die Konvergenz der Reihe!

Satz 4.28 (Harmonische Reihe)
Die harmonische Reihe

=1
>
k=1

ist bestimmt divergent.
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Anhang: Beweis von Satz 4.26

Fir g = 1 ist offenbar s, = n+ 1, also > g* divergent.
k=0
Far g # 1 gilt
sn=14+q+¢°+...+q"

gsn= q+¢+...+q"+ g""
— Sh—qsp=1-qg™’
1_qn+1
— Sn—ﬁ

Ist |g| < 1, so folgt nlim q""!' = 0 und daher nlim Sp = %}

Seinun |q| > 1, g # 1. Ware (s,) konvergent, so misste nach
Satz 4.11 auch (g™*1) konvergieren. Aus Beispiel 4.14 wissen
wir aber, dass (g™) divergent ist.

Zusammen: Die geometrische Reihe ist genau dann
konvergent, wenn |qg| < 1. O
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Es ist
e @)
> k=
k=1 ] ]
T2 =2
1 1 1 _ 1
+3+ 32 >2-7=3
1 1 1 1 1 _ 1
tstet7ts =4 5=73
1 1 1 1
tgt+ -t 28 15=73
1 1 1 _ 1
T >16- 55 = 5
_|_..

Flr n =27 gilt deshalb s, > 1 + 7, d.h. (sp) ist bestimmt
divergent gegen +oc. ]
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