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Reihen

4.4 Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen
Einfache Rechenreg

Aus Satz 4.11 folgt
Satz 4.30

@ Aus i ax = a und f bx = b folgt > (ax + bx) = a+ b.
k=0 k=0 k=0

@ Falls > ax=aund ) € C, soist Y (\ax) = Ma.
k=0 k=0

Vorsicht! Im Allgemeinen ist § axby # (Z ak) (Z bk)!
k=0 k=0 k=0
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Absolute Konvergenz

Definition 4.31

Die unendliche Reihe > ax heil3t absolut konvergent, wenn
k=0

die Reihe >  |ax| konvergent ist.
k=0

Beispiel 4.32

Die geometrische Reihe Y gX ist fir alle g € C mit |g| < 1
k=0
absolut konvergent.
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Das Cauchy-Produkt

Satz 4.33
Wenn ioj ax und ioj by absolut konvergieren, dann gilt
k=0 k=0
oo (©.@) o n
(Z ak) <Z bk> = Z( akb,,_k) (Cauchy-Produk).
k=0 k=0 n=0 “k=0
Beispiel 4.34
Fir |g| < 1 gilt
1 00 2 00 n o0
= (5¢) -5 (£ aar) = S e
(1-9) k=0 n=0 \k=0 n=0
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Kriterien far absolute Konvergenz

Satz 4.35

Die Reihe > ai ist absolut konvergent, falls eine der folgenden
k=0
Bedingungen erflllt ist.

@ Majorantenkriterium:

lak| < by (fir k > ko) und > by ist konvergent.
k=Ko

@ Wurzelkriterium: Es gibt eine reelle Zahl g < 1 mit

Ya <q  firk > k.

@ Quotientenkriterium: Es gibt eine reelle Zahl g < 1 mit

a v
V< g firk > ko.
ak
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Zur Anwendung der Kriterien

Im Wurzel- bzw. Quotientenkriterium verwendet man praktisch
oft die starkere Bedingung

im {/Ja] <1 bzw. lim |5+
k—oo k—oo

dk

< 1.

Beispiele 4.36
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Potenzreihen

Die Reihe S ax(z — z)* heiBt Potenzreihe mit
k=0
Entwicklungspunkt z; € C. Haufig ist zy = 0.

Beispiele 4.37

@ Z konverglert far aIIe z € C (Quotientenkrit.) und

ZFZG, ZGC.
k=0

- konvergiert far |z| < 1 (geom. Reihe) und

Sx=1 . z<1
1—2Zz
k=0

@ ioj zK =
k=0
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Weitere Beispiele fur Potenzreihen

Beispiele 4.38
0 2kt
@ sin(x) = > (-1 ———— firx e R.
k=0 (2k +1)!
coS(x) = —1 fur x € R.
W= 50 R
co w2kt
@ sinh(x) = > fur x € R.
= (2k +1)!
@ cosh(x) = Y fir x € R.
k=0 (2k)!
o0 k
@ In(1+x)= > (— )k+1 " far [x| < 1.
k=1
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Das Leibniz-Kriterium

Eine Reihe der Form >~ (—1)Kax mit ax > 0 fiir alle k € Ny
k=0
heif3t alternierend.

Satz 4.39 (Leibniz-Kriterium)

Die alternierende Reihe " (—1)¥ay ist konvergent, falls (ax)
k=0
eine monoton fallende Nullfolge ist.

Beispiel 4.40

S 1
S (1)t = ist konvergent (mit dem Wert In 2).
k=1

Beispiel 4.40 zeigt, dass es konvergente Reihen gibt, die nicht
absolut konvergieren.
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