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Einseitig unbeschränkter Integrationsbereich (1)

Definition 6.14
Es sei f : [a,∞)→ R auf jedem Intervall [a,b] (für b > a)
integrierbar. Falls der Grenzwert

lim
b→∞

∫ b

a
f (x) dx

existiert, so definiert man das uneigentliche Integral von f
über [a,∞) durch∫ ∞

a
f (x) dx := lim

b→∞

∫ b

a
f (x) dx .

Analog definiert man das uneigentliche Integral∫ b

−∞
f (x) dx := lim

a→−∞

∫ b

a
f (x) dx .
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Einseitig unbeschränkter Integrationsbereich (2)

1 Wenn z.B. lim
b→∞

∫ b

a
f (x) dx existiert, so sagt man auch∫ ∞

a
f (x) dx existiert oder konvergiert. Sonst heißt∫ ∞

a
f (x) dx divergent.

2 Existiert sogar
∫ ∞

a
|f (x)|dx , so heißt das Integral∫ ∞

a
f (x) dx absolut konvergent.

3 F sei eine Stammfunktion von f . Dann gilt∫ ∞
a

f (x) dx = lim
b→∞

F (b)− F (a),

falls der Grenzwert existiert.
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Einseitig unbeschränkter Integrationsbereich (3)

Beispiel 6.15∫ ∞
0

e−x dx
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Majorantenkriterium

Satz 6.16

Es gelte |f (x)| ≤ g(x) auf [a,∞) und
∫ ∞

a
g(x) dx existiere.

Dann ist
∫ ∞

a
f (x) dx (absolut) konvergent und es gilt

∣∣∣∣∫ ∞
a

f (x) dx
∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

a
|f (x)|dx ≤

∫ ∞
a

g(x) dx .

Beispiel 6.17∫ ∞
1

sin x
x2 dx konvergiert, weil . . .
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Beidseitig unbeschränkter Integrationsbereich

Falls die beiden uneigentlichen Integrale
∫ a
−∞ f (x) dx und∫∞

a f (x) dx für ein a ∈ R existieren, so definieren wir∫ ∞
−∞

f (x) dx :=

∫ a

−∞
f (x) dx +

∫ ∞
a

f (x) dx .

Vorsicht! Damit
∫∞
−∞ f (x) dx existiert, müssen beide

Teilintegrale (d.h. die entsprechenden Grenzwerte) unabhängig
voneinander existieren.

Beispiele 6.18

1

∫ ∞
−∞

dx
1 + x2

2

∫ ∞
−∞

x dx
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Unbeschränkter Integrand (1)

Definition 6.19
Sei f stetig in [a,b] \ {x0} (typische Situation: f ist bei x0

unbeschränkt). Unter dem uneigentlichen Integral
∫ b

a
f (t) dt

versteht man (falls die jeweiligen Grenzwerte existieren):

1 im Fall x0 = b: lim
x→b−

∫ x

a
f (t) dt ,

2 im Fall x0 = a: lim
x→a+

∫ b

x
f (t) dt ,

3 im Fall x0 ∈ (a,b): lim
x→x0−

∫ x

a
f (t) dt + lim

x→x0+

∫ b

x
f (t) dt .
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Unbeschränkter Integrand (2)

Beispiel 6.20∫ 1

0

dt√
t

Allgemeiner:
∫ 1

0

dt
tα

existiert ⇐⇒ α < 1
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