7. Gewohnliche Differentialgleichungen 7.2 Lineare Differentialgleichungen

7. Gewohnliche Differentialgleichungen
7.2 Lineare Differentialgleichungen

Sina Ober-Blébaum Mathematik fir Chemiker

7. Gewohnliche Differentialgleichungen 7.2 Lineare Differentialgleichungen

Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Eine DGL der Form

y'(1) + a(t)y(t) = £(1).

mit stetigen Funktionen a und f heif3t (inhomogene) lineare
Differentialgleichung 1. Ordnung.

Die zugehérige homogene DGL lautet

y'(t) + a(t)y(t) = 0.

Beispiel 7.3
y'(t) + y(t) = sin(t), y(0) = 1
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Losungsverfahren

@ Wir bestimmen die allgemeine Losung y; der homogenen
DGL

y)+aty()=0 <« y(t)=-alt)y(t)

Dies ist eine DGL mit getrennten Variablen.

@ Wir bestimmen eine spezielle Lésung ys der inhomogenen
DGL

y'(t) + a(t)y(t) = (1)
mittels Variation der Konstanten.
@ Die allgemeine Lésung der inhomogenen DGL ist dann

y(t) = ys(t) + ya(t).
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Ein Beispiel aus der Reaktionskinetik

FUr eine Folgereaktion A % B2 C erhalt man das
DGL-System

ca(t) = —k1 ca(t),
cg(t) = ki ca(t) — ka2 ca(t),
ce(t) = kaca(t).

Dies ist ein lineares DGL-System 1. Ordnung. Wir I6sen die
Gleichungen sukzessive.
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Lineare DGLen 2. Ordnung

Die allgemeine lineare DGL 2. Ordnung hat die Form

y'(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = £(1).

Flr diese DGL gibt es kein allgemeines Lésungsverfahren.
Man kennt aber die Struktur der allgemeinen Losung:

allgemeine Lésung der inhomogenen DGL
= spezielle Losung der inhomogenen DGL
+ allgemeine Lésung der homogenen DGL
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Losungsverfahren fur einen Spezialfall (1)

Wir wenden uns dem wichtigen Spezialfall der homogenen
linearen DGL

y"(t) + ay'(t) + by(t) = 0.

mit a, b € R zu, fir den ein Losungsverfahren existiert.
Wir verwenden den Exponentialansatz y(t) = e* fiir A € C.
Einsetzen ergibt

NeMiaxeMiber =0 <« [N +a\+b=0

Das Vorzeichen der Diskriminante D = %2 — b entscheidet Uber
den Typ der allgemeinen Losung.
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@ D > 0, d.h. zwei verschiedene reelle Losungen

Mp=-3+VD

® D=0, d.h. eine reelle Lésung A = —2

y(t) = cieMl + e, ci,Co €R

y(t) = (¢1 + cot)e, Ci, 2 €R

@ D < 0, d.h. zwei konjugiert komplexe Ldsungen

)\1/2:—g:|:iwmitw:v—D

y(t) = e‘gt(m cos(wt) + co sin(wt)),

y//+w2y:0

Ci,C0 €R

CEnBasel
P



	7. Gewöhnliche Differentialgleichungen
	7.2 Lineare Differentialgleichungen


