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Definition von R”

Definition 8.1

Unter dem Raum R” (n € N) versteht man das kartesische
Produkt R x R x ... x R (n-mal), d.h.

R ={(x1,Xo,...,Xn) : Xy € R flUrk=1,...,n}.

Ist X = (xq,...,X%n) € R", so hei3t x, k-te Koordinate von X.

Zwei Punkte X, Y € R” sind genau dann gleich, wenn x, = yx
furalle k =1,...,nqilt.

Beispiel 8.2
Wir skizzieren Punkte in R? und R3.
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Parallelverschiebungen in R"”

7 : R"” — R" hei3t (Parallel-)Verschiebung, falls reelle Zahlen
di, ..., d, existieren, so dass fur alle Punkte
X =(X1,...,Xn) € R qgilt:

T(X1, ...y Xn) = (X1 + di, ..., Xp+ dn).

Wir notieren die Komponenten dy, ..., d, in einem
Spaltenvektor und bezeichnen diesen mit @

o]
a( | )
dn

Zu jeder Verschiebung T gehort genau ein d. Umgekehrt
definiert jeder Spaltenvektor d eine Verschiebung. Also kann
man d mit der zugehdrigen Verschiebung identifizieren.
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Anschauliche Interpretation: Pfeile

Anschaulich kann man sich Vektoren als Pfeile vorstellen.
Dabei werden alle Pfeile mit gleicher Lange und gleicher
Richtung als gleich angesehen.

In der Physik werden z.B. Momentangeschwindigkeiten oder
Krafte als Vektoren in R3 interpretiert.
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Vektoradditio

Addition von Vektoren u, v:

U V1 Uy + vy
u+v=| : |+| : | = :
Uo Vn Un + Vp

Anschaulich: Vektoren werden addiert, indem man geeignete
Pfeile aneinandersetzt.

8.1 Der euklidische Raum R”
Reelle Vielfa

Multiplikation einer reellen Zahl A mit einem Vektor u:

U4 AUf
Un AUp
Anschaulich:

@ Multiplikation mit A > 0: Pfeilrichtung wird beibehalten, die
Pfeillange mit A multipliziert.

@ Multiplikation mit A < 0: Pfeilrichtung kehrt sich um, die
Pfeillange wird mit || multipliziert.
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Nullvektor und Verbindungsvektor

0
o=| : | eR”
0

hei3t Nullvektor in R”.

@ Sind A und B Punkte des R”, so gibt es genau eine
Verschiebung, die A auf B abbildet. Den zugehdrigen

Spaltenvektor
b1 — a4
- ( | ) |
b, — an

nennt man auch Verbindungsvektor von A und B und
schreibt AB fir d.

o Der Vektor
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Ortsvektoren
Definition 8.3

Unter dem Ortsvektor eines Punktes P € R" versteht man den
Vektor p = OP (Verbindungsvektor vom Ursprung O zum Punkt
P).

Jedem Punkt P kann eindeutig sein Ortsvektor p zugeordnet
werden.

Umgekehrt gehort zu jedem Vektor p ein Punkt P, namlich das
Bild des Ursprungs unter der Verschiebung p.

Also kann man statt Punkten mit Ortsvektoren arbeiten.
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Parameterdarstellung einer Geraden g

Sei g eine Gerade in R”. Wir wahlen zwei verschiedene Punkte
A, B € g. Dann gilt fir jedes X € g:
X = OX = OA+ \AB = G + Ml
far ein A € R.
o AB heiBt Richtungsvektor der Geraden g.

© Parameterdarstellungen sind nicht eindeutig. Eine andere
Parameterdarstellung ist z.B. X = b + uBA.

Beispiel 8.4

Geben Sie zwei verschiedene Parameterdarstellungen der
Geraden g in R? durch die Punkte A= (1,3) und B = (2, -1)
an.
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Euklidnorm und inneres Produkt in R"

Um in R” Abstande und Winkel messen zu kénnen, fihren wir
folgende Begriffe ein. Wir schreiben ab jetzt einfach x statt x.

Definition 8.5
Seien x, y € R". Dann heif3t

X[ = /X2 + x5 + ...+ X3
die Euklidnorm von x und

(X,¥) = X1y1 + Xo¥o + ... + Xn¥n

das innere Produkt (oder Skalarprodukt) von x und y.
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Geometrische Interpretation

@ Die Euklidnorm || x|| ist die Lange der Strecke von O nach
X, d.h. die Lange des Ortsvektors x. Entsprechend ist
|x — y|| der Abstand zweier Punkte X und Y.

@ Ein Vektor x € R"” mit ||x|| = 1 heiBt normiert oder
Einheitsvektor.

@ Gilt (x,y) = 0, so sind x und y zueinander senkrecht
(orthogonal). Aligemeiner qilt:

(X, y) =[xl lyll cos(e),

wobei ¢ der von x und y eingeschlossene Winkel ist.
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Eigenschaften der Euklidnorm und des inneren
Produkts

Fir alle x,y € R"und X\ € R gilt

@ (x| =0

@ |x]|=0 < x=0

@ I\l = Al 1]

@ |Ix+yll <IIx|l+ 1yl (Dreiecksungleichung).

Fir alle x,y,z € R"und «, 8 € R gilt

@ (x,x) = ||x]?

@ (x,y)={y.x)

@ (ax+8y,z) = alx,z) + B{y. 2)

@ |, ) <|Ix|lllyll (Cauchy-Schwarz- Ungleichung).
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