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Übungsblatt 6

Aufgabe 6.1 (5 Punkte) Die Funktion f : R → R sei gerade, d.h. es gelte

f(−x) = f(x) für alle x ∈ R.

Es sei p das Polynom vom Grade n, das zu den Stützstellen xi = (−1 + 2i
n
) · b (für

i = 0, 1, . . . , n und b > 0) die Interpolationsaufgabe

p(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n,

löst. Zeigen Sie, dass p gerade ist. Gilt eine analoge Aussage auch für ungerade
Funktionen (d. h. Funktionen mit f(−x) = −f(x)) ?

Aufgabe 6.2 (2 Punkte) Es sei n fest gewählt und x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] ⊂ R
seien paarweise verschiedene Stützstellen. Für f ∈ C([a, b]) bezeichne pn(f) ∈ Πn

das durch die Stützstellen xi und die Stützwerte fi = f(xi), i = 0, 1, . . . , n, eindeutig
bestimmte Interpolationspolynom. Es sei || · ||∞ die Maximumnorm auf C([a, b]).
Zeigen Sie mit Hilfe der Lagrangeschen Darstellung des Interpolationspolynoms,
dass für alle ε > 0 ein δ > 0 existiert mit

‖f − g‖∞ < δ ⇒ ‖pn(f)− pn(g)‖∞ < ε für alle f, g ∈ C([a, b]).

Aufgabe 6.3 (3 Punkte) In der nachfolgenden Tabelle finden Sie Werte eines Po-
lynoms p vierten Grades. Ein Funktionswert ist falsch. Korrigieren Sie ihn und be-
stimmen Sie das zugehörige Polynom.

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
p(x) 370 397 451 543 683 880 1124 1476 1888 2383 2965

Hinweis: Untersuchen Sie, wie sich eine Störung im Schema der dividierten Diffe-
renzen fortpflanzt.



Aufgabe 6.4 (6 Punkte) Für n ∈ N und x ∈ [−1, 1] sind die Tschebyscheff–
Polynome Tn durch

Tn(x) = cos(n · arccos(x))

definiert.

(a) Zeigen Sie, dass für jedes x ∈ [−1, 1] die folgenden Rekursionsformeln gelten:

T0(x) = 1

T1(x) = x

Tn+1(x) = 2x · Tn(x)− Tn−1(x) für n ≥ 1

(b) Zeigen Sie, dass Tn für n ≥ 1 ein Polynom der Form

Tn(x) = 2n−1xn +
n−1∑
i=0

an,ix
i

ist.

(c) Bestimmen Sie die Nullstellen und Extrema von Tn.

(d) Zeigen Sie: Für ein beliebiges Polynom P vom Höchstgrad n mit führendem
Koeffizienten 1 gilt

max
x∈[−1,1]

|P (x)| ≥ max
x∈[−1,1]

|21−nTn(x)| = 21−n.

(Beweisen Sie sowohl die Ungleichung als auch die Gleichung.)

Anleitung: Nehmen Sie an, es gäbe ein Polynom P kleinerer Maximumnorm,
und betrachten Sie das Polynom P − 21−nTn an den Extremalstellen von Tn.
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