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Mathematik 3 fiir Maschinenbauer

Probeklausur

Die folgenden Aufgaben behandeln einen Querschnitt der bisherigen Inhalte der Vorlesung und
konnten in dhnlicher Form auch in einer Priifungsklausur vorkommen. Anhand der Auswahl der
Aufgaben konnen Sie relevante Stoffgebiete erkennen, an den einzelnen Aufgaben kénnen sie fiir
eine Klausur wichtige Rechenverfahren iiben. Nicht mit der Klausursituation vergleichbar ist die
Anzahl der Aufgaben. Die Auswahl ist vielmehr darauf ausgelegt, das gesamte Spektrum moglicher
Aufgabentypen abzudecken und deshalb deutlich umfangreicher als eine auf 120 Minuten Bearbei-
tungszeit angelegte Klausur. Eine Auswahl von 4 — 5 der hier angegebenen Aufgaben diirfte aber
etwa dem Umfang einer Priifungsklausur entsprechen.

Als Hilfsmittel konnen Sie fiir die hdusliche Bearbeitung der Aufgaben eine gewdhnliche Liste
von Stammfunktionen heranziehen. Der Priifungsklausur wird eine solche Liste beiliegen. Die an-
gefiigten Ldsungen sind zur Selbstkontrolle gedacht. Die Rechnungen sind hier meist in viel grofieren
Schritten skizziert, als es fiir die Klausur notig sein wird.

Aufgabe 1
Gegeben sei die Menge

K={(z,y,2) | (= 1)?+ 2+ 22 <4} U{(z,y,2) | (x+1)> + 2 + 22 < 1}.

(a) Stellen Sie K als eine auf einen Normalbereich projizierbare Menge dar.

Losung: Das intuitive Bild: K ist die Vereinigung einer Kugel mit Radius 2 um den Punkt (1, 0, 0)
und einer Kugel mit Radius 1 um den Punkt (-1, 0, 0). Da die gréBere Kugel bis an den Mittelpunkt
der kleineren reicht, iiberlappen sie sich. Es liegt nahe, die Menge auf die xy-Ebene zu projizieren.
Gerechnet: Es gilt

K ={(z,y,2) | (# = 1)* + 4> <4 [z] < V4~ (& = 1)2 —y?} U
{@y.2) | (@+1)° +y* <1l < V1 (@ +1)2 - 32}

Da \/4 —(z—1)2—y2=/1— (z+ 1)2 — y2 ist genau dann, wenn x = f% ist, liegt die ,,Schnittebe-
ne“ der Kugeln bei diesem z-Wert, und es gilt

K = {(l’,y,Z) | ($,y) € K? 7U($7y) <z< U(I,y)}
mit K = {(z,) | (¢ + 12+ <4} U{(@,9) | (&~ 12 +y? < 1} und

Vi—(x—1)2—y% fallsz > -3
VIi—(@+1)?2—y? fallsz< -3

N

v(z,y) =

Die Menge K ist also auf die Menge K projizierbar. Es bleibt, K als Normalbereich zu schreiben. Mit
einer analogen Argumentation wie oben gilt aber

K={(z,y)| —2<2<3,—g(z) <y <g(x)}

mit

W~

9

(z) = {m falls z > — 3

1—(z+1)2 fallsax <-4

|



(b) Bestimmen Sie die z-Koordinate des Schwerpunkts von K unter homogener Masserverteilung.

g(z)  ro(z,y)
Vol(K):/ldxy, / / / 1dz dy dx
K g(x) J—v(z,y)
w(/ 41—(:5 1)? d:c+/ 4(x1)2d:r>
J—2 —3

_ 17570 6757 275w

Loésung: Es gilt

T 192 + 64 24

und
v(z,y)
/1d1y, / / / x dz dy dx
K g(w v(z,y)
3
- / 2 (1= (z+1)2) dx—i—/ 2o (4= (z—1)2) da
92 ,%
_ (S5 11025 925
™30m2 T 10247 96
und damit
Tg = ! / xd(x,y,z) = 31
$ T SolK) J TN T gy
Aufgabe 2

Bestimmen Sie das Volumen des Korpers
E={(z,y,2)T eR®| 2? +4y*> + 922 <16} C R?

durch Integration.
Losung: Fiir (z,y,2) € E gilt

1
224 4y? +9:2<16 <= |7 < g\/16—x2 — 492
und

1
4y? <16 —2? = |y| < 5\/16—3:2
und
|z] < 4.

Setzt man g(z) = $v/16 — 22 und h(z,y) \/16 — a2 —4y? = \/4g —4y? = %\/g(x)Q —y2, gilt also




und damit

vol(E) = / 1d(x,y,z2)

g(z)  phizy)
/ / / 1dz dy dx
(z,y)
y(t)
/ / h(z,y)dy dx
g(x)
/ g(x)
= Vg —y2dy dx
3 —g(x)
4 (4 |
:7/ To@)?de=—— | ~(16+2?) dx

3/).,2 3.2/ ,4

A 1 128
= 6 — 314 = 222
13 Hor—3wla=—gr

Aufgabe 3
Es seien ein Weg v : [0,1] — R3, eine dadurch definierte Kurve C' und ein Vektorfeld F : R® — R3

durch

2 +1 2xy
l(t) = th und E(:anaz) = .le2
Vit —sin(z)
gegeben.
(a) Bestimmen Sie [ F dy.
t
11
Lésung: Es gilt 4(t) = | 7.+ | und damit
2Vt
1 [ 2VE2+ t§+1
/ / t* + 1 Tt | dt
—sin(v/7) 2%/2
in(v7)
B T L (L
/ " )~ 2V/t
i 1 1 Lsi
/ ln(\/i)dtZQ’]T-—l—ﬂ'-—/ sm(\/i)dt
2/t 4 2 Jo 2Vt
= T— /0 sin(u) du = 7 + cos(1) — 1.
Subst.u=+v/t

Alternativ lésst sich einfach das Potential aus dem zweiten Aufgabenteil auswerten:

/CE -y = B(5(1)) ~ B(1(0)) = B(VE, 5. 1) ~ B(1,0,0) = 7 + cos(1) 1 -0

(b) Zeigen Sie, dass F ein Potentialfeld ist, und bestimmen Sie ein Potential.



Lésung: R? ist einfach zusammenhiingend, daher geniigt es, zu zeigen, dass rot F = 0 ist:

rot F(z,y,2) = | 9, | x a? =1 0-0 [=]o0
0. —sin(z) 2x — 2z 0

Ein Potential erhilt man nach der Formel

z y z
@(x,y,z)z/ Fy(1,0,0) dt+/ Fy(2,1,0) dt+/ Fy(a,y,t) dt
0 0 0

x Y z
:/ 0dt+/ xth—i-/ — sin(t) dt
0 0 0

= 2%y + cos(z) — 1.

Aufgabe 4
Gegeben seien der Weg
2
y:[0,1] = ngl(t) = | cos(27t) | >
sin(2mt)
das Vektorfeld
2
F(z,y,2) = 3
r—y+z

sowie die Kurve C' = ([0, 1]). Bestimmen Sie

(a) die Lange von v und

Losung: Es gilt

1 1
1

L(y) = / |5(t)| dt = / V4t2 4 4n? dt = ©* - arcsinh(—) + /1 + 72 ~ 6.39.
- 0o 0 m

(b) das Kurvenintegral [ F dy.
Losung: Es gilt

1
[ Ear= [ Faw 0 a
c 0
:/ 4t + 27 - (t* cos(2mt) — 3sin(27t) — cos?(2nt) + cos(2mt) sin(27t)) dt
0

1
=2 -7+ =
™

Aufgabe 5
Die Fliche A C R? sei definiert durch

A={(z,y,2)T €R?|2? + 2% +32% = 4}.



Ein Vektorfeld F : R? — R? sei definiert durch

x? —|—y2
E(xaya Z) = .’IJ2 -+ 22
x? +y2

(a) Bestimmen Sie einen Normalenvektor an A im Punkt (1,0,1)7.
Losung: Aus 22 + 2y + 322 = 4 folgt 22 + 2y? < 4 und
1, 1,

3,2 =1 — g2 _ -
i Y

1
= z= 3(4—:1:2 — 2y?) oder

1
z=— §(4fx272y2)

Definiert man also D = {(z,y) | 2 +2y*> < 4}, f : D — R, f(z,y) = \/g\/él—x? —2y2, und
A; € R? als den Graphen von f, Ay als den Graphen von —f, so erhilt man A = A; U A,. Es
gilt also (1,0,1)7 = S;(1,0), mit Sy : D — R?® wie in Bsp. 59 der Vorlesung. Es ergibt sich das
Normalenvektorfeld

—x .

—02 f(2,y) Vi (A—22—2y?) Ty

Ny(z,y) = —8yf($,y) = \/ﬁ - f(2$y,y)
1 1
1

und damit der Normalenvektor im Punkt (1,0,1)7 als n;(1,0) = (3,0,1)7.

(b) Bestimmen Sie das Flichenintegral 2. Art [, F - dS.

Losung: Da A = A; U A, gilt (und A; N As nur der ,Rand“ beider Mengen ist), liegt es nahe, das
Integral als Summe {iber die Flichenintegrale beider Teilflichen zu berechnen. Driickt man diese als
Graphen der Funktion f(z,y) bzw. —f(z,y) aus, so ist die z-Komponente der Normalenvektorfelder
beider Teilflichen gleich 1. Es zeigt also auf A; nach ,aulen®, auf A; nach ,innen“. Daher sind die
NVF nicht konsistent. Das Fléchenintegral iiber A ist daher die Differenz der beiden Integrale tiber
A1 und A,. Damit erhélt man

/E~d§: F-ds— [ F.as
A Aq As

= / E(Iayaf(xay)) ﬂf(xay) d(lﬂ,y) 7/ E(‘ray7 7f(1'7y)) ' ﬂ_f(zvy) d(l‘,y)
D D
2 [ B twn) - (o) =1 g(@n) dian)

z2 —|—y2 T
= 2 2. —= |9 d(z,
2% +y? 0

1 2
=-2 N2+ ay? + 222y + = 4—m2—22>d9&,
‘Af@w)< y y+ 3u( yo) ) d(z,y)

=2 ([, e My den)

©oto



Dabei wird fiir Gleichung (1) benutzt, dass F(z,y, z) = F(x,y, —z) gilt, und fiir Gleichung (2), dass
der Integrand des ersten Integrals ungerade in = und der des zweiten Integrals ungerade in y ist, der
Integrationsbereich D aber symmetrisch bzgl. Spiegelungen an der z— und der y—Achse.

Aufgabe 6
Im Bereich B = {(z,y, 2) | 2% + 2y% + 322 < 5} C R3 ist das Vektorfeld
x
F(x,y,z2) = 2 :
=&Y, 22429243225 2y
3z

definiert. Zeigen Sie, dass F' ein Gradientenfeld ist, und bestimmen Sie ein Potential zu F'.

Losung: Da der Bereich B (das Innere eines Ellipsoiden) einfach zusammenhéngend ist, geniigt es
nachzurechnen, dass rot ' = 0 ist. Um ein Potential zu bestimmen, lésst sich eine Formel aus der Vorlesung
verwenden. Man erhalt

T Yy z
B(z,y,2) = / F(t,0,0) dt + / F(x,t,0) dt + / Fla.y,t) di
0 0 0

=(In(5 — 2?) —In(5))+

(In(5 — 2 — 2y*) — In(5 — 2%))+

(In(5 — 22 — 2y — 32%) — In(5 — 22 — 24?))
=In(5 — 2? — 2% — 32%) — In(5).

Aufgabe 7
Gegeben seien der Korper

K ={(z,y,2) | 2> 0,y >0 und 2% 4+ 2y* + 32% < 5}

und das Vektorfeld
cos?(y)
F(z,y,2) = | sin?(2)
1
(a) Parametrisieren Sie den Rand 0K in drei Teilflichen so, dass das Normalenvektorfeld nach
auflen zeigt.

Lésung: Eine der Flichen liegt in der zy-Ebene (z = 0), eine in der zz-Ebene (y = 0) und eine ,frei im
Raum® (22 + 2y% + 322 = 5). Definiert man D; = {(x,y) | 22 +2y? < 5} und Dy = {(z,2) | 2% + 322 <
5}, so kann man zwei der Flichen direkt als ,,Einbettung® von D; bzw. Dy in den R3 parametrisieren,
und eine Fléiche als Graph der Funktion f : D; — R gegeben durch f(z,y) = /(5 — 2 — 2y?). Die

Parametrisierungen sind dann

x x
S, : Dy = R? (z,y) — y |- Sy : Dy = R? (z,y) — y und S5 : Dy — R?, (z,2) —~ | o
0 fz,y) z

Man erhélt die zugehorigen Normalenvektorfelder
0 3-(5—z2—2y2) 0

Ny(zy)=10|, Nolwy=| -2 und Ns(z,2) = | —1
3-(b—x2—2y?)
1 0

1



N, auf dem ,Boden“ des Korpers zeigt in positive z-Richtung und daher nach innen, Ny auf der
,runden® Seitenfliche hat ebenfalls eine Komponente in positiver z-Richtung und zeigt daher nach
auflen, ebenso wie IV, das auf der ,ebenen Seitenfliche” in negative y-Richtung, also auch nach auflen
zeigt.

Um die Aufgabe zu erfiillen, muss also noch die Richtung von N, umgekehrt werden, was dadurch

Y
erreicht werden kann, dass man anstelle von S, die Abbildung S = D) — R?, (z,y) — | z | verwendet,

0
wobei Dy = {(y, z)|z* + 2y < 5} ist.

Berechnen Sie den Normalenvektor im Punkt (1, \/g ,1).

Lésung: Der Punkt liegt auf der durch S, parametrisierten Teilfliche, und zwar an der Stelle (z,y) =
(1, \/g) Der Normalenvektor in diesem Punkt ist also

1 é
) = 2
N2(17\/;) - 3

1

/ F.dS.
oK

Losung: K ist ein GauB-Green-Bereich. Es gilt div F'(z,y, z) = 0 und daher mit dem Divergenzsatz
von Gaufl

Bestimmen Sie das Fléchenintegral

/ E~d§:/divF(x,y,z)d(x,y,z):O.
oK K



