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Geometrie und Funktionen —
Funktionen und Geometrie
Hans-Jirgen Elschenbroich

Einfiihrung H.-J.Elschenbrdch Funkiionen und Geametie

Geometrie-Werkzeuge

Klassische Werkzeuge: Lineal, Zirkel.
Basisobjekte: Gerade, Kreis

Weitere Werkzeuge: Winkelmesser, Geodreieck,
Ellipsenzirkel, Parabelzirkel, Storchenschnabel. ...
Basisobjekte: angetragener Winkel,
Parallele & Senkrechte
Ellipse, Parabel, VergroBertes, ...
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Funktionen

Meraner Reform:

-,Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen
Denkens*

- ,diese Gewohnheit des funktionalen Denkens soll auch
in der Geometrie durch fortwahrende Betrachtung der
Anderungen gepflegt werden “.

Funktionaler Zusammenhang, funktionales Denken,
dynamische Sicht!

Aber unterrichtliche Umsetzung: Funktionsbeagriff,
statische Sicht. Insbesondere nach 1950.
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Historische Einordnung

Geometrie: Thema seit Jahrtausenden.
Euklid, Pythagoras, ...

Funktionen: Thema seit einem Jahrhundert.
Meraner Reform (1905), Felix Klein

Hilfreich:
Blick auf Werkzeuge und zugehdrige Basisobjekte
bzw. Basisoperationen.
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Dynamische Geometrie

Neues, digitales Werkzeug DGS (DynaGeo, GeoGebra, ...)
= Dynamik: Zugmodus, Ortslinien,

» erweiterte Konstruktionsbefehle, Makros

= dynamische Messungen und Berechnungen,

= Abbildungen, ...

Basisobjekte u.a.:
Mittelsenkrechte, Winkelhalbierende,
Ortslinien,
Bilder von Abbildungen wie Achsenspiegelungen etc.

H.-J.Elschentrdch Funkionen und Geanetie 6

Variablen-Verstandnis

Keine Funktion ohne Variable. Aspekte von Variablen:

* Gegenstandsaspekt: Variable als unbekannte oder
nicht naher bestimmte Zahl

«Einsetzungsaspekt : Variable als Platzhalter fur Zahlen
bzw. Leerstelle, in die man Zahlen einsetzen darf

«Kalkllaspekt (Variable als bedeutungsloses Zeichen,
mit dem nach bestimmten Regeln operiert werden darf).

Malle (1993)
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Variablen-Verstandnis (2) Funktionen-Werkzeug?

Lange Zeit kein geeignetes Werkzeug zur
Weitere Aspekte speziell bei Funktionen: Darstellung/ Manipulation von Funktionen.
Vor allem nicht in Schilerhand!
* Einzelzahlaspekt (Variable als beliebige, aber feste
Zahl aus dem betreffenden Bereich
«Veranderlichenaspekt (alle Zahlen aus dem
betreffenden Bereich werden in einer zeitlichen
Aufeinanderfolge durchlaufen) und
Simultanaspekt (alle Zahlen aus dem Bereich
werden gleichzeitig représentiert).

Malle (1993) Marzani (1956): Der Funktionenschieber
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Funktionenplotter DGS-Funktionenplotter
Funktionsgraph: schwieriges Objekt! Funktionenplotter: enormer Fortschritt!
,Kurvendiskussion®: Graph als Krénung Aber didaktisch zu groBer Schritt?

Entschleunigung?
Ab 80-er Jahre: Funktionenplotter (Mathe-Ass etc.),

spater CAS und GTR Zwischenschritt: Punkteweise Konstruktion.
Digitales Werkzeug zum Visualisieren von Funktionen. DGS macht Funktionsgraphen dann verstehbar als
Basisobjekt Funktionsgraph (incl. KOS) Ortslinie von P(x/y) bei Variation von x.

Dynamische Visualisierung im besten Sinne.
Funktionaler Zusammenhang wird sichtbar!
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DGS-Funktionenplotter DGS-Funktionenplotter dynamisch

Plotten von Funktionen mit Formvariablen (Parametern):
(Funktionen‘schar’). Umsetzung in CAS: Vector-Befehl.

Basisobjekt:
Funktionsgraph(en) von Funktionen mit Formvariablen.

DGS: Zu den jeweiligen Parameter-Werten ist der
zugehorige Funktionsgraph sichtbar (keine Schar)!

Funktionsklasse wird durch einen Prototypen représentiert.
Zu einem x gehort ein y und ein P(x/y). P

Der Funktionsgraph entsteht als Ortslinie. Dynamische Umsetzung durch Schieberegler.

(Elschenbroich, 2003, 2005)


beispiel_einf-1.geo

Einfiihrung H.-J.Elschentrdch Funkionen urd Geametie

DGS-Funktionenplotter dynamisch
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1.1 Lineare Funktion

4 o Umfang

]

Umfang eines Quadrats mit der Seitenlange x
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1.3 Parabel als geom. Objekt

e

Laitiniz

Punkte gleichen Abstands von Brennpunkt u. Leitlinie.
Gleichnis!
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1 Aus der Geometrie zur Funktion

Wo ergibt sich aus der Dynamisierung eines
geometrischen Sachverhalts (Formel) ein funktionaler
Zusammenhang?!

Formeln: oft nur statisch gesehen, Trennung von
Geometrie und Algebra/ Funktionen.

Dynamische Blickweise: nicht neu, aber durch DGS
jetzt naheliegend und direkt handhabbar geworden.

Paderborn 10112011
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1.2. Quadratische Funktion

Flacheninhalt eines Quadrats mit der Seitenlange x
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1.3 Parabel —quadratische Funktion

Graph einer quadratischen Funktion als Spezialfall (!).


beispiel_einf-2.geo
beispiel_1-1.geo
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1.4 Wurzelziehen geometrisch

Hohensatz. Keine Rechnung!
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1.6 Quadr. Fkt. Nullstellen-Anzahl

X12= ...
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1.9 Quadr. Fkt. Modellierung

Exkurs: Briickenbdgen (Kreisbigen, Korbbdgen, Parabelbdgen)
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1.5Kreisbewegung, Sinus

Sinus (und Cosinus) aus der Kreisbewegung herleiten.
Erklart die Periodizitat der Funktion.

22
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1.7 Quadr. Fkt. Nullstellen-Formel

p-g-Formel: ,Mitternachtsformel
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2 Transformationen von Funktionen
Einfuhrungsphase Klasse 10 der Sek Il in NRW:
Funktionen sollen ,unter dem gemeinsamen

Gesichtspunkt Transformationen und deren
Verknlipfung” betrachtet werden.

(MSW, 2010)


beispiel_1-4.geo
beispiel_1-5.geo
b-06a_quad-N.ggb
b-06b_quad-N-Formel.ggb
b-10_Brücke.ggb
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2.1 Spiegelung an dery-Achse 2.1 Spiegelung an dery-Achse

Meine Lésung:

ich habe alle ragler uf nul

gesetzt und dann nach und nach
kontralliert bai welchem ragler sich
der graph trenrt und bei vielchem
regler nicht

y=ax +hd toxd +dx+ e

[N / \ Die beiden graphen fallen

/ Y zZusemmen wenn man die regler B
/ S \ und 1 58828, die anderen
/ T 1 regler (a,6,8) konnen ALn beredig
| verandart wardan ohne dase de
I} \ beiden araphen sich trannan

f | der orapn istan immer y
| gespiegelt also links Und rechis
\ won y immer gleich

Schilerlésung Klasse 10

2.Funktionen H.-J.Elschentrdch Funkiionen und Geametie 27 2.Funktionen H.-J.Elschenbrdch Funkiionen und Geanetie 28

2.1 Spiegelung an dery-Achse 2.2 Punktspiegelung am Ursprung

Funktionsterm der neuen Funktion?

y=axt+bx? + cx+d

Wann fallen die Graphen zusammen? Symmetrie?

Lésungsheuristik: Spezialfall. Was ,stort? /\

Funktionsterm einer symmetrischen Funktion?
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2.2 Punktspiegelung am Ursprung 2.3 Verschiebung langs der x-Achse

Funktionsterm der neuen Funktion?

Wann fallen die Graphen zusammen? Symmetrie?

Funktionsterm einer symmetrischen Funktion?



beispiel_2-1.geo
beispiel_2-2.geo
beispiel_2-4.geo
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2.3 Verschiebung langs der x-Achse

Periodizitat von sinus,

Zusammenhang sinus — cosinus.
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2.4 Verschiebung(en)

Von der Normalform y = x2 +px + ¢ zur
Scheitelpunktsform.

Verschiebung von O auf S in zwei Schritten:

Verschiebung um —p/2 in x-Richtung und um
-p%4 + g in y-Richtung.

Schuler: Experimenteller Zugang, konkrete Zahlen.
Muss dann algebraisch vertieft werden.
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2.5 Spiegelung an der Achsey =x

Umkehrbarkeit: Parabel-Scheitelpunkt.

Spurmodus (punktweise).

2.Funktionen

2.Funktionen

2.Funkiionen

Paderborn
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2.4 Verschiebung(en)
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y=xprtq
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2.5 Spiegelung an der Achsey =x
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2.6 Sekanten/ Tangente

Grenzprozess h-> 0 visualisieren.
Ubergang zur Ableitungsfunktion: Ortslinie!

10112011

32

10112011

34

10112011

36


beispiel_2-5.geo
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2.7 Ableitungsfunktionen

b=11

Zusammenhang der Funktionen f, ', f* interaktiv.

Paderborn

10112011
2.Funktionen
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2.11 Hin zur Integral-Funktion

Ubergang zur Integralfunktion: Ortslinie!
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2.11 Untersumme/ Obersumme

25 3

Grenzprozess h -> 0 visualisieren.
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Fazit

Dynamische Sichtauf Geometrie: fuhrt naturwiichsig zur
Betrachtung funktionaler Zusammenhange.

Punktweise dynmische Sichtvon Funktionsgraphen:
wesentlich und hilfreich fur Versténdnis.

Geometrische Transformationenvon Funktionsgraphen:
fuhren zu einem tieferen Verstandnis von Funktionen.

Visualisierung von Grenzprozessen bei Differenzenbzw.
Summen, anschaulicher Zugang zu Ableitungu. Integral.
Dynamischer Zugangermdglicht eine dynamische
Visualisierung, besserer Aufbau von Grundverstandnis.
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