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Analysisunterricht - erst Verstehen, dann Kalkul
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Aufgabe:
Bestimme die Extremwerte von x2-3x+3.

Tim rechnet:
f'(x0)=0,

also 2 x,+3=0
& Xp=1,5

f“(XO):2>O’
also ist x,=1,5 ein Tiefpunkt.

WW

|: Skizziere den Graphen von f'

T. (4 sec) Ich glaub, das kann ich nicht.
|: Was bedeutet denn f'.

107 Studierende:
74% kodnnen es technisch
T. Das ist die Steigung oder so. 21% kodnnen es inhaltlich erklaren

|: (zeigt den Graphen) In welchem Bereich ist denn <0

T: hier, unter der x-Achse.
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Aufgabe:
Bestimme die Extremwerte von x2-3x2+2.

Tim hat zu den formalen Verfahren keine

Tim rechnet:
f'(x0)=0, oder nicht verbundene inhaltliche
il)s)c() 2_;(0 o=l Vorstellungen aufgebaut bzw. sie sie sind
0=
nicht automatisch verbunden.
I(xp)=2>0, _ _ _
also ist x, =3 ein Tiefpunkt. Den Ableitungsbegriff beherrscht Tim als

|: Skizziere den Graphen von f Der Nutzen verschiedener Darstellungen

T: (4 sec) Ich glaub, das kann ich rjRGuSRIICUE CEC T
|: Was bedeutet denn f.

T. Das ist die Steigung oder so.
|: (zeigt den Graphen) In welchem Bereich ist denn <0

T: hier, unter der x-Achse.



Lernprozesse verstehen Stephan HuBmann
IEEM - Universitat Dortmund

Welcher der folgenden Graphen hat die nachstehenden Eigenschaften:
f(0)<0,f(1) <0 undf"(x) istimmer negativ?
A. Y 3. y C. >
- X 1 - X - X
1 1 1
D. ' E. ¥
- - N - X
ol |
Baumert et al. 2000

Nur ein Drittel der Oberstufenschuler/innen konnen

f(1)=0 geometrisch interpretieren.
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Zwei mogliche Problemlagen :
(1) Verschiedene Darstellungen wurden nicht genutzt/erlernt

(2) Grundvorstellungen sind nicht adaquat aufgebaut.

Verbale oder bildliche

Numerisch (Tabelle)
@ Beschreibung < )

2[4
EE

Symbolisch (Term) H Graphisch

(Funktionsgraph)



Lernprozesse verstehen
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Zwei mogliche Problemlagen :

(1) Verschiedene Darstellungen wurden nicht genutzt/erlernt

(2) Grundvorstellungen sind nicht adaquat aufgebaut.

Situationen
(Bilder und Tabellen Graphen Terme
Texte)
Situationen Ablesen und Skizzieren Analytisch
(Bilder und Texte) Messen e beschreiben
Tabellen Loser | Punkte Anpassen (2.3. ineare
einzeichnen Regression)
Graphen Interpretieren Ablesen Anpassen (Kurven hin-
durchlegen)
Terme vaniablen aus- Berechnen Skizzieren
machen
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Zwei mogliche Problemlagen :
(1) Verschiedene Darstellungen wurden nicht genutzt/erlernt

(2) Grundvorstellungen sind nicht adaquat aufgebaut.

x2
i{l/ 2[4 >
EEB

analogisch schematisch symbolisch

niedrig <Generalisierungsgrad-> hoch
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Gegeben: f ist eine differenzierbare Funktion, so dass f (-x) = - f (x) gilt.

Welche der folgenden Aussagen treffen zu:
A)f'(-a)=-1'(-a)

B) f'(-a) =f'(a)

C)f'(-a)=-1'(a)

D) Keine von A-C

Eine typische Antwort war: f'(-a) = (f (-a))'=(-f (a))'=-f'(a).

Eisenberg & Dreyfus (1990)
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Zwei mogliche Problemlagen :
(1) Verschiedene Darstellungen wurden nicht genutzt/erlernt

(2) Grundvorstellungen sind nicht adaquat aufgebaut.

m
Modell Ergebnisse
@

& :
& Mathematik
:‘§>

S

“Grundvor- ™ /" Grundvor- ™

stellungen ‘-.‘.h‘stellungen

- it —
% Welcher der folgenden Graphen hat die nachstehenden Eigenschaften:

Wel f'(0)<0,f(1) <0 undf”(x) istimmer negativ?

A y B. ¥ C.

! . @
Situation
w \
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Zwei mogliche Problemlagen :

Stephan HuRmann
IEEM — Universitat Dortmund

(1) Verschiedene Darstellungen wurden nicht genutzt/erlernt

(2) Grundvorstellungen sind nicht adaquat aufgebaut.

« Zuordnung (als Beschreibung eines
gegebenen Zusammenhangs)

» Betrachtung der gemeinsamen
Veranderung

« Betrachtung des funktionalen
Zusammenhangs als Ganzes
(Abhangigkeitsmuster)

12004 Hohe in cm |-
4 Uber Pegel Normal
068 15 I I 21 ]
1100 4 H-H-H z
1 Sturmflut <
10004+ vom 03.12.1999 \
900
800 SREEEE \
i \
=B Y \ \'\
700 3 / b N
A N /(\
W 4 N A
600 “‘%{: Panr/EAR AR
500 SREEECaeEsCREE ,
A 4
b 4 N F
400 HEEEE 1 Lun
FS Uhreeit
{ JELIN L Bl
1012 14 16 18 20 22 24 2 4

(Bilder und Grafik aus Mathe live 8, S. 93)
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Zwei mogliche Problemlagen :
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(1) Verschiedene Darstellungen wurden nicht genutzt/erlernt

(2) Grundvorstellungen sind nicht adaquat aufgebaut.

Geschwin- Geschwindigkeit eines Rennwagens
flﬂﬁfﬁ? auf emner Strecke von 3 km (2. Runde)
120 (=
160 m
o |
40 |4
20 |« 0.5 1.5
Startlinie Stracken
D USA NL JAP
A 158 18,3 18,7 12,3
B | 2468 20,6 426 05,4
C 9.5 8.9 11,5 10,3
D 5.6 4.4 6.6 7.7
E | 360 44 3 19,3 12,5

D
Al
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Zwei mogliche Problemlagen :

(1) Verschiedene Darstellungen wurden nicht genutzt/erlernt

Stephan HuRmann
IEEM — Universitat Dortmund

(2) Grundvorstellungen sind nicht adaquat aufgebaut.

a Tabelle:
N x | fro |
1 2
2 | 4
E 3 | 6
+i 4 3
L5 | 10 ]
- El.-l-urdnung

¢ Funktionsterm:
flx)=2-x

Toordnung

Kovariation

Leuders/Prediger 2006

b Graph:
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Zwei mogliche Problemlagen:
(1) Verschiedene Darstellungen wurden nicht genutzt/erlernt

(2) Grundvorstellungen sind nicht adaquat aufgebaut.

o~
x/ \ Jungen
e %
- W |
\
\\
Madchen \\\\
S
5 1 15 20

25
Alter {(Jahre)



Lernen
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Zwei mogliche Problemlagen :
(1) Verschiedene Darstellungen wurden nicht genutzt/erlernt
(2) Grundvorstellungen sind nicht adaquat aufgebaut.

Ableitung als

- lokale Anderungsrate

* lokale lineare Approximation

» Tangentensteigung (geometrisch gedeutet)

Integral als
* Rekonstruktion der Wirkung bzw. des Gesamteffekts

 Mittelung
 Flache unter der Kurve (geometrisch gedeutet)

Extrem- und Wendestellen als

» markante Punkte in funktionalen Zusammenhangen, bei
denen sich Anderungsverhalten &ndert

» Werkzeuge zur Losung von Optimierungsproblemen
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Zwei weitere Problemlagen :
(1) Sinnstiftung der Kontexte wird vernachlassigt

(2) Vorerfahrungen der Lernenden werden zu wenig genutzt

x/ Jungen
e %
e 2 W )
\
\\
Madchen \\\\
S
5 1 15 20

25
Alter {(Jahre)
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Zwei weitere Problemlagen :

(1) Sinnstiftung der Kontexte wird vernachlassigt

(2) Vorerfahrungen der Lernenden werden zu wenig genutzt

Lernstandserhebungen 2006

1128 Schulennn_en und Schuler einer Schule sollen von der — —— e e
Schule aus zu einer Sportveranstaltung fahren. ﬂ i L3 )| [0 e

Ein Schulbus kann 36 Schulerinnen und Schuler befordern.

e

Wie viele Busse sind nétig, um alle Schiilerinnen und Schiiler = & <
zu der Veranstaltung zu bringen?

Rechnung:
1128:36=31,33333

Abrunden oder aufrunden??

62,5 % falsche Losungen (in ganz NRW)
23 % machten den Fehler, falsch zu runden

Was wiurden Ihre Schuiler tun?



Lernprozesse verstehen

Bzgl. der Lernendenperspektvie bedeutet
Verstehen

= Sinnstiftung

= Differenzierende Zugénge

= Beriicksichtigung von individuellen
Vorstelllungen

= Nutzen von Vorerfahrungen

Stephan HuRmann
IEEM — Universitat Dortmund




Mathematik verstehensorientiert

Von unserem Korrespondenten
Dietrich Eickmeier

BERLIN. Die Bundesregierung will die der-
zeil krdilig sprudelnden Steuerquellen vor
allem zum Schuldenabbau nuizen. Fs
miisse die erste Pilicht sein, die 2006 veran-
schlagte Neuverschuldung von 38,2 Milliar-
den Euro zu senken, sagten Kanzlerin An-
gela Merkel und Vizekanzler Franz Miinte-
Eermg gestern nach einer Kahmettsklausur
in Berlin,

Diese Summe sei eine der hichsten Neu-

schichte, betonte Merkel. Bei einer Sen-
kung wiirden die Menschen in Form gerin-
qerer Zinszahlungen profitieren. Auch Fi-

Forderungen nach zusdtzlichen Aus aben
sowie dem Verzicht auf die geplan C
wertsteuererhdhung erneut eine Absage:
(Die Situation ist nach wie vor sehr ernst,
tro‘fz der erfreulichen Entwicklung.” Der Fi-
nanzminister begriindete den Sparkurs da-

Hahn 2008

Schuldenk

Stephan HuRmann

IEEM - Universitat Dortmund

Unterschied zwischen
* Hoch- und Wendepunkt?
« Bestand und Anderung?

-..IIIIIIIIIII"

a

Oder doch erst hier?

Zeit
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Mathematik verstehensorientiert

Gangige, technisch

Von unserem Korrespondenten
Dietrich Eickmeier

BERLIN. Die Bundesregierung will die der-
zeil krdilig sprudelnden Steuerquellen vor
allem zum Schuldenabbau nuizen. Fs
miisse die erste Pilicht sein, die 2006 veran-
schlagte Neuverschuldung von 38,2 Milliar-
den Euro zu senken, sagten Kanzlerin An-
gela Merkel und Vizekanzler Franz Miinte-
Eermg gestern nach einer Kabmettsklausur
in Berlin,

Dlese Summe sei eine der hochsten Neu-

schlchte betonte Merkel Be1 einer Sen-
kung wirden die Menschen in Form gerin-
gerer Zinszahlungen profitieren. Auch Fi-

Forderungen nach zusdtzlichen Ausgaben
sowie dem Verzicht auf die geplante Mehr-
wertsteuererhdhung erneut eine Absage:

«Die Situation ist nach wie vor sehr ernst,
trotz der erfreulichen Entwicklung.” Der Fi-
nanzminister begriindete den Sparkurs da-

Hahn 2008

Mathematik

anspruchsvolle Abituraufgaben:

Berechne Hoch- und
Wendepunkt von f(x)=

Reiner Kalkul in
grauen Packchen

11.2.2 Satz
Sei f: I — R und x; ein innerer Punkt von I. Angenommen, f hatbei x; ein lokales Extremum.

Wenn f differenzierbar in xp ist, dann muss f'(xp) = 0 gelten.

Beweis: Angenommen, f hatin xp ein lokales Minimum. (Der andere Fall kann analog gezeigt werden).
Das heifst:
v flxp) = fix
820 xe(xpg—dxg+d) o= S
Daraus folgt:
Filx)— flxg)

x—xy

(a) =0 fallsxg <x <xp+ 6

f(x) — fxo)

¥ — Xy

(b) <0, fallsxy —é <x < xp

' B fix) — flx s - . . . -
Da f'(xg) = ‘1111;1 w existiert, muss dieser Grenzwert gleich dem linksseitigen und gleich dem
x—) —xp -

rechtsseitigen Grenzwert sein.
Aus (a) folgt damit: Der rechtsseitige Grenzwert ist > 0, also _f"(XUJ >0.
Aus (b) folgt damit: Der linksseitige Grenzwert ist < 0, also f'(xg) < 0.

Insgesamt muss also f'(xy) =0 gelten.

Skript zur Analysis |
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Problem:
 fortschreitende Spezialisierung der wiss. Disziplinen

o _Tatsache, dass unsere Wissenschaften immer schwerer zu
verstehen und zu lernen und - ihrer Absicht zum Trotz - fast
nur noch fur Experten verfugbar sind.”

Ziel statt dessen:

» Einheit der Wissenschaft

« Zuganglichkeit fur Allgemeinheit

« Sinn und Bedeutung sichtbar machen

Weg: Restrukturierung der Wissenschaften

« um sie besser lernbar, gegenseitig verflugbar und allgemeiner
kritisierbar zu machen

* nach Mustern, die den allgemeinen Wahrnehmungs-, Denk- und
Handlungsformen entnommen sind

Hartmut von Hentig 1974
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Problem:

» fortschreitende Spezialisierung der wiss. Disziplinen

Kompetenzbereich
(nach R. Fischer)

Grundwissen und
Grundfertigkeiten (Begriffe,
Konzepte, Darstellungs-
formen)

Operatives Wissen und
Kdénnen (Handlungswissen
und -kénnen)

Reflexionswissen
(Moglichkeiten, Grenzen und
Bedeutung von Begriffen,
Konzepten und Methoden)

| Stephan HulRmann

IEEM - Universitat Dortmund

Ziel statt dessen:

« Zuganglichkeit fur Allgemeinheit
« Sinn und Bedeutung sichtbar machen

Bedeutung des Bereiches

gehort zur Allgemeinbildung

brauchen vor allem Exper-
ten, die beruflich mit Wachs-
tumsmodellen arbeiten

brauchen Laien, um mit
Experten zu kommunizieren
und reflektierte
Entscheidungen treffen zu
konnen

Beispielkompetenzen im
Bereich ,Wachstum®

Kenntnis von Funktions-
typen, die als Wachstums-
modelle dienen konnen,
Darstellungsweisen von
Funktionen nutzen

Algebraische Techniken zum
Umgang mit Funktions-
termen beherrschen

Den Nutzen und die Eigen-
schaften von Wachstums-
modellen reflektieren



Mathematik verstehensorientiert | Stephan HuRmann

| . ngan
Restrukturierung der Analysis? IEEM - Universitét Dortmund

Ist auch eine Aufgabe

fur die Hochschulmathematik
und die Mathematikdidaktik

* Hinter Analysis liegende allgemeine Denk- und Handlungsmuster sind

von Bedeutung

« Betrachtung von Bestanden und Anderungen (vor allem qualitativ)

* zentrale Bedeutung der Analysis liegt in
Beschreibung von Bestanden und Anderungen

« dafur stellt Differentialkalkul sehr effektive Werkzeuge bereit

« alltagsweltlich bedeutsamer sind Begriffe wie Hoch- und Wendepunkt
als (zunachst qualitative) Beschreibungsmittel fir markante Punkte im
Anderungsprozess

* noch wichtiger als LOsung von Extremwertproblemen durch
jedermann (nicht jeder muss jede Modellierung beherrschen!)
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Analysis als Fortflihrung der Arbeit mit Funktionen:
» mathematisches Erfassen

= von Beziehung und Veranderung

» Funktionen als Typen von Abhangigkeiten

» Funktionen in verschiedenen Darstellungen

» Funktionen als Modelle fur Realsituationen

» mit Funktionen (Optimierungs)probleme losen

Analysis als begriffliche Vertiefung reeller Funktionen:
= infinitesimale Konzepte

= (quantitative) Beschreibung von Veranderungsprozessen
= Kumulation von Grof3en zu einer Gesamtbilanz
= Grenzwertbegriff

FUr das letztere muss die Notwendigkeit der

Verwendbarkeit sichtbar werden!
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In der Sekundarstufe | kann und sollte man Erfahrungen und
Grundvorstellungen anlegen, denn

» im Hinblick auf die fachlichen Bildungsziele der Sekundarstufe |
bilden Vorstellungen zu Veranderung und Bilanzierung die Basis fur
einen verstehensorientierten Umgang mit Begriffen der Analysis

» im Hinblick auf die allgemeinbildenden Ziele der Sekundarstufe Il sind
die Konzepte auch ohAine einen ausgepragten Grenzwertbegriff zentral

Zu diesen Vorstellungen gehoren:

» Beziehungen und Veranderung beschreiben und erkunden

» ein grundlegendes Verstandnis von funktionaler Abhangigkeit
besitzen und dieses zum Erfassen und Beschreiben von Beziehungen
und Veranderungen in Mathematik und Umwelt nutzen

» markante Stellen in funktionalen Zusammenhangen und deren
kontextbezogende Bedeutung erkennen und beschreiben
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1. Erlautere den Verlauf der beiden
Wachstumsgraphen. Gehe dabei auf alle

interessanten Stellen ein.

2. Zeichne zu beiden Graphen einen passenden
Graphen, der fur jedes Alter die Korpergrol3e

angibt.

3. Untersuche auch die Korpergrol3en-Graphen

auf interessante Stellen. Wie hangen die Stellen

dieser Graphen mit interessanten Stellen des SRR A

ursprunglichen Wachstumsgraphen zusammen?



Analysis — wie startet man?

Wachstumsrate [cm/Jahr]
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Stephan HuRmann
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1. Erlautere den Verlauf der
Funktionen. Gehe dabei auf alle
interessanten Stellen ein.

2. In welchem Alter holen die Jungen

die Madchen wieder ein?

Die ,qualitative” Aufgabe setzt das
Augenmerk auf die Stammfunktions-
eigenschaft.

Die ,diskrete’ Aufgabe fokussiert

auf die Summation.

In beiden Fallen ist eine anschauliche
Erfassung des Begriffes der Anderungsrate
entscheidend.



Analysis — wie startet man? |

Der Ebenenwechsel zwischen Bestand und

Anderung ist schwierig,

= weil Bestand und Anderungen voneinander

unabhangig gedacht werden konnen,

= weil zwischen Kovariations- und
Zuordnungsvorstellung gewechselt werden

MUSS.

Stephan HuRmann

IEEM - Universitat Dortmund

7 8 11 13 15 17 19
Alter (Jahre)




Analysis — wie startet man? Stephan HuRmann

IEEM - Universitat Dortmund

Hahn / Prediger

ﬁﬂderungsverhalten

des Bestands nimmt ab nimmtzu nimmt ab

Anderungsverhalten
der Anderung
des Bestands

Clualitat Jsichsinnic gleich- gleich-
des Wachstums ? ? Sinnig Sinnig
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Graphische Deutung: Symbolische Deutung:
Veranderung in einem Bereich Veranderung an einer Stelle

f(x)=x*-15x3+26x2+270x+400

fi(x)=0
4x,3+45x,2+52x,+270=0
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Der Weg zur lokalen Anderungsrate

f(Xp) Bestand an der Stelle x,

l

f (X,+ h) —f (%) Absoluter Zuwachs beim
Ubergang von x, zu x; + A

Relativer Zuwachs beim
f(X, +h)— T(X,) Ubergang von x, zu x, + A

h = mittlere Anderungsrate im
Intervall [x,, x; *+ A

l

f(x, +h)—f(x,) Lokale Anderungsrate an der

lim n = f'(x,) Stelle xy,i.a. ModellgroRe
h—0
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Rennwagen

a) Beschreibe die Fahrt des Rennwagens.

b) Wie weit kommt der Wagen in den ersten vier
Minuten, wie weit kommt er iiber den gesamten
Zeitraum?

c) Wie grob ist die Durchschnittsgeschwindigkeit
liber den gesamten Zeitraum ungefihr?

d) Wie grob ist die Durchschnittsgeschwindigkeit
zwischen der dritten und fiinften Minute
ungefihr?

Wann dndert sich die zuriickgelegte Weglinge pro Minute am meisten, wann am

wenigsten?

Wann ist das Auto am schnellsten, wann am langsamsten?

Skizziere eine mégliche Strecke, die der Wagen gefahren sein kann. Erklire deine

Strecke mit den Ergebnissen aus a-e.

Skizziere den dazu gehérigen Geschwindigkeit-Zeit-Graphen.

In welchen Phasen beschleunigt bzw. bremst das Fahrzeug? Erklire deine

Vermutungen erst an dem Weg-Zeit-Graph, dann an dem Geschwindigkeit-Zeit-

Graphen. Wo ist es leichter zu erkliren?
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Geschwindigkeit
Der Graph zeigt einen Geschwindigkeitsverlauf.

a) Erldutere, warum die markierten Punkte beson-
dere Punkte im Verlauf sind.

b) Gib den Punkten Namen und erklire, woran man
solche Punkte im Graphen erkennen kann.

¢) Gibt es weitere solcher Punkte. Uberpriife deine
Erklimng an diesen Punkten.

d) Wann hat das Fahrzeug am stérksten
beschleunigt, wann am wenigsten? Skizziere den
Beschleunigungsgraphen.

e) Erkldre die Eigenschaften der beiden Punkte noch einmal, nur dieses Mal allein mit

Hilfe des Beschleunigungsgraphen.

f) Welcher Punkt 14sst sich einfacher mit dem Geschwindigkeitsgraphen erldutern,
welcher mit dem Beschleunigungsgraphen? Woran liegt das?

Eln Punkt auf elnem Fuwhtlomsgraphew Lst elin grb’ﬁ’cer Punkt,
wenin es bn selmer Nilhe kelnen Punkt gibt mit griberer
Geschwindigelt.

Eln Punkt auf elnem Funktionsgraphen st eln Lmkehrpunit,
wenn Vor oem Punit die Geschwindigkelt langsamer zumlmmt
und hinter dem Punkt schneller zumnlmmt,

Geschwindigkeit (m's)
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IEEM — Universitat Dortmund
Geschwindigkeit
Der Graph zeigt einen Geschwindigkeitsverlauf.
a) Erldutere, warum die markierten Punkte beson-
dere Punkte im Verlauf sind.
b) Gib den Punkten Namen und erklire, woran man
solche Punkte im Graphen erkennen kann.
¢) Gibt es weitere solcher Punkte. Uberpriife deine
Erklimng an diesen Punkten.

Geschwindigkeit (m's)

d) Wann hat das Fahrzeug am stérksten
beschleunigt, wann am wenigsten? Skizziere den
Beschleunigungsgraphen.
e) Erkldre die Eigenschaften der beiden Punkte noch einmal, nur dieses Mal allein mit
Hilfe des Beschleunigungsgraphen.
f) Welcher Punkt 14sst sich einfacher mit dem Geschwindigkeitsgraphen erldutern,
welcher mit dem Beschleunigungsgraphen? Woran liegt das?

ELn Punlet auf eLAEA Fuwl@tlowsgmphew LSt el grb’ﬁter Punit,
wenn die Beschleuntgung tn dem Punkt gletch Null Lst.

Eln Punkt auf elnem Funktionsgraphen st eln Lmkehrpunit,
wenn L deme Punkrt die Rletnste Beschlewnigung vorliegt.
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Tom fahrt Rad. Tom behauptet, er kénne
beim Radfahren seine Geschwindigkeit
langsam, aber kontinuierlich steigern, so
dass er nach einer gewissen Zeit eine Ge-
schwindigkeit von nahezu 60 km/h errei-

che.

Zum Beweis fdhrt er iber etwa 15 Minuten

eine Strecke von gut 8 km. Freudestrah-

lend berichtet er im Anschluss an die

Fahrt, dass er sogar schneller als 60 km/h

gewesen ist.

Entlang der Strecke haben sich seine Freunde an festen Orten postiert, um festzuhal-

ten, wie schnell Tom gefahren ist. Sie runden ihre Beobachtung immer auf ganze Se-
200 400 600 800 100 kunden. Diese Werte sind in der Tabelle festgehalten.
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Zum Beweis fahrt er iber etwa 15 Minuten
eine Strecke von gut 8 km. Freudestrah-
lend berichtet er im Anschluss an die
Fahrt, dass er sogar schneller als 60 km/h
gewesen ist.

Entlang der Strecke haben sich seine Freunde an festen Orten postiert, um festzuhal-
ten, wie schnell Tom gefahren ist. Sie runden ihre Beobachtung immer auf ganze Se-
kunden. Diese Werte sind in der Tabelle festgehalten.
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Ausschnitt wichtiger vorstellungsorientierter Fahigkeiten in der Analysis

- absolute und relative Anderungsmafe unterscheiden und angemessen
verwenden konnen

« den Zusammenhang zwischen mittleren Anderungsraten und momentanen
Anderungsraten kennen und auf der Grundlage eines intuitiven
Grenzwertbegriffes beschreiben und in verschiedenen Situationen anwenden
konnen

» den Zusammenhang zwischen Funktion und Ableitungsfunktion (bzw. Funktion
und Stammfunktion) in deren grafischer Darstellung erkennen und beschreiben
konnen

« den Unterschied zwischen Bestand und Anderung in Anwendungssituationen
erklaren und zur Problembearbeitung nutzen konnen

 Eigenschaften von funktionalen Zusammenhangen mit Hilfe der
Ableitung(sfunktion) beschreiben konnen: Monotonie, lokale Extrema, Links- und
Rechtskrummung, Wendestellen




Wichtige Aufgabenformate zum Abpriifen inhaltlicher Vorstellungen

Was abpriifen? Beispiele fiir Aufgabentypen
auf unterschiedlichen Schwierigkeitsniveaus

Vorstellungen zur | 1. Eine gegebene Sachsituation mathematisieren, z. B.:
Mathematisierung Geben Sie eine Funktion fiir den Gesamteffekr der im Sach-
nutzen konnen kontext gegebenen Anderungsfunktion an.

. Analysieren einer falschen Mathematisierung. z. B.:
Beurteilen Sie, inwiefern die Inflationsrate keine Ableitung
der Preisniveau-Funktion darstellt. Vergleichen Sie dazu
folgende Formel filr die Inflationsrate (... ) mit dem Differen-
zenguotienten.

Vorstellungen zur . Zuordnen von Mathematisierung und Sachsituation oder
Veranschaulichung Bild, z. B. Aufgabe | in Abb. 2

und Interpretation . Interpretation eines mathematischen Ausdrucks im Bild oder
nutzen kinnen Sachkontext, z. B. Aufgabe 3 in der Kopiervorlage oder:
Interpretieren Sie die Bedeutung des Integrals in Bezug auf
die im Sachzusammenhang gegebene Anderungsfunktion.

Sachverhalte und . Erkliren eines Rechenverfahrens unter Riickgriff auf eine
Rechenverfahren geometrische oder inhaltliche Interpretation, z. B.
durch Riickgriff auf Aufgabe 1 in der Kopiervorlage

inhaltliche EFDTHEI' . Erkliaren komplexerer Sachverhalte durch Riickgriff auf in-
lungen erkliiren haltliche Vorstellungen, z. B.:

konnen Erkldren Sie die Bezichung zwischen Integrieren und Diffe-
renzieren am Beispiel folgenden Sachverhalis ...
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Aufgabe 1: Rechenverfahren erklédren

Um eine Maximalstelle zu berechnen, sind zwei Schritte
notwendig:

(1) Man bestimmt die Nullstelle x; der Ableitung und

(2) man iiberpriift, ob f"(x,) <0 ist.

Erldutern Sie anhand der Graphen, warum man mit den
Schritten (1) und (2} eine Maximalstelle erhilt.

Stephan HuRmann

IEEM - Universitat Dortmund
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Aufgabe 2: Hefewachstum (Dangl u. a. 2009)

In der Grafik ist das Wachstum einer Hefekultur darge-
stellt (Zeitangaben in Stunden; Hefemenge in mg).

a) Schéatzen Sie die ungefdhre Lage des Wendepunktes
ab und zeichnen Sie ihn in der Grafik ein!

b) Schatzen Sie ab, wie groB die Wachstumsgeschwin-
digkeit an der Wendestelle ist.

c) Deuten Sie den Wendepunkt im Hinblick auf die
Wachstumsgeschwindigkeit.

Stephan HuRmann

IEEM - Universitat Dortmund
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Aufgabe 3: Einkommenssteuer (nach Dangl u. a. 2009)

Es sel s: e— s(e) die Funktion, die jedem Einkommen e
die zugehirige Einkommenssteuer s zuordnet; e, ist das Ein-
kommen von Frau Meier (siehe Grafik, alles in Euro).

: - e
a) Interpretieren Sie die Terme e, - s(e,) und ——.

sley)

b) s'(e) wird als Grenzsteuersatz bezeichnet.
Erkldren Sie diesen Begriff.

¢} Frau Meier erhilt eine Gehaltserhdhung um /1 Euro.
ﬂm+T—ﬂm}“

Interpretieren Sie den Ausdruck
Sachzusammenhang.

sle;+ h)—slg) N sley) .

d) Interpretieren Sie die Ungleichung im Sachzusammenhang.

h e

e} In den meisten Steuersystemen gilt fiir Einkommen iiber einer bestimmten Einkommensgrenze die Beziehung s"(e) = 0.
Deuten Sie diese Beziehung im Sachzusammenhang.
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