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Anmerkung Das hier vorliegende Skript wurde aus den Ausfiihrungen von |A’Campo-Neuen
(2011); Duistermaat und Kolk| (2004); Roch! (2013); (Sauvigny| (2014) zusammengestellt und durch
den Autor erweitert. Es handelt sich um eine Zusammenstellung fachmathematischer Inhalte zur
mehrdimensionalen Riemann-Integration, die als Grundlage fiir die Entwicklung fachmathema-
tischer Schnittstellenmodule in diesem Kontext dienen. Teile der fachlichen Inhalte wurden fast
wortlich aus den oben stehenden Arbeiten {ibernommen. Alle Abbildungen wurdem vom Autor
(teilweise unter Verwendung von Geogebra) erstellt.

Anmerkungen und Hinweise auf Fehler konnen gerne an max.hoffmann@math.upb.de gesendet
werden.

Notation 0.1

e Im Allgemeinen ist n € IN beliebig.
e Ista € R", so beschreiben a3, . ..,a, die Komponenten von a. Es gilt also a = (ay,...,ay).

e Sind 4,b € R", so schreiben wir a < (<), falls a, < (<)by fir alle k € {1,...,n} gilt.
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1  Mehrdimensionale Quader

Im Rahmen der eindimensionalen Riemann-Integration von Funktionen f : [2,b] C R — R wurde
die Flache zwischen dem Funktionsgraphen von f und der ersten Koordinatenachse mit Rechte-
cken ausgefiillt, deren eine Kante ein abgeschlossenes Intervall in [a,b] war. Um das Konzept der
Riemann-Integration auf Funktionen der Form f : A C R” — R mehrdimensional erweitern zu

konnen, bedarf es einer mehrdimensionalen Erweiterung des Intervallkonzepts. Dazu definieren
wir

Definition 1.1 (Mehrdimensionale Quader)
Seien a,b € R" mit a < b. Dann definieren wir durch

Q:=[ab:={xeR"|a<x<b}.
einen Quader Q der Dimension n. Aufserdem definieren wir fiir k =1,...,n
I(Q) = [ak, be] = {xx € R | ax < xp < by}

Ist klar, welcher Quader gemeint ist, so schreiben wir einfach I.

Solchen Quadern kann man nun auf natiirliche geometrische Art und Weise einen Inhalt und einen
Durchmesser zuweisen.

Definition 1.2 (KenngrofSen mehrdimensionaler Quader)
Sei Q = [a,b] C R" ein n-dimensionaler Quader. Wir definieren den (elementargeometrischen) Inhalt
von Q durch
n
vol, (Q) := H by — ax) HV011 I) .
k=1

Weiter definieren wir den Durchmesser von Q durch

n
diam(Q \/Z bk—akZ\/Zvoll Ik

Beispiel 1.3
Fiir die Dimensionen 1, 2 und 3 kann man sich Quader anschaulich vorstellen:

(i) Fiir die Dimension 1, ist der Quader [a, b] genau das Intervall [g, b]. Somit sind die Notationen
konsistent.

(ii) Fur die Dimension 2 ist der Quader [4,b] genau ein ausgefiilltes Rechteck, bei dem a und b
diagonal gegentiberliegende Eckpunkte sind.

-
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(iii) Fur die Dimension 3 Ist der Quader [4,b] genau ein ausgefiillter Quader im geometrischen
Sinne, bei dem a und b gegeniiberliegende Eckpunkte sind.

Hat ein Quader in einer Dimension ,keine Ausdehnung®, so hat er den Inhalt null. Beispielsweise
haben eine Strecke im IR? oder ein Rechteck im IR? den Flicheninhalt bzw. das Volumen null. Diese
Aussage ist Bestandteil der folgenden Bemerkung.

Bemerkung 1.4 (i) Ist Q = [a,b] C R” ein n-dimensionaler Quader und es gibt k € {1,...,n} mit
ax = by, dann ist vol, (Q) = 0.

(ii) Ist Q ein nichttrivialer n-dimensionaler Quader, so ist vol, (Q) > 0.

Analog zur eindimensionalen Riemann-Integration wollen wir auch fiir mehrdimensionale Defini-
tionsbereiche einen Quader in kleinere Quader unterteilen kénnen.

Definition 1.5 (Zerlegung eines Quaders)

Sei Q C R" ein nichttrivialer Quader. Eine Zerlegung Z von Q mit endlicher Indexmenge Z ist
definjert als eine Menge

Z-{Qi|ieT}.
von nichttrivialen Teilquadern Q; C Q (i € Z), sodass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
(1 Q= U Qi

i€l

(2) Fiir i,j € 7 paarweise verschieden gilt Q; N Q; = @.

Auflerdem definieren wir die Feinheit von Z durch

| Z|| := max {diam(Q;) |i € Z}.

Der folgende Satz liefert uns die Existenz von Zerlegungen im Sinne der obigen Definition.

Satz 1.6 (Existenz von Zerlegungen)
Sei Q = [a,b] = L X ... X I, ein nichttrivialer Quader im R". Die Intervalle I seien jeweils in py
Teilintervalle I}* := [x,(cl"fl),x,(f"q mit 1 < i < pyund p := (p1,...,pn) € N" aufgeteilt, wobei die
Anordnung

ay =: x,((o) < xlgl) <...< xl(f"*l) < x,((pk) = by

firk=1,...,ngilt



Ferner sei
Ni={eN"|1<i<p fir 1<k<n}CN".

Fiir i € N definieren wir dann den Teilquader

Q; = {xe]R"

xlgi"_l) <x < x,((ik), 1<k< n}.

Dann gelten die folgenden zwei Aussagen

(i) Z:={Q;|ie N} ist eine Zerlegqung von Q.
(ii) Es gilt vol, (Q) = Y. vol, Q.
ieN
Beispiel 1.7 (zur Situation von Satz

In Abbildung [1] ist ein Beispiel fiir die in Satz [1| beschriebene Situation aufgezeichnet. Dabei ist
p=32)und N = {(1,1),(2,1),(3,1),(1,2),(2,2),(3,2) }.
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Abbildung 1: Skizze fiir die Situation in Satz

Beweis. (von Satz[1.6)

(i) Wir beweisen (1) und (2) aus Definition Seien x € Q und k € {1,...,n}. Wegen x € Q gilt

O] B
xx € Ii. Nach Konstruktion gibt es dann i) e N mit Xx € Ik(k ) Nach Definition von N ist i :=

<i§1),i§2), ey, i,@) e N,alsox € Q; € Z. Auflerdem gilt fiir Q; € Z und x € Q; beliebig nach Definition
sofort a < x < b, also x € Q. Somit ist (1) bewiesen.
Seien nun i,j € N paarweise verschieden. Somit gibt es 1 < k < n mit iy # ji. Das bedeutet nach
Konstruktion sofort ) )

o (i) o (k)

I, NI =0.
(i)

o o .
Fiir einen inneren Punkt x € Q; von Q; gilt x; € I; . Somit kann xj kein innerer Punkt von Ilgjk ) sein

o
und es folgt x & Q;, was (2) beweist.
Z ist somit zusammen mit der Indexmenge N eine Zerlegung.



(ii) Fir den Beweis der Aussage rechnen wir wie folgt:

k=1 \1<ix<p ieN

vol, (Q) :klﬁlvoll (L) = f[ ( Y voly (Ikﬁk))) — ZN (kﬁvoh (Ilgik>>> =Y volu (Q;).
=1 ic =1

Satz 1.8
Sei Q € R" ein nichttrivialer Quader, T eine Indexmenge und Z = {Q; | i € I} eine Zerlegung von Q.
Dann gilt

vol, (Q) = Z vol,, Q;.
ieN

Beweis. Idee: Konstruiere aus Z eine Zerlegung Z !, die von der Form wie in Satzist.

Fiir jedes 1 < k < n betrachten wir fiir alle Quader aus Z die k-te Koordinate der Endpunkte. Diese bilden die
x]@, wie in Satz So erhélt man eine Zerlegung Z’ mit Indexmenge N wie in Satz sodass es fiir jedes

Q! € Z’ genau ein Q; € Z gibt mit Q’ C Q;. Dann ist 1 Q' € Z' | Q' C Q; ; eine Zerlegung eines Q; € Z, die
j & & j j j gung
wie in[1.6]aufgebaut ist. Somit folgt nach Satz[1.6] (ii):

vol, (Ql) = Z voly (Q;) .

ieN

Somit ist dann

Zvoln (Qi) = Z Z vol, (Q;) = Z vol, (Q;) =vol, (Q).

i€Z i€l {jeJ\/ ‘ Q;CQ,} jEN

Definition 1.9 (Verfeinerung)
Sei Q ein nichttrivialer Quader im R"” und seien Z; und Z; Zerlegungen von Q. Wir nennen 2, eine

Verfeinerung von Z;, wenn es fiir jedes Q; € Z; eine Menge von Q; € 2, gibt, die eine Zerlegung
von Q; bildet.

Beispiel 1.10
In Satz [1.8]ist die im Beweis konstruierte Zerlegung Z’ eine Verfeinerung von Z.

Corollar 1.11

Sei Q C R" ein (nichttrivialer) Quader und seien Z1 und Z, Zerlequngen von Q. Dann besitzen Z, und
Z, eine gemeinsame Verfeinerung.



Beweis. Diese Aussage zeigt man schnell unter Verwendung der Strategie aus dem Beweis von i

Bemerkung 1.12

Die Definitionen und Theoreme in diesem Abschnitt lassen sich alle fiir den Fall trivialer Quader
auf nattirliche Art und Weise verallgemeinern.

Bemerkung 1.13
Im Folgenden meinen wir aus technischen Griinden mit Zerlegungen immer Zerlegungen, die wie

in Satz aufgebaut sind. Man beachte, dass man — wie im obigen Beweis gezeigt — jede andere
Zerlegung in diese Form bringen und verfeinern kann.

Die bis hierhin vorgestellte Theorie tiber mehrdimensionale Quader liefert nun die Grundlage fiir
die Erweiterung des Riemann-Integrals ins Mehrdimensionale.

2 Ober- und Untersummen

In den folgenden Abschnitten sei Q C R” ein nichttrivialer Quader und f : Q — R beschrankt.
Analog zum eindimensionalen Fall definieren wir zundchst Ober- und Untersummen.

Definition 2.1 (Ober- und Untersumme)

Sei Z eine Zerlegung mit Indexmenge Z von Q. Wir definieren die Obersumme S(f, Z) und die
Untersumme s(f, Z) durch

s(f,2) = Z iné'f(x) -vol, (Q;) und S(f,2):= Z sup f(x) - vol, (Q;).

ieZ *ERi i€Z x€Q;

Beispiel 2.2
Beispiele fiir Ober- (links) und Untersummen (rechts).

Lemma 2.3 (i) Sei Z’ eine Verfeinerung von Z mit Indexmenge J. Dann gilt
s(f, 2) <s(f, 2) <S(f, 2') < S(f, 2).
(ii) Fiir zwei beliebige Zerlequngen Z1 und 2, von Q gilt
s(f, 21) < S(f, 2a).



Beweis.
(i) Seien Q} € Z'und Q; € Z mit Q} C Q. Dann gilt

inf f(x) < inf f(x).
nf f(x) < xlé‘Q;f (x)

Mit Satz [1.§] erhalten wir dann

S(f,2)= ¥ inf f(x)-volu (Q) = ¥ inf f(x) ¥ volu (Q])

ieT ¥R ez ¥€Qi

{ie7 | gcai}
<y Y inf f(x)-vol, (Q}) = Y inf f(x)-voly (Q}
iEZ{jEJ | Q/,_CQi}erf ( J> e ESY] < ])
=s(f,2)

Damit ist die erste Ungleichung gezeigt. Die dritte zeigt man analog und die zweite folgt direkt aus der
Definition von Supremum und Infimum.

(ii) Die Aussage folgt, wenn man (i) und Corollar zusammen verwendet.

o
Definition 2.4
Die Funktion f heifit iber den Quader Q Riemann-integrierbar genau dann, wenn
xdx:/ xdx::/ x)dx
Jf@dx= [ feydr= [ fx)
gilt. Dabei meint
/ f(x) dx :==sups(f, Z)
2Q Z
das untere Integral von f iiber Q und
dx :=inf Z
£ dx = infs(f, 2)
das obere Integral von f iiber Q.
Corollar 2.5
Fiir jede Zerlequng Z von Q gilt
s(,2)< [ fxdx< [ f) <s(f,2),
Beweis. Die Aussage folgt aus Lemma O

Im Sinne der Anschauung, dass die Unter- und die Obersummen fiir eine geeignete Folge von

Zerlegungen gegen einen gemeinsamen Grenzwert konvergieren, beweisen wir nun den folgenden
Satz.

Satz 2.6
Die Funktion f ist auf dem Quader Q genau dann Riemann-integrierbar, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine



Zerlegung Z, von Q derart gibt, dass
S(f, 2e) —s(f, 2e) <e

gilt.

“

Beweis. ,=
sodass

Sei f Riemann-integrierbar tiber Q. Fiir ¢ > 0 gibt es dann Zerlegungen Z;, Z; von Q,

S(f,Zl)</Qf(x)dx+§ und s(f,zz)>/Qf(x)dx—§

gelten. Sei nun Z. die gemeinsame Verfeinerung (siehe Corollar von Z; und Z;. Dann folgt sofort

S(f,2) =s(f, 2) SS(f, 21) = s(f, Z2) < 5 + 5 ==

<" In diesem Fall folgt mit Corollar [2.5|fiir jedes ¢ > 0 schon

/Qf(x) dx — /Qf(x) dx <,

was die gewtiinschte Aussage beweist. O

Anschaulich einleuchtend ist die Tatsache, dass man sich dem Wert des Integrals anndhert, wenn
man die Zerlegungen feiner macht. Dieses wollen wir formal ausdriicken.

Definition 2.7 (Ausgezeichnete Folgen von Zerlegungen)
Eine Folge {Zf}jeN von Zerlegungen von Q heifit ausgezeichnet, wenn gilt

lim ||Z| = 0.

j—roo

Satz 2.8
Sei {Zj}].g]N eine ausgezeichnete Folge von Zerlegungen. Dann gelten

/Qf(x) dr = lims(f,Z)  und /Qf(x) dx = lim S(f, Z)).

j—oo

Um diesen Satz zu beweisen, miissen wir berticksichtigen, dass eine ausgezeichnete Zerlegungs-
folge nicht zwingend bedeutet, dass eine Zerlegung immer weiter verfeinert wird. Das folgende
Lemma liefert uns eine niitzliche Aussage, um Zerlegungen zu vergleichen, die nicht ,feiner als”
geordnet sind.

Lemma 2.9
Seien m :=inf{f(x) | x € Q} und M :=sup {f(x) | x € Q}.

Es gibt eine nur von der Zerlequng Z von Q abhiingige Zahl ® = O(Z) € (0,+00), so dass fiir jede
Zerlegung Z* von Q die Ungleichung

S(f,27) <S(f,2)+0(Z) - (M—m)-[| 27
gilt mit der Feinheit || Z*|| = max {diam(Qj) : k € Z* } und der Indexmenge
Tt :={keN"|1<k, <gqfirl <v<n}

mit dem Multiindex q = (q1,...,qn) € N™.



Beweis.

1. Wir kénnen durch den Ubergang von f zur Funktion g(x) := f(x) —m, x € Q ohne Einschrankungen
m = 0 annehmen. Sei nun Z* eine beliebige weitere Zerlegung von Q mit den Zerlegungsquadern

Qi = {x eR": xfkwl) <x, < x,j(k”,l <v< n} Jk = (ki,...,ky) € T*. Somit sind insbesondere die
Identitdten

Q=Ue=UQQ, Q=1"x...x1{" bzw Q =5" x.. . xp"

i€l keZ*

erfullt.

2. Dann kénnen genau zwei Félle bzgl. der Teilquader Qj eintreten:
Fall (a): Qf € A gilt, falls es einen Quader Q; der Zerlegung Z mit Q; C Q; gibt, d.h. Il’/‘(k” C 15"') ist
firv=1,...,n erfiillt.
Fall (b): Q; € B gilt, falls eine Komponente v € {1,...,n} und ein zugehériges k, € {1,...,q,} derart
existieren, dass das Intervall I,:‘(m einen der Punkte xsl),...,xl(,p v1) der Teilung des Intervalls I, =
[ay,by] von Z im Inneren enthilt.

Es sei K, die Menge aller natiirlichen Zahlen k, mit 1 < k, < g, und obiger Eigenschaft. Dann besitzt
die Menge K, hochstens p, — 1 Elemente. Fiir die Klasse B folgt die Inklusion

n
U ocU U [Ii‘(m X ... % I{f(m X I* () ] .
QreB v=1 | k,eK, u#v:1<k,<gy

Mit diesen Voriiberlegungen schitzen wir die Klasse B wie folgt ab:

L &) ) L)
Y105 < Z[ Y 15 SRRy s RO )

QieB k€K, p#v:1<k, <q,

[ by —ap)- <k2 |I:(M) '---'(bn_ﬂn):|
LK,

i Q|

b—a|'

I A

—1)-[Z7] = 0(2)-[|Z7|

3. Unter Beachtung der Abschitzungen
M; =sup {f(x):x € Qi} <sup{f(x):x € Q;} =M, fir Qf C Q; und
M; =sup{f(x):x € Qf} < Mfirallek € N*

konnen wir die gewtiinschte Ungleichung fiir m = 0 wie folgt herleiten:

S(f,2%) =), M;-1Qi| = 2 M- 1Qil+ Y Mi -1

kez+ QreB
SZML"|Q1‘|+M’ Z Qi <S(f, 2)+M-0(2) - || 2.
i€l QyeB

Beweis. (von Satz[2.8) Es geniigt, die Gleichheit nur fiir das obere Integral von f zu beweisen. Nach Defini-
tion gibt es eine Folge von Zerlegungen { Z/* }l en von Q mit hm S(f. 2}) f 0

Sei nun {Z]-} N eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge von Q, so liefert Lemma
j€
/Qf(X) dx < 5(f,2;) < S(f, 2/) +O(2]) - (M —m) - [ Z].
Beim Grenziibergang j — co und festgehaltenem I erhalten wir

/Qf(x) dx < liminfS(f, 2) < limsup S(f, 2)) < S(f, 2f) furalle | € N.

]—00



Beim Grenziibergang I — oo ergibt sich

/;gf(x) x < liminfS(f, Z)) < limsup S(f, Z) < lim S(7, Z/) = /;gf(x) dx

j—o0

und damit [, f(x) dx = jhﬂr?o S(f, Z)-

3 Riemann-integrierbare Funktionen

Definition 3.1 (Oszillation auf einer Teilmenge)
Sei Q' C Q eine Teilmenge des Quaders Q. Wir definieren die Oszillation auf Q' durch

ose (£,Q) = sup {|f(x) = Fy)| | x.y € Q'}.

Definition 3.2 (Schwankung)
Sei Z eine Zerlegung von Q mit Indexmenge Z. Dann nennen wir

o(f, 2) =} osc(f, Qi) - volu (Qi)

i€

die Schwankung von f auf Q beziiglich der Zerlequng Z.

Lemma 3.3
Fiir eine beliebige Zerlegung Z von Q mit Indexmenge T gilt

o(f, 2) =5(f, 2) =s(f, 2).

Beweis. Folgt direkt, da fiir alle Q; € Z gilt:

osc (f, Qi) = sup {|f(x) — f(W)I | x,y € Qi} = Sggf(X) — Inf f(x).

Dann lassen sich die Ergebnisse aus dem vorherigen Abschnitt wie folgt zusammenfassen:

Satz 3.4 (Riemannsches Integrabilititskriterium)
Sei f : Q — R beschrinkt. Dann gelten die folgenden Aussagen

(i) Wenn es eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge {Zf}j o Mit der Schwankung }i_)n; o(f, 2;) = 0gibt,
dann ist f iiber Q Riemann-integrierbar.
(ii) Wenn f iiber Q Riemann-integrierbar ist, dann erfiillt jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge { Z;}

jeEN
die Beziehung lim o (f, Z;) = O fiir die Schwankung.
]

10



Beweis.

(i) Folgt sofort aus Lemma [3.3/und Satz
(ii) Folgt sofort aus Lemma3.3|und Satz

Satz 3.5 (Stetige Funktionen)
Sei f : Q — R stetig. Dann ist f iiber Q Riemann-integrierbar.

Beweis. Weil Q kompakt ist, ist f auf Q gleichméaBig stetig. Fiir jedes € > 0 gibt es also d(¢) > 0, sodass fiir
alle x,y € Q mit ||x — y||, < d bereits |f(x) — f(y)| < ¢ folgt.

Sei nun Z(¢) eine beliebige Zerlegung von Q mit Indexmenge Z und || Z(e)|| < é(¢). Dann folgt

o(f, Z(e)) = Y _osc(f, Q) -vol, (Qi) < Y e-vol, (Q;) =¢-vol, (Q).

i€l i€l
Somit gibt es eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge {Zj} N mit der Schwankung lim ¢(f, Z;) = 0 und nach
] ]
Satz[3.4] folgt die Aussage. O

Wir kénnen nun zeigen, dass die Riemann-integrierbaren Funktionen einen reellen Vektorraum
bilden, der noch weitere Eigenschaften erfiillt:

Satz 3.6 (Vektorraum der Riemann-integrierbaren Funktionen)
Sei Q C R" ein mehrdimensionaler Quader und seien f,g : Q — R beschrinkt, sowie A € R. Dann sind
auch die Funktionen

Af, f+8 f& If]

iitber Q Riemann-integrierbar. Wenn es zusiitzlich P > 0 gibt, sodass fiir alle x € Q gilt |f(x)| > P, dann
ist auch }7 Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir definieren K := sup {|f(x)| + |g(x)| | x € Q} < oo. Wir definieren h = fg. Sei Z eine Zerlegung
von Q mit Indexmenge 7. Fiir x,y € Q; (i € 7) konnen wir abschétzen:

|h(x) = h(y)| = |f(x)(g(x) —8g(y)) + &) (f(x) — f(y))]
< |f)-18(x) =g+ IgW)] - [f(x) — f(v)]
< K- (I8(x) =g+ If(x) = fFW)])-

Somit gilt fiir alle i € Z die Ungleichung
osc (h, Qi) < K{(ose (f, Qi) +osc (g, Qi)

und wir erhalten
o(h, 2) < K(o(f, 2) +0(g, 2)).
Sei nun {Zj} N eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge. Mit Satz [3.4| folgt aus der Integrierbarkeit von f und g
je
bereits lim o(f, Z;) = 0 bzw. lim ¢(g, Z;) = 0 und damit wieder nach Satz 3.4/ und der obigen Abschatzung,
J—00 ]—00
dass h integrierbar ist.
Die Integrierbarkeit von Linearkombinationen integrierbarer Funktionen zeigt man analog.
Die Integrierbarkeit von |f| folgt aus der Eigenschaft o(|f], Z) < ¢(f, Z) fiir jede Zerlegung Z von Q.

Sei nun P > 0 wie oben beschrieben. Sei Z eine Zerlegung von Q mit Indexmenge Z. Fiir x,y € Q; (i € I)
konnen wir abschétzen:
1 fly) = f(x)

LT T (x 1 i
75~ 70| = | A | < ) - s

11



Dann folgt

osc (%,Z) < iosc(f Qi) = U(%,Z> < 2 o(f, Qi)

Die Integrierbarkeit folgert man wie oben. O

Bemerkung 3.7
Man kann sich leicht tiberlegen, dass der Jordan-Inhalt aufSerdem translationsinvariant ist.

4 Riemannsche Zwischensummen

Eine Alternative zu dem bis hierhin beschriebenen Zugang tiber Ober- und Untersummen ist Inhalt
der folgenden Defnition. Dieser Ansatz wird es uns erméglichen, weitere Aussagen tiber Riemann-
integrierbare Funktionen zu treffen.

Definition 4.1 (Riemannsche Zwischensumme)
Sei Z eine Zerlegung von Q = J Q; und seien die Zwischenpunkte &; € Q;, i € N gewidhlt. Dann
ieN

nennen wir

%(f,2,8) =) f(&) volu (Q)

ieEN

die Riemannsche Zwischensumme von f zur Zerlegqung Z und zu den Zwischenpunkten & := {&; | i € N'}.

Dass sich dieses Konzept mit den bekannten Ober- und Untersummen vertrigt, liefert uns der
folgende Satz.

Satz 4.2
f ist iiber Q genau dann Riemann-integrierbar, wenn fiir jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge { Z;}

g von
jeN
Q und jede Wahl der Zwischenpunkte

2= {e e Q¥ |1 e N7}

die Folge der Riemannschen Zwischensummen

2(f, 2,80 = 1 fe) vl (Q), j=12,...

ieN;

von f konvergiert. In diesem Fall gilt

lim X(f, Z /f

Beweis. ,=" Essei f iiber Q Riemann-integrierbar. Dann haben wir fiir jedes j € IN die Ungleichungen

2) < ¥ @) -vol, (@) < s(£, 2).

ieN;

12



Der Grenziibergang j — oo liefert dann

/Qf(x) dx = /f(x)dx—hms(f z)

]—>oo

< lim Z f ) - vol, <Q§j>>

]—)oo

< lim S(f, 2)) /f dx_/f

]—0
also die Konvergenz der Riemannschen Zwischensummen gegen das Intergal.

»<"  Sei nun {Z } eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge von Q. Mit Hilfe der Definitionen von Supre-
/ jEN

mum bzw. Infimum kénnen wir fiir j = 1,2, ... geeignete Zwischenpunkte
0= {e el [ien} und g0 i={yP el |icn}

mit den Indexmengen N; C IN" derart wéhlen, dass die Zwischensummen %(f, Z;,{ &0)) und 2(f, Z;,#1)) die
Ungleichungen

1 1
(£, 2;,69) - s(f, 2))| < ; und (£, 2,19) - s(£, 2)| < :
erftillen. Somit folgt
lim (£, 2 /f und  lim =(f, Z;, ¢ ):/f(x)dx.
j—reo JQ
Da nach Voraussetzung auch die gemischte Zahlenfolge
Z(f/ er é'(l)),Z(f, Zl/ W(l))/z(f/ ZZ/ 5(2))/Z(f/ ZZ/ 77<2))/ .

konvergiert, erhalten wir -

x)dx = / x) dx

L ae= [ )

Also ist f tiber Q Riemann-integrierbar. a

Satz 4.3 (Linearititsregel)
Seien f,g : Q — R beschrinkt und Riemann-integrierbar und seien A, y € R. Dann ist

/Q(/\f()—iryg dx—)L/f dx+y/

Beweis. Die Integrierbarkeit von Af + g folgt aus Die Gleichheit der Integrale rechnet man sofort nach,
indem man eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge wahlt und den Grenzwert der Riemannschen Zwischensum-
men betrachtet. O

5 Der Satz von Fubini fiir das Riemann-Integral

Um Riemann-Integrale auf mehrdimensionalen Quadern ausrechnen zu kénnen, kénnen Sie unter
bestimmten Umstidnden auf eindimensionale Integrale zuriickgefiihrt werden. Dies ist Bestandteil
dieses Abschnitts.

Lemma 5.1 (Erinnerung)
Die (komplexe) Doppelfolge (amn) sei konvergent, und fiir jedes m bzw. n sollen die (komplexen) Grenzwerte
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lim und lim existieren. Dann existieren auch die iterierten Grenzwerte und es gilt:
—00

n—oo m
lim (lim amn> = lim (lim amn) = lim ayy,.
m—o0 \n—oo n—oo m-—roo m,n—oco
Beweis. Siehe Analysis I/IL O

Satz 5.2 (Fubini)
Seien Qr C R¥ und Q; C R! nichttriviale Quader und Q := Q x Q; C R¥*L. Weiter sei f:Q—-R
Riemann-integrierbar auf Q und fiir jedes y € Q) existiere das Riemann-Integral

s(y) = /Qk f(x,y) dx.

Dann ist g : Q; — R Riemann-integrierbar und es gilt

[ renaey = [ ([ s i) dy.

Beweis. Fiir m,n € N sein Z,Em) und Zl(n) Zerlegungen (mit Indexmengen Z und J) von Qy und Q; mit

zugehorigen Zwischenpunktvektoren C}(cm = (C](:;’)) und Cl("> = (Cf?) Dann wird durch Z(m1) .= Z}Em) X

Zl(”) eine Zerlegung von Q mit zugehdrigem Zwischenpunktvektor &) := g}{m X & l(”) definiert. Dann gilt
(fzmm,emn) = 7 f (e, e - vola ff - vol, Q)

ij€IxJ

v (2 £ (&,2) v, Q,g7;>> Vo Q. (4

j€J \ieZ

Seien nun <Z (m)) und (Z (n)> ausgezeichnete Zerlegungsfolgen. Dann ist offensichtlich auch (Z (m'”))
k meN ! nelN

eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge.

(mn)

Da f auf Q Riemann-integrierbar ist, konvergiert fiir (m,n) — oo nach Satz |4.2| die linke Seite von (x) gegen

Jo flxy)d(x,y).

Aufierdem konvergiert fiir jedes feste ¢ l<;l> und m — oo der Klammerterm auf der rechten Seite von (x) :
: (m) =(n)Y (m) _ / (m) — (n)
o T (B 7) ol = [ (18) ae=s ().
Mit [5.1{ folgt dann die Existenz von

,}gr;ojgg (&) - volu QY = /Ql 8(y) dy = /QI ( /Qkf(x,y) dx) dy,

der wiederum mit

lim X (f,z<m'">,§<’”'”>) = /Qf(x,y) d(x,y)

(m,n)—oc0

tibereinstimmt. O

Corollar 5.3 (Vertauschung der Integrationsreihenfolge)
Sei alles wie in Satz[5.2} Ist f auf Q = Qy x Q; Riemann-integrierbar, und existieren die Integrale

/Q f(x,y) dx fiir jedesy € Q;  und /Q f(x,y) dy fiir jedes x € Qy,
k 1

so existieren alle iterierten Integrale und es gilt

/Qf(x,y) d(x,y) _/Q,< Qkf(w) dX) dy = o (/Qlf(x,y) dy) dx.
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Beweis. Folgt sofort aus Satz

6 Integration iiber Jordanbereiche

In diesem Abschnitt wollen wir kompiziertere Definitionsbereiche anschauen, auf denen eine Funk-
tion Riemann-integrierbar ist.

Definition 6.1 (Charakteristische Funktion)
Seien B C A Mengen. Dann definieren wir die charakteristische Funktion von B durch

1, x€B

1p: A= R, xH]lB(x)—{O xc A\B

Definition 6.2

Sei | C IR" nichtleer und beschriankt und Q ein nichttrivialer Quader mit | C Q. Eine beschrankte
Funktion f : | — R heifst Riemann-integrierbar auf |, falls die Funktion

fi:R" =R, x fij(x) = {g(x), i;;

Riemann-integrierbar auf Q ist. In diesem Fall heifit

/]f(x) dx := /Qf](x) dx

das Riemann-Integral von f tiber |.

Definition 6.3 (Jordan-Messbarkeit, Jordan-Inhalt und Jordan-Nullmenge)

Eine nichtleere beschrankte Menge | C IR" heifit Jordan-messbar, wenn 1; Riemann-integrierbar ist.
In diesem Fall heifst

Jvol,, (J) := /]1 dx

der (n-dimensionale) Jordan-Inhalt von J.
J hei3t Jordansche Nullmenge, wenn J-vol,, (J) = 0 ist.

Bemerkung 6.4
Offensichtlich gilt fiir einen Quader Q C IR" bereits J-vol, (Q) = vol, (Q). Aufierdem ist auch

Jvol, (é) ~ Jvol, (Q) = J-vol, (Q).

Lemma 6.5 (Charakterisierung von Jordanschen Nullmengen)
J C R" ist genau dann eine Jordansche Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0 eine endliche Anzahl N(e) € IN
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an (nichttrivialen) Quadern Qy, ..., Q) derart gibt, dass die folgenden beiden Eigenschaften gelten:

N N
JcUJQw und ) vol, (Q) <e
k=1

k=1

Beweis. ,=" Sei] C R" eine Jordansche Nullmenge und sei Q C R" ein Quader mit ] C Q. Dann gilt

nach Definition
/1dx:/ 1y dx = 0.
JT Q

Sei {Z]} N eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge. Nach Satz|2.8gilt dann
je

lim S(f, Z;) = /Q]l] dx = 0.

j—roo
Sei nun € > 0. Somit gibt es N := N(¢) € N, sodass fiir alle j > N gilt
S(f, Zj) =) _ sup Ij(x) - vol, (Q;) < e.
i x€Q;

Waihlen wir nun die Teilmenge der Quader aus Zy fiir die sup = 1 ist, so ist Eigenschaft zwei sofort erfiillt.
x€Q;

AufSerdem ist diese Teilmenge auch eine Uberdeckung im Sinne der ersten Eigenschaft, da wir eine Obersum-

me betrachten. Da die Zerlegungen endlich sind, ist die zweite Eigenschaft gezeigt.

“ “

<~ Sei | eine Menge, die die obigen Eigenschaften erfiillt. Fiir ¢ > 0 beschreiben wir die {iberdeckenden
Quader mit Qgs), eee, Qg\i)(s)' Ohne Einschréankung sind die offenen Kerne der Quader disjunkt. (Das Wegfallen

von Uberlappungen verkleinert das Gesamtvolumen héchstens; eventuell muss man verfeinern.) Wir miissen
zeigen, dass [;1dx =0 ist.

N(e)
Wir kénnen annehmen, dass es einen Quader Q C IR” gibt, so dass fiir allee > 0 gilt: ] C U Q,SE) C Q. Dann

k=1
Jrax=[ 1,40,
] Q

Wegen 1; € {0,1}, ist offensichtlich s(1, {Q}) = 0, was [ ;1dx > 0 bedeutet. Aulerdem hat jede Obersumme
mindestens den Wert 0. -

ist

Man kann sich leicht tiberlegen, dass wir fiir jedes ¢ > 0 zu Qge), e, ng?(s) endlich viele Quader hinzufiigen

konnen, sodass die Gesamtmenge eine Zerlegung Z(¢) von Q bildet. Da diese zusitzlichen Quader disjunkt
zu | sind, spielen sie fiir den Wert der Obersumme S(1;, Z(¢)) keine Rolle. Nun gilt, da Z(e) mit Sicherheit
eine Verfeinerung von Q ist:

N
S(1y, Z(e)) —s(1;, Z(e)) < S(1, Z(e)) —s(1;,{Q}) = S(1, Z(¢)) = sulz())]l](x) -vol, (Ql@) = kzlvoln (Qu) <e
xEQiﬁ =

Mit [2.6] und |2.8] folgt die Aussage.

]
Corollar 6.6
Ist ] C R" eine Jordansche Nullmenge und I C |, dann ist auch I eine Jordansche Nullmenge.
Beweis. Folgt sofort aus Satz |

Mit Hilfe dieser Charakterisierung kénnen wir nun den folgenden wichtigen Satz tiber die Riemann-
Integrierbarkeit von nicht zwingend stetigen Funktionen zu beweisen.

Satz 6.7
Sei Q C R" ein Quader und f : Q — R beschriinkt. Wenn f iiberall bis auf eine Jordansche Nullmenge E
stetig ist, dann ist f iiber Q Riemann-integrierbar.
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Beweis. Nachexistierten fiir ¢ > 0 eine natiirliche Zahl N = N(¢) und Quader Q;, Q», ..., Qn mit

N n
Ec|JQr und ) vol, (Qk) <e
k=1

k=1

- ~ ° N
Zu jedem Qy bestimmen wir einen Quader Q; mit Qp C Qf, sodass die Abschédtzung - vol, (QZ) < 2e erfillt
k=1
ist. Fur k € {1,..., N} definieren wir nun Qj := Qf N Q und erhalten dann

N N

Ec|UQ=M und ) vol,(Q) < 2e
k=1 k=1

Behauptung: Es gilt Q\ MNE = @.
Beweis: Angenommen dieser Durchschnitt wire nichtleer. Dann existiert x € E und eine Punktfolge {x;},cp C

Q\ M mit x; gty Wegen der Definition der Qx muss es dann k € {1,..., N} geben, sodass x € Qy erfiillt
ist. Dann existiert ein # > 0 mit

veQllly—xl<n}CcQnNQ=QCM.

Dies schliefit aber die Existenz einer solchen Folge aus. Widerspruch.

Sei nun Z eine beliebige Zerlegung von Q mit Indexmenge Z. Wir kénnen Z derart verfeinern, sodass fiir

jeden Teilquader Q; entweder Q; C M oder Qi C Q\ M ist. Hierzu nehmen wir die Zerlegungspunkte der
tiberdeckenden Quader Qy,...,Qy als Zerlegungspunkte fiir die Zerlegung Z auf. Wegen der Behauptung

ist die Funktion f : Q\ M — R auf ihrem kompakten Definitionsbereich gleichmiBig stetig. Somit eixstiert
zu einem vorgegebenen ¢ > 0 ein 6 = 4(¢) > 0 derart, dass fiir alle x,y € Q\ M mit ||x —y|| < ¢ gilt

[f(x) = fFy)] <e.

Wir wihlen jetzt eine Zerlegung Z mit Indexmenge Z, die die Feinheit || Z|| < § hat. Weil f auf Q beschrankt
ist, gibt es K := sup {|f(x)| | x € Q} < oo. Nun kénnen wir wie folgt abschitzen

o(f, Z2) =Y osc(f, Qi) - voly (Q;)
i€z
= Y osc(f,Q) vl (Q)+ Y ose(f, Q) vol (Q)
keZ:QpcM keZ:QucQ\M
< 2K- Z vol,, (Qk) +¢ Z voly, (Q)
keT:QrcM keT:Q,cQ\M
< 2K-2e+¢-vol, (Q)
=¢- (4K +vol, (Q)).

Somit erhalten wir eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge, deren Schwankung gegen 0 konvergiert und mit Satz
folgt die Riemann-Integrierbarkeit von f.

O
Corollar 6.8
Eine Menge | C R" ist Jordan-messbar, wenn ihr Rand 9] eine Jordansche Nullmenge ist.
Beweis. Die Unstetigkeitsstellen von 1 sind genau bei ]. Dann folgt die Aussage aus Satz i

Lemma 6.9
Eine Menge | C R" ist genau dann Jordan-messbar, wenn ihr Rand 9] eine Jordansche Nullmenge ist.

Beweis. Die eine Richtung folgt direkt aus obigem Corollar. Sei nun | C R” Jordan-messbar. Sei Q D ] ein

Quader. Es existiert also
1dx = / 1;(x) dx.
/] : ] ( )
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Nach Satz[2.6| gibt es fiir ¢ > 0 eine Zerlegung Z, mit S(1;, Z;) — s(1}, Z¢) < e. Wir betrachten die Mengen
g gung T ] 8

x€Qx

IA::{keI

inf 1j(x) = 1} und Zp:= {k el

sup 1j(x) = 1}

x€Qk

und definieren

A:UQk undB:UQk.

k€Zy keTp
Nach Konstruktion gilt dann A C | C B. Man iiberlegt sich mit dem obigen Corollar und der Tatsache,

dass Quader trivialerweise Jordan-messbar sind, dass A und B ebenfalls Jordan-messbar sind, und dass gilt
J-vol, (A) = J-vol, { A ) bzw. J-vol, (B) = J-vol, (B). Da auf jedem Quader in B die Funktion 1; nach Defini-
tion den Wert 0 hat, folgt aus der obigen Abschédtzung bereits

B-A<e

Somit ist B\ A eine Jordansche Nullmenge. Offenbar gilt 3] C B\ A. Aus Lemma folgert man sofort,
dass Teilmengen von Jordanschen Nullmengen wiederum Jordansche Nullmengen sind. Damit ist die Aussage
gezeigt. O

Lemma 6.10
Sei | C R" Jordan messbar und , f : | — R stetig und beschriinkt. Dann ist f auf | Riemann-integrierbar.

Beweis. Die Unstetigkeitsstellen sind genau 9]. Da | Jordan-messbar ist, ist ] nach Lemma eine Jordan-
sche Nullmenge. Mit Satz[6.7/folgt dann die Riemann-Integrierbarkeit von f. ]

Satz 6.11
Sei ] C R" Jordan-messbar und f : | — R Riemann-integrierbar. Dann ist der Graph von f, d.h.. die
Menge

I(f):={(vy) eR"xR|x €] y=flx)},

eine Jordansche Nullmenge im R™+1,

Beweis. Sei Q C R” ein Quader mit ] C Q. Wir betrachten die Einschréankung f von f7 auf Q. Nach Satz
gibt es fiir jedes e > 0 eine Zerlegung Z. von Q mit S(f, Z) — s(f, Z¢) < e. Damit haben wir sofort eine
Uberdeckung fiir endlich viele abgeschlossene Intervalle mit Inhaltssumme < e. Wegen T'(f) C T(f) gilt dies
erst recht fiir y(f). Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Satz 6.12 (Prinzip des Cavalieri)
Seien Q C R",I C R Quader und A C Q x I C R"*! eine Jordan-messbare Menge. Fiir h € I definieren
wir den Querschnitt auf der Hohe h durch

Ap:={xeR"| (x,h) € A}.

Ist Ay, fiir jedes h € I Jordan-messbar, so gilt

J-vol, 1 (A) = /I]—Voln (Ayp,) dh.

Beweis. Nach Definition ist J-vol, 1 (A) = [q,;14(y) dy. Mit dem Satz von Fubini erhalten wir

[ 14wy dy= [ ([ 14ty dr) dn

Fiir ein festes h € T'ist 14(x, h) =14, (x) fiir alle x € Q und wir erhalten

/Q 1a(x,h) dx = /Q]lAh (x) dx =J-vol,, (Ay,).
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