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Diese Ubersicht listet die Uberschriften der einzelnen Abschnitte der Vorlesung sowie stich-
punktartig die jeweils darin behandelten Themen auf. Eine Gewéhr fiir Vollstéindigkeit wird
nicht iibernommen. Kommentare (insbesondere korrigierende) sind herzlich willkommen!

0 Einleitung

1 Riume

1.1 Metrische Riume

Metrik, metrischer Raum
Topologie metrischer Rdume
Konvergenz

Vollstandigkeit

kompakt vs. folgenkompakt
stetig vs. folgenstetig
Banachscher Fixpunktsatz

1.2 Normierte Riume
1.2.1 Definition

e Norm, normierter Raum, Banachraum

1.2.2 Riume beschriankter Funktionen

e allgemein, Folgen, K"

1.2.3 Ré&ume stetiger Funktionen

e beschrinkt, iiber Kompakta, iiber Lokalkompakta, Nullfolgen

1.2.4 Riume differenzierbarer Funktionen

e iiber Intervall, iiber Q C R"

Einschub: Crashkurs Maf3- und Integrationstheorie

Idee

MaBriume

Integraldefinition
Konvergenzsétze

RéAume integrierbarer Funktionen

1.2.5 Rdiume integrierbarer Funktionen

e [P-Riume, [P-Riume
e Holderungleichung, Minkowskiungleichung



1.2.6 Norm und Topologie

e Norméquivalenz

1.2.7 Lineare Abbildungen

Stetigkeitskriterium
Operatornorm
Beispiele (Matrizen, Integraloperatoren, Differentialoperatoren, Shiftoperator)

1.2.8 Dualrdume

e Definition, Beispiele

1.3 Hilbertraume
1.3.1 Definition und Eigenschaften

e Skalarprodukt, unitdrer Raum, Hilbertraum
e Cauchy-Schwarz-Ungleichung
e Parallelogrammidentitét

1.3.2 Orthogonalitit, Dualitdt und quadratische Variationsprobleme

Orthogonalitét

Hauptsatz iiber quadratische Variationsprobleme
Lotprinzip

Unterhilbertraum

Summe von Hilbertraumen, Komplement
Orthogonalprojektor

Satz von Riesz (Dualraum)

energetisches Skalarprodukt

1.3.3 Fourierentwicklung

Orthonormalbasis (Definition und Existenz)
Besselsche Ungleichung

Parsevalsche Gleichung

Fourierreihe

12, L?[0,27], L*(Q), fastperiodische Funktionen
Hilbertraumdimension

separabel

1.4 Zusammenfassung

2 Grundprinzipien der Banachraumtheorie
e Motivation

2.1 Satz von Hahn-Banach

2.1.1 Hahn-Banach fiir Vektorriaume

e sublinear



Hahn-Banach I (reelle Vektorraume)
Hahn-Banach II (komplexe Vektorrdume)
Hahn-Banach IIT (normierte Rdume)
Folgerungen

2.1.2 Reflexivitit

reflexiv
Beispiele

2.1.3 Topologien auf X’

erzeugte Topologie (Motivation: Produkttopologie)

schwache, schwach*-Topologie

Schwach*-Kompaktheit der Einheitsvollkugel

Reflexivitat

Nichtkompaktheit der Einheitsvollkugel in unendlich vielen Dimensionen

2.1.4 Geometrische Interpretation

Hahn-Banach IV (Trennungsversion)

2.1.5 Anwendungen

Momentenproblem
Dualitét
Tschebyschewapproximation

2.2 Das Bairesche Kategorietheorem

Bairesches Kategorietheorem
nirgends dicht, 1. bzw. 2. Kategorie

2.2.1 Stetige, aber nirgends differenzierbare Funktionen

2.2.2 Satz von Banach-Steinhaus

(punktweise) gleichmiiflige Beschrénktheit
Satz von Banach-Steinhaus
Beschrankheit schwach konvergenter Folgen

2.2.3 Anwendung auf Fourierreihen

nicht punktweise Konvergenz von Fourierreihen

2.2.4 Trias offen —invers —abgeschlossen

Satz iiber die offene Abbildung (Banach-Schauder)
Satz iiber die inverse Abbildung
(graph)abgeschlossene Abbildungen

Satz iiber die abgeschlossene Abbildung
Hellinger-Toeplitz-Theorem

10

11

12

13

14

15



2.2.5 Duale Abbildungen

Fredholmsche Alternative
Annihilator

Bilder und Kerne von T bzw. T"
Satz vom abgeschlossenen Bild

2.3 Zusammenfassung

3 Beschriankte Operatoren in Hilbertrdumen

3.1 Allgemeine Definitionen und Eigenschaften

adjungierter Operator
unitér, selbstadjungiert, normal
Beispiele (Matrizen, Integraloperator, Fouriertransformation)

3.2 Projektoren

Orthogonalprojektor, Kriterien

3.3 Spektrum

Resolvente, Resolventenmenge

Spektrum

Matrizen, Multiplikationsoperatoren, Integraloperator, Shiftoperator
Typen (Punktspektrum, kontinuierliches Spektrum, Restspektrum)
Resolventenformel

3.4 Banach- und C*-Algebren

Algebra, Banachalgebra, x-Algebra, C*-Algebra

3.4.1 Spektrum in Banachalgebren

Resolventenmenge, Spektrum
Holomorphie der Resolvente
Spektrum kompakt, nichtleer
Satz von Gelfand-Mazur
spektrale Abbildung (Polynome)

Einschub: Funktionentheorie

differenzierbar

Cauchyscher Integralsatz

Cauchysche Integralformel

Satz iiber Entwicklung in Potenzreihen

holomorpher Funktionalkalkiil

spektrale Abbildung (holomorphe Funktionen)
Spektralradius

Anwendung: Exponentialfunktion und Logarithmus

Anwendungen (Liouville, Fundamentalsatz der Algebra)
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3.4.2 Spektrum in C*-Algebren 22

normal, selbstadjungiert, Projektor, partielle Isometrie
Isometrie, Koisometrie, unitar

positiv

Eindeutigkeit der Norm

3.4.3 Satz von Gelfand-Naimark

Homomorphismen fiir verschiedene Algebrentypen

Charaktere vs. maximale Ideale

Spektrum einer Banachalgebra, Kompaktheit 23
Gelfandtransformation

Satz von Gelfand-Naimark

Satz von Stone-Weierstraf!

Worterbuch Algebra—Topologie

3.4.4 Spektralsatz I: C'*-algebraische Formulierung 24

e Spektralsatz C*(a) = C(o(a))
e spektrale Charakterisierungen (selbstadjungiert, unitir, Projektor, positiv)
e Positivitdt von a*a 25

3.5 Spektralsitze fiir selbstadjungierte/normale Hilbertraumoperatoren

e Motivation

3.5.1 Stetiger Funktionalkalkiil

stetiger Funktionalkalkiil
Invarianz des Spektrums bei Einbettung (C*-Algebren)

3.5.2 Spektralsatz II: von-Neumann-Algebra-Form 26
e Spektralmaf

e Formbeschreibung von Operatoren

e mefbarer Funktionalkalkiil

e Operatorkonvergenz (Norm, stark, schwach)

3.5.3 Spektralsatz I1I: Spektralscharform (zu Ehren des 200. Geburtstages von
Felix Mendelssohn) 27

Spektralprojektor, projektorwertiges Maf3
Spektralschar

Spektralsatz

Beispiele: Matrizen, Multiplikationsoperatoren

3.5.4 Spektralsatz I'V: Multiplikationsoperatorform 28

zyklischer Vektor
Spektralsatz

'Beweis erst in folgender Vorlesung behandelt



3.5.5 Spektralsitze fiir normale Operatoren

3.6 Zusammenfassung
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