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Aufgabe 15 (4 Punkte)

Gibt es abgeschlossene Operatoren A und B auf irgendeinem Hilbertraum H # 0, so daf} A
dicht, B auf ganz H, aber AB lediglich auf {0} definiert ist?

Aufgabe 16 (4 Punkte)

Eine unitire 1-Parameter-Gruppe U (t) auf einem Hilbertraum H heif3t

normstetig <= U(t) ist stetig in ¢;
stark stetig <= U(t)y ist stetig in ¢ fiir alle y € H;
schwach stetig <= (z,U(t)y) ist stetig in ¢ fiir alle z,y € H.

Finden Sie sdmtliche allgemeingiiltigen Implikationen zwischen diesen Stetigkeitsbegriffen.
Kommen Implikationen hinzu, wenn H als separabel bzw. als endlich-dimensional angenom-
men wird?

Aufgabe 17 (6 Punkte)

Sei H einer der drei Hilbertriume! L?(R,dx), AP(R) bzw. L?([0,1),dz). Sei U(s) := L*
der Pullback der natiirlichen Linkswirkung von R auf R bzw. R/Z = [0,1), d.h., es gilt
U(s)y(t) = (s +t) fiir ¢ € H. Entscheiden Sie fiir jeden der drei Fille fiir H, ob U(s)

e eine 1-Parameter-Gruppe,

e unitér,

e schwach stetig,

e stark stetig

ist. Bestimmen Sie im Falle einer stark stetigen unitiren 1PG die Erzeugende von U(s).

Aufgabe 18 (5 Punkte)

Sei H ein Hilbertraum, z,y € H, T ein selbstadjungierter Operator auf H sowie Py die zu
T gehorige Spektralschar. Zeigen Sie

(9(T)a, h(T)y) = /R a0OR(N) diz, Pyy)

fiir alle beschrénkten mefibaren Funktionen g,h : R — C.
Verallgemeinern Sie dies, soweit moglich, auf den Fall unbeschriankter g und h.

Aufgabe 19 (4 Punkte)

Ein Operator T" auf H heifle normal genau dann, wenn 7" dicht definiert ist sowie D(T") =
D(T*) und || Tz| = || T*x| fiir alle x € D(T) gilt. Zeigen Sie:

e Ist 7' normal, so auch T + A fiir jedes A € C.

e Jeder normale Operator ist abgeschlossen.

'Zur Erinnerung: AP(R) bezeichne den Hilbertraum der fastperiodischen Funktionen. Dessen Standard-
orthonormalbasis ist gegeben durch {f}xrer mit fi(t) := . Siche auch Aufgabe 24 in FAL.



