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11. Ubungsblatt zur Vorlesung ,,Angewandte Analysis“ im WS 2019/20

Aufgabe 11.1.
Gegeben sei eine klassische Losung von

up = Au + |z]e”, 0, u(-,0) =ug > 0.

Ulpn =

Zeige, dass sie global ist, und bestimme ihr Langzeitverhalten.

Aufgabe 11.2.
Zeige: Das Anfangswertproblem

ur(z,t) =Au(z,t), =z € B1(0) CR", ¢t >0, u(z,0) =1, =€ B1(0),

hat mindestens zwei verschiedene Losungen. (Warum widerspricht das nicht Korollar 11.2.1.47)

Aufgabe 11.3.
Zeige, dass Losungen von

ug(2,t) = Au(x,t) + |z|>, 2 € B1(0), t >0, 0, t>0, u(+,0) =y

UloB, 0y =

global existieren, und untersuche ihr Langzeitverhalten.

Aufgabe 11.4.
Fiir up € C1(Q) mit uo‘{m = ( definieren wir eine Funktion e‘®u durch

[emuo] (z) = u(z,t),

worin u die Lésung von

up = Au, 0, u(-,0) = ug

ul o =
bezeichne.

0) Woher konnte die Notation stammen?

1) Zeige, dass fiir s,t > 0 stets e(tt9)2q5 = ! (%2 ug) ist und dass €% ug = ug.

2) [Nimm fiir die Rechnungen dieser Teilaufgabe an, dass alle auftretenden Funktionen so gutartig sind, dass die
Reihenfolge der Ableitungen und Integrale stets vertauscht werden kann.|

Welches Anfangsrandwertproblem 16st dann

w(z,t) = (ePug)(x) + /Ot [e(t_smf(-,s)} (x)ds

(fiir f: Q x [0,00) — R)?



Aufgabe 11.5.
Zu gegebenem (glatt berandetem, beschrianktem) Gebiet 2 C R™ bezeichne A; die kleinste positive Zahl, sodass

—Aw = Mw in Q, 0

Wloa =
eine nichttriviale Losung hat.

(Fir glatt berandete beschriinkte Gebiete existiert eine solche Zahl A; > 0 sowie eine zugehorige Losung w, die in
Q positiv ist. Aufserdem gilt: Ist fiir eine abzéhlbare Familie glatt berandeter, beschréankter Gebiete Qx 11 D Q) und
Q= Uk Qk, so ist )\1(9) = limkg)oo Al(Qk))

a) Bestimme Ay fiir @ = (-%,%) CR.

b) Zeige: Wenn Q5 dieselbe Form hat wie §2, aber grofer ist (d.h. Qs = {z € R"™; pz € 4} fur ein p € (0,1)), so
ist )\1(92) < )\1(91) [genauer: /\1(92) = ,LL2>\1(Ql)].

c) Es sei uy € C1(Q) positiv in  und uo‘aﬂ = 0. Zeige, dass es zu jedem ¢ > 0 ein C. > 0 gibt, sodass die Losung
u von

ug(x,t) = Au(z, t), u(-,t)‘(,m =0,u(-,0) = up, (x,t) € Q x (0,00)

fiir alle ¢ > 0 die Ungleichung ||u(-,t)||oo > Coe™ A1) erfiillt.
Hinweis: Betrachte eine Vergleichsfunktion u(x,t) = y(t)y(z) in einem Teilgebiet Q C (2.
d) Zeige, dass im Falle uy € C°(2) mit u0|aQ =0 zu jedem € > 0 ein C. > 0 existiert, sodass jede glatte klassische

Losung u von
ug(x,t) = Au(z, t), u(-,t)‘aQ =0,u(-,0) = up, (x,t) € Q x (0,00)

fiir alle ¢ > 0 die Ungleichung ||u(-,t)||eo < Coe™ 179 erfiillt.
(Falls es dir beim Beweis hilft, nimm hierfiir zusétzlich an, dass {2 sternformig ist.)
Inwiefern unterscheidet sich diese Aussage von der aus Prop. 11.2.2.17

Aufgabe 11.6.
Die Funktion v sei glatte klassische Lésung von

vy =Av +v in Q x (0, Tnaz)s 0, t € (0, Tonaz), v(-,0) =vy in Q

V]po =
mit vy € Cl(ﬁ)

a) Zeige, dass v globale Losung (also auf (0, 00) definiert) ist.

b) Zeige, dass in ,hinreichend kleinen“ Gebieten ||v(-,)||cc — O fiir ¢ — co. Prézisiere dabei, was ,hinreichend klein*
bedeutet.

¢) Was geschieht in ,,grofen” Gebieten?

Tipp: Welche Gleichung 16st u = ve™t?

Aufgabe 11.7.

Es sei Q = (—%, L) mit einem L € (0, 7) und u sei klassische Lésung von

u = Au+ u — u?, 0, u(-,0) =ug > 0.

Ulgn =

Zeige, dass u global existiert und gegen 0 konvergiert.
Gilt dieselbe Aussage zu globaler Existenz und Langzeitverhalten auch fiir L = 4277



