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13. Übung zur Vorlesung „Differentialgleichungen der mathematischen Biologie“ im SS 2016

Präsenzaufgabe 1:
Beweise Cor. 4.4: Unter den Voraussetzungen von 4.2 gelte zusätzlich

F(u0, v0) ≤ −2C(m,K).

Dann ist Tmax <∞.
Leite dazu eine Differentialungleichung für y = −F(u, v) her.

Präsenzaufgabe 2:
Beweise Lemma 4.13: Es seien n ≥ 3, q > n,m > 0 und u0 ∈ C0(Ω), v0 ∈W 1,q(Ω) radial und positiv in Ω und es gelte∫

Ω
u = m. Dann gibt es zu jedem p ∈ (1, 2n

n−2 ) Folgen (uk)k∈N ⊂ C0(Ω) und (vk)k∈N ⊂W 1,q(Ω) radialsymmetrischer,
in Ω positiver Funktionen mit

∫
Ω
uk = m für alle k ∈ N derart, dass

uk → u in Lp(Ω) und vk → v in W 1,q(Ω) für k →∞

sowie
F(uk, vk)→ −∞ für k →∞

gelten.
Wähle dazu eine beliebige Folge (rk)k∈N ⊂ (0,min{1, R}) mit rk ↘ 0 und definiere

ϕ(ξ) :=

∫ 1

0

ρn−1 · (ρ2 + ξ)−
n
2 dρ, ξ > 0.

Begründe, dass es zu jedem k ∈ N ein ηk ∈ (0, R2) mit

rnkϕ

(
ηk
r2
k

)
≥ k

gibt und dass man (wegen p < 2n
n−2 ) eine Zahl α ∈ (n− n

p ,
n−2

2 ) wählen kann.
Wir definieren damit

ũk(r) :=

{
ak · (r2 + ηk)−

n−α
2 , r ∈ [0, rk],

u(r), r ∈ (rk, R],

und
uk := m · ũk

‖ũk‖L1(Ω)

sowie

vk(r) :=

{
bk(r2 + ηk)−

α
2 , r ∈ [0, rk],

v(r), r ∈ (rk, R],

mit
ak := (r2

k + ηk)
n−α

2 u(rk) und bk := (r2
k + ηk)

α
2 · v(rk)

für k ∈ N. Dann sind ũk und uk stetig und positiv in Ω mit
∫

Ω
uk = m, und es ist vk ∈W 1,q(Ω).

Beweise nun, dass uk → u in Lp(Ω) für k →∞. Betrachte zunächst limk→∞ ‖ũk‖Lp(Brk ).
Zeige weiter, dass vk → v in W 1,2(Ω) für k →∞.
Begründe, dass

1

2

∫
Ω

|∇vk|2 +
1

2

∫
Ω

v2
k +

∫
Ω

uk lnuk →
1

2

∫
Ω

|∇v|2 +
1

2

∫
Ω

v2 +

∫
Ω

u lnu für k →∞

und dass C > 0 existiert mit
F(uk, vk) ≤ C −

∫
Ω

ukvk für alle k ∈ N.



Zeige, dass mit einem c > 0 und für alle k ∈ N und r ∈ (0, rk) gilt, dass

uk(r)vk(r) ≥ crnk (r2 + ηk)−
n
2 .

Schließe, dass ∫
Ω

ukvk ≥ ωn · c · rnk · ϕ
(
ηk
r2
k

)
und damit F(uk, vk)→∞ für k →∞.

Präsenzaufgabe 3:
Beweise Lemma 4.1: Die Lösung (u, v) von (1) genügt der Gleichung

d

dt
F(u(·, t), v(·, t)) = −D(u(·, t), v(·, t)) für alle t ∈ (0, Tmax),

worin
F(u, v) :=

1

2

∫
Ω

|∇v|2 +
1

2

∫
Ω

v2 −
∫

Ω

uv +

∫
Ω

u lnu

und
D(u, v) =

∫
Ω

|∆v − v + u|2 +

∫
Ω

∣∣∣∇u√
u
−
√
u∇v

∣∣∣2.

Hausübungen

Abgabe: Ad Kalendas Graecas, 14:15 Uhr

Hausaufgabe 1:
Bereite dich auf die Klausur vor. 11.08.2016, 9:00 Uhr, D1 303.


