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9. Ubung zur Vorlesung , Differentialgleichungen der mathematischen Biologie* im SS 2016

Prisenzaufgabe 1:
Es sei u € C?(Q X (0, Tnaz)) NCY(Q x [0, Thnaz)) eine maximale Losung von

u = Au —u?
aﬂ“‘aﬂ =0
u(+,0) = uo

mit nichtnegativen Anfangsdaten ug € C°(2). Zeige: u ist nichtnegativ, beschriinkt und global. Beschreibe das Lang-
zeitverhalten.

Priasenzaufgabe 2:
Es sei u eine klassische Losung der Warmeleitungsgleichung

uy = Au
aVu|E)Q =0
u(+,0) = up.

Zeige, dass inf,cq u(z, t) monoton wichst.

Priasenzaufgabe 3:
Die Funktion f: R — R sei lokal Lipschitz-stetig und streng monoton fallend mit f(42) = 0. Es lose u das ARWP

uy = Au+ f(u)
a’/u‘BQ =0
u(+,0) = up.

Was lésst sich {iber das Langzeitverhalten von u sagen?

Prisenzaufgabe 4:

Die folgende Differentialgleichung ist einem Modell entnommen!, das die Ausbreitung parasitirer Pilze, die Pflanzen
befallen, beschreiben soll. Diese Pilze breiten sich dabei mittels zweier verschiedener Typen von Sporen aus. In dem
Modell beschreibt v den Anteil der Blattoberfliche, der durch Pilzbefall beschadigt ist, u die Konzentration der
Sporen eines Typs:

up = Au — u + 02,
vy = (u+0v)(1 —v).

Wir betrachten dieses System in einem glatten, beschrankten Gebiet 2 mit homogenen Neumannrandbedingungen
fiir 4 und zu nichtnegativen Anfangsdaten ug, vg, wobei vg < 1 in Q sei. Wir nehmen an, (u,v) sei eine globale glatte
Losung?.

Zeige: u >0, v >0, v <1, limsup, ,,, v < 1. Kannst du iiber das Langzeitverhalten noch mehr aussagen?

1Wobei fiir diese Aufgabe alle auftretenden Parameter unrealistischerweise als 1 festgesetzt wurden.
2Und klammern die Frage nach Existenz einer solchen ganz aus.



Hausiibungen
Abgabe: 22. Juni 2016, 14:15 Uhr

Hausaufgabe 1:

a) Beweise den folgenden Satz:

Es seien 2 C R"™ ein glatt berandetes, beschréinktes Gebiet und 7' > 0. Weiter sei f € CY(
Lipschitz-stetig beziiglich des dritten Arguments und a € C1(Q x (0,T); R™) N C°(Q x [0, T);
092 x (0,T). Sind dann @ bzw. u eine Ober- bzw. Unterlosung der Gleichung

Q x [0,T) x R) lokal
R)mlta v <0 auf

u(z,t) = Au(z,t) + a(x,t) - Vu(z, t) + f(z,t,u(z,t),  zeQte(0,T),
und gelten iiberdies 9,7 > 9,u auf 9Q x (0,T) sowie @(-,0) > u(-,0) in €, so folgt

u>u in Q x [0,7).

b) Es sei (u,v) € (C°(Q x [0,7)) N C%Y(Q x (0,7T)))? eine Lésung von

ur = Au— V- (uVo) in Qx (0,7T)
nw=Av—v+u in Qx(0,7)
Ou=0=0v in 092 x (0,7)
u(+,0) = ug, v(-,0) =vy in Q,

worin ug € C?(Q) und vy € C?(Q) nichtnegativ seien.
Zeige: u>0,v>01in Q x (0,7).

Hausaufgabe 2

Betrachte das System
uy = Au+ u(l —v),
vy = Av+ av(u — 1),
81’“’89 =0= 81’“’89’
u(-,0) = ug, v(-,0) = vo.

a) Gib eine mogliche biologische Interpretation dieses Modells an. Was beschreiben w und v?

Nimm nun an, a € (0,00), €2 sei ein beschriinktes glattes Gebiet im R", ug, vy € C2?(Q) seien positiv in Q und (u,v)

eine zugehorige klassische Losung.

b) Zeige, dass v > 0 und v > 0.
¢) Zeige, dass die Losung global und echt positiv ist.

d) Zeige, dass S(z,t) := au(z,t) + v(z,t) — Inu®v — a — 1 nichtnegativ ist und S; = AS — [or| 2% |? + | L2 ?] exfiillt.
) Weise nach, dass t — sup,cq S(x,t) monoton fillt, und folgere Beschrénktheit von u und v.

) Zeige, dass fooo fQ 0{|%|2 + |%|2) < 00.

) Zeige, dass fTH fQ (|Vul? + |Vo|?) — 0 fiir T — oo.

) Leite fiir y(t) := 5 [, [Vu(-, t)]> + 5= [, [Vo(-,)|? eine Differentialungleichung der Form y' < Cy her.

i) Beweise: Fiir Jedes e>0 glbt es t. > 0 so, dass zu jedem T > ¢, wenigstens ein ¢t € (T, T+ 1) mit y(t) < € existiert.

j) Zeige weiter, dass y(t) — 0 fiir t — oo.

k) Léasst sich folgern, dass die Losung gegen einen konstanten Zustand konvergiert?

1) Was bedeutet das nachgewiesene Langzeitverhalten fiir das beschriebene biologische Szenario?
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