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10. Übung zur Vorlesung „Evolutionsgleichungen“ im WS 2016/17

Präsenzaufgabe 1:
Gegeben seien m > 1 und t0 := m−1

2m(m+1) . Betrachte die durch

u(x, t) :=


(
t0x

2

t0−t

) 1
m−1

, x ≤ 0, t ∈ [0, t0),

0, x ≥ 0, t ∈ [0, t0)

in R× [0, t0) definierte Funktion. Zeige: Sie erfüllt

u ∈ Lmloc(R× [0, t0))

und

−
∫ T

0

∫
R
uϕt −

∫
R
u0ϕ(·, 0) =

∫ T

0

∫
R
um∆ϕ

für alle ϕ ∈ C2,1(R× [0, t0)) mit kompaktem Träger suppϕ ⊂ R× [0, t0).

Präsenzaufgabe 2:
Gegeben sei eine hinreichend glatte Funktion u : Ω × R → R, die ut ≥ − u

(m−1)t erfüllt. Zeige, dass für jedes x ∈ Ω

die Funktion t 7→ u(x, t)t
1

m−1 monoton wachsend ist, und folgere, dass die Positivitätsmenge {x ∈ Ω; u(x, t) > 0}
bei wachsendem t nicht kleiner wird.



Hausübungen

Abgabe: 3. Februar 2017, 14:10 Uhr

Hausaufgabe 1:
Gegeben seien p ∈ (0, 1), T > 0 und das glatte beschränkte Gebiet Ω ⊂ Rn. Zu ε > 0 löse die Funktion vε ∈
C0(Ω× [0, T )) ∩ C∞(Ω× (0, T )) das Problem

vεt = vpε∆vε in Ω× (0, T ),

vε(·, t)
∣∣
∂Ω

= ε für alle t ∈ (0, T ),

vε(·, 0) = v0

zu gegebenen nichtnegativen Anfangsdaten v0 ∈ C∞(Ω) mit v0

∣∣
∂Ω

= 0.
a) Definiere m = 1

1−p sowie uε := ((1− p)
1
p vε)

1−p und zeige, dass uε die (bzw. ein geeignetes Anfangs-Randwert-
Problem zur) Poröse-Medien-Gleichung löst.

b) Setze zε := vεt
vε

und zeige, dass

zεt = vpε∆zε + 2vp−1
ε ∇vε · ∇zε + pz2

ε in Ω× (0, T ).

c) Folgere durch Vergleichsargumente in (τ, T ) für τ > 0, dass

zε(·, t) ≥ −
1

pt
in Ω× (0, T ).

d) Folgere die Ungleichung

vp−1
ε ∆vε ≥ −

1

pt

und leite aus Testen mit vγ für passendes γ > 0 die Existenz einer Konstanten cp,γ > 0 her, mit der

−
∫

Ω

vp−2+γ
ε (·, t)|∇vε(·, t)|2 ≥ −cp,γ ·

1

t

für t ∈ (0, T ).
e) Beweise, dass

v := lim
ε↘0

vε

im Sinne gleichmäßiger Konvergenz existiert und dass weiterhin für jedes t ∈ (0, T )

∇v
p+γ
2 (·, t) ∈ L2(Ω)

existiert.
f) Nimm nun 0 ∈ Ω ⊂ R an und leite aus der Annahme v(0, t0) = 0 für ein t0 ∈ (0, T ) eine Abschätzung der

Form
v(x, t0) ≤ c|x|

1
p+γ

her und übertrage sie auf die entsprechende Lösung u der Poröse-Medien-Gleichung. Vergleiche mit demWachs-
tumsverhalten der Barenblattlösungen nahe ihren Nullstellen.


