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11. Ubung zur Vorlesung , Evolutionsgleichungen® im WS 2016/17

Priasenzaufgabe 1:
Zup>1und 0 <wuy € COQ) sei u € COQ x [0, Trnaz)) NCELHQ x (0, Thnaz)) die Lésung von

up = Au + uP,
“’asz =0, (1)
u(+,0) = up.

Weise unter der Annahme [, uof > ¢ := (2)\1)P+1 nach, dass Tyae = Tmax(uo) < p%l (f uoe)l_p. Hierbei sei 6
eine Eigenfunktion des Dirichlet-Laplace-Operators —A in Q zum ersten Eigenwert A1, die [|0][11(q) = 1 erfiillt.

Prasenzaufgabe 2
Zeige: Fiir Losungen u von (1) definiert

B0 =5 [ FuC0F = = [

eine Funktion E € CO([O Tmaz)) N CH((0,T)) mit E'(t) = — [, uf. Falls E(ug) < O 50 ist Thnee < 00. (Betrachte
hierzu W(t) := [, u*(-,t) und zeige eine Ungleichung der Form ¥’ > —2FE(ug) + )

Prasenzaufgabe 3:

Beweise: Es gibt eine glatte Funktion f: [0,00) — [0, 00) mit f(u) > 0 fiir u > 0 derart, dass

i) alle Losungen von U’ = f(U), U(0 ) Uy > 0 in endlicher Zeit explodieren,

ii) alle Losungen von u; = Au+ f(u u|8Q = 0,u(-,0) = up mit 0 < up € C%(Q) in einem beschriinkten glatten
Gebiet €2 C R” fiir alle Zeiten ¢t > 0 existieren und beschrénkt bleiben.

Gehe dazu wie folgt vor:

a) Zeige, dass Losungen von U’ = f(U) genau dann in endlicher Zeit explodieren, wenn [~ f(u)du < oc.

b) Es sei (ax)ren eine monotone Folge mit a; > 1 und limg_, o ap = co. Dann gibt es eine C*°-Funktion f: [0,00) —
[0,00) mit f(u) > 0 fiir u > 0 und eine Folge (by)ren derart, dass

® dy bk du

ak<bk<ak+1, — < 00,

1 f(u) \/bki

fir k € N, worin F’ = f.

Es sei g € C'([0,00); [0, 0)) so, dass g(u) > 0 fiir w > 0 und g(u) > 1 fiir u > 1 sowie e % < oo und (Br)ken eine positive Folge mit
>k Br < oo, Br < k2, 2ﬂ,2cg(ak)k_2 < @41 — aj. Ferner setzen wir v, := 1 — Brk™2 > 0 und by = ap + ﬂ,%g(ak)k_2 < ap41. Mit spéter
festzulegenden cy, dj (mit ap < by < cx < ap+1, di > 0) setzen wir

d + 29"k )Tk oy < u < by

(bp,—ap) 7k
g(u) = dk—i—%(u—bk) be < u < cp
g(u) sonst
und J
() = dy(u— ) — — IO Tt e gy ).

(vie + 1) (b — ag) e

Zeige, dass dann G = g in (ay, bx) und dass eine hinreichend kleine Wahl von dy, € (0, %) bereits fbk \/% > k sicherstellt. Zeige weiter,
G(bg)—G(

dass f:}? ﬁ < gg(iik))ﬂjfk < 23) und fbk g(Z) < Bk, falls ¢ € (bk, ar+1) nah genug an by, gewahlt ist. Wiahle dann eine C°°-Funktion f, die

139(u) < f(u) < g(u) erfiillt, und zeige, dass sie die in der Aussage geforderten Eigenschaften hat.
c) Es sei f wie in b) und L > 0. Fiir hinreichend grofes k € N existiert dann eine Losung von
(uk)ge + f(ux) =0, xz€(—L,L), (ur)z(0)=0, wup(z)>ar, x€(—L,L) (2)

d) Beweise den Satz. Tipp fiir ii): Verwende eine Oberlésung der Form @(z1, ..., 2,) = ug(x1).



Hausiibungen
Abgabe: 10. Februar 2017, 14:10 Uhr

Hausaufgabe 1:
Es seien 2 C R" ein glattes, beschriinktes Gebiet, p > 1 und f € C'(R) mit f(0) = 0 sowie f'(0) < \;. Zeige: Es
gibt n > 0 derart, dass die Losung u von

Ut = Au + f(u)a

ulyq =0,

'U,(', 0) = Uo,

fiir alle ug € C°(Q) mit [Jug|| g () <
||u(‘,t)||L<x>(Q) —0 fir t — oo

erfiillt.
Tipp: Wihle hierzu n > 0 und ¢ € (0,2%) so, dass |f(s)] < (A1 — 2¢)|s| fiir |s|] < ), finde ¢ € C%(Q) mit

2
—Ap=(A1 —€)p, ¢ > 1 und setze u = —L_e

max ¢ ¥-

Hausaufgabe 2:
Es sei Q C R™ ein beschréinktes, glatt berandetes Gebiet, f € C'(R) mit f(0) = f/(0) = 0 sei strikt konvex, und zu
ug € CY(Q) bezeichne u die Losung von

Ut = Au + f(u)a

u| a0 =0,

u(+,0) = uo.
Wir bezeichnen mit G, B, N die Mengen der Anfangswerte, die zu globalen, beschrinkten bzw. gegen null konver-
genten Losungen fiithren:

G:={up € C%Q); Thnaal
B:={u€C'Q); T,

up) = 0o}
Ug

maz( ) = oo und sup Hu(7t)||L°°(Q) < OO}
>0

N = {ug € C°(Q); Tpnax(ug) = oo und tlgrolo lu(-, )| Lo () = 0}.
AuRerdem definieren wir fiir ¢ € C1(€)
1
S(0) =5 [ Ve do~ [ Flo) do
Q Q
mit F(z) := [ f(s) ds.

Zeige: N C BC g.

Zeige: 0 € C°(Q) liegt im Innern von N

Zeige: Die Mengen G, B, N sind konvex.

Zeige: Falls up € B und vy € C°(Q2) die Ungleichung vy < ug erfiillt, so ist auch vy € B.

Zeige: t — S(u(-,t)) fallt, falls u eine Losung ist.

Zeige: Fiir Losungen u zu ug € B ist {u(-,t); t > 1} relativ kompakt in C?(£2). Losungen zu Anfangswerten

up € N erfiillen u(-,t) — 0 in C%(Q).

g) Zeige: Fiir ug € N NCHQ) ist S(ug) > 0.

h) Zeige: Ist S(ug) = 0 fiir ein ug € N'NCL(Q), so ist ug € C*(Q) mit —Aug = f(up) und folgere aus Testen mit
up und der Ungleichung z f(x) > 2F(x) fur z # 0, dass ug = 0.

i) Schliefe: Ist 0 # ug € N'NCH(Q), so ist S(ug) > 0.

j) Zeige: Es gibt eine Zahl a > 0 derart, dass alle stationdren Lésungen u # 0 bereits |u(| o) > a erfiillen.

k) Beweise: Ist ug € B und gibt es eine Folge (t,)nen mit ¢, — oo fiir n — oo und u(-,t,) — 0 in C1(Q), so gilt

u(-,t) — 0 in CH(Q).
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