Michael Winkler 10. Februar 2017
Johannes Lankeit

12. Ubung zur Vorlesung , Evolutionsgleichungen® im WS 2016/17

Prisenzaufgabe 1:
Wir betrachten in einem glatt berandeten, beschrénkten Gebiet 2 C R™ mit A;(Q2) < 1 das Problem

worin ug € C°°(Q) die Abschiitzungen a® < uy < 86O mit positiven a, 3 erfiille. Dabei bezeichne © die Eigenfunktion
von —A mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen und Maximum 1.
Man kann zeigen: Es gibt eine eindeutige maximale Existenzzeit Tp,q. € (0,00] und eine eindeutige Losung u €
CY(Q % [0, Trnaz)) N C®(Q x (0, Traz))-
a) Zeige: Zu jeder kompakten Teilmenge K C Q gibt es ¢ > 0 so, dass u > ¢ in K X (0, Tynaz)-
b) Zeige: Tnaz < 00. Tipp: Betrachte [, u=26, wobei 6 eine Eigenfunktion von —A auf dem Teilgebiet ' von Q
zu einem Eigenwert kleiner als 1 sei.

¢) Zeige: Jede Losung w € CO(Q x [0, T]) N C>=(2 x (0,T)) fiir ein T > 0 von

{wt — w2 (Aw+w) inQx(0,7)

w|8Q =e>0
erfillt (.1) 5
we\T, .
> - — f; t Q T).
wzd) Z 3 ir (z,t) € Q x (0,T)

d) Zeige: Fur t € (0,T) ist

/Qu—%(-,t)wu(-,m? < 2/9 <u3(~,t) + 32t>

e) Zeige: Es gibt eine Folge (tx)reny mit tx — Thae fir k — oo derart, dass

ty) = t
m(t) tg[loagi]m( ),

wobei m(t) := [lu(-, )| Lo (q)-
f) Ist (tx)ren eine Folge wie in e), so gibt es eine Teilfolge (x;)jen von (tx)ren, 4 > 0 und eine messbare Menge
So C £ mit [Sp| > 0 und
u(w,ty;) > pm(ty;) fiir alle z € Sp, j € N.

Dazu:

i) Zeige: Die Menge der Funktionen g, := 1:7(1'(’5:)), k € N, ist beschriinkt in W12().

ii) Zeige: Es gibt eine Funktion Q: Q — R so, dass g, — Q in Wh2(Q), qr, — Q in L"(Q) fiir alle r € [1,00)
und qx, — @ fast iiberall in  fiir j — oo. ' '

iii) Zeige, dass u(z,t) < v(z,t) := m(ty)(e(x) + 1) fiir (z,t) € Q x (0,4), wobei —Ae =1, e|852 = 0, und
folgere, dass ¢ < e + i in Q.

iv) Zeige: Es gibt ein glatt berandetes Teilgebiet €' C € mit g < 3 in Q\ € und eine Folge (zx)ken C
mit gx(xg) = 1.

v) Zeige: Mit einer gewissen Konstante ¢ > 0 ist dann fiir grofe k € N

—Aqi < cqp in Q.

vi) Es sei nun wy die Losung von —Awy = cqg in ', wk|ag, = 0. Zeige, dass q; < wy + % in .
vii) Zeige: Q # 0.
g) Zeige: Das Maft der Menge
S, :={x € Q; limsupu(z,t) = co}
t Tmaa

ist positiv.



Hausiibungen
Abgabe: 28.02.2017, 9:00 Uhr

Hausaufgabe 1:
Bereite dich auf die Klausur vor. Sie findet am 28.02.2017 ab 9.00 Uhr im Raum E 1.143 statt.



