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2. Ubung zur Vorlesung , Evolutionsgleichungen® im WS 2016/17

Priasenzaufgabe 1:
Es sei N € N und a € RY sowie uy € C1(RY). Finde eine Lésung zu

us = a- Vu, u(+,0) = uo.

Welche ,physikalische Bedeutung” hat a?

Prasenzaufgabe 2:
Betrachte die Burgers-Gleichung u; + uwu, = 0 zu Anfangsdaten

awm@){_L z <0, bwm@){L z <0,

1, x>0, -1, =z>0.

i) Warum erwarten wir nicht, eine klassische Losung u € C°(R x [0,00)) N C*(R x (0,00)) zu finden?
ii) Skizziere die Charakteristiken etwaiger Losungen.
iii) Welche Probleme deuten sich dabei an?

Priasenzaufgabe 3:
Es sei ur, < ug. Zeige: Die auf R x [0, 00) definierte Funktion u mit

ur, « < urt,
u(z,t) =q %, upt <z <ugt,

URr, T > ugt,

ist aufserhalb der Geraden {# = urt} und {z = ugt} in R x [0, 00) stetig und in R x (0, 00) stetig differenzierbar
und 16st dort die Burgers-Gleichung.

Gibt es eine weitere Funktion, die aufserhalb zweier Geraden stetig differenzierbar ist und die Burgers-Gleichung
erfiillt und die zudem in R x {0} mit u {ibereinstimmt?

Prasenzaufgabe 4:
Es sei f € C?(R) und u € CY(R x (0,00)) 15se

u + (f(w))e = 0.

Zeige: Die Funktion v := f’(u) 16st die Burgers-Gleichung.

Prisenzaufgabe 5:

Betrachtet sei
U + up = Pu?, zeR, t>0,
u(z,0) = uo(z), z €R,

mit 3 € R und 0 < ug € C(R) N L>®(R). Zeige, dass durch die mithilfe der Charakteristikenmethode gewonnene
Losungsformel
ug(x —t)

u(@,t) = 1= Bug(z —t) -t

im Fall 8 < 0 eine globale Losung definiert wird;
im Fall 8 > 0 eine Losung in R x (0,7") mit
1

T =————
ﬁ||uo||Lo<v(R)



bestimmt wird, die fiir t /T explodiert in dem Sinne, dass
u(, Ollpoc®) =00 firt /T
gilt.

Hausiibungen
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Hausaufgabe 1:
Betrachte das Anfangswertproblem fiir die Burgers-Gleichung

us + uu, =0, reR, t>0,
u(x70) = UO(aj)v T e R)

worin ug die durch

1, xz <0,
w(z) =< 1—2z, 0<z<l,
0, z>1,

bestimmte stetige, aber nicht stetig differenzierbare Funktion sei.

a) Finde durch formale Rechnung eine ,Losungsformel“ fiir (x) unter dieser speziellen Anfangsbedingung.

b) Betrachte (x) zu geeigneten Anfangswerten ug. € C1(R), ¢ € (0,1), die du so konstruierst, dass ug. fiir € \, 0
die Funktion ug in passendem Sinne approximiert. Diskutiere das Verhalten der zugehdrigen Losungen u. im
Grenzfall € \ 0, und rechtfertige damit dein Ergebnis aus a).

Hausaufgabe 2:
Gesucht sind Losungen des Anfangswertproblems fiir die Hamilton-Jacobi-Gleichung

up = au?, zE€R, t>0,
(*)

u(z, 0) = ugp(z), xr €R,

mit a € R und ug € C*(R).
a) Zeige, dass im Fall
up(z) := Ax?, z €R,
mit A € R durch
(:ct)-—Aiw2 reR, te(0,7)
Y = T T A ’ o
eine Losung von (%) definiert wird, worin
T 0, falls A <0,
N ﬁ, falls A > 0.
Wie verhalt sich u(z,t) fir ¢ \ 17
b) Zeige: Gehort ug zu C?(R) und gibt es M > 0 mit
< M fir alle z € R, falls o > 0,
Uz \ T . (**)
> —M firallex e R, fallsa <0,

so definiert
u(aco — 200z (20) -t,t) = ug(wg) — au, (zo) - t
implizit eine Losung von (%) in R x (0,7) mit
1
T:=——+—.
2|la|M
c¢) Beweise: Erfiillt ug € C?(R) die Bedingung (%x) fiir ein M > 0 und ist {iberdies ug, > 0 auf R, so gilt u, > 0

in R x (0,7) mit T wie in b).



