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3. Ubung zur Vorlesung ,Evolutionsgleichungen® im WS 2016/17

Priasenzaufgabe 1:
Es seien ¢ € C%(R) und ¢ € C'(R) gegeben.

i) Finde eine Losung u € C?(R?) der eindimensionalen Wellengleichung
et (2, 1) — Uge (x,t) = 0 fiir alle (z,t) € R?,

die den Anfangsbedingungen
u(z,0) = p(z), w(z,0) =), zeR,
geniigt.

ii) Zeige: Die in (i) gefundene Losung u ist eindeutig.

iii) Seien zusitzlich ¢’,¢ € L?(R) sowie fiir alle t € R die ,Energie der Welle u zum Zeitpunkt ¢“ gegeben durch

B(t) = %/}R(\ut(x,tﬂ? T lua(z, 6)) da.

Zeige mithilfe von (i), dass F konstant gleich

BO) = 5 [(¢/@F + (@) da

ist.
3 € CY(R)
¥(z), v € R,
) gilt?

iv) Gegeben seien nun ein fester Punkt (£,7) € R? und zwei weitere Funktionen ¢ € C?(R) und
sowie eine Losung u der Wellengleichung, die den Anfangsbedingungen u(x,0) = ¢(z), ut(z,0) =
geniigt. In welchen Punkten sollten ¢ mit ¢ und ¥ mit ¢ iibereinstimmen, damit w(§, 7) = u(&, 7

v) Welches u € C?(R?) 16st die Wellengleichung fiir die Anfangsbedingungen

u(z,0) = e*wQ, ug(2,0) = (1 +2?)71?

Priasenzaufgabe 2:
Es seien ug € C%(R) und ug; € C*(R) N LY(R) mit

/ uot(x)dz =0

und
up(x) = =2 fir z - —o0 sowie up(x) - 8 fiir & — +o0.

Beschreibe das Langzeitverhalten der Losung v = u(z, t) von (%) fiir festes x € R.

Prisenzaufgabe 3:
Zeige, dass fiir jedes v € C°(R?) die Funktion [0,00) 3 r — [, (0y ¥ it

i v:/ ) fir aller >0
dr Jp,(0) 9B,(0)

differenzierbar ist. Ist diese Abbildung sogar stetig differenzierbar?



Hausiibungen
Abgabe: 11. November 2016, 14:02 Uhr

Hausaufgabe 1:
Es seien ug € C?(R) N LY(R) und ugp; € CH(R) N LY(R) so, dass
/ uge(z)dr =0

ist. Zeige, dass es dann zu jedem x € R eine Folge (tx)ren C [0,00) mit ¢t — oo fiir K — oo gibt derart, dass die
Losung u von

Utt = Ugy, reR, t>0,
u(z,0) = up(x), z €R, (%)
ug(z,0) = uge(x), r€R,

die Eigenschaft
u(z,ty) = 0 fiir k — oo

hat.

Hausaufgabe 2:
Fiir v € CO(R3),z € R3 und 7 > 0 sei

1
S(Uax?’r) T |aBr($)| BBT(Q:) ’U(y)dy

a) Zeige, dass fiir jedes v € C°(R?) und alle z € R3 gilt S(v,z,7) — v(z) fiir r \, 0.

b) Sei v € CF(R3) fiir ein k& € N. Beweise, dass dann fiir jedes a € N3 mit |a| < k und alle j € {1,...,k} die
partiellen Ableitungen D2S und ()7 S existieren.

c) Zeige, dass im Fall v € C1(R3) gilt
Sr(v,z,7) =0 fiir » \ 0.

SchlieRe, dass fiir jedes solche v und alle z € R? die Funktion (0,00) > r + S(v,x,r) zu einer bzgl. r = 0
symmetrischen, auf ganz R stetig differenzierbaren Funktion fortgesetzt werden kann.

Hausaufgabe 3:

i) Sei u € C?([0, 7] x R) eine Losung der Wellengleichung
(2, 1) — ugy (z,t) = 0, (z,t) € (0,m) xR,

die den Randbedingungen
u(0,t) = u(m, t) =0, t eR,

geniigt. Zeige, dass auch hier die Energie
1
ER50.00, 0 BO= [ (u@ P +lun)) do
(0,m)
der Welle u konstant ist.

ii) Wir wollen nun die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an u zu
u € C*((0,7) x R)n C*([0,7] x R)

abschwéchen. Zeige, dass die Energie auch unter diesen abgeschwichten Voraussetzungen konstant ist.
(Tipp: Betrachte E.(t) := %f(sm_s)(|ut|2 + uz|?) mit e \, 0.)



