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4. Ubung zur Vorlesung , Evolutionsgleichungen* im WS 2016/17

Prisenzaufgabe 1:
Es sei © C R” ein Gebiet sowie zp € Q. Fiir ¢ € D(Q) definieren wir

Oz () := (o).

Zeige: d,, ist eine Distribution (aus D’(2)).
Diese Distribution heifit auch ,Dirac’sche Delta-Distribution®. Falls xg = 0, schreibt man oft auch nur §. Berechne
fiir o € N§ auch D“J.

Priasenzaufgabe 2:

a) Zeige: Fir Q@ =R, X =R und u(z) := |z| gilt

o (z) = {—1, z <0

im distributionellen Sinn.

b) Zeige: Fiir Q2 := R und

gilt u, =0 in D'(R).

Prisenzaufgabe 3:
Untersuche die durch u,(x) := /ne™"* sowie die durch v, (z) = ne=2"* definierte Funktionenfolgen in L?((0,1))
auf Beschranktheit, punktweise Konvergenz, Konvergenz im Sinne der Norm und schwache Konvergenz.

Prisenzaufgabe 4:

Fiir welche a > 0 definiert die durch u(z) = =%, > 0, und u(x) = 0, < 0, gegebene Funktion eine Distribution
aus D'(R)?

Priasenzaufgabe 5:
Seien 2 = (0,1) C R und
k, falls 0, +
uk(x)::{fv abSEE(,]{)

0, falls z € [£,1),

fiir k € N. Zeige:
i) Fiir jedes p € [1,2) gilt up — 0 in LP(Q) fiir &k — oo.
ii) Fiir jedes p € [1,2] gilt ux — 0 in LP(2) fiir k — oc.
iii) Fiir p > 2 ist (ug)ken nicht schwach konvergent in L?(€2).

Prisenzaufgabe 6:
Seien Q C R™ offen, p € [1,00) und (ug)gen C LP(R2) sowie u € LP(2) und v: Q@ — R. Gelten dann

ug —=w in LP(Q) und wugx — v L. in Q fiir k — oo,
so folgt w = v (f.4. in Q).
Prisenzaufgabe 7:

Beweise oder widerlege: ,,Schwache Konvergenz (in L?) impliziert punktweise Konvergenz“, ,punktweise Konvergenz
impliziert schwache Konvergenz (in L?).



Es sei u, — v und v, — v in L?(Q). Beweise oder widerlege: (upn,vy) := [, unvn — (u,v).

Priasenzaufgabe 8:
Es seien T1, Ty € D'(Q, X) lokal gleich, d.h. es gebe zu jedem z € Q eine Umgebung U(x) derart, dass T1(¢) = Ta(p)
fiir alle o € C5°(U). Zeige, dass dann bereits T3 = T3 in D’.

Hausiibungen
Abgabe: 18. November 2016, 14:02 Uhr

Hausaufgabe 1:
Beweise die folgende Teilaussage von Def./Prop. 1.1: Ist T € D'(Q, X), a € Ny, so ist D*T € D'(Q, X).

Hausaufgabe 2:
Welche der folgenden Abbildungen T : C§°(R) — R definieren eine Distribution aus D'(R)?

—_

a) T(p) = ¢(1) — ¢(0) b) (p) = ; ro(z)de
c) T(p) = (1) - ¢(2) d) T(p) = o™ (k)
k=1
0 T =Y M0 L
k=1 0 r

Hausaufgabe 3:
Es sei v : R? — R definiert durch

(2,y) = 0, falls x <0,
Uy = 1, fallsz >0

Bestimme die distributionellen Ableitungen u, und wu,,.

Hausaufgabe 4:

Bearbeite Aufgabenteil a), falls du ihn noch nicht aus einer fritheren Veranstaltung kennst. Falls du ihn schon (und
noch) kennst, bearbeite stattdessen Teil b):
a) Zun € N sei uy, : (0,1) — R definiert durch

i.) up(z) = sin(nmwz), ii.) uy(x) =sin(n/x), i) u,(z) = sin(1/nx).
Untersuche die vorgelegten Funktionenfolgen auf schwache Konvergenz in L?(0, 1).
b) Es sei p € (1,00). Zeige: Fir f € LP((0,1)) sowie (fn)nen C LP((0,1)) gilt genau dann f, — f in LP((0,1)),
wenn die Folge (fn)nen in LP((0,1)) beschréinkt ist und fiir alle x € (0,1) gilt, dass [ fu(t)dt — [ f(t)dt fiir
n — oo.

Hausaufgabe 5:

Es sei 2 C R™ offen, X ein Banachraum und 7': C§°(Q2) — X eine Abbildung. Zeige die Aquivalenz der folgenden
Aussagen:

a) T eD'(Q,X),

b) T ist linear und fiir alle Kompakta K C 2 existieren k£ € N und C' > 0, sodass

Y e D(Q) : ITelx <C > 1Dl (o)

la| <k

¢) T ist linear und stetig in dem Sinne, dass aus ¢, — ¢ bereits Tp,, — T folgt, wenn wir die Konvergenz
einer Folge aus D(Q) wie folgt definieren: ¢,, — ¢ in D(2), wenn es eine kompakte Menge K C 2 gibt, sodass
supp ¢, C K fiir alle n € N, und fiir jeden Multiindex o € Ny gilt, dass D%p,, = D% fiir n — oo gleichméfig
in €.



