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7. Ubung zur Vorlesung ,,Evolutionsgleichungen* im WS 2016/17

Priasenzaufgabe 1:
Betrachte zu einer glatten beschrénkten Funktion f: R — R und mit 0 < ug € C§°(2) das Problem

up = (1+u)Au+ [Vul® + f(u),
“’aﬂ =0,
u(+,0) = uo.

a) Zeige: Es gibt eine Losung u € C9(Q x [0,00)) N C%1(Q x (0,00)).

b) Zeige weiter: Diese ist nichtnegativ, sofern f(0) > 0.

¢) Wir nehmen nun an, dass f > 0 auf (—00,0) und f < 0 auf (0, c0). Was lésst sich iiber das Langzeitverhalten
von u sagen?

Priasenzaufgabe 2:
Zeige: Zu M > 0, B > 0 gibt es C(M, B) > 0 mit der Eigenschaft, dass jede Losung von

uy = uAu + f(t)u, g, u(+,0) = ug

ulyg =
fiir £ > 0 und alle glatten Funktionen ug: @ = R, f:[0,00) = R mit ¢ < ug < M und 0 < f < B die Abschitzung
0 <wu(z,t) < C(M,B), xeQt>0,

erfiillt.
Tipp: z(t)(M + ®(z)), worin —A® = 1.
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Hausaufgabe 1:

Es sei u eine klassische (nichtnegative) Losung von

up = Au +uP, 0 u(-,0) = ug

U{BQ =

zu ug € C§°(2) und mit einem p > 1. B
Beweise: Falls u nicht global ist, d.h. falls es T},q, € (0,00) gibt mit u € C%(Q X [0, Traz)) N CHHQ % (0, Trax))
und imsup, »p [Ju(:, )| Lo (Q) = oo, dann ist

1 1 .
||U(',t)||Loo(Q) > —————(Thaz — ) 71 fiir alle ¢ € (0, Thnax)-

(p—1)77

Beobachte dazu zunéchst, dass y' = 4P, y(0) = ((p — 1)Tmaz)_ﬁ7 in (0, Tinaz) von y(t) = ((p — 1) (Trmaz — t))_ﬁ
gelést wird, und fiihre dann die Annahme, es gibe to mit |lu(-,%0)||L~(q) < y(to) durch ein Vergleichsargument zum
Widerspruch.

Hausaufgabe 2:
Fiihre den Beweis zu Bsp. 1.1.9: Sei ug € L*®(Q), ug = Zzozl aper mit ap = fQ uper, k € N. Dann ist fiir jedes
T > 0 die schwache Losung des Dirichlet-Problems fiir die WLG

up = Au in % (0,7),

ulp =0,

u‘t:O = Uo,

gegeben durch die gemaf

oo
u(-,t) = Zake_’\’“tek, t >0,
k=1

def. Fkt. u € (g (LQ((O,T); Wy2(€2) N Co([o, T); L2(Q))) Fiir diese Losung gibt es C' > 0 mit

[u(-t)|| 22 < Ce™ ™Vt >0.

Hausaufgabe 3:

Beweise Satz 1.3.4: Seien T € (0,00] und a € C?(Qx [0,T)xR), b€ C1(Qx[0,T)xR;R") und f € C*(Qx[0,T) xR)
mit infg, o rypa > 0 sowie ug € C%(Q) mit u0|aQ = 0. Dann existiert Tiq; € (0,7] und mindestens eine KL
u € COQ x [0, Trnaz)) NC?L(Q x [0, Thnaz)) von (45), fiir welche die Alternative

entweder T' = T0. (,u ist global®)
oder limsup, »7, . [lu(:,t)|pe(q) = o0 (,u explodiert*)

gilt. _
Tipp: Betrachte diur, = V - (ar(z,t,ug)Vug) + ..., uk| o = 0, uglit=0 = uo, mit ag(z,t,u) = (p(uw)a(z,t,u), (z,t,u) € XX [0,T) x R
(und entsprechenden by und fj), worin ¢ = 1 in [—k, kﬁ (G, =0inR\[-k—1,k+ 1] und 0 < ¢ <1, ¢ € C°(R) sei. Setze

Ty :=sup{T > 0; jug| < k in Q x [0, 7]},

zeige 0 < Ty, < Ty41 < T, setze Tinaz := limy_, o T} und unterscheide zwischen den Féllen Tinae = T und Tinaz < T



