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8. Ubung zur Vorlesung ,,Evolutionsgleichungen* im WS 2016/17

Priasenzaufgabe 1:
Beweise Lemma 2.2: Seien R > 0 und g € C1(R), und es sei ug € C°(Bg) radialsymmetrisch mit u0|aBR = 0. Ist
dann u € C%(Bg x [0,T)) N C?'(Bg x (0,T)) eine klassische Losung von

u=Au+g(u) inQx(0,T),
ufyq =0 (1)

u|t:0 = Yo

fiir ein T' > 0, so ist auch u(-,t) radialsymmetrisch fiir jedes ¢t € (0, 7).

Tipp: Verwende Eindeutigkeit und zeige, dass mit u auch (z,t) — u(Ax,t) fiir jede Drehmatrix A € SO(n) eine
Losung von (1) ist.

Prisenzaufgabe 2:
Zeige:
a) Im glatt berandeten, beschrinkten, konvexen Gebiet Q C R™ hat das Problem

up = Au+ 1,
ulp =0,
u(-,0) =0

genau eine globale klassische Lésung u € C°(€2 x [0,00)) N C%1(Q x (0, 00)).
Diese ist beschrénkt...

... und nichtnegativ.

Falls Q2 = Bp fiir ein R > 0, ist u(-,t) radialsymmetrisch fiir jedes ¢ > 0.

b)
|
) Es gilt (auch fiir Q # Bg), dass v > 0 in £ x (0, c0).
)
)

RO

Wenn wir irgendein tp > 0 wéhlen, ist supgq dyu(-,t9) < 0.
u(+,t) konvergiert gleichméfig fiir t — co. (Wogegen?)
(Anm: Das erfordert keinen Riickgriff auf die direkt vorhergehenden Teilaussagen.)

g

Prisenzaufgabe 3:

Es sei u eine Losung des Dirichlet-Problems der Warmeleitungsgleichung in 2 C R™ zu nichtnegativen stetigen
Anfangsdaten. Zeige: Fiir alle ¢ > 0 ist

(-, £)| Lo < (4t) ™2 lug]| 1 ().

Hausiibungen

Abgabe: 20. Januar 2017, 14:10 Uhr
Hausaufgabe 1:

Beweise Lemma 2.8: Es sei (2 C R" konvex und x, € 2. Dann gibt es R, > 0 und L, > 0 mit der Eigenschaft, dass
zu jedem z* € Q und jedem Ry € (0, R,) ein stiickweise glatter Weg ~: [0,1] — R™ existiert mit

7(0) = a4, Bsr,(v(s)) C QVs € [0,1], z* € B3p,(7(1)) und /0 |7 (s)| ds < L,.



Hausaufgabe 2:

Beweise: Sind 2 C R ein beschriinktes Intervall, T > 0, f € C*(R) mit f(0) > 0 und u € C°(Q x [0,T)) N C*1(Q x
(0,7)) mit

U 2 Uy + f(u) 0 Qx(0,T),
uf o () > 0 auf (0,7),
u(-,0) = ug in

so folgt aus 0 # uy € C°(Q) und ug > 0 bereits, dass es zu jedem ¢ > 0 ein ¢(t) > 0 mit

u(z,t) > c(t) dist(z, 0£) Vo € Q

gibt. Insbesondere ist dann u positiv in Q x (0, 7).

Eine mogliche Vorbereitung ist, das folgende Lemma zu beweisen (das implizit auch im Beweis von Lemma 2.5
verwendet wurde): Ist Q = (—d, d) fiir ein d > 0 und w € C1(Q) eine Funktion mit w(+d) = 0, w(x) > 0 fiir z € Q
und +w, (+d) < 0, so gibt es ¢ > 0 derart, dass w(z) > ¢ - dist(x, 9N) fiir alle z € Q.

Hausaufgabe 3:

Fiir Q = (0, L) mit einem L > 0 betrachten wir in dieser Aufgabe das Problem

Ut = Ugy + ﬁv in (07 L) X (Ovaam)a
U(Oa ) = U(La ) = 0; in (O7Tmaz>7
u(-,0) =0 in Q.

Zeige: Das Problem hat eine Losung u € C’l’%(ﬁ X [0, Tnaz)) N C*HQ x (0, Thnaz)) fiir ein Trax € (0, 00] mit

Tnaz =00  oder limsupmaxu(z,t) =1
t Trnae TEQ

und zu jedem T € (0, Tyaz) gibt es sogar a € (0,1) mit u € C1H" %% (Q x [0,T)) N C2F1+5 (Q x (0,7)).
Nimm an, dass L > 21/2. Weise nach, dass in diesem Fall T},,, endlich ist. Tipp: Fiir w; = wgy + 1, w|aQ =0,
w(+,0) = 0 bestimme lim;_,~, w(-, t) explizit und vergleiche geeignet.

Zeige: Fiir jedes t € (0, Tynae) nimmt u(-,t) in 2 = £ ein Maximum an. Wende dazu Vergleichsargumente auf

2

die Funktion v := u, an, um ihre Positivitat im Intervall (0, %) nachzuweisen. Ignoriere dabei zunéchst, dass v
nach unserem bisherigen Wissenststand gar nicht glatt genug fiir Vergleichssatzanwendungen zu sein braucht.
Rechtfertige nun die in ¢) zusétzlich angenommene Regularitdt von v. (Tipp: Orientiere dich am Beweis von
Lemma 2.4.)

Folgere schlieRlich: Ist L > 2v/2, so ist Tynar < 00 und lim SUpy »r,,, u(%, t)=1.



