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9. Übung zur Vorlesung „Evolutionsgleichungen“ im WS 2016/17

Präsenzaufgabe 1:
Es seien α = n

2+(m−1)n und β = 1
2+(m−1)n sowie B = (m−1)α

2nm und ferner seien A > 0, τ > 0 und x0 ∈ Ω derart, dass
B√A

B τ
β (x0) ⊂ Ω gilt. Wir wollen zeigen: Mit

T0 := max{t > 0;B√A
B ·(t+τ)β

(x0) ⊂ Ω}

und

u0(x) = u
(A,τ)
0 (x) := τ−α

(
A−B · |x− x0|2

τ2β

) 1
m−1

+

, x ∈ Ω,

definiert dann

u(x, t) = uA,τ (x, t) := (t+ τ)−α
(
A−B · |x− x0|2

(t+ τ)2β

) 1
m−1

+

für alle t ∈ [0, T0) und fast alle x ∈ Ω

eine schwache Lösung u von (2).
Beweise zunächst Behauptung 1: U := u(A,τ) ist eine klassische Lösung von Ut = ∆Um in

G := {(x, t) ∈ Rn × [0,∞); |x− x0|2 <
A

B
· (t+ τ)2β}.

Nimm dazu o.B.d.A. x0 = 0 an und stelle U in G in „selbstähnlicher Form“

U(x, t) = (t+ τ)−αf(|x|t−β)

mit
f(ξ) = (A−Bξ2)

1
m−1 , ξ ≥ 0

dar. Rechne nach, dass Ut = ∆Um in 0 < ξ = ξ(x, t) < ξ0 :=
√

A
B äquivalent zur Differentialgleichung

(fm)ξξ +
n− 1

ξ
(fm)ξ + αf + βξfξ = 0 (1)

im betrachteten Intervall ist. Weise schließlich anhand der Definitionen von f , α, β, B die Gültigkeit von (1) nach
und folgere Behauptung 1.
Beweise dann Behauptung 2: Damit gilt die oben angekündigte Aussage.

Hausübungen
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Hausaufgabe 1:
Beweise Proposition 3.4: Ist u eine sehr schwache Lösung von

ut = ∆um,

u
∣∣
∂Ω

= 0,

u(·, 0) = u0,

(2)

die zudem
u ∈ C0([0, T );L1(Ω)) ∩ L∞(Ω× (0, T ))

erfüllt, so ist u eine schwache Lösung von (2).


