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12. Ubung zur Funktionentheorie im SS 2014

Priasenzaufgabe 1:

Es seien G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph, 2y € G eine Nullstelle von f und m € N. Zeige, dass die beiden
folgenden Aussagen adquivalent sind:

(i) Die Ordnung der Nullstelle zy von f ist m.

(ii) Es gibt eine holomorphe Funktion g : G — C mit g(zp) # 0 und f(z) = (z — 29)™g(2) fiir alle z € G.

Prasenzaufgabe 2:

Untersuche jeweils, von welchem Typ die Singularitdt von f in zg ist. Gib, falls eine hebbare Singularitét vorliegt,
eine Fortsetzung f von f an, die in einer Umgebung von zy holomorph ist. Bestimme, falls ein Pol vorliegt, die
Ordnung des Pols von f in zj.
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Priasenzaufgabe 3:

Zeige: Eine (isolierte) Singularitét zg ist genau dann ein Pol der Ordnung m von f, wenn r > 0, C; > 0 und Cy > 0

existieren, sodass
Cilz = 20| ™™ < |f(2)] < Calz — 20| ™™

gilt.

Hausiibungen
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Hausaufgabe 1: 1+2+3 Punkte
Fiir ein r > 0 sei auf B,(0) \ {0} die Funktion f durch

f(z) = Z anz "
n=0

definiert. (Darin sei (an)neny C C so gewihlt, dass die Reihe in B,.(0) \ {0} kompakt konvergiere.)
i) Zeige: f ist holomorph und hat eine Singularitét in 0.
ii) Unter welcher Bedingung an die a,, hat f eine hebbare Singularitit in 07

iii) Zeige: f hat eine wesentliche Singularitit in 0 genau dann, wenn unendlich viele der a,, von null verschieden
sind.



Hausaufgabe 2: 3+3 Punkte

Es seien fi(z) := > (—1)’“(2%;)! und fo(z) = > (—l)k%. Bestimme fiir j € {1,2} jeweils das Gebiet G; C C

maximal, so dass f_] : G — C holomorph ist. Stelle fiir J € {1,2} die Funktion f; mit Hilfe der sin-Funktion dar
und gib fiir die so erhaltene Funktion an, ob sie auf ganz C holomorph fortsetzbar ist und von welchem Typ die
Singularitdt in zg = 0 ist.

Hausaufgabe 3: 6 Punkte

Es seien G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph mit f # 0, zg € G eine Nullstelle von f und m € N. Zeige, dass
es 7 > 0 gibt, so dass % holomorph in B, (z9) \ {20} ist, und beweise, dass die beiden folgenden Aussagen dquivalent
sind:

(i) f hat in 2o eine Nullstelle der Ordnung m.

(i) % hat in 2y einen Pol der Ordnung m.

Hausaufgabe 4: 12 Punkte

Untersuche jeweils, von welchem Typ die Singularitit von f in zq ist. Gib, falls eine hebbare Singularitit vorliegt,
eine Fortsetzung f von f an, die in einer Umgebung von zy holomorph ist. Bestimme, falls ein Pol vorliegt, die
Ordnung des Pols von f in zj.

(a) f(z):= €L, 2 :=0,

(b) f(2):= ez%, 2o := 0,

(c) f(2):= ﬁa Z0 =,

(d) f(2) = S, 20 1= -,

€ f z) = Zji_17 29 =0,
e*—1

(f) f(z):=2% cos(L), z0:= 0.

Hausaufgabe 5: 4 Punkte
f habe in 0 einen Pol. Zeige: Die durch
2f'(2)
g\z) =
B =70
definierte Funktion hat in 0 eine hebbare Singularitét.
Hausaufgabe 6: 3 Punkte

Seien f,g: D — C holomorphe Funktionen, die in zy € D eine Nullstelle derselben Ordnung m haben. Zeige: Dann
hat h := 5 eine hebbare Singularitit in zy und es gilt
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