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Johannes Lankeit

Losungsvorschlag zu den Hausaufgaben der 11. Ubung

Hausaufgabe 1: 3 Punkte

Es sei G C C ein beschrinktes Gebiet und fiir jedes n € N sei f,,: G — C eine stetige Funktion, die auf G holomorph
sei. Es konvergiere (f,)nen auf G gleichméfig.
Zeige: f, konvergiert auf ganz G gleichméfig gegen eine stetige, auf G holomorphe Funktion.

Tipp: Cauchyfolge.

Loésung:

Fiir jedes m,n € Nist f, — f,, eine holomorphe Funktion, die ihr (betragliches) Maximum (geméf Maximumsprinzip)
auf dem Rand annimmt. Damit bilden die f,, eine Cauchyfolge bzgl. der Supremumsnorm auf G. Also konvergieren
die f,, gleichmiifig gegen eine Funktion f: G — C, die (als gleichmiiRiger Grenzwert einer Folge stetiger Funktionen)
stetig ist. Holomorphie folgt aus dem ,Weierstrafischen Konvergenzsatz® (Priasenzaufgabe).

Hausaufgabe 2: 4-+8 Punkte

Auf dem Gebiet G C C sei die lokal beschrénkte Familie (:= Menge) F C H(G) holomorpher Funktionen gegeben.
Lokal beschriankt* bedeutet dabei, dass es zu jedem Punkt in G eine Umgebung gibt, auf der die Funktionen aus
F gleichméfig beschrankt sind, in Zeichen:

V20 € GIC>03r>0Vz€ B.(20)VfEF lf(z)| <C.
Zeige: Zu jedem Punkt zp € G und jedem e > 0 gibt es eine Kreisscheibe Bs(zp) C G mit
|f(w) — f(2)| <e fiir alle f € F und fiir alle w, z € Bs(z0),

lokal ist F also gleichgradig gleichméfig stetig.

Tipp: Cauchy-Integralformel iiber den Rand von Bg,.(zg). Hier ist [¢ — z|[¢ — w| > r2.

Beweise anhand dieser gleichgradigen Stetigkeit nun, dass jede Funktionenfolge aus F eine in G kompakt konvergente
Teilfolge enthalt.

Tipp: Fiir welchen Satz aus Analysis II brauchte man gleichgradige Stetigkeit?

Losung:

Seie >0, sei zg € G.

C und r seien so gewéhlt, dass Ba,.(20) C G (moglich, da G offen) und dass fiir alle ¢ € Ba,.(2g) und alle f € F gilt
|£(Q)] < C. (Das ist nach der vorausgesetzten gleichméfligen Beschrénktheit moglich.)

Wihle 6 < min{ 4= (20) C By(20). Dann ist (nach CIF, Hinweis und Standardabschétzung sowie
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Sei K C G eine kompakte Menge. Wir zeigen zunichst, dass F auf K gleichgradig stetig ist: Angenommen, das
wire nicht der Fall, es gébe also € > 0 sodass es zu jedem n € N w,,, z, € G und f, € F gibe mit |w, — z,| < %
und |f(wy) — fu(zn)] > €. Da K kompakt, wiren w,, und z, oBdA konvergent gegen denselben Grenzwert z, (da
|wn — 2n| < ). Zu 29 und e géibe es aber nach dem soeben Gezeigten ein 6 > 0 mit |f(w) — f(z)| < ¢ fiir alle
w,z € Bs(zp) und alle f € F.

Fiir hinreichend grofse n € N wéren aber wy,, z, € B;s(2¢), also miisste fiir alle n € N auch e < |f,(w,)— fn(zn)| < €
gelten; ein Widerspruch.

Sei (fn)nen nun eine Folge von Funktionen aus F. Diese Folge ist gleichgradig stetig und punktweise (d.h. fiir jedes
feste Argument) beschrinkt (nach der Voraussetzung der lokalen Beschrinktheit sogar immer in einer Umgebung
eines Punktes und nicht nur im Punkt selbst).

Der Satz von Arzela-Ascoli garantiert also die Existenz einer (auf K) gleichméRig konvergenten Teilfolge.

Damit allerdings die gefundene Teilfolge auf jeder kompakten Teilmenge gleichméfig konvergiert und nicht nur fiir
jede kompakte Teilmenge eine konvergente Teilfolge existiert, gehen wir folgendermafen vor:
Wir wihlen eine aufsteigende Folge K,, kompakter Mengen (also K,, C K, 1) in G, sodass |J,,cy Kn = G, ndmlich

K, = B,(0) N {z € G;dist(z,0G) > 1}.
Nach den eben angestellten Uberlegungen finden wir eine Teilfolge fi1, fi2, ..., die auf K; gleichméfig konvergiert.

Diese wiederum hat (aus denselben Griinden) eine Teilfolge fa 1, fo2,. .., die auf Ky gleichméfig konvergiert.
Sukzessive wahlen wir so fiir k € N jeweils eine Teilfolge fi 1, fr,2,... von fr—11, fu—1,2,..., die auf Kj, gleichméafig
konvergiert.

Die Folge (fn,n)nen konvergiert also auf jeder der Mengen K,, gleichmifig. Und da jede kompakte Teilmenge
K C G in einer der Mengen K, enthalten ist, konvergiert (f, n)nen also auf K gleichméfig und daher auf G
kompakt.

(Ein solches Verfahren der Diagonalfolgenauswahl war auch im Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli zentral.)

Hausaufgabe 3: 3 Punkte

U C C sei Gebiet. Der Betrag der holomorphen Funktion f: U — C habe an der Stelle zg € U ein lokales Minimum.
Zeige: f(z9) = 0 oder f ist konstant.

Losung:
Es sei 7 > 0 so gewdhlt, dass fiir alle 2 € B,.(z) gilt |f(2)] > |f(20)|. Angenommen, f(zp) # 0, also (wegen der
Ungleichung) f nullstellenfrei in B, (zp) und damit definiert g(z) := ﬁ eine holomorphe Funktion g: B,(zp) — C.

Insbesondere hat |g| ein Maximum in zp. Nach dem Maximumprinzip (Blatt 10, HA 6) ist also g konstant (auf
B,.(z0)) und damit auch f (zundchst auf B, (zp) — damit aber nach dem Identitatssatz auf ganz U).

Hausaufgabe 4: 6 Punkte
f: G — C sei eine nichtkonstante holomorphe Funktion auf dem Gebiet G. Zeige: f(G) ist ein Gebiet. Zeige dazu:
a) f(G) ist zusammenhingend.
b) Zu wo = f(20) € f(G) gibt es r > 0, sodass f in B,(z0) nur in zy den Wert wo annimmt.
c) Es gibt § > 0, sodass |f — wp| > ¢ auf 9B, (zp).
)

d) Fiir |w — wop| < % hat z — f(z) — w ein Betragsminimum irgendwo im Innern von B,(zp) und nicht auf dem
Rand dieser Menge. (Tipp: z = 2¢.)

e) f —w hat eine Nullstelle in B,.(zp).
f) f(G) ist offen.

Losung:

a) Ubung 1, HA 5: Stetiges Bild einer zusammenhiingenden Menge.

b) Wire das nicht der Fall, wiirden sich die Nullstellen der Funktion f —wq in zg € G hiufen, nach Satz 6.3 wire
also f konstant gleich wy.



¢) f—wo hat nach b) keine Nullstelle auf 9B, (%), nimmt als stetige Funktion auf dieser kompakten Menge aber
natiirlich das Minimum (nennen wir es §) an.

d) |f — w]| ist stetig, nimmt also auf B,(zp) ein Minimum an. Auf dem Rand ist nach c)
4
|f —w| = [f —wo+wo —w| > [f —wo| — |wo — w]| 20-5=73,

aber an der Stelle z = 2 ist |f — w| kleiner:

)
|f(20) —w| = [wo —w| < bR

Daher liegt das Minimun nicht auf dem Rand.

e) Minimumprinzip (Hausaufgabe 3): Minimum liegt nach d) im Innern von B, (zp) und daher gibt es eine Null-
stelle in B,.(zp).

f) Sei wy € f(G). Dann ist auch B%(wo) C f(G), denn f — w hat fiir w € B (wg) eine Nullstelle z € B, (2p),
sodass also w = f(z) € f(G) nach e).

Da f(G) also offen nach f) und zusammenhéngend nach a), ist f(G) ein Gebiet.

Hausaufgabe 5: 4 Punkte

1. p sei ein nichtkonstantes Polynom. Folgere aus lim|,|_o |p(2)| = 00, dass p(C) abgeschlossen ist.
2. Verwende diese Aussage und die vorhergehende Aufgabe, um den Fundamentalsatz der Algebra zu beweisen.

Losung:

1. Sei w € C Haufungspunkt von p(C) und (z,)neny C C eine Folge, sodass p(z,) — w. Mit p(z,) ist (wegen des
Wachstumsverhaltens von p, siche angegebene Grenzwertaussage) auch (2, )nen beschrinkt, sodass eine konvergente
Teilfolge z,, — 2o existiert, also (p ist stetig) w < p(z,) — p(20) und somit w € p(C).

Sei p nichtkonstantes Polynom.

Nach 1. ist p(C) abgeschlossen, nach der vorangegangenen Aufgabe ein Gebiet und sicherlich nicht leer, also (Blatt
1, PA 9) gleich C. Damit ist p: C — C surjektiv, also hat p insbesondere eine Nullstelle.

Hausaufgabe 6: 2-+4 Punkte

a) Gegeben sei ¢ € 9B;(0). Finde eine auf By (0) holomorphe Funktion f # 0, deren Nullstellen sich in ¢ haufen.
b) Fiir welche offenen Mengen U C C mit B;(0) C U ist die Restriktionsabbildung

R: HU) — H(B1(0)),  f+~ fls.(0)

die also auf U holomorphe Funktionen auf ihre Einschrdnkung auf B;(0) abbildet, surjektiv?
(Betrachte die Falle ,U zusammenhingend* und ,,U nicht zusammenhéngend” getrennt.)

Losung:
1.Ahnlich wie in Présenzaufgabe 5¢) auf dem letzten Ubungsblatt betrachten wir

¢
z—C)'

Die Nullstellen dieser Funktion sind gerade die Stellen z mit Z”_CC = nr fir ein n € Z, d.h. ( = nz — n(, also
z = (1+ 2)( fiir n € Z. (Fiir negative n liegen diese Stellen in B;(0) und héufen sich in ¢.)
Offenbar ist f # 0 und holomorph auf B;(0).

2. Falls U zusammenhéngend ist, ist R nur surjektiv, falls U = B;(0).
Fiir zusammenhéngende U D B;(0) gédbe es ¢ € U N 0B1(0) und die in 1. konstruierte Funktion ist holomorph in
B1(0), ldsst sich aber nicht holomorph auf U fortsetzen: Jede solche Fortsetzung miisste nach dem Identitétssatz
(genauer: Satz 6.3) gleich 0 sein.

Dasselbe gilt fiir unzusammenhéngende Obermengen von B;(0), in denen By (0) keine Zusammenhangskomponente
ist.

7(2) = sin(




Falls U eine nicht zusammenhéngende Obermenge von By (0) ist und B (0) eine Zusammenhangskomponente von
U, so ist R surjektiv. Dann nédmlich wird zu f € H(B1(0)) durch

_ f(z)a ZGBl(O)
g(z)_{a 2eU\ Bi(0)

eine holomorphe Funktion definiert, deren Einschrinkung auf B;(0) mit f tibereinstimmt.



